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ITII. GRUPPEN
§19. Grundbegriffe der Gruppentheorie

1. Die Gruppenaxiome. Gegenstand unserer weiteren Ausfithrungen bilden
die Gruppen. Den Gruppenbegriff haben wir bereits in § 18, Nr.5,1 entwickelt.
Wir haben gesehen, dal man unter einer Gruppe eine assoziative Quasigruppe
versteht. Ausfiithrlicher kann eine Gruppe in folgender Weise erklirt werden:

Ein Gruppoid ¢ heiBt Gruppe, wenn die folgenden Axiome, die sogenannten
Gruppenaxiome, erfillt sind:

1. Fiir beliebige Elemente a,b,c € & gilt a(bc) = (ab)c.

2. Zu beliebigen Elementen a,b € & gibt es genau eine Losung x € & der
Gleichung ax = b und ebenfalls genaw eine Lisung y € & der Gleichung ya = b.

Diese Axiome werden das Assoziativgesetz und das Aziom der eindeutigen
Division fiir Gruppen genannt. In § 18, Nr.5,1 haben wir gezeigt, daB diese
Axiome stets die Existenz des Einselements 1 € ¢ mit sich bringen ; 1 ist durch die
fiir alle Elemente a € (% bestehenden Gleichheiten 1a = a1 = a charakterisiert.
Der Kiirze halber sprechen wir im allgemeinen von der Einheit anstatt vom
Einselement. Jede Gruppe besitzt also die Einheit.

Im folgenden soll das Symbol ¢ stets eine Gruppe bezeichnen.

2. Inverse Elemente. Die Inversion. Da (¢ eine Quasigruppe mit Einheit
darstellt, gibt es zu jedem Element a € ¢ genau ein der Gleichung ax = 1
geniigendes Element a € & und ebenfalls genau ein der Gleichung ya =1
geniigendes Element y € §; das Symbol 1 bezeichnet hier (und stets im
folgenden) die Einheit von 6.

Es ist leicht zu zeigen, daBl aus der Qiiltigkeit des Assoziativgesetzes die
Gleichheit der beiden Elemente x, y folgt. Wenn wir ndmlich das Produkt aus y
und ax(-- 1) bilden, so erhalten wir y(ex) = y1 = y und ferner (in Hinblick
auf die Giltigkeit des Assoziativgesetzes) y(ax) = (ya)x = la = x, so daB
sich tatsichlich x = y ergibt.

Zu jedem Element a € (% gibt es alsc genau ein Element, das man im all-
gemeinen mit a1 bezeichnet und fiir das aa! = a~'a = 1 ist. Dieses Element
a~' heiflt invers in bezug auf a; wir sagen auch, das Element a1 sei invers zu a.
Nach dieser Definition stellt also a! die einzige Losung der Gleichung ax == 1
und zugleich die einzige Losung der Gleichung ya = 1 dar. Da ferner die Glei-
chung a ' = 1 durch a erfillt wird, ist ¢ das inverse Element in bezug
auf a1, also (@ !)"! = a. Wegen dieser Symmetrie nennen wir die Elemente
a, a ! zueinander invers. Wir wollen beachten, daB das zu a inverse Element a~!
wiederum a sein kann, so daB ¢! = a gilt; z. B. haben wir 1-1 = 1.
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Auf der Gruppe & gibt es also eine ausgezeichnete Zerlegung, deren Elemente
teils je von einem zu sich selbst inversen Punkt, teils je von zwei zueinander
inversen Punkten gebildet werden.

So stellt z. B. im Fall der Gruppe 3 die Zahl 0 die Einheit von 3 dar, und
die erwahnte ausgezeichnete Zerlegung auf 3 besteht aus den Elementen
{0}, {1, -1}, {2, -2}, ....

Es seien a, b € ¢ beliebige Elemente. Aus aa! = 1 und wegen des Asso-
ziativgesetzes erhalten wir a(a~'b) = (aa )b = 1b = b; wir sehen, daB} das
Element a-'b die (einzige) Losung der Gleichung ax = b darstellt. Analog
stellt ba-! die (einzige) Losung der Gleichung ya = b dar. Ferner ist leicht
festzustellen, daBB 6-1a-! das zu dem Produkt ab inverse Element ist. Zu diesem
Zweck geniigt es zu zeigen, dafl das Element b-1a~! die Losung x der Gleichung
(ab)x = 1 darstellt; dies folgt jedoch aus

(@ab) (b ta ) =abb at=a(la ) =aa t=1.

Ahnlich kann das allgemeinere Resultat hergeleitet werden, daB a;l. . . a;la;!
das zu dem Produktelement a,a, . . . a, einer beliebigen n(= 2)-gliedri Jefl Fnlr/e
von Elementen ay, a,, ..., a, € U inverse Element ist.

Zu dem Begriff des inversen Elements wollen wir noch die folgende Be-
merkung hinzufiigen Wie wir gesehen haben, ist die Existenz des inversen
Elements in bezug auf ein beliebiges Element eine Folgerung der charak-
teristischen Gruppeneigenschaften. \Vn‘ betrachten nun umgekehrt ein asso-
ziatives Gruppoid (§ mit der Einheit 1 und setzen voraus, dafl es in (§ zu
jedem Element a € § ein inverses, d. h. den Gleichungen aa ! = a~ta == 1
geniigendes Element a! gibt. In diesem Fall stellt das Gmppoid (¢ eine Quasi-
gruppe und folglich (da es assoziativ ist) eine Gruppe dar. Das folgt daraus,
daf} fiir je zwei Elemente a, b € ¢ die Produkte 2 — a1b, y = ba ! Losungen
der Gleichungen ax = b, ya = b darstellen und diese Losungen offenbar ein-
deutig bestimmt sind. Somit kommen wir zu der Erkenntnis, da3 unter allen
assoziativen Gruppoiden mit Einkeit die Gruppen durch die Existenz von inversen
Elementen charakterisiert sind.

Die Existenz von inversen Elementen in der Gruppe (4 gibt zur Einfihrung
einer ausgezeichneten schlichten Abbildung der Gruppe § auf sich AnlaB.

Wenn man jedem Element a € (3 das inverse Llement a '€ (3 zuordnet,
so erhdlt man eine schlichte Abbildung der Gruppe 3 auf sich, also eine Per-
mutation der Gruppe . Diese Permutation ist durch (% eindeutiy bestimmt.
Wir wollen sie die /nversion der Gruppe (3 nennen und mit n bezeichnen. Die
Inversion der Gruppe (4 ist offenbar cine involutorische Abbildung (§ 6, Nr. 7).

3. Potenzen von Elementen. Es sci a € (5 ein beliebiges Element und » eine
natiirliche Zahl. Da die Gruppe (5 ein assoziatives Gruppoid darstellt, gibt

es nur ein Produktelement aa . ..a. Dieses Element heillt die n-te Potenz
[ ——;
n
von a und wird mit a® bezeichnet. Ahnlich hei3t das Element a-'a"1...a"!
. [ —]

n
die (—n)-te Potenz von a; wir bezeichnen dieses Element mit a™. Es gelten
also die Formeln a™ = (a“) a™ = (a™)"1.
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Somit haben wir die positiven und die negativen Potenzen von a definiert.
Es ist zweckmiBig, auch die nullte Potenz a® von @ zu definieren, und zwar
verstehen wir unter a® die Einheit 1 der Gruppe ¢, also a® = 1. Auf diese
Weise haben wir jedem Element ¢ € ¢ unendlich viele Potenzen von @ mit
den Exponenten ..., —2, —1,0,1, 2, ... zugeordnet:

Latal, ad, al, a2, ..., (a' =a);
einige (eventuell auch alle) von diesen Elementen kénnen natiirlich zusammen-
fallen.

Die Potenzen jedes Elements a € & geniigen fiir alle ganzzahligen Werte der
Exponenten m, n den Formeln

aman — am + 1’1’ (am)n — amn 3 (1)

Wir begniigen uns hier mit dem Beweis der ersten Formel und wollen es
dem Leser iiberlassen, sich von der Giiltigkeit der zweiten zu iiberzeugen.

Sind eine oder beide Zahlen m, » gleich 0, so ist die erwihnte Formel offen-
bar richtig. Sind beide Zahlen m, n positiv, so gilt

atad"=(a...a)(a...a)=(a...a)=a™*".
— N

m n m+n
Sind beide Zahlen m, n negativ, so sind m’ = —m, #’ = —n positiv, und es
ist

ata"=a ™a " =(@a'...aV)(@!...a)y=(a1...a)=aq ™™
m’ n m’ + n’
—a” m’-n’ — a"l +n X

Es ist also nur noch der Fall zu untersuchen, daf} eine der Zahlen m, » positiv
und die andere negativ ist. Ist m positiv und » negativ, so sind m,n’ = —n
positiv, und es gilt

aa®=a"a" = (a...a)(a...a’?)

L et

m n
(@a...a)=a™ " =am"" fir m>n';
AR

m — n'

1l=a=a™ " =q""" fir m=n’;
(@l...at)=a®-™=0g"" fir m<n.
"_—-/

n’ - m

Wenn schlieBlich m negativ und n positiv ist, so sind m' = —m, n positiv,
und wir erhalten

a™a —a "a" = a—x)m'((a—1)—1)n:: (a_1)m' (a—1)—n — (a—x)m'~n: a—(m'—n)

-me 4+
g A g .

Damit ist die erste Formel (1) bewiesen.
Ist zum Beispiel @ ein beliebiges Element in der Gruppe 3, so sind
..., —2a, —a,0,a,2a, ... die Potenzen von a; fir a= 1 haben wir ins-

10 Gruppoid- und Gruppentheorie
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besondere ..., —2, —1,0,1, 2, ..., und wir sehen, daf3 die von den einzelnen
Potenzen der Zahl 1 € 3 gebildete Menge das Feld von 3 darstellt.

4. Untergruppen und Obergruppen. 1. Definition. Es sei 9 ein beliebiges
Untergruppoid in (. Nach § 12, Nr. 9,8 ist das Gruppoid % assoziativ. Wenn es
iiberdies eine (Quasigruppe, also eine) Gruppe ist, so sagen wir, A () sei eine
Untergruppe in & (eine Obergruppe auf der Gruppe ), und driicken diese
Beziehung wie iiblich durch % C & oder & D A aus. Die Untergruppe A in ¢
wird echt genannt, wenn sie ein echtes Untergruppoid in ¢ darstellt, d. h.
wenn das Feld 4 von % in & echt ist. In diesem Fall sagen wir, (& sei echte
Obergruppe auf A. In der Gruppe & gibt es stets die mit (¢ identische grofite
Untergruppe und die von dem einzigen Element 1 gebildete kleinste Unter-
gruppe {1}. Diese stellen die extremen Untergruppen in (% dar.

Fiir beliebige Gruppen U, B, ¢ gelten offenbar die folgenden Aussagen:

Ist B eine Untergruppe in A und, Y eine solche in &, so ist auch B eine Unter-
gruppe in &.

Sind A, B Untergruppen in & und besteht fiir thre Felder A, B die Beziehung
BC A4, so ist B eine Untergruppe in .

2. Charakteristische Eigenschaft der Untergruppen. Wir betrachten eine
beliebige Untergruppe ¥ in &, und j sei die Einheit von . Gibt es irgend-
welche Beziehungen zwischen der Einheit 1 von (% und der Einheit j von A?
Nach Definition von j haben wir fiir jedes Element a € U die Gleichung a = ja,
und zugleich gilt natiirlich a = 1a. Daraus folgt in Hinblick auf Nr.1,2 die
Gleichung j = 1. Wir sehen, dall die Einheit 1 von & zugleich die Einheit
von U darstellt. Daraus schlieBen wir, dafl das zu einem beliebigen Element
a € U inverse Element in der Untergruppe A mit a-! zusammenfillt, also das
inverse Element zu @ in der Gruppe ( darstellt.

Wenn also ein Untergruppoid in & eine Untergruppe in (& darstellt, so ent-
hilt es die Einheit von & und mit jedem Element a zugleich das Element a™!;
wenn umgekehrt ein Untergruppoid in & diese Eigenschaft besitzt, so stellt
es eine Untergruppe in & dar.

Mit Hilfe dieses Ergebnisses wollen wir eine Eigenschaft von Untergruppen
in & herleiten, die diese letzteren unter allen Untergruppoiden in (4 charak-
terisiert. Wie wir gesehen haben, enthélt die Untergruppe %A mit jedem Ele-
ment a zugleich das Element a-!, also auch mit je zwei Elementen «, b das
Element ab-!. Wir nehmen nun an, dal ein Untergruppoid 9 in (4 die Eigen-
schaft besitzt, mit je zwei Elementen a, b zugleich das Element ab-! zu ent-
halten. Sodann kommt in % die Einheit 1 von & vor (es geniigt, b*= a zu
wihlen) und desgleichen das Element b-!(a = 1), so dafl nach dem obigen
Resultat das Untergruppoid % eine Untergruppe in (4§ darstellt. Somit haben
wir die folgende charakteristische Eigenschaft der Untergruppe erhalten:
Unter allen Untergruppoiden in & sind die Untergruppen dadurch charakterisiert,
daf3 sie mit je zwei Elementen a, b stets auch das Element ab-' enthalten.

Ubrigens wollen wir beachten, daB eine beliebige nicht leere Untermenge
A C ®, in der mit je zwei Elementen a, b zugleich das Element ab-! vor-
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kommt, gruppoidal ist und folglich das Feld einer Untergruppe in & darstellt.
Offenbar erhilt man analoge Ergebnisse, wenn man statt ab-1 das Element a-1b
betrachtet.

3. Beispiel. Wir betrachten wiederum die Gruppe 3. Es sei U eine beliebige
Untergruppe in 3, Da diese Untergruppe % mit jedem Element b zugleich
das inverse Element b1 besitzt, enthilt sie entweder nur die Zahl 0 oder neben
negativen auch positive Zahlen. Im ersten Fall stellt % die kleinste Unter-
gruppe in 3 dar. Im zweiten Fall sei a die kleinste, als Element in % ent-
haltene positive Zahl. In der Untergruppe % kommen natiirlich alle Potenzen
von a, d. h. alle ganzzahligen Vielfachen der Zahl a vor:

ooy, —3a, —2a, —a, 0, a, 2a, 3a, ....

Es sei b ein beliebiges Element in 9. Sodann gibt es ganze Zahlen ¢, r derart,
dal b=ga+r, 0 <r=<a —1 ist. Da die Untergruppe % die Zahlen b, ga
enthalt, gilt dasselbe auch von der Zahl b — ga = r; da sie ferner keine kleineren
positiven Zahlen als @ enthélt, ist r= 0. Wir haben also b = ga und sehen,
dafl die Untergruppe U auBer den ganzzahligen Vielfachen der Zahl a keine
anderen Elemente besitzt. Somit ist gezeigt, daBl die Untergruppe U in den
beiden erwihnten Fillen von allen ganzzahligen Vielfachen einer nicht-
negativen ganzen Zahl gebildet wird. Umgekehrt ist es klar, daBl die Menge
aller ganzzahligen Vielfachen einer, nichtnegativen ganzen Zahl mit der
entsprechenden Multiplikation eine Untergruppe in 3 darstellt.

Somit sind wir zu dem Ergebnis gekommen, daBl alle Untergruppen in 3
von den ganzzahligen Vielfachen der einzelnen nichtnegativen ganzen Zahlen
qgebildet werden. Wir wollen beachten, dal alle positiven ganzzahligen Viel-
fachen einer natiirlichen Zahl ein Untergruppoid, nicht aber eine Untergruppe
in 3 bilden. Es kann also in Gruppen Untergruppoide geben, die keine Unter-
gruppen sind.

Eine weitere Bemerkung, die an die obigen Uberlegungen ankniipft, ist
folgende: Es ist uns gelungen, alle Untergruppen der Gruppe 3 zu bestimmen.
Ein dhnlicher Erfolg kann in komplizierteren Fillen im allgemeinen nicht
erwartet werden, da die Frage nach der Bestimmung aller Untergruppen
ciner beliebigen Gruppe bisher unbeantwortet blieb.

5. Durehschnitt und Produkt von Untergruppen. 1. Durchschnitt von Unter-
gruppen. Wir betrachten beliebige Untergruppen A, B C &. Da die beiden
Untergruppen das Element 1 € (3 enthalten, ist der Durchschnitt AN B
von 9 und B definiert (§ 12, Nr. 6). Es ist leicht zu zeigen, daBl dieser wiederum
eine Untergruppe in (§ darstellt. In der Tat, offenbar stellt AN B ein asso-
ziatives Untergruppoid in (% mit Einheit dar; wir haben also festzustellen,
daB in AN B mit jedem Element a zugleich das in ¢ enthaltene inverse Ele-
ment a-! vorkommt. Fir a € ANV haben wir a € A, a € BV und ferner, da
A, B Untergruppen in 65 sind, e €A, a1 € B, also a1 € AN B; damit ist
der Beweis beendet. Wir sehen, daB je zwet Untergruppen in & stets einen
Durchschnitt haben, der wiederum eine Untergruppe in & ist. Er stellt offenbar
eine Untergruppe in jeder dieser Untergruppen dar. Dieses Resultat kann

10*
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ohne Schwierigkeiten auf eine beliebige (sogar unendliche) Anzahl von Unter-
gruppen in @& erweitert werden.

2. Produkt von Untergruppen. Wir nehmen an, dafl die Untergruppen ¥, B
miteinander vertauschbar sind; es gilt also 4B = BA, wobei natiirlich
A (B) das Feld von A (B) bedeutet. In dieser Situation existiert das Produkt N B
aus Nund B (§12, Nr.9,9), und es ist leicht einzusehen, daB A B wiederum eine
Untergruppe in & darstellt. In der Tat, das Gruppoid % B ist offenbar assoziativ
und enthilt die Einheit 1 von &, wie aus den Beziechungen 1€ %, 1€ %,
1 = 11 € AB hervorgeht. Ferner ist jedes Element in AV das Produkt ab
aus einem Element a € Y mit einem Element b € B ; das zu ab inverse Element
ist b-'a~!, und dieses Element ist wegen B4 = 4 B in AV enthalten. Somit
haben wir gezeigt, dafl das Produkt %A% eine Untergruppe in ¢ ist. Wir
wollenauchdenin §19,Nr.7,6 beschriebenen Sachverhalt beachten. Ferner haben
wir AB DA, AB DO B. Insbesondere stellt das Quadrat U2 von A, d. h. das
Produkt AN, die Untergruppe A in' @ dar. SchlieBlich weisen wir darauf hin,
daf} in jeder abelschen Gruppe (je zwei Untergruppen miteinander vertausch-
bar sind, also) das Produkt von je zwei Untergruppen existiert und wiederum
eine Gruppe darstellt.

3. Beispiel. In der Gruppe 3 besitzen je zwei Untergruppen sowohl den
Durchschnitt als auch das Produkt. Wir wollen diese Gebilde z. B. fiir die
beiden auf den Feldern

, —8,—4,0,4, 8,
L, —14,—-7,0,7, 14,

bestehenden Untergruppen %, B von 3 bestimmen. Jede in dem Durchschnitt
AN B enthaltene Zahl ist ein ganzzahliges Vielfaches der beiden Zahlen 4
und 7 und folglich auch ein ganzzahliges Vielfaches des kleinsten gemeinsamen
Vielfachen dieser Zahlen, d. h. der Zahl 28. Der Durchschnitt QIO B besteht
also aus den Zahlen

, —56, —28, 0, 28, 56,

Das Produkt AB enthilt offenbar die Zahl 4 + 7 = 11, und da es eine
Untergruppe in 3 ist, besteht es aus allen ganzzahligen Vlelfachen einer ge-
wissen mchtnegatlven ganzen Zahl a (Nr.4,3). Insbesondere ist also dle
Zahl 11 ein solches Vielfaches, woraus a = 1 oder a = 11 folgt. Da ferner
in AB z. B. auch die Zahl 4 vorkommt, ist a = 1, da 4 kem ganzzahliges
Vielfaches von 11 ist. Wir sehen, daf die Untergruppe AYB von allen ganz-
zahligen Vielfachen der Zahl 1 gebildet wird und folglich mit der Grappe 3
zusammenfallt.

6. Bemerkungen iiber Multiplikationstabellen endlicher Gruppen. 1. Charak-
teristische Eigenschaften der Multiplikationstabellen. Wir betrachten eine
endliche Gruppe & und die zugehorige Multiplikationstabelle. Da fir die
Gruppe ¢ die Kiirzungsregeln gelten (§ 18, Nr.3,1), kommen in der Tabelle in
jeder Zeile und Spalte rechts vom vertikalen bzw. unter dem horizontalen
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Eingang die Symbole aller Elemente der Gruppe ), also insbesondere das
Symbol fiir das Einselement und mit jedem weiteren Symbol auch dasjenige
des entsprechenden inversen Elements vor. Offenbar sind diese Eigenschaften
fiir die Multiplikationstabelle einer endlichen Gruppe charakteristisch, wenn
auch das Assoziativgesetz erfillt ist. So sind z. B. die Multiplikationstabellen
far Gruppen von der Ordnung 1, 2, 3 mit den Elementen 1, ¢, b die folgenden:

1 la lab
11 1i1la Ltab
a al alabi

bibla

Fir Gruppen von der Ordnung 4 mit den Elementen 1,a, b, ¢ sind zwei
verschiedene Multiplikationstabellen moglich:

ftabe [1abec
1 1abe iitabe
a alch alalch
b bcal b bela
c.cbla cicbal

Diese Tabellen findet man, wenn man fir je zwei (gleiche oder verschiedene)
Elemente das entsprechende Produkt wihlt, unter Beriicksichtigung aller
Moglichkeiten, und zum Schlull die Giltigkeit des Assoziativgesetzes nach-
weist; bei der Wahl des Produkts bedient man sich der Tatsache, daf in jeder
Zcile und Spalte rechts vom vertikalen bzw. unter dem horizontalen Eingang
die Symbole aller Elemente der Gruppe auftreten, und zwar jedes Symbol
genau cinmal. Diese Methode zur Ermittlung der Multiplikationstabellen fiir
endliche Gruppen ist fiir hohere Ordnungen im allgemeinen sehr langwierig
und praktisch undurchfithrbar. Die Frage nach den Multiplikationstabellen
aller endlichen Gruppen ist fir spezielle Ordnungen gelost, bleibt aber im
allgemeinen ein offenes Problem.

Wir wollen auch bemerken, daf bei den Gruppen die Multiplikationstabellen
gelegentlich auch Gruppentafeln genannt werden.

2. Normale Multiplikationstabellen. Kine Multiplikationstabelle fiir eine
endliche Gruppe von beliebiger Ordniing kann zunéichst so vereinfacht werden,
daBl man ihre beiden Einginge weglifit. Ferner kann die Tabelle umgeformt
werden, indem man als die erste, zweite, dritte usw. Zeile diejenige Zeile der
urspriinglichen Tabelle aufschreibt, in der das Einselement auf der ersten,
zweiten, dritten usw. Stelle vorkommt. Eine Multiplikationstabelle dieser
Art heit normal. In einer normalen Multiplikationstabelle steht also in der
Hauptdiagonale stets das Einselement. Offenbar gibt es fiir jede endliche
sruppe im wesentlichen (d. h. abgeschen von der Bezeichnung der Elemente)
genau eine normale Multiplikationstabelle. So haben z. B. die normalen
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Multiplikationstabellen der Gruppen von der Ordnung 1, 2, 3, 4, deren Elemente
mit 1, a, b, ¢ bezeichnet wurden, die folgende Form:

1 la 1ab
ail bla

abl

labe iabe
alch alch
cbila becla
bcal cbal

3. Die Rechtecksregel. In einer normalen Multiplikationstabelle steht in
der Hauptdiagonale, wie wir wissen, stets das Einselement 1. Wir betrachten
die normale Multiplikationstabelle einer endlichen Gruppe. Das Symbol des
Produkts aus einem Element a mit einem Element b steht natiirlich im Schnitt-
punkt der mit @ beginnenden Zeile und der mit b beginnenden Spalte. Wenn a
und b in der Tabelle in bezug auf die Hauptdiagonale symmetrisch liegen,
so gilt ab = 1, so daB die Elemente a, b zueinander invers sind. In der ersten
Zeile der Tabelle treten also von links nach rechts die Symbole von Elementen
auf, die zu den in der ersten Spalte von oben nach unten aufeinanderfolgenden
Elementen invers sind.

Wir betrachten beliebige Elemente z, y, z, deren Symbole zusammen mit 1
in der Multiplikationstabelle die Eckpunkte eines Rechtecks bilden. Wir
nehmen z. B. an, daB x in derselben Spalte und y in derselben Zeile wie 1
enthalten ist, so daB z in derselben Zeile wie 2 und in derselben Spalte wie y
auftritt. Es seien a, b die Anfangsbuchstaben der die Symbole 1, x enthaltenden
Zeilen und dhnlich ¢, d diejenigen der die Symbole 1, y enthaltenden Spalten.
Zum Beispiel steht dann 2 im Schnittpunkt der mit b und ¢ beginnenden
Zeile bzw. Spalte, und wir haben @ = b¢; dhnlich erhalten wir y = ad, z = bd,
1 = ac. Aus der letzten Gleichung sehen wir, dafl die Elemente a,c zueinander
invers sind, so daB gleichzeitig ca = 1 gilt. Folglich haben wir 2y = (bc)(ad) =
= b(ca)d = bld = bd = z, also xy = z. Auf diese Weise haben wir die Recht-
ecksregel fiir normale Multiplikationstabellen erhalten:

Wenn in einer normalen Multiplikationstabelle die Symbole von vier beliebigen
Elementen, unter denen 1 wvorkommt, die Eckpunkte eines Rechtecks Bilden,
so stellt das zu 1 gegeniiberliegende Element das Produkt xy dar, wobeir x (y)
das in derselben Spalte (Zeile) wie 1 liegende Element des Rechtecks bedeutet.

So bilden z. B. in der obigen zweiten normalen Multiplikationstabelle der
Gruppe vierter Ordnung die Elemente 1, ¢ in der zweiten und b, a in der
vierten Zeile die Eckpunkte eines Rechtecks. Folglich gilt nach der Recht-
ecksregel die Gleichung bc = a; sie ist richtig, da sich die mit b beginnende
Zeile und die mit ¢ beginnende Spalte in a schneiden.
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7. Ubungsaufgaben.

1. Das auf dem von allen euklidischen Bewegungen auf der Geraden f[a], g[a] oder
von denjenigen in der Ebene f[a; a, b], g[«; a, b] gebildeten Feld bestehende Gruppoid,
dessen Multiplikation mit Hilfe der Zusammensetzung von Bewegungen definiert ist
(vgl. § 11, Nr. 5, 1), stellt eine Gruppe, die sogenannte vollstindige Gruppe euklidischer Be-
wegungen auf der Geraden bzw. in der Ebene dar. In dieser Gruppe bilden die euklidischen

Bewegungen f[a] bzw. f[a; a, b] eine Untergruppe. Der Leser moge etwaige weitere
Untergruppen angeben.

Bemerkung. Die euklidische Geometrie beschreibt bekanntlich die Eigenschaften
von Figuren, die von Punkten und Geraden gebildet werden, wie z. B. verschiedene aus
Punkten und Geraden bestehende Konfigurationen, Dreiecke, Kegelschnitte usw. Diese
Geometrie beruht auf dem Begriff der vollstandigen Gruppe euklidischer Bewegungen,
indem zwei Figuren als kongruent erklirt werden, wenn sie mittels einer euklidischen
Bewegung ineinander uibergefiihrt werden konnen.

2. Das Gruppoid, dessen Feld von den in § 8, Nr. 8, 4 beschriebenen 27 (n = 3) Permu-
tationen der Eckenmenge eines reguliren ebenen n-Ecks gebildet und in dem die Multi-
plikation mit Hilfe der Zusammensetzung von Permutationen erklart wird, stellt eine
Gruppe, die sogenannte diédrische Permutationsgruppe von der Ordnung 2 n dar. Diese
Gruppe enthilt neben der kleinsten Untergruppe weitere echte Untergruppen: die Unter-
gruppe von der Ordnung n, die von allen den Drehungen der Eckpunkte um den Mittel-
punkt des m-Ecks entsprechenden Elementen gebildet wird; » Untergruppen zweiter
Ordnung, von denen jede von der identischen Permutation und einer weiteren, durch

die symmetrische Abbildung der Eckpunkte in bezug auf eine Achse des n-Ecks definierten
Permutation gebildet wird.

3. Die Anzahl der zu sich selbst inversen Elemente ist fiir jede endliche Gruppe gerader
(ungerader) Ordnung gerade (ungerade).

4. Die Inversion einer abelschen Gruppe stellt einen Automorphismus auf dieser Gruppe
dar.

5. In jeder abelschen Gruppe bilden die zu sich selbst inversen Elemente eine Unter-
gruppe.

6. Es seien ¥, B Untergruppen in (). Wenn das aus den Feldern 4, B gebildete Pro-
dukt A B das Feld einer Untergruppe in (4 darstellt, so sind die Untergruppen 2, B
miteinander vertauschbar.

7. Es seien A C Y Untergruppen in (§. Dann gilt AY = BA =B, AN B = A. Wenn
die Untergruppe € in ¢ mit 9 vertauschbar ist, so ist auch die Untergruppe €NV mit A
vertauschbar.

8. Jede Gruppe hat ein Zentrum.

9. Es sei p € @ ein beliebiges Element der Gruppe (. Wir definieren in der Gruppe (4
eine neue Multiplikation mit dem Produktzeichen o auf folgende Weise: Fiir beliebige
Elemente z, y €  wird das Produkt oy durch das Element xp~!y dargestellt, also
a0y =2zpty. Sodann gilt: a) Das aus dem Feld ¢ der Gruppe & und aus der Multi-
plikation o bestehende Gruppoid (& ist eine Gruppe; b) das Einselement von (4§ ist durch p

und das zu einem beliebigen Element z € @ inverse Element in (§ durch px~tp dar-
gestellt.

Bemerkung. Wir wollen die Gruppe & die mit der Gruppe & assoziierte (p)-Gruppe
nennen.
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