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§22. Folgerungen aus den Eigenschaften der Nebenklassenzerlegungen
von Gruppen

1. Der Satz von Lagrange. Es sei (¢ eine endliche Gruppe und % C & eine
Untergruppe in ¢. Wir wollen die durch die Existenz und Eigenschaften
der linksseitigen bzw. rechtsseitigen Nebenklassenzerlegung der Gruppe ®
in bezug auf die Untergruppe A bestehende Situation priifen.

Es sei N die Ordnung der Gruppe & und n die der Untergruppe A; die
Gruppe & besteht also aus NV und die Untergruppe % aus n Punkten (N = n).
Unter den Elementen von 6§/, kommt insbesondere das Feld 4 der Unter-
gruppe U vor; dieses Element wird also von n Punkten der Gruppe & ge-
bildet. Nach § 20, Nt. 2, Satz 5 besteht also jedes Element von 4/, aus n Punkten

Anzahl der Elemente der linksseitigen (und nach § 21, Nr.7 auch der rechts-
seitigen) Nebenklassenzerlegung der Gruppe (¢ in bezug auf % bedeutet.
Somit sind wir zu dem folgenden wichtigen Resultat gekommen:

Die Ordnung jeder Untergruppe A in einer endlichen Gruppe & ist ein Teiler
der Ordnung von (4.

Diecses Resultat wird als der Satz von LAGRANGE bezeichnet und zu den
wichtigsten Sitzen der Theorie endlicher Gruppen gerechnet. Die Zahl g,
also die Anzahl der Elemente jeder der beiden Zerlegungen (3/,%, 65/, heiB3t
der Index der Untergruppe N beziiglich der Gruppe 6. Eine wichtige Folgerung
des LacraxcEschen Satzes ist z. B. die, dall eine endliche Gruppe, deren
Ordnung eine Primzahl ist, keine von der kleinsten Untergruppe {1} ver-
schiedene cchte Untergruppe enthalten kann.

Wir wollen beachten, dafl die Behauptung des LAGRANGEschen Satzes
auch dann gilt, wenn die Gruppe 65 unendlich ist (N = 0).

Beispiel. Wir betrachten die Gruppe &, und bezeichnen ihre Elemente
mit 1, a, b, e.d, f(vgl. §11,Nr.4). Aus der diesbeziiglichen Gruppentafel (e = 1)
sechen wir, dal} die Elemente 1,f eine Untergruppe in &,, die wir mit A
bezeichnen wollen, bestimmen.

Die linksseitigen Nebenklassen der einzelnen Elemente in €; in bezug auf %
sind die Komplexe

1A= fA-{1,f}, aA=ecA={a,c}, bA=dA={b,d},
withrend die rechtsseitigen Nebenklassen durch die Komplexe

AL A= {1.f), Aa—Ad—{a,d}, Ab-—Ac—-{(b.¢)

dargestellt werden. Die linksseitige Nebenklassenzerlegung der Gruppe &,
in bezug auf die Untergruppe % besteht also aus den Elementen {1, f}, {a, ¢},
{b, d}, withrend die rechtsseitige Nebenklassenzerlegung von {1, f}, {a, d},
{b, ¢} gebildet wird. Wir wollen beachten, daB diese beiden Nebenklassen-
zerlegungen voneinander verschieden sind. Die Ordnung der Gruppe Gj ist 6,
die der Untergruppe U ist 2, der Index der Untergruppe A beziiglich der
Gruppe G, ist 6:2 = 3; dieser Index gibt die Anzahl der linksseitigen und
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zugleich auch der rechtsseitigen Nebenklassen der Gruppe ©; in bezug auf die
Untergruppe % an.

2. Beziehungen zwischen miteinander vertauschbaren Untergruppen einer
Gruppe. Das in § 21, Nr. 6 gefundene Resultat fithrt zusammen mit den Eigen-
schaften der komplementéren Zerlegungen (§5) hinsichtlich der Vertauschbar-
keit zu mannigfaltigen Beziehungen zwischen Untergruppen in einer Gruppe.
Wir wollen hier nur einige dieser Beziehungen angeben, wihrend die Her-
leitung von anderen dem Leser iiberlassen werden soll.

Es sei bemerkt, daf die fertigen Formeln, die wir aufstellen werden, meistens
sehr einfach auf direktem Weg verifiziert werden konnen; unsere Methode
hat jedoch den Vorteil, daf} sie zur Aufstellung dieser Formeln fiihrt und einen
tieferen Einblick in ibre Struktur ermoglicht.

Satz 1. Es seien A DB, D Untergruppen in &, und B, D seien miteinander
vertauschbar. Dann sind auch die Untergruppen B, AND miteinander ver-
tauschbar, und es gilt

ANDB=(AND)VB. 1)

Beweis. Nach § 21, Nr.6 sind die Zerlegungen /%8, &/,D komplementir.
Wegen A DB haben wir /% = &/,B (§ 21, Nr.3). Nach § 5, Nr.3 ist die
Zerlegung /B komplementir zu (&/,A, $/T), und nach §21,Nr.4 gilt
(&,/)A, B/,D) = G/,(AN D). Folglich sind die Zerlegungen 63/,8, &/, (ANT)
komplementir und (nach § 21, Nr.6) die Untergruppen 8, A N D miteinander
vertauschbar.

Nach § 5, Nr.4 ist die Zerlegung &/, in bezug auf die Zerlegungen (4/,9(,
¢/,%B modular. Wir erhalten also

(G,U, BB, E,D)=[6/,B, (B/,A, &/,D)],
d.h. nach §21,Nr.4 und 5

(B,A, B/, D) =[G/B, B/,(AND)]
und schlieBlich

GHANDY) =/ (AND)Y.
Wir sehen, daB3 die das Einselement 1 € (§ enthaltende linksseitige Neben-

klasse der letzten Zerlegung durch das Feld jeder der beiden Untergruppen
ANTYB, (AND)B darg(‘st(llt wird. Daraus folgt die Formel (1).

Satz 2. Es seien A D VB, EDD Untergruppen in &, und B, D seien mil-
einander vertauschbar. Dann sind auch die U ntergruppen B, UMD und .eben-
falls die Untergruppen T, Lﬂ B miteinander vertauschbar. Ferner gilt dassclbe
von den Untergruppen AN D, €N B, und es gilt

ANCENDTYB = (AN T)(ENVB). (2)

Beweis. Der erste Teil dieser Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 1.
Ferner gilt nach §5, Nr.6,1

(B,%, B/,6), [6,DB, B/,D]) = [(G,A, B,D), (6/,C, &/,V)], (3)
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und die Zerlegungen (&/,%, &/,%D), (§/€, /,B), d.h. /,(AND), /(€N B)
sind komplementir. Folglich (§ 21, Nr. 6) sind die Untergruppen AN D, EN B
miteinander vertauschbar, und aus (3) erhalten wir (2).

Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 gelten auch die Formeln
AND)BNE=ENB)DNA=(AND) (ENDY). (4)

Beweis. Wir wissen, dall die Zerlegungen &/,%8, ¢/,9 komplementir sind ;
auflerdem ist &/, %A = ¢4/,°B, &/,€ = &/, D. Ferner sind die Felder der Unter-
gruppen A, B, €, D die die Einheit 1 € & enthaltenden Elemente der links-
seitigen Nebenklassenzerlegungen von & in bezug auf diese Untergruppen.

Wir wenden nun das Resultat aus §5, Nr.5 an, wonach die Zerlegungen

ALB=AC G,V (=G,BNA), C1D=CCE,D(=E,DNE)
in bezug auf B, T adjungiert sind. Es gilt also
S(DCALBNEC)=s(BCE,DMA). (5)
Nach §2,Nr.6.5a) haben wir
DPLAWBNEC=(DCUAB)NE=DC(A,BNEC),
BCC,PNA=(BCE,D)NA=BC(E,D2NA),
und die Ergebnisse von § 21, Nr.2,1 fithren zu den Formeln
(BCAB)NE = (AND)VBNE),(ENDY),
DCOALB NCE) = (AN D) (@ NY)L(ENDB),
(B CD)NA = (ENBV)D NAY (AN D),
BCE,D A= ENBV) AND), (AN D).
Wir haben also
S(RCWUPBNE) = QANDYVBNE = AND) (ENY),
SBCE, MW = ENVP)DNA-=(ENV) (AN D),

und diese Gleichheiten ergeben zusammen mit (5) die Formeln (4).

3. Modulare Yerbinde von Untergruppen und von Nebenklassenzerlegungen
einer Gruppe. Wir betrachten ein nicht leeres System O von Untergruppen in
der Gruppe 5. Wir nehmen an, daf3 je zwei Untergruppen des Systems O
miteinander vertauschbar sind und das System O beziiglich der Durchschnitts-
und Produktbildung abgeschlossen ist. Die erwiihnte Abgeschlossenheit des
Systems O soll fnlgvndvs bedeuten: Fir je zwei Untergruppen A, B € O
cchoren der Durchsehnitt und das Produkt der beiden Untergruppen wiederum
dem System O an, also ANV € 0, AV € 0.

Wir ordnen nun jeder zweigliedrigen Folge %, B von Untergruppen des
Systems O einmal den Durchse hnitt AN B und zum anderen das Produkt 9 B
der erwihnten Untergruppen zu. Damit haben wir in beiden Fillen eine Multi-
plikation im System O. Auf diese Weise erhalten wir ein Paar von iibereinander-
1%
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gelagerten Gruppoiden auf dem Feld O. Jedes von diesen Gruppoiden ist
abelsch (§1, Nr.6), assoziativ (§1, Nr.10,4; §18, Nr.1,1) und besteht aus lauter
idempotenten Elementen (§1, Nr.10,1; §15, Nr.6,4). Aulerdem sehen wir, da3
die Multiplikationen in den betrachteten Gruppoiden mittels der fir beliebige
Untergruppen 2, B € O bestehenden Formeln A (AN B) = A, AN AB = A zu-
sammenhéngen. Somit ist gezeigt, dafl das betrachtete Gruppoidpaar einen
Verband 2 auf dem Feld O darstellt.

Als die obere (untere) Multiplikation im Verband £ wollen wir etwa die-
jenige bezeichnen, die zu jeder zweigliedrigen Folge von Untergruppen
A, B €2 das Produkt AB (den Durchschnitt AN B) dieser Untergruppen
zuordnet, also A~ B = AYB, A~B = AN B. Sodann erhalten wir die obere
(untere) partielle Ordnung o (u) des Verbandes 2, indem wir jeder Unter-
gruppe A € 2 alle auf (in) ihr liegenden Obergruppen (Untergruppen) 8 €
zuordnen. Nun folgt aus § 22, Nr.2 (1), daB jede der Beziechung A < € (0)
geniigende dreigliedrige Folge von Untergruppen A, B, € € Q die obere
modulare Beziehung erfiillt. Wir sehen, dafl der Verband ©Q modular ist.

Wir ordnen nun jeder Untergruppe % € 2 die linksseitige Nebenklassen-
zerlegung &/, der Gruppe & in bezug auf die Untergruppe % zu und bezeich-
nen das entsprechende System von Klassenzerlegungen der Gruppe (% mit O*.
Wegen § 21, Nr. 4 und 5 ist das System O* beziiglich der beiden Operationen
(), [] abgeschlossen, so dafl fir je zwei Klassenzerlegungen 6/, € O*,
@/,% € O* auch ihre grofite gemeinsame Verfeinerung und ihre kleinste ge-
meinsame Uberdeckunor dem System O* angohoron also (G3/,%, ¢/, B) € ()*
[®/,U, G/,B] € O*. Ferner definicren wir in dem st‘um O* zwei Multi-
plikationen, indem wir jeder zweigliedrigen Folge von Klassenzerlegungen
&/, A, &/, B € O* einmal die grofte gemeinsame Verfeinerung (®5/,%A, ©/,8)
und das anderemal die kleinste gemeinsame Uberdeckung [6$/,, 65/,8] der
erwahnten Klassenzerlegungen zuordnen. Auf diese Weise erhalten wir ein
Paar von iibereinandergelagerten Gruppoiden auf dem Feld O* und stellen
wiederum fest, dafl dieses Paar von Gruppoiden einen Verband £2* darstellt.

Die Abbildung i, bei der jeder Untergruppe % € 2 die Klassenzerlegung
G/, A € 2* zugeordnet wird, ist offenbar eine schlichte Abbildung des Ver-
bandes 2 auf den Verband £* und erfillt fiir je zwei Untergruppen A, B € 2
die Beziehungen

{(UANDB) = @/,ANDY), 1AV - G/,AY,
d. h.
TA~D) =1A~1Y, {A—=B) —=iA—-iY.
Wir sehen, daBl die Abbildung 7 cinen Isomorphismus des Verbandes {2 auf
den Verband Q* darstellt. Da der Verband 2 modular ist, gilt dasselbe auch
von dem Verband O* (§ 18, Nr.7,14).

Somit sind wir zu dem folgenden Resultat gekommen:

Jedes nicht leere System von Untergruppen einer beliebigen Gruppe 5, dessen
Elemente miteinander vertauschbar sind und fir die das System selbst beziiglich
der Durchschnitts- und Produktbildung abgeschlossen ist, stellt zusammen mit
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den mittels Durchschnitts- und Produktbildung definierten Multiplikationen
ernen modularen Verband dar. Das von den linksseitigen (rechtsseitigen) Neben-
klassenzerlegungen der Gruppe & beziiglich der einzelnen Elemente dieses Ver-
bandes gebildete System ist in bezug auf die Operationen (), [] abgeschlossen und
stellt zusammen mit den mittels dieser Operationen definierten Multiplikationen
einen zum ersten Verband isomorphen, also ebenfalls modularen Verband dar.

4. Ubungsaufgaben.

1. Die Ordnung einer Gruppe, die von Permutationen einer endlichen Menge von der
Ordnung n gebildet wird, ist ein Teiler der Zahl n!.

2. Die Anzahl der zu sich selbst inversen Elemente in einer endlichen abelschen Gruppe
von der Ordnung N ist ein Teiler der Zahl N.

§ 23. Spezielle Nebenklassenzerlegungen von Gruppen

1. Halbverkniipfte und verkniipfte Nebenklassenzerlegungen. Wir be-
trachten beliebige Untergruppen AD>%W, €2 in ¢. Mit ADB, (DD
bezeichnen wir ihre Felder.

Zunichst fragen wir, unter welchen Umstinden die linksseitigen Neben-
klassenzerlegungen /;*8, €/;® halbverkniipft bzw. verkniipft sind.

Da der Durchschnitt 4 N B (die Einheit von & enthalt und folglich) nicht
leer ist, sind nach §4, Nr.1 die genannten Klassenzerlegungen dann und nur
dann halbverkniipft, wenn

AW, BME =€, DNA
gilt. Nach § 21, Nr. 2,1 ist dies gleichbedeutend mit
(ANE)HENY)  (ANE) (AN D).
Wir sehen, daB} dies genau dann gilt, wenn
AND -ENY 1)

ist. Somit haben wir das Resultat erhalten, daB3 die Klassenzerlegungen A/, B,
C/,® dann und nur dann halbverkniipft sind, wenn die beiden Untergruppen
AND, €NV dibereinstimmen, also WND == ENY ist.

Wir nchmen nun an, die Klassenzerlegungen %/, B, €/, D seien verkniipft.
Dann gelten nach §4, Nr. 1 und § 20, Nr. 3,2 aufler der Beziehung (1) noch die
beiden Gleichheiten

A-AnNCYB, C=(CnNnA)D.

Aus ihnen schlielen wir (§ 19, Nr. 7,6), dafl die Untergruppe AN E mit jeder
der beiden Untergruppen B, ® vertauschbar ist; folglich haben wir

A= (ANE)Y, C=ENWD. (2)
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