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5. Ubungsauigaben,

1. Der Leser moge den allgemeinen Fiinfgruppensatz mit Hilfe von Untergruppen
der Gruppe 3 (§ 18, Nr. 5, 1) realisieren.

2. Es seien AD Y, €D D beliebige Untergruppen in ¢ und 4 DB, C' D D ihre Felder.
Wir setzen voraus, daB die linksseitigen Nebenklassenzerlegungen (4 =) %/,8, (€ =) €/,®
in bezug auf B, D adjungiert sind. Es soll die in § 4, Nr. 2 beschriebene Konstruktion

von verkniipften Uberdeckungen A, € der Zerlegungen 4, = CC A,Q, C, =ACC,D
durchgefithrt werden.

§ 24. Invariante Untergruppen (Normalteiler)

1. Definition. Es seien A O B Untergruppen in 5. Wenn die linksseitige
und die rechtsseitige Nebenklasse jedes Punktes @ € % in bezug auf die Unter-
gruppe B zusammenfallen, wenn also a8 = Ba gilt, so heillt B invariante
oder normale Untergruppe in A; man nennt B auch Normalteiler in A. In
diesem Fall sind natiirlich die beiden Nebenklassenzerlegungen A/, B, A/, B
identisch, also N[V = A[,B; man spricht einfach von der Nebenklassen-
zerlegung der Gruppe W in bezug auf die (invariante) Untergruppe ‘B.

Bei Betrachtungen iiber invariante Untergruppen, die in derselben Unter-
gruppe A liegen, konnen wir offenbar 9 - (§ annehmen.

2. Grundlegende Eigenschaften invarianter Untergruppen. In der Gruppe &
gibt es mindestens zwei (eventuell zusammenfallende) Untergruppen. die in (¢
invariant sind: die grifte (mit (¢ identische) Untergruppe und die kleinste
(aus dem einzigen Element 1 bestehende) Untergruppe {1}. Diese stellen
die extremen invarianten Untergruppen in ($ dar. In der Gruppe & kann es
schr wohl Untergruppen geben, die nicht in (§ invariant sind; z. B. ist die aus
den Permutationen 1, f (wir wenden dieselbe Bezeichnung wie in § 22, Nr.1 an)
bestehende Untergruppe A der Permutationsgruppe €, in €5 nicht invariant,
wie z. B. aus a9 = {a, ¢}, Aa - {a, d}, a 4 Aa zu erschen ist.

Es seien (B D) A D B Untergruppen in &. Ist die Untergruppe B invariant
in (4, so hat sic natirlich dieselbe Eigenschaft auch in . Ist jedoch umgekehrt
die Untergruppe 9B invariant in A, so braucht sie keineswegs auch in der
Gruppe (% invariant zu sein, da die Bezichung % = B wohl fir alle Punkte x
in U erfillt sein kann. nicht aber fiir alle Punkte in (§ zu gelten braucht. Ist
z. B. die Untergruppe U nieht invariant in (9§, so ist sic zwar in 9, nicht aber
i (§ invariant.

Ist die Untergruppe A in (& invariant, so ist sie mit jedem Komplex C C &
vertauschbar. In der Tat, ist A in & invariant, so gilt +A — Aw fir jeden
Punkt « € ¥, also auch fir jeden Punkt a € C. Daraus folgt CU = AC.
Insbesondere schen wir, dall zwei Untergruppen A, € C &, von denen eine in &
invariant ist, stets miteinander vertauschbar sind.
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Sind umgekehrt zwei Untergruppen %, € C ¢ miteinander vertauschbar,
80 braucht nicht eine von ihnen invariant in ¢§ zu sein; eine solche Situation
tritt z. B. dann ein, wenn die Untergruppe A nicht in ¢ invariant ist und €
mit A zusammenfillt.

Ferner gilt der folgende Satz:

Es seien A, € invariante Untergruppen in (5. Dann stellen der Durchschnitt
ANE und das Produkt NE der beiden Untergruppen A, € ebenfalls in-
variante Untergruppen in & dar.

Beweis. Nach Voraussetzung gelten fiir jeden Punkt « € ¢ die Gleichheiten
2 W = Wz, x€ = Cx. Aus ihnen schliefen wir (nach § 20, Nr.2, Satz 6 und dem
analogen Satz fiir rechtsseitige Nebenklassen), daB die Gleichheiten

2(ANE) =2AN2C=xNCx = (ANC)x

gelten; wir sehen, daB die Untergruppe % N € tatsichlich in (& invariant ist.
Ferner haben wir (im Hinblick auf § 12, Nr. 8,8)

2(AC) = (2 AYC = (Ax) € = A (z€) = A(Cx) = (AC)x,

also z(AC) = (AC)a; wir sehen, daB auch das Produkt € eine in (¢ invariante
Untergruppe darstellt.

Aus der Erkenntnis, dal} je zwei in (4 invariante Untergruppen miteinander
vertauschbar sind, und aus den Eigenschften von miteinander vertauschbaren
Untergruppen (§ 22, Nr.2) folgen unmittelbar weitere Resultate iber invariante
Untergruppen. Wir wollen hier die folgenden anfiihren:

1. Der Satz von DEDEKIND-ORE. Fiir je drei in der Gruppe (% invariante
Untergruppen %A D B, D gilt

ANDB = (AN D)B.

2. Das von allen in der Gruppe & invarianten Untergruppen gebildete System
ist beziiglich der Durchschnitts- und Produktbildung abgeschlossen und stellt
zusammen mit den mittels der Durchschnitts- und Produktbildung definierten
Multiplikationen einen modularen Verband mit extremen Elementen dar.

3. Erzeugende Zerlegungen auf Gruppen. 1. Erster Satz. Es sei % C ¢ cine
beliebige Untergruppe in ¢. Wir wissen, dal durch die Untergruppe A die
beiden Nebenklassenzerlegungen 63/, %, ¢/, % der Gruppe 4 eindeutig be-
stimmt sind. Wir wollen uns nun mit der Frage beschiftigen, unter welchen
Umstidnden z. B. die linksseitige Nebenklassenzerlegung 5/, erzeugend
ausfillt.

Wir nehmen zunichst an, die linksseitige Nebenklassenzerlegung 8/,
sei erzeugend, und betrachten zwei Elemente pU, ¢A € &/, A der Zerlegung
&/, A, wobei p,q€ & beliebige Punkte in (¢ darstellen. Da nach unserer
Voraussetzung die Zerlegung /% erzeugend ist, gibt es ecin Element
rUA € G/, A(r € ®), fir das

pA-qACrA
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gilt. Hieraus folgen die weiteren Beziehungen pqU = (p1)-qA CrYU, also
pq A C rA; aus dieser letzten erhalten wir pg = pg - 1 € rA und folglich nach
§ 20,2, Satz 1 und Satz 4, die Beziehung r = pg . Auf diese Weise ergibt
sich zunichst p% . ¢A C pgA. Ferner ist jeder Punkt in der linksseitigen
Nebenklasse pgU das Produkt pga des Punktes pg mit einem Punkt
ac A, und es gilt pga= (p1)(qa) € pA - qA; daraus folgt die Beziehung
pUA-qADpgA. Somit haben wir

pA-qA=pqA (1)

und schen, dafl das Produkt der linksseitigen Nebenklasse » % mit der links-
seitigen Nebenklasse ¢ die linksseitige Nebenklasse pg 9 darstellt.
Aus (1) erhalten wir fir ¢ = p!

AP = pA-(p ) CpA-p I A= pp A=A,

also pAp !t C A Da nun p ein beliebiger Punkt in ¢ ist, gilt die letzte Be-
ziehung auch fiir den Punkt p~1, so daf gleichzeitig die Beziehung p=*UAp C A
besteht. Daraus folgt A= (pp ) A(pp )= p(ptAp)ptCpAp-1, also
pAp~t DA Somit ergibt sich

pUAp =9,

und wir haben p % — Ap. Damit ist gezeigt, dall die linksseitige Nebenklasse
p A jedes Punktes p € (§ in bezug auf die Untergruppe 9 mit der rechtsseitigen
Nebenklasse A p zusammentillt. Folglich ist die Untergruppe % in der Gruppe (%
invariant.

Zweitens wollen wir voraussetzen, dafl die Untergruppe % in der Gruppe &
invariant ist. In diesem Fall schlicBen wir zunichst, dal} die linksseitige
Nebenklasse jedes Punktes p € & in bezug auf die Untergruppe A mit der
rechtsseitigen Nebenklasse A p zusammenfillt. Ferner ist fir je zwei links-
seitige Nebenklassen p 9, ¢ U

pA-qWU=p(Aqg)A=p(gA) A= pqg(AA) = pq A,

woraus pU . qA = pgA folgt. Wir sehen, dall das Produkt aus der links-
seitigen Nebenklasse p und der linksseitigen Nebenklasse ¢ durch die
linksseitige Nebenklasse pg dargestellt wird. Damit ist gezeigt, daB die
linksseitige Nebenklassenzerlegung 3/, und auch natiirlich die mit ihr dber-
einstimmende rechtsseitige Nebenklassenzerlegung 3/, der Gruppe ¢ er-
zeugend ist.

Die obigen Uberlegungen kénnen wir in dem folgenden Satz zusammen-
fassen:

Die linksseitige (rechtsseitige) Nebenklassenzerlequng der Gruppe (5 in bezug
auf die Untergruppe U ist genauw dann erzeugend, wenn A in 3 invariant ist.
In diesem Fall ist das Produkt p - q W jeder zweigliedrigen Folge von Elementen
der Nebenklassenzerlegung der Gruppe & in bezug auf die Untergruppe U gleich
pqA, also pA - qA = pqA.

2. Zweiter Satz. Eine bemerkenswerte Kigenschaft der Gruppen besteht darin,
daB jede erzeugende Zerlegung einer beliebigen Gruppe & stets durch die
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Nebenklassenzerlegung der Gruppe & in bezug auf eine in ihr invariante
Untergruppe dargestellt ist.

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, G sei eine erzeugende Zerlegung der
Gruppe . Da jeder Punkt der Gruppe & in einem gewissen (einzigen) Element
der Zerlegung G liegt, gibt es insbesondere ein das Einselement 1 € (& ent-
haltendes Element 4 € @ der Zerlegung G. Wir wollen zeigen, dafl A4 das
Feld einer in (& invarianten Untergruppe U darstellt und daf} die erzeugende
Zerlegung G mit der Nebenklassenzerlegung der Gruppe (5 in bezug auf diese
Untergruppe 2 iibereinstimmt.

Zu diesem Zweck wollen wir zunichst beachten, dal} es ein der Bezichung
A A C a geniigendes Element @ € G gibt, da die Zerlegung G erzeugend ist.
Wegen 1 =1.1€44Caund 1€ 4, haben wir @ = 4, also 44 C 4, und
sehen, daB der Komplex 4 C ( gruppoidal ist. Das auf dem Feld 4 bestehende
Untergruppoid AC & enthilt offenbar das Einselement 1 der Gruppe (% und
ferner, wie wir jetzt zeigen wollen, mit jedem Element a € % auch das inverse
Element a-!, so dal a=* € A gilt.

Es sei also a € 4 und ferner b € G dasjenige Element der Zerlegung @,
in dem a1 liegt. Wegen 1 = aa! € Ab liegt das Element 1 in dem Produkt 4
und natiirlich zugleich in 4. Da die Zerlegung G erzeugend ist und da beide
Untermengen A4b,4 das Einselement 1 enthalten, haben wir A4bC 4.
Daraus folgt 1.a 1€ 4, also a ! € A. Somit ist gezeigt, dafl A eine Unter-
gruppe in & darstellt.

Es bleibt festzustellen, dal die Untergruppe U in der Gruppe % invariant
ist und daB jedes Element @ € G die Nebenklasse jedes Punktes a € @ in
bezug auf die Untergruppe U darstellt. Es sei a € ¢ und ferner @ € ¢ das den
Punkt a enthaltende Element der Zerlegung G, also a € @ € . Fiir jeden
Punkt x € @ haben wir x = 1.2 € Aa, woraus a C Aa folgt; da ferner die
Zerlegung G erzeugend ist und der Punkt a in beiden Komplexen 4a,a in (%
vorkommt, gilt auch 4a C a@. Wir erhalten also 4a = @ und analog a4 =- a.
Folglich gilt

a=Aa—ad. (2)

Offenbar ist a4 CaA4. Wir wollen zeigen, dall zugleich a4 C a4 ist. Es
sei b € G das den Punkt a ! enthaltende Element in G. Da die Zerlegung (7
erzeugend ist und das Einselement 1 in beiden Komplexen ba, A vorkommt,
ist ba C 4; wir sehen, daB fiir jeden Punkt x € @ das Produkt a-'2 in dem
Komplex A enthalten ist. Es gilt also = a(a'x) € a4 und folglich auch
@ C a A. Daraus schlieBen wir, dafl die Bezichungen a4 Ca A A4 == a4 gelten.
Wir haben also @4 = aA4. Durch eine analoge Uberlegung erhalten wir
Aa = Aa. Daraus und aus den Formeln (2) folgt

a=ay = Na.

Diese Formeln enthalten zunichst das Resultat, dal die Untergruppe A
in der Gruppe & invariant ist. Da sie fiir jeden Punkt a € ($ und fiir das diesen
Punkt a enthaltende Element @ € G gelten, ist ihre Giiltigkeit fiir jedes Ele-
ment @ € G und fiir jeden in ¢ enthaltenen Punkt a € a gesichert. Die erwihnten
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Formeln zeigen also auch, daB jedes Element @ € G der erzeugenden Zer-
legung ¢ die Nebenklasse jedes Punktes a € @ in bezug auf die (invariante)
Untergruppe A darstellt.
Somit haben wir alle erzeugenden Zerlegungen der Gruppe § bestimmt:
Alle erzeugenden Zerlegungen der Gruppe & sind genauw durch die Neben-
klassenzerlegungen der Gruppe & in bezug auf die einzelnen in der Gruppe 6
invarianten Untergruppen dargestellt.

4. Eigenschaften der erzeugenden Zerlegungen auf Gruppen. Auf der
Gruppe ¢ gibt es stets zwei erzeugende Zerlegungen, niamlich die beiden
extremen Zerlegungen G, und G, (§14. Nr.1); dieselben stellen die Neben-
klassenzerlegungen der Gruppe (& in bezug auf die extremen invarianten
lnt(rgmppon 05, {1} in (4 dar (Nr.2).

Es seien A4, B l)oll( :bige erzcuwonde Zerlegungen der Gruppe (5. Nach dem
obigen Satz stellt A(B) die \‘obcnkhsson/erlegunq der Gruppe (5 in bezug
auf cine in ( invariante Untergruppe 9 (®B) dar. Die Untergruppen %A, B
sind miteinander vertauschbar (Nr.2). Aus den Resultaten uber linksseitige
und rechtsseitige Nebenklassenzerlegungen von Gruppen (§21, Nr. 3-6)
schlieen wir auf folgende Eigenschaften der erzou&ondon Zorl(*trungon A,B:

Die Zerlegung A(B) ist dann und nur dann eine Uberdeckung ( Ierfemerung)
der Zerlegung B(A), wenn U eine Obergruppe auf der Gruppe B darstellt, wenn
also AD YV ust.

Die gréfite gemeinsame Verfeinerung (A,B) der Zerlegungen A, B ist die
Nebenklassenzerlegung der Gruppe & in bezug auf die in & invariante Unter-
gruppe AN Y.

Die kleinste gemeinsame Uberdeckung | A, B] der Zerlegungen A, B ist die
Nebenklassenzerlegung der Gruppe & in bezug auf die in & invariante Unter-
gruppe AB.

Die Zerlegungen A, B sind zueinander komplementir.

Ferner gilt (§ 22, Nr. 3) der folgende

Satz. Das aus allen erzeugenden Zerlegungen der Gruppe & bestehende System
st in bezug auf die Operationen (), [] abgeschlossen und stellt zusammen mit
den mittels dieser Operationen definierten Multiplikationen einen modularen
Verband mit extremen Elementen dar. Dieser Verband ist demjenigen, der von
allen in & tnvarianten Untergruppen gebildet wird (Nr.2), isomorph.

5. Weitere Eigenschaften invarianter Untergruppen. Die in § 24, Nr. 3 be-
wiesenen Sitze iiber erzeugende Zerlegungen in Gruppen fithren in Verbindung
mit den fritheren Resultaten iiber erzeugende Zerlegungen in Gruppoiden
und Nebenklassenzerlegungen in Gruppen zu weiteren Erkenntnissen hin-
sichtlich der Eigenschaften der invarianten Untergruppen.

Satz 1. Es seien A DB, € Untergruppen in &, wobei B in A invariant ist.
Dann ist die Untergruppe BNE in ANE invariant. Ferner sind die Unter-
gruppen ANGCE, B miteinander vertauschbar, und die Untergruppe B stellt eine
invariante Untergruppe in (A NE)YW dar.

12%
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Beweis. a) Da die Untergruppe B in U invariant ist, ist die linksseitige
Nebenklassenzerlegung %A/,®B der Gruppe % in bezug auf die Untergruppe B
erzeugend (Nr.3,1). Nach §21,Nr.2,(1) haben wir die Formel

ALBNE=(ANEC),(BNE),

und aus § 14, Nr.3,2 wissen wir, dafl diese linksseitige Nebenklassenzerlegung
der Gruppe AN E in bezug auf die Untergruppe BN E erzeugend ist. Folglich
ist die Untergruppe BNE in ANE invariant (Nr. 3,1).

b) Nach §19,Nr.5,1 stellt der Durchschnitt N € der beiden Untergruppen
9, € eine Untergruppe in A dar. Da B in Y invariant ist, sind die beiden
Untergruppen A NE, B miteinander vertauschbar (Nr.2). Nach §21, Nr. 2,(2)
haben wir die Formel

Cc QI//]“B =(EnA) %:/l B,

und aus §14, Nr. 3,2 wissen wir, daf diese Nebenklassenzerlegung der Gruppe
ENA)B in bezug auf die Untergruppe B erzeugend ist. Folglich ist die
Untergruppe B in (ANE)Y invariant (Nr.3,1).

Insbesondere gilt fiir % = & der folgende

Satz. Bs seten B, Untergruppen in &, wobei B in & tnvariant ist. Dann
st die Untergruppe BNE in € invariant.

Satz 2. Es seien U D B, ED D Untergruppen in &, wobei die Untergruppe B
in A und die Untergruppe D in € invariant ist. Dann sind die Untergruppen
AND,ENB in ANE invariant. Ist ferner W eine den Beziehungen

ANECOUD (AN D) (CNYB) (1)

geniigende invariante Untergruppe in ANGE, so sind die Untergruppen ANE
und W mit jeder der beiden Untergruppen B, D vertauschbar, und die Unter-
gruppe UB bzw. UD ist in (UNE)B bzw. in (ENAVD invariant. Auflerdem
gelien (nach §23,Nr.2(1)) die Gleichheiten

ANE)BNUD=U=(CENAYDNUDY.

Beweis. Nach Satz 1 sind die Untergruppen AN T, ENY in ANC in-
variant. Da ANE und U Untergruppen in 9 bzw. in € darstellen und die
Untergruppe B in U bzw. D in € invariant ist, sind die Untergruppen ANE
und 11 mit jeder der beiden Untergruppen B, ® vertauschbar. .

Nach Satz 1 stellt B bzw. D eine invariante Untergruppe in A’ — (ANE)B
bzw. ¢’ = (ENA)D dar. Nach Nr. 3,1 sind die linksseitigen Nebenklassen-
zerlegungen A = A’/;B, C = €'/, D erzeugend, und nach §14,Nr. 3,2 gilt dasselbe
auch fir die Zerlegungen

AN =ANC),ENDYB), CNA'=ECNnY/,L(AND).

Wegen der Beziehungen (1) stellt die linksseitige Nebenklassenzerlegung
B = (AN G)/,A eine gemeinsame Uberdeckung der Zerlegungen A1 ¢, C 1’
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dar und ist, da Ul in AN € invariant ist, eine erzeugende Zerlegung. Folglich

sind die durch die Zerlegung B erzwungenen Uberdeckungen
A=UAnOBLUY, C=ENADUD

von A, C erzeugend (§ 14, Nr. 3,3), und wir sehen, daB die Untergruppe 118
bzw. U D in (ANE)VB bzw. in (ENA) D invariant ist (Nr. 3, 1).

Insbesondere gilt (fir U = (AND)(En B)) der folgende

Satz. Bs seien A D B, E DD Untergruppen in &, wobei die Untergruppe B
in W und die Untergruppe ® in € invariant ist. Dann sind die Untergruppen
ANT,ENB in ANCE invariant. Ferner sind die Untergruppen ANE, AND
mit B und analog die Untergruppen €N A, €N B mit D vertauschbar. Schlieflich
wst die Untergruppe (AN D)B in (ANE)B und die Untergruppe (EN B)D
in (N A)D invariant. Auferdem gilt (nach § 23, Nr. 2 (2))

CENAWBNEAB)D=AND)(ENB)=(ANE)DN (AN D)V.

6. Reihen von invarianten Untergruppen. In der klassischen Gruppen-
theorie wird die Theorie der Reihen von invarianten Untergruppen in einer
Gruppe ¢§ im allgemeinen auf Grund der Voraussetzung, daff jede Unter-
gruppe der Reihe (mit Ausnahme des Anfangsgliedes) in der unmittelbar
vorangehenden Untergruppe invariant ist, entwickelt. Die diesbeziiglichen
Resultate sind lokaler Natur, da sie auf die Beschreibung der Verhiltnisse
in der ,,Umgebung’* des Einselements von (§ beschrinkt bleiben. Wir werden
uns hier der Einfachheit halber nur mit dem spezielleren Fall, daB jede Unter-
gruppe der Reihe in der (ganzen) Gruppe ( invariant vorausgesetzt wird,
beschiftigen. Unsere bisherigen Resultate iiber Reihen von Untergruppen
(§ 23, Nr.4) ermoglichen es, den Kern dieser Theorie unmittelbar zu erfassen.
Im Gegensatz zu der klassischen Theorie sind unsere Resultate globaler Natur,
da sie die Verhaltnisse in den ,,Umgebungen® aller Elemente der Gruppe &
im gleichen Mal} beriicksichtigen.

Wir betrachten zwei Reihen von Untergruppen in der Gruppe &,

(A=) WD++-DA (x=1),

(B=) Bd---2B (Fz1),
und setzen voraus, dal alle in diesen Reihen vorkommenden Untergruppen
in ¢ invariant sind.

Dann gilt der folgende

Satz. Die Reithen (N), (V) besitzen gleichbasiq verkettete Verfeinerungen
(), (By) mit dbereinstimmenden Anfangs- bzw. Endgliedern, und alle in
diesen Verfeinerungen vorkommenden Untergruppen sind in der Gruppe &

invariant. Die Verfeinerungen (W), (By) sind durch die in Teil a) des Beweises
aus §23,Nr.4,5 beschriebene Konstruktion gegeben.

Beweis. Aus der Invarianz der einzelnen Glieder der Reihen (), (B) in
der Gruppe 6 schliefen wir, daBl diese Reihen komplementir sind (Nr.4 und §23,
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Nr. 4,4). Folglich ist die in Teil a) des Beweises aus §23,4,5 beschriebene
Konstruktlon der gleichbasig verketteten Verfeinerungen (%), (By) der
Reihen (%), (B) mit iibereinstimmenden Anfangs- bzw. Endgliedern Il = 9, %,
bzw. B = %, N Bz anwendbar. Nach dieser Konstruktion werden die Ver-
feinerungen (2(,), (B,) von den Untergruppen

Ay, =W (A, 1 NB,) =A, 1N ADB,,
%6- w= %5 (%é—‘ 1m QIM) = \Bo 10 %5?{
(op=1, . ott; 0,v=1,.. . f+1; A=Bp=0; Wy By, 1= )

in @ gebildet. Nach Nr.2 sind die Untergruppen A

B, , in @ invariant.
Damit ist der Satz bewiesen.

Yy ¥

7. Ubungsaufgaben.

1. In der aus allen Permutationen der Menge {a, b, c, d} bestehenden Gruppe €,
bilden alle Permutationen, die das Element d unverindert lassen, eine Untergruppe &3.
Alle Permutationen, die die Elemente a, b, ¢ genau so wie die in § 11, Nr.4,2 definierten
Permutationen e, a, b abbilden und zugleich das Element d unverdndert lassen, bilden
eine Untergruppe in &,, die in der Untergruppe &%, nicht aber in €, invariant ist.

2. Es sei U eine beliebige Untergruppe in 4. Die der Gleichheit p ¥ == Ap gentigenden
Elemente p € ¢ der Gruppe ¢ bilden das Feld N einer Untergruppe % in (. Die Unter-
gruppe R heiit der Normalisator von . Der Normalisator ¢ von U stellt die grofite Ober-
gruppe auf ¥ dar, in der die Untergruppe A invariant ist, d. h., die Untergruppe A ist
in N enthalten und dort invariant und zugleich liegt jede Obergruppe auf U, inder in-
variant ist, in 0.

3. Das Zentrum der Gruppe ( ist eine invariante Untergruppe in (5.
4. Wenn es in emer endlichen Gruppe & von der Ordnung N (z 2) eine Untergruppe
von der Ordnung -2~ N gibt, so ist diese in () invariant. Zum Beispiel haben wir in der

diédrischen Permutationsgruppe von der Ordnung 2n(n = 3) eine invariante Untergruppe
von der Ordnung =, die von allen den Drehungen der Eckpunkte um den Mittelpunkt
eines regularen n-Ecks entsprechenden Elementen gebildet wird (§ 19,Nr.7,2).

5. Wenn man jedem Element p € ¢ der Gruppe (5 alle Elemente z~'px € (% zuordnet,
wobei z € (¥ die ganze Gruppe (¢ durchliuft, so erhilt man eine symmetrische Kongruenz

auf &. Die zu dieser Kongruenz gehorige Zerlegung & auf & heiBt die Hauptzgriegung
der Gruppe (4. Das Feld jeder in (4 invarianten Untergruppe ist die Summe einiger Ele-

mente von G. Die Hauptzerlegung (7 ist zu jeder erzeugenden Zerlegung der Gruppe (%
komplementér.

6. Es sei p € (¢ ein beliebiges Element der Gruppo ¢ und & die mit der Gruppe
assoziierte (p)- (zruppe (§ 19,Nr.7,9). Wir betrachten eine belicbige mvarmnt@ Untergruppe
AC & in . Es sei ‘lIC (§ die zum Feld P (=Ap) gehdrende Unte "Tgruppe in (4 (§20,Nr.3,3;
§21,Nr.8,7). Es soll gezeigt werden: a) Die Untergruppe 9 ist in (§ invariant; b) alle er-
zeugenden Zerlegungen der Gruppe @ stimmen mit denjenigen der Gruppe ¢ iiberein.



		webmaster@dml.cz
	2012-09-05T20:39:45+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




