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5. Übungsaufgaben, 

1. Der Leser möge den allgemeinen Fünfgruppensatz mit Hilfe von Untergruppen 
der Gruppe 3 (§ 18, Nr. 5, 1) realisieren. 

2. Es seien 91 3 %\f K D 5> beliebige Untergruppen in 05 und A DB , G1 D D ihre Felder. 
Wir setzen voraus, daß die linksseitigen Nebenklassenzerlegungen (A =)9l/|-B, (ö ==) K/fS) 
in bezug auf Ii, D adjungiert sind. Es soll die in § 4, Nr. 2 beschriebene Konstruktion 

, o o _ _ 

von verknüpften uberdeekungen i , C der Zerlegungen A-. =•• CC 9.7**0, C*i = -4 CS/jS) 
durchgeführt werden. 

§ 24. Invariante Untergruppen (Normalteiler) 

1. Definition. Es seien 9t D 93 Untergruppen in (ty. WVnn die linksseitige 
und die rechtsseitige Nebenklasse jedes Punktes a £ 9t in bezug auf die Unter­
gruppe 93 zusammenfallen, wenn also «93 33« gilt, so heißt s-ö invariante 
oder normale Untergruppe in 9t; man nennt s^ auch NormaUeiler in 9t. In 
diesem Fall sind natürlich die beiden Xehenklassenzerlegungcn 91//33, 9I/r33 
identisch, also 9t//35- 9(/r33: man spricht einfach von der Nebenklassen­
zerlegung der (Iruppe 91 in bezug auf die (invariante) U ntergruppe 3^. 

Bei Betrachtungen über invariante Untergruppen, die in derselben Unter­
gruppe 9t hegen, können wir offenbar 9t (tf annehmen . 

i. (inimllesiende Eigenschaften invarianter Untergruppen. In der Gruppe (# 
gibt es mindestens zwei (eventuell zusammenfallende) Untergruppen, die in (Sy 
invariant sind; die größte (mit W identische) Untergruppe und die kleinste 
(aus dem einzigen Element 1 bestehende) Untergruppe {{}. Diese stellen 
die extremen invarianten Untergruppen in W dar. In der Gruppe W kann es 
sehr wohl Untergruppen geben, die nicht in 0) invariant sind; z. B. ist die aus 
den Permutationen 1, / (wir wenden dieselbe Bezeichnung wie in §22 ,Nr . t an) 
bestehende Untergruppe 91 der Permutationsgruppe S 3 in £ 3 nicht invariant, 
wie z. B. aus er9t {«<<*}• 9 t«- {r/,r/}, r/91 ! 9td zu ersehen ist. 

Es seien (W D) 91 J 9̂  Untergruppen in W. Ist die Untergruppe 3^ invariant 
in (N). so hat sie natürlich dieselbe Kigensehaft auch in 9t. Ist jedoch umgekehrt 
die Untergruppe 9> invariant in 91. so braucht sie keineswegs auch in der 
Gruppe (̂ ) invariant zu sein, da die Beziehung .r93 93.r wohl für alle Punkte x 
in 9t erfüllt sein kann, nicht aber für alle Punkte in W zu gelten braucht. Ist 
/ , B. die Untergruppe 91 nicht invariant in W. so ist sie zwar in 91. nicht aber 
in m invariant. 

Ist die Untergruppe 9( in 0) invariant, so ist sie mit jedem Komplex C C W 
vertauschbar. In der Tat . ist 91 in W invariant, so gilt .r9t 9t.r für jeden 
Punkt . r £ W . also auch für jeden Punkt x£C. Daraus folgt (79t 91C. 
Insbesondere sehen wir. daß zuri Untergruppen 9t, (S C OK von denen eine in (s> 
invariant ist, stets mif( inander vertauschhar sind. 



164 III. Gruppen 

Sind umgekehrt zwei Untergruppen 3t, © C © miteinander vertauschbar, 
so braucht nicht eine von ihnen invariant in 05 zu sein; eine solche Situation 
tritt z. JB. dann ein, wenn die Untergruppe 3t nicht in 0j invariant ist und (5 
mit 2t zusammenfallt. 

Ferner gilt der folgende Satz: 
Es seien 3t, © invariante Untergruppen in 03. Dann stellen der Durchschnitt 

% n © und das Produkt 21® der beiden Untergruppen 31. © ebenfalls in­
variante Untergruppen in 03 dar. 

Beweis. Nach Voraussetzung gelten für jeden Punkt x £ 05 die Gleichheiten 
x%= %x, #(£ = &x. Aus ihnen schließen wir (nach § 20, Nr.2, Satz 6 und dem 
analogen Satz für rechtsseitige Nebenklassen), daß die Gleichheiten 

x(%n^) = x%nx$g^%xn^x^(%n%)x 

gelten; wir sehen, daß die Untergruppe 3t n ß tatsächlich in §5 invariant ist. 
Ferner haben wir (im Hinblick auf § 12, Nr. 8,8) 

x(%m) - (x%m=(»-*)(£=«(*<£) - w%) - («©)*, 

also x(%(£) = (%d)x; wir sehen, daß auch das Produkt 2t 6 eine in öl invariante 
Untergruppe darstellt. 

Aus der Erkenntnis, daß je zwei in 05 invariante Untergruppen miteinander 
vertauschbar sind, und aus den Eigenschften von miteinander vertauschbaren 
Untergruppen (§ 22, Nr. 2) folgen unmittelbar weitere Resultate über invariante 
Untergruppen. Wir wollen hier die folgenden anführen; 

1. Der Satz von DEDEKIND-ORE. Für je drei in der Gruppe 05 invariante 
Untergruppen 3t D 85, % gilt 

9tn$* - (2 ln®)3J . 

2. Das von alle?i in der Gruppe 05 invarianten Untergruppen gebildete System 
ist bezüglich der Durchschnitts- und Produkt!)ilduwj abgeschlossen und stellt 
zusammen mit den mittels der Durchschnitts- und ProduktbiUlung definierten 
Multiplikationen einen modularen Verband ynit extremen Elementen dar. 

3. Erzeugende Zerlegungen auf Gruppen. I. Erster Satz. Es sei 3t C 05 eine 
beliebige Untergruppe in 05. Wir wissen, daß durch <lie Untergruppe 3t die 
beiden Nebenklassenzerlegungen 05/̂ 31, 05/r3t der Clruppe 0) eindeutig be­
stimmt sind. Wir wollen uns nun mit der Fragt1 beschäftigen, unter welchen 
Umständen z. 13. die linksseitige Nebenklassenzerlegung 0i»//9l erzeugend 
ausfällt. 

Wir nehmen zunächst an, die linksseitige Nebcnklassenzerlegung 03/, 31 
sei erzeugend, und betrachten zwei Elemente />3t. #316 03//9t der Zerlegung 
03//3t, wobei p, q £ 03 beliebige Punkte in 03 darstellen. Da nach unserer 
Voraussetzung die Zerlegung 05//3t erzeugend ist, gibt es ein Element 
r%£ 03/^3t(r6ö), für das 

p9t -g«Cr9f 
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gilt. Hieraus folgen die weiteren Beziehungen pq% = (p 1) • q% C r%? also 
pq% C r%; aus dieser letzten erhalten wir pq = pq * t£r% und folglich nach 
§ 20,2, Satz 1 und Satz 4, die Beziehung r% — pq%. Auf diese Weise ergibt 
sieh zunächst p% • q% C pq%. Ferner ist jeder F u n k t in der linksseitigen 
Nebenklasse pq% das Produkt pqa des Punktes pq mit einem P u n k t 
a £ 91, und es gilt qiqa= (p l)(qa) £ p% • q%; daraus folgt die Beziehung 
p% • q% Dpq%. Somit haben wir 

p%-q% = pq% (1) 

und sehen, daß das Produkt der linksseitigen Nebenklasse p% mit der links­
seitigen Nebenklasse »791 die linksseitige Nebenklasse pq% darstellt. 

Aus (1) erhalten wir für q -- p1 

p%p~l p% • (p -11) C p% • p~l % pp"l % = 91, 

also p%p * C 91. Da nun p ein beliebiger Punkt in (s) ist. gilt die letzte Be­
ziehung auch für den Punkt p \ so daß gleichzeitig die Beziehung jrx%pC 91 
besteht. Daraus folgt 9t (ppl)%(ppl) p(p~~l %p)p l C p%jr *. also 
p%p 1D%. Somit ergibt sich 

p%p'l==%, 

und wir haben p% %p. Damit ist gezeigt, daß die linksseitige Nebenklasse 
p% jedes Punktes p £ (s) in bezug auf die Untergruppe % mit d(T reehtsseitigon 
Nebenklasse 91 p zusammenfällt. Folglich ist die Untergruppe 91 in der Gruppe 0) 
invariant. 

Zweitens wollen wir voraussetzen, daß die Untergruppe 9( in der Gruppe {\\ 
invariant ist. In diesem Fall sehließen wir zunächst, daß die linksseitige 
Nebenklasse jedes Punktes /; £ (sü in bezug auf die Untergruppe 91 mit der 
rechtsseitigen Nebenklasse %p zusammenfällt. Ferner ist für je zwei links­
seitige4 Nebenklassen p%, q% 

p % • q 91 p (%q) % - p (q %) % = pq(% 91) pq % . 

woraus p%*q% pq% folgt. Wir sehen, daß das Produkt aus der links­
seitigen Nebenklasse p% und der linksseitigen Nebenklasse» q% durch die 
linksseitige Nebenklasse pq% dargestellt wird. Damit ist gezeigt, daß die 
linksseitige Nebenklassenzerlegung W//9f und auch natürlich die mit ihr über­
einstimmende rechtsseitige Nehenklassonzerlogung (*>/r9i der Gruppe (s> er­
zeugend ist. 

Die obigen Überlegungen können wir in dem folgenden S a t z zusammen­
fassen : 

Die linksseitige (rechtsseitige) Nchenklassenzcrlcgung der (iruppe W in bezug 
auf die Untergruppe % ist genau dann erzeugend, wenn % in tiS inrariant ist. 
In diesem Fall ist das Produkt p% • q% jeder zweigliedrigen Folge ron Elementen 
der Nebenklass( nzerlegung der (iruppe (s> in bezug auf die Untergruppe % gleich 
pq%, also p%.q% ' pq%. 

2. Zweiter iSatz. Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Gruppen besteht darin, 
daß jode erzeugende Zerlegung einer beliebigen Gruppe W stets durch die 

12 (truppoid- m.«l (rruppontln-ori»» 
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Nebenklassenzerlegung der Gruppe 03 in bezug auf eine in ihr invariante 
Untergruppe dargestellt ist. 

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, G sei eine erzeugende Zerlegung der 
Gruppe 05. Da jeder Punkt der Gruppe 0> in einem gewissen (einzigen) Element 
der Zerlegung G liegt, gibt es insbesondere ein das Einselement 1 £ 05 ent­
haltendes Element A£G der Zerlegung G. Wir wollen zeigen, daß A das 
Feld einer in 05 invarianten Untergruppe 9t darstellt und daß die erzeugende 
Zerlegung G mit der-Nebenklassenzerlegung der Gruppe 03 in bezug auf diese 
Untergruppe ?t übereinstimmt . 

Zu diesem Zweck wollen wir zunächst beachten, daß es ein der Beziehung 
AAcä genügendes Element ä £ Ö gibt, da die Zerlegung 6V erzeugend ist. 
Wegen 1 ------- 1 * 1£ AACä und 1 £ AI, haben wir ä A. also AA C A, und 
sehen, daß der Komplex A C 0) gruppoidal ist. Das auf dem Feld A bestehende 
Untergruppoid 9 lc05 enthält offenbar das Einselement 1 der Gruppe 0) und 
ferner, wie wir je tzt zeigen wollen, mit jedem Element a £ 9( auch das inverse 
Element a \ so daß a l £ St gilt. 

Es sei also a£A und ferner b£G dasjenige Element der Zerlegung G\ 
in dem a1 liegt. Wegen 1 =••= aa * £ Ab liegt das Element 1 in dem Produkt A b 
und natürlich zugleich in A. Da die Zerlegung G erzeugend ist und da beide 
LTntermengen Ab,A das Einsclement 1 enthalten, haben wir AbcA. 
Daraus folgt 1 • e r 1 £ A, also a~l £ A. Somit ist gezeigt, daß 91 eine Unter­
gruppe in 0) darstellt. 

Es bleibt festzustellen, daß die Untergruppe 9( in der Gruppe 0) invariant 
ist und daß jedes Element ä £ G die Nebenklasse jedes Punktes a £ ä in 
bezug auf die Untergruppe 91 darstellt. Es sei a £ 05 und ferner ä £ G das den 
P u n k t a enthaltende Element der Zerlegung G, also a £ ä £ G. Für jeden 
P u n k t x £ ä haben wir x --- 1 - : r £ . 4 ä % woraus OC^lö folgt; da ferner die 
Zerlegung G erzeugend ist und der Punkt a in beiden Komplexen Aäjl in (H 
vorkommt, gilt auch AäC ä. Wir erhalten also Aä ä und analog äA ä. 
Folglich gilt 

a=~Aa--~aA. (2) 

Offenbar ist aACäA. W7ir wollen zeigen, daß zugleich ä-ACaA ist. Es 
sei 6 £ G das den Punk t a l enthaltende Element in G. Da die Zerlegung G 
erzeugend ist und das Einselement 1 in beiden Komplexen bä,A vorkommt . 
ist bäcA; wir sehen, daß für jeden Punk t x £ ä das Produkt a xx in dem 
Komplex A enthalten ist. Es gilt also x a{a * x) £ aA und folglich auch 
äCaA. Daraus schließen wir, (laß die Beziehungen äA Ca AA aA gelten. 
Wir haben also äA r.- aA. Durch eine analoge Überlegung erhalten wir 
Aä =-= Aa. Daraus und aus den Formeln (2) folgt 

ä=.a% = Ma. 

Diese Formeln enthalten zunächst das Resultat , daß die Untergruppe ?{ 
in der Gruppe 05 invariant ist. Da sie für jeden Punkt a £ 05 und für das diesen 
Punk t a enthaltende Element ö £ ö gelten, ist ihre Gültigkeit für jedes Ele­
ment ä £ G und für jeden in a enthaltenen Punkt a £ ä gesichert. Die erwähnton 
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Formeln^ zeigen also auch, daß jedes Element ä £ G der erzeugenden Zer­
legung G die Nebenklasse jedes Punktes a g ä in beziig auf die (invariante) 
Untergruppe 91 darstellt. 

Somit haben wir alle erzeugenden Zerlegungen der Gruppe (ty bes t immt: 
Alle erzeugenden, Zerlegungen der (huppe (ty sind genau durch die Neben­

klassen Zerlegungen der Gruppe (ty in hezug auf die einzelnen in der Gruppe & 
in Varianten Untergruppen dargestellt. 

1. Eteensehaiten der erzeugenden Zerlegungen auf Gruppen. Auf der 
Gruppe W gibt es stets zwei erzeugende Zerlegungen, nämlich die beiden 
extremen Zerlegungen Gimxx und Grmin (5,14. Nr. 1); dieselben stellen die .Neben­
klassenzerlegungen der Gruppe (s> in b^.ug auf die extremen invarianten 
Untergruppen Of», {1} in W dar (Nr.2). 

Es seien A. B beliebige erzeugende Zerlegungen der Gruppe 0). Nach dorn 
obigen Satz stellt A(B) die Nebenklassenzerlegung der Gruppe W in bezug 
auf eine in 0> invariante Untergruppe4 9((53) dar. Die Untergruppen 91, 55 
<ind miteinander vertausch bar (Nr. 2). Aus den Resultaten über linksseitige 
und rechtsseitige Nebenklassenzorlegungen von Gruppen (§21 . Nr. 3 0) 
schließen wir auf folgende Eigenschaften der erzeugenden Zerlegungen A.B: 

Die Zerlegung A(B) ist dann und nur dann eine U her de ckung (Verfeinerung) 
df r Zerlegung B(A). wenn 9( eine Obergruppe auf der (huppe 53 darstellt, wenn 
also % D 53 ist. 

Die größte gemeinsame Verfeinerung (A.B) der Zerlegungen A.B ist die 
Xehenklapsetizerfegung der (huppe (ty in hezug auf die in W invariante Unter­
gruppe 91 n 53. 

Die kleinste gemeinsame Uberdeckung [A. B\ der Zerlegungen A.B ist die 
Xeben klapsenzerlegung der (huppe (H in hezug auf die in (s\ invariante Unter­
gruppe 91 53. 

Die Zerlegungen A. B sind, zueinander komplementär. 

Kerner gilt (§22, Nr. 3) der folgende 

S a t z . Das aus allen erzeugenden Zerlegungen der Gruppe (s) bestehende System 
ist in bt-zug auf die Operationen (), [| abgeschlossen und stellt zusammen mit 
den mittels dieser Operationen definierten Multiplikationen einen modularen 
Verband mit extremen Elementen dar. Dieser Verband ist demjenigen, der von 

allen in 0> invarianten Untergruppen gebildet trird (Xr. 2), isomorph. 

f>. Weitere Eigenschaften invarianter Untergruppen. Die in § 2 V Nr. 3 be­
wiesenen Sätze über erzeugende Zerlegungen in Gruppen führen in Verbindung 
mit den früheren Resultaten über erzeugende Zerlegungen in Gruppoiden 
und Nebenklassenzerlegungen in Gruppen zu weiteren Erkenntnissen hin­
sichtlich der Kigonsehafton der invarianten Untergruppen. 

S a t z 1. Es seien 91 D 5>. IS Vntergruppen in OK wobei 53 in 91 invariant ist. 
Dann ist die Untergruppe 53n(T in 9tn(S invariant. Ferner sind die Unter­
gruppen 9in(X? 53 'miteinander vertauschhar. und die Untergruppe 53 stellt eine 
invariante Untergrujtpe in (91 O(5) 53 dar. 

12* 
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Beweis, a) Da die Untergruppe 33 in 3t invariant ist, ist die linksseitige 
Nebenklassenzerlegung 3t/j33 der Gruppe 3t in bezug auf die Untergruppe 33 
erzeugend (Nr. 3.1). Nach §21, Nr. 2,(1) haben wir die Formel 

3tA33nG-(3tnG)/H33nG), 

und aus § 14, Nr. 3,2 wissen wir, daß diese linksseitige Nebenklassenzerlegung 
der Gruppe StnG in bezug auf die Untergruppe S n S erzeugend ist. Folglich 
ist die Untergruppe 33 n G in 3 t n i invariant (Nr. 3,1). 

b) Nach §19, Nr. 5,1 stellt der Durchschnitt 3t n G der beiden Untergruppen 
3t, G eine Untergruppe in 3t dar. Da '33 in 3t invariant ist, sind die beiden 
Untergruppen 3t nG, 33 miteinander vertauschbar (Nr. 2). Nach §21, Nr. 2,(2) 
haben wir die Formel 

©cWi33 = ((£n«)»/-;8, 

und aus §14, Nr. 3,2 wissen wir, daß diese Nebenklassenzerlegung der Gruppe 
(Gn3t)33 in bezug auf die Untergruppe 33 erzeugend ist. Folglich ist die 
Untergruppe SS in (3tnG)33 invariant (Nr. 3,1). 

Insbesondere gilt für 3t = © der folgende 
Satz . Es seien 33,® Untergruppen in öi. wobei 33 in & invariant ist. Dann 

ist die Untergruppe 33 n G in G invariant. 

Satz 2. Es seien 3t Z> 33, G 3 X Untergruppen in W, wobei die Untergruppe 33 
in St und die Untergruppe X in G invariant ist. Dann sind- die Untergruppen 
3 t n X , G n 3 3 in StnG invariant. Ist ferner U eine den Beziehungen 

3tnGDltD(3i.n®)(Gn33) (1) 

genügende invariante Untergruppe in S ind , so sind die Untergruppen StnG 
und 3t mit jeder der beiden Untergruppen 33, X vertausckbar, und die Unter­
gruppe U33 bzw. UX ist in (3tnG)33 bzw. in ((Sn3t)T invariant. Außerdem 
gelten (nach §23. Nr. 2(1)) die Gleichheiten 

(3tnG)33n UX - it - - (6n 3()Xn US*. 

Beweis. Nach Satz 1 sind die Untergruppen 3 t n X . G n 3 3 in StnG in­
variant. Da StnG und ü Untergruppen in St bzw. in G darstellen und die 
Untergruppe 33 in 3t bzw. % in 6 invariant ist, sind die Untergruppen 31 n G 
und lt mit jeder der beiden Untergruppen 33, X vertausehbar. 

Nach Satz 1 stellt 33 bzw. X eine invariante Untergruppe in St' (3t n 6) 33 
bzw. G' — (Gn3t)2) dar. Nach Nr. 3,1 sind die linksseitigen Nebenklassen­
zerlegungen Ä = 3t'//33, C =-- G'/jX erzeugend, und nach § 14, Nr. 3,2 gilt dasselbe 
auch für die Zerlegungen 

J n r - d n G J M G n S J ) , Onr-(Gn3i) /*(3tn®). 

Wegen der Beziehungen (1) stellt die linksseitige Nebenklassenzerlegung 
B -== (3tnG)/j3t eine gemeinsame Überdeekung der Zerlegungen i n ß ' , C n SV 
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dar und ist. da tt in 2( n (£ invariant ist, eine erzeugende Zerlegung. Folglich 
sind die durch die Zerlegung E erzwungenen Überdeckungen 

i = ( Ing) lUS8 5 Ö = (ena)3)/US) 
von Ä,C erzeugend (§ 14, Nr. 3,3), und wir sehen, daß die Untergruppe U55 
bzw. U X in (9ln(£)53 bzw. in ({&n%)3) invariant ist (Nr. 3 r 1). 

Insbesondere gilt (für U - (9t n X)((£ n 53)) der folgende 

S a t z . Es seien 21 D 53, (£ 3 X Untergruppen in W, H;obe/ dVe Untergruppe 53 
m 91 ?///t/. J/e Untergruppe X *"/? (£ invariant ist. Dann sind die Untergruppen 
9 l n 2 : , ( £ n 5 3 /tf 9(n(£ invariant. Ferner sind die Untergruppen 9 tn(£, 9 tn3> 
H^7 53 und analog die Untergruppen (£n 9t, ( i n 53 ?/.// X vertauschbar. Schließlich 
ist die (Untergruppe (9 (nX)53 //* (9(n(£)53 und die Untergruppe ((£n53)X 
in ( l£n9()X invariant. Außerdem gilt (nach § 23, Nr. 2 (2)) 

(Gn9( )«n(Gh^)S- - (9 lnX) ( (£n* ) - - (9(n(£ )Xn(9tnX)*. 

(>. Reihen von invarianten Untergruppen. In der klassischen Gruppen­
theorie wird die Theorie der Reihen von invarianten Untergruppen in einer 
Gruppe W im allgemeinen auf (blind der Voraussetzung, daß jede Unter­
gruppe der Reihe (mit Ausnahme des Anfangsgliedes) in der unmittelbar 
vorangehenden Untergruppe invariant ist, entwickelt. Die diesbezüglichen 
Resultate sind lokaler Natur , da sie auf die Besehreibung der Verhältnisse 
in der . .Umgebung" des Einsclements von W beschränkt bleiben. Wir werden 
uns hier der Einfachheit halber nur mit dem spezielleren Fall, daß jede Unter­
gruppe der Reihe» in der (ganzen) Gruppe W invariant vorausgesetzt wird, 
beschäftigen. Unsere bisherigen Resultate1 über Reihen von Untergruppen 
(§23. Nr. 4) ermöglichen es, den Kern dieser Theorie unmit telbar zu erfassen. 
Im Gegensatz zu der klassischen Theorie sind unsere Resultate globaler Natur , 
da sie dl(% Verhältnisse in den ..Umgebungen' ' aller Elemente der Gruppe W 
im gleichen Maß berücksichtigen. 

Wir betrachten zwei Reihen von Untergruppen in der Gruppe ©, 

((91 ) %D>**D% ( o c ^ i ) , -

((53 ) s ^ D - . o a ^ O S ^ l ) , 

und setzen voraus, daß alle in diesen Reihen vorkommenden Untergruppen 
in W invariant sind. 

Dann gilt der folgende 

S a t z . Die Reihen (21). (53) besitzen glcichhasig verkettete Verfeinerungen 
(9(*), (53*) mit •übereinstimmenden Anfangs- bzw. Endgliedern, und alle in 
diesen Verfeinerungen vorkommenden Untergruppen sind iti dvr Gruppe (M 
invariant. Die Verfeinerungen (91*), (53*) sind durch die in Teil a) des Beweises 
aus § 23, Nr. 4, 5 beschriebene Konstruktion gegeben. 

B e w e i s . Aus der Invarianz der einzelnen Glieder der Reihen (9t), (5*) in 
der Gruppe W schließen wir, daß diese Reihen komplementär sind (Nr. 4 und §23, 
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Nr. 4,4). Folglich ist die in Teil a) des Beweises aus §23,4,5 beschriebene 
Konstruktion der gleichbasig verketteten Verfeinerungen (9t*), (S^*) der 
Reihen (21), (93) mit übereinstimmenden Anfangs- bzw. Endgliedern tl -- ?tt ^ x 

bzw. SJ = 2{a n 33̂  anwendbar. Nach dieser Konstruktion werden die Ver­
feinerungen (91*), 0-8*) von den Untergruppen 

9lA r - %Y(%., n <Br) = 2L_ i n 9{^.,, 

( 7 , ^ = 1, . . . ? a - r l : d,r^\ s /?-T- l ; V - « o = = « ; ^ - i ^ , i - ^ ) 

in © gebildet. Nach Nr. 2 sind die Untergruppen 9tyi.,
 si\,tM in W invariant. 

Damit ist der Satz bewiesen. 

7. Übungsaufgaben« 

i . In der aus allen Permutationen der Menge { a , b , r , d } bestellenden Gruppe 3 4 

bilden alle Permutationen, die das Element d unverändert lassen, eine Untergruppe 3ii . 
Alle Permutationen, die die Elemente o, b, c genau so wie die in § 11, Nr .4 ,2 definierten 
Permutationen e , a , b abbilden und zugleich das Element d unverändert lassen, bilden 
eine Untergruppe in 3 4 , die in der Untergruppe 3£, nicht aber in 3 , invariant ist. 

2. Es sei 91 eine beliebige Untergruppe in OL Die der Gleichheit p91 9(p genügenden 
Elemente p £ 05 der Gruppe 05 bilden das Feld N einer Untergruppe 1K in 05. Dh> Unter­
gruppe 9c heißt der Normalisator von 91. Der Normalisator 9c von 91 stellt die größte Ober­
gruppe auf 91 dar, in der die Untergruppe 9( invariant ist, d. li., die Untergruppe 91 i.-t 
in 9c. enthalten und dort invariant und zugleich liegt jede Obergruppe auf 91, in der 91 in­
variant ist, in 9c. 

3. Das Zentrum der Gruppe 05 ist eine invariante Untergruppe in 03. 

4. Wenn es in einer endlichen Gruppe 05 von der Ordnung N(> 2) eine Untergruppe 

von der Ordnung •--- N gibt, so ist diese In 05 invariant. Zum Beispiel haben wir in der 

diedrischen Permutationsgruppe von der Ordnung 2n(n "- 3) eine invariante Untergruppe 
von der Ordnung n, die von allen den Drehungen der Eckpunkte um dvn Mittelpunkt 
eines regulären n-Ecks entsprechenden Elementen gebildet wird (§ 19, Nr. 7,2). 

o. Wenn man jedem Element p € 05 der Gruppe 05 alle Elemente x xpx 6 05 zuordnet, 
wobei x € 05 die ganze Gruppe 03 durchläuft, so erhält man eine symmetrische Kongruenz 
auf 05. Die zu dieser Kongruenz gehörige Zerlegung (J auf 05 heißt die fffinptzvflrtjinnj 
der Gruppe 05. Das Feld jeder in 05 invarianten Untergruppe ist die Summe einiger Ele­
mente von G. Die Hauptzerlegung (J kst zu jeder erzeugenden Zerlegung der Gruppe o> 
komplementär. 

6. Es sei p 6 G ein beliebiges Element der Gruppe 05 und 0} die mit der Gruppe 0, 

assoziierte (p)-Gruppe (§ 19,Nr.7,9). Wir betrachten eine beliebige invariante Untergruppe 

9t C ^ in 05. Es sei 9t C $ die zum Feld p9( (-----91 p) gehörende lIntergruppe in 05 (§ 20, Nr. 3 , 3 ; 

§21,Nr.8,7). Es soll gezeigt werden: a) Die Untergruppe 91 ist in 05 invariant; b) alle er­

zeugenden Zerlegungen der Gruppe 05 stimmen mit denjenigen der Gruppe 05 überein. 
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