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§ 25. Faktorgruppen

1. Definition. Wir betrachten ein Faktoroid & auf der Gruppe . Nach
Definition des Faktoroids ist das Feld von @ eine erzeugende Zerlegung der
Gruppe (§; folglich stimmt es mit der Nebenklassenzerlegung von & in bezug
auf eine in ¢ invariante Untergruppe A iberein (§24,Nr.3,2). Nach Definition
der Multiplikation in () ist das Produkt p ¢ ¢ aus einem Element p % € ®
mit einem Element ¢% € & (p,q € &) durch das den Komplex p% - ¢ A ent-
haltende Element von & dargestellt; da aber dieser Komplex mit dem Element
pqUAE G identisch ist (§24, Nr. 3,1), gilt fiir die Multiplikation im Faktoroid &

pAogA = pgA. (1)

Nun wollen wir zeigen, daBl das Faktoroid & eine Gruppe ist, in der das
Einselement durch das Feld A der invarianten Untergruppe A und das zu jedem
Element pA € ®& inverse Element durch die zu der Nebenklasse p9 inverse
Nebenklasse p-1U dargestellt wird.

Beweis. Zunichst ist das Gruppoid ) assoziativ (§15,Nr.6,3). Ferner stellt
das Feld 4 von % das Einselement von ® dar (§ 18,Nr.7,5). SchlieBlich gilt

pAcp A —pp 1A= 1A =4,

woraus zu ersehen ist, daB p ' € & das zu dem Element pA € ® inverse
Element ist.

Jedes Faktoroid & auf der Gruppe (4 ist also eine Gruppe und wird durch
eine in (¥ invariante Untergruppe A C & eindeutig bestimmt; und zwar ist
das Feld von (% mit der Nebenklassenzerlegung von (4 in bezug auf die Unter-
gruppe A identisch und die Multiplikation durch die Formel (1) gegeben.
Wir nennen das Faktoroid & die durch die invariante Untergruppe N bestimmte
Faktorgruppe und schreiben 63/9.

2. Faktoroide auf Gruppen. Auf Grund des in § 24, Nr. 3,2 gewonnenen
Resultats kommen wir zu der folgenden Ubersicht iiber alle Faktoroide auf
einer beliebigen Gruppe 4:

Alle Faktoroide auf der Gruppe & sind genau die durch die einzelnen in der
Gruppe 3 invarianten Untergruppen besttmmien Faktorgruppen.

Wir wollen beachten, dall das grofite (kleinste) Faktoroid auf 3 durch die
sogenannte grifite (kleinste) Faktorgruppe 65/65 (G/{1}) dargestellt wird, die
wiederum durch die groBte (kleinste) in ($ invariante Untergruppe & ({1})
bestimmt ist.

3. Eigenschaften der Faktorgruppen. Das Verhalten der Faktorgruppen
ist durch die Eigenschaften der erzeugenden Zerlegungen auf Gruppen (§ 24,
Nr. 4) gegeben.

Es seien 8/, 63/B beliebige Faktorgruppen auf der Gruppe 6.

Die Faktorgruppe /()W) ist dann und nur dann cine Uberdeckung
(Verfeinerung) der Faktorgruppe &[B (63/A), wenn A eine Obergruppe auf der
Gruppe B darstellt, wenn also AD B st
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Die grofte gemeinsame Verfeinerung (& /A, &/B) der Faktorgruppen 63/A, & /B
st die Faktorgruppe &[(AN B).

Die kleinste gemeinsame Uberdeckung [/, /B] der Faktorgruppen
&/, &/B ist die Faktorgruppe &/AB.

Die Faktorgruppen &/U, /B sind zueinander komplementir.

Das aus allen Faktorgruppen der Gruppe G bestehende System ist in bezug
auf die Operationen (), [] abgeschlossen wund stellt zusammen mit den mattels
dieser Operationen definierten Multiplikationen einen modularen Verband mit
extremen Elementen &|®, G/{1} dar. Dieser Verband ist zu demjenigen, der
von allen in & invarianten Untergruppen gebildet wird (§ 24, Nr. 2), isomorph.

Wir wollen insbesondere beachten, dafl die Gruppen derjenigen Klasse von
Gruppoiden angehiren, auf denen alle Faktoroide paarweise komplementdir
sind.

4. Faktorgruppen in Gruppen. 1. Durchdringungen und Hiillen. Es seien
AD B, € Untergruppen in ¢, wobei B in A invariant ist.

Wir betrachten die Faktoroide /B M€ und € = A/B. Aus §24, Nr.5, Satz 1
wissen wir, da3 die Untergruppen %N ¢ und B miteinander vertauschbar und
ferner die Untergruppe BNE in ANE und die Untergruppe B in (ANE)B
invariant sind. AuBerdem folgt aus den erwihnten Uberlegungen, daB die
Felder der betrachteten Faktoroide mit den (erzeugenden) Nebenklassen-
zerlegungen (U N E)/,(BNE) und (AN E)B/,B identisch sind (§21,Nr.2,1). Aus
diesen Tatsachen ergibt sich unmittelbar

WBNE=(ANE)/(BNE), CCAB=CENAB/V, (1)
und wir kommen zu dem Resultat: Die Faktoroide A/BME und € A/B
sind mit den in den Formeln (1) beschriebenen Faktorgruppen identisch.
Insbesondere gilt (fir A = &) der folgende

Satz. Es seien B, € Untergruppen in &, wober B in (5 invariant ist. Dann
sind die Faktoroide &|B M€ und € &/B Faktorgruppen tm Sinn der Formeln

GB/BriC=C/(BNE), CCGB/B==CYY.
2. Der spezielle Fiinfgruppensatz. Wir kehren zu den in § 24, Nr. 5, Satz 2
gemachten Voraussetzungen zuriick und betrachten die Faktoroide 9, ¢

(§ 15, Nr.3,3), die als die durch die Faktorgruppe 8 = (AN )/l erzwungenen
Uberdeckungen der beiden Faktorgruppen

(UNE)B/BrIENAD = (ANE)/(ENDY), N
ENWT/DP(ANE)B = (ENA) (AN D)
erklirt sind. Die Felder von %, € sind mit den (erzeugenden) Nebenklassen-
zerlegungen (ANE)B,UB und (ENYA)D,UD identisch. Folglich haben wir
A=ANC)BUB, €= (CENnADUD

und sehen, daB die Faktoroide 9, € mit den in diesen Formeln auftretenden
Faktorgruppen zusammenfallen.
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Aus § 15, Nr. 3,3 wissen wir, dal} die Faktorgruppen 9, € verkniipft und
folglich (§ 16, Nr. 1, 2) isomorph sind.

Somit haben wir den sogenannten speziellen Fiinfgruppensatz bewiesen.
Zusammengefafit lautet er:

Es seien AD B, E DD Untergruppen in &, wobei die Untergruppe B in A
und die Untergruppe D in € invariant ist. Dann sind die Untergruppen AN D,
CnB in ANCE invariant. Ist ferner N eine den Beziehungen

ANEOUD(AND)(ENDB)

geniigende invariante Untergruppe in ANE, so sind die Untergruppen ANE
und 11 mit jeder der beiden Untergruppen B,D vertauschbar, und die Unter-
gruppe 0B bzw. UD ist in (UANE)BV bzw. in (ENA)D tnvariant. Ferner
sind die Faktorgruppen (ANC)B/UDB und (ENA) D/UD verkniipft und somit

wsomorph, also

(ANE)BUB ~ (ENAWD/UD.

Insbesondere gilt (fir 1L = (AN D)(EN B)) der folgende Viergruppensatz
von ZASSENHAUS:

Es seien A DB, EDT Untergruppen in 3, wobei die Untergruppe B in A
und die Untergruppe © in € invariant ist. Dann sind die Untergruppen AN D,
ENB in ANC invariant. Ferner sind die Untergruppen ANE, AND mit B
und analog die Untergruppen €N A, ENYB mit D vertauschbar. Auflerdem ist
die Untergruppe (AN T)B in (ANE)B und die Untergruppe (€N B)D in
(CENAN)D invariant. Ferner sind die Faktorgruppen (ANC)B/(AND)B und
CENAWDNENB)D wverkniipft und folglich isomorph, also

(UNE)B/ANDYB ~ (ENA)D/(ENDVB)D.

5. Weitere Eigenschaften der Faktorgruppen. 1. Erzwungene Uberdeckungen
von Faktorgruppen. Es sei B eine invariante Untergruppe in (4 und B, eine
solche in der Faktorgruppe /8. Die einzelnen Elemente von 9, sind also
Nebenklassen der Gruppe (& in bezug auf die invariante Untergruppe 8.
Unter den Elementen von B, befindet sich das Feld B der Untergruppe B;
denn B stellt, wie wir wissen (\1 1), das Einsclement der Faktorgruppe /8
dar und kommt also in jeder Untergruppe von (§/B vor. Die Summe aller
Elemente von 9, ist folglich eine das Einselement 1 € (§ enthaltende Ober-
menge A auf B, also 1 € BC 4. Die Untergruppe 8, bestimmt auf (/B die
F 4ktorgruppe (¢/B)/B,;, und diese erzwingt, wie uns avs § 15,Nr.4,1 bekannt
ist, eine Uberdeckung A der Faktorgruppe ¢§/8. Wir wollen daran erinnern,
daB die Uberdeckung U ein Faktoroid auf ¢ darstellt, von dem jedes Llemcnt
als die Summe aller je in demselben Element der detorgruppc (G3/8)/98,
enthaltenen Elemente von §/8 erklirt ist. Insbesondere kommt also die
Menge 4 unter den Elementen von U vor; da die Menge 4 das Einselement
1 € & enthalt, stellt sie das Feld einer in (§ invarianten Untergruppe U
dar, und es gilt A = ¢/A. Die Untergruppe B ist invariant in A, da sie die-
selbe Eigenschaft sogar in (§ besitzt, und es gilt offenbar B, = %A/B.
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Somit haben wir folgendes Resultat erhalten:

Die durch die Faktorgruppe (6/B)[B, erzwungene Uberdeckung der Faktor-
gruppe & /B wird von der Faktorgruppe & /[ dargestellt, wobei das Feld der in ¢
invarianten Untergruppe W als die Summe aller in der Untergruppe B, ent-
haltenen Elemente von &|B erklirt ist. Die Untergruppe B, stellt die Faktor-
gruppe A[B dar.

2. Reihen von Faktorgruppen. Wir betrachten eine Reihe von Faktoroiden
auf der Gruppe 4,

(M=) Wyz--z=% (@z=1).

Nach Nr.2 ist jedes Glied 3, dieser Reihe eine Faktorgruppe /9, auf
der Gruppe (5 und wird von einer in (¢ invarianten Untergruppe %, bestimmt
(y=1, «). Die Reihe (%) besteht also aus Faktorgruppen auf 3,

(W=) G/Uy=-=6/A,
wobei die Untergruppen %, ebenfalls eine Reihe () bilden (§ 25, Nr. 3):
(=) ™WD---DA,.

Wir sagen, (U) sei eine Reihe von Faktorgruppen auf der Gruppe 5, und
schreiben (/).

Die Theorie der Reihen von Faktorgruppen auf der Gruppe ( ist ein Spezial-
fall derjenigen Theorie, die wir fiir Reihen von Faktoroiden entwickelt haben
(§ 17). Das Neue in diesem besonderen Fall besteht darin, daBl gewisse Sach-
verhalte, die in der Theorie der Reihen von Faktoroiden postuliert werden
miissen, im Fall von Faktorgruppen automatisch auftreten. Dadurch gewinnt
die Theorie der Reihen von Faktorgruppen im Vergleich mit der alloremmneren
Theorie der Reihen von Faktoroiden an Einfachheit.

Insbesondere sind je zwei Reihen von Faktorgruppen auf der Gruppe
zueinander komplementdr (Nr.3), und es gilt der folgende Satz (§17, Nr. 6
§ 25, Nr. 3).

Satz. Es seien

(B =) G/Ay = = G,
(B/B)=) 68,2 =63,

beliebige Reihen von Faktorgruppen auf der Gruppe & mit den Lingen «, § (= 1).
Die Reihen (G5/), (&/B) besitzen gleichbasig verkettete Verfeinerungen ((5/Ay)
(®/B) mit iibereinstimmenden Anfangs- bzw. Endgliedern. Diese Verfeinerungen
(&5/Ay), (63/B) sind durch die in § 17,Nr.6 beschriebene Konstruktion gegeben,
und ihre Glieder W, , = G/A, , bzw. ‘OB(,,#::: &/B;,, . sind durch die in
imvartanten U ntergruppen

=AU 1B,) (= A, ;N ALY,
%6,;4:586(%6~ln 9[/c) (‘“ %5—10%69(ﬂ)

bzw.

bestimmt (dabet ist y, p=1, ..., a+1; 0, v=1, ..., f-4+1; Uy=V,= &;
¢+1“_§8ﬂ+1—% m%ﬂ)
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6. Ubungsaufgaben.

1. Die Ordnung jeder Faktorgruppe auf einer endlichen Gruppe von der Ordnung N
ist ein Teiler von N.

2. In der vollstindigen Gruppe der euklidischen Bewegungen auf der Geraden bzw. in
der Ebene ist die aus allen Bewegungen f[a] bzw. f[; a, b] bestehende Untergruppe
(§19,7,1) invariant. Die durch diese Untergruppe bestimmte Faktorgruppe wird von
genau zweil Elementen gebildet: das eine setzt sich aus allen Bewegungen fla] bzw.
flo; a, b] und das andere aus allen Bewegungen gla] bzw. g[«: ¢, b] zusammen.

3. Esseien A DB, € DT Untergruppen in ¢, wobei die Untergruppe B in ¥ und die
Untergruppe D in ¢ invariant ist. Dann sind die Faktorgruppen /8, ¢/D in bezug
auf die Untergruppe B, ¥ adjungiert (§15.Nr.3,4; §23,Nr.3).

4. Zwei Ketten von Faktorgruppen von & nach {1} in einer Gruppe ¢ besitzen stets
isomorphe Verfeinerungen (Satz von JorRDAN-HOLDER-SCHREIER) (vgl. §16,Nr.4,4).

§ 26. Deformationen und die Isomorphiesiitze

1. Deformationen von Gruppen. Wir betrachten beliebige Gruppoide &, &*
und setzen die Existenz einer Deformation d des Gruppoids 4 auf das
Gruppoid ($3* voraus. Wir fragen: Wenn eines der Gruppoide (%, B* eine
Gruppe ist, was kann von dem anderen gesagt werden?

1. Deformationen von Gruppen auf Gruppoide. Es gilt folgendes: Wenn &
eine Gruppe ist, so gilt dasselbe von (3*. Ferner stellt das d-Bild des Einselements
von (5 das Einselement von (3% und das d-Bild des zu einem beliebigen Element
a € & inversen Elements das zu dem d-Bild von a inverse Element dar.

Um diese Behauptung zu beweisen, wollen wir zunéchst beachten, dafl das
Gruppoid (3* assoziativ ist (§ 13,N1.6,2). Es sei 1* das d-Bild des Einselements
1 € & der Gruppe (3, also 1* == d1. Nach §18/Nr.7,4 stellt 1* das Einselement
des Gruppoids 5% dar. Ferner sei a* € B* ecin belicbiges Element in (&*.
Da d eine Abbildung der Gruppe & auf das Gruppoid (5* darstellt, gibt es
wenigstens ein Element a € ¢, fir das a* - da ist. Aus aa! = 1 ergibt sich
d(aa ') -d1, also a*da ' = 1* und ahnlich folgt aus a'a -~ 1 dic Be-
zichung d(a 'a) - d 1, also da™ - a* = 1*. Wir sehen, daf} das d-Bild des
zu einem beliebigen Element a € (¢ inversen Elements mit dem zu dem d-Bild
von a inversen Element identisch ist, also da ! - (da)"!'. Damit ist das
Gewiinschte bewiesen. Zusammenfassend konnen wir sagen, dafl eine De-
formation ecine Gruppe stets wieder auf eine Gruppe abbildet und dabei die
Einselemente bzw. die inversen Elemente auf Elemente derselben Art ab-
gebildet werden.

Aus diesem Resultat kann insbesondere auf den folgenden Sachverhalt
veschlossen werden: Sind zwei Gruppoide 3, G* isomorph und ist eines von
ihnen eine Gruppe, so gilt dies auch von dem anderen. In der Tat, sind die
Gruppoide ¢, (5* isomorpli, so gibt es einen Isomorphismus des Gruppoids ¢



		webmaster@dml.cz
	2012-09-05T20:40:42+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




