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§ 26. Deformationen und die Isomorphieséitze 175

6. Ubungsaufgaben.

1. Die Ordnung jeder Faktorgruppe auf einer endlichen Gruppe von der Ordnung N
ist ein Teiler von N.

2. In der vollstindigen Gruppe der euklidischen Bewegungen auf der Geraden bzw. in
der Ebene ist die aus allen Bewegungen f[a] bzw. f[; a, b] bestehende Untergruppe
(§19,7,1) invariant. Die durch diese Untergruppe bestimmte Faktorgruppe wird von
genau zweil Elementen gebildet: das eine setzt sich aus allen Bewegungen fla] bzw.
flo; a, b] und das andere aus allen Bewegungen gla] bzw. g[«: ¢, b] zusammen.

3. Esseien A DB, € DT Untergruppen in ¢, wobei die Untergruppe B in ¥ und die
Untergruppe D in ¢ invariant ist. Dann sind die Faktorgruppen /8, ¢/D in bezug
auf die Untergruppe B, ¥ adjungiert (§15.Nr.3,4; §23,Nr.3).

4. Zwei Ketten von Faktorgruppen von & nach {1} in einer Gruppe ¢ besitzen stets
isomorphe Verfeinerungen (Satz von JorRDAN-HOLDER-SCHREIER) (vgl. §16,Nr.4,4).

§ 26. Deformationen und die Isomorphiesiitze

1. Deformationen von Gruppen. Wir betrachten beliebige Gruppoide &, &*
und setzen die Existenz einer Deformation d des Gruppoids 4 auf das
Gruppoid ($3* voraus. Wir fragen: Wenn eines der Gruppoide (%, B* eine
Gruppe ist, was kann von dem anderen gesagt werden?

1. Deformationen von Gruppen auf Gruppoide. Es gilt folgendes: Wenn &
eine Gruppe ist, so gilt dasselbe von (3*. Ferner stellt das d-Bild des Einselements
von (5 das Einselement von (3% und das d-Bild des zu einem beliebigen Element
a € & inversen Elements das zu dem d-Bild von a inverse Element dar.

Um diese Behauptung zu beweisen, wollen wir zunéchst beachten, dafl das
Gruppoid (3* assoziativ ist (§ 13,N1.6,2). Es sei 1* das d-Bild des Einselements
1 € & der Gruppe (3, also 1* == d1. Nach §18/Nr.7,4 stellt 1* das Einselement
des Gruppoids 5% dar. Ferner sei a* € B* ecin belicbiges Element in (&*.
Da d eine Abbildung der Gruppe & auf das Gruppoid (5* darstellt, gibt es
wenigstens ein Element a € ¢, fir das a* - da ist. Aus aa! = 1 ergibt sich
d(aa ') -d1, also a*da ' = 1* und ahnlich folgt aus a'a -~ 1 dic Be-
zichung d(a 'a) - d 1, also da™ - a* = 1*. Wir sehen, daf} das d-Bild des
zu einem beliebigen Element a € (¢ inversen Elements mit dem zu dem d-Bild
von a inversen Element identisch ist, also da ! - (da)"!'. Damit ist das
Gewiinschte bewiesen. Zusammenfassend konnen wir sagen, dafl eine De-
formation ecine Gruppe stets wieder auf eine Gruppe abbildet und dabei die
Einselemente bzw. die inversen Elemente auf Elemente derselben Art ab-
gebildet werden.

Aus diesem Resultat kann insbesondere auf den folgenden Sachverhalt
veschlossen werden: Sind zwei Gruppoide 3, G* isomorph und ist eines von
ihnen eine Gruppe, so gilt dies auch von dem anderen. In der Tat, sind die
Gruppoide ¢, (5* isomorpli, so gibt es einen Isomorphismus des Gruppoids ¢
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auf das Gruppoid &* und zugleich einen (inversen) Isomorphismus des Grup-
poids &* auf das Gruppoid &. Folglich ist jedes der Gruppoide (5, G* das
isomorphe Bild des anderen. Daraus ist zu ersehen, dafi eines der Gruppoide
®, @* eine Gruppe ist, wenn das andere diese Eigenschaft hat. Ein Iso-
morphismus ist eine Art Deformation und bildet folglich die Einselemente
bzw. die inversen Elemente in beiden Gruppen aufeinander ab; ferner bildet
er Untergruppen und, wie leicht einzusehen ist, insbesondere invariante
Untergruppen ebenfalls aufeinander ab.

2. Deformationen von Gruppoiden auf Gruppen. Wir wollen nun hinsichtlich
des Gruppoids & keine speziellen Annahmen machen, vom Gruppoid G*
jedoch annehmen, es sei eine Gruppe. Nach dem ersten Isomorphiesatz fiir
Gruppoide (§16,Nr.1,1) ist die Gruppe (* einem auf dem Gruppoid & gelegenen
Faktoroid ® isomorph; den entsprechenden Isomorphismus wollen wir mit &
bezeichnen. Das Feld von ® ist die zu der Deformation d gehorige erzeugende
Zerlegung von ; bei dem Isomorphismus ¢ wird jedes Element von & auf
denjenigen Punkt in &* abgebildet, aus dessen d-Urbildern das Element
besteht. Nach dem obigen Resultat ist das Faktoroid & eine Gruppe, da &*
eine Gruppe ist. Der Isomorphismus i bildet, wie wir wissen, das Einselement 1
der Gruppe ® auf das Einselement 1* der Gruppe 65*, also i1 = 1*, und
ferner je zwei zueinander inverse Elemente @,a '€ § auf zwei zucinander
inverse Punkte in ¢* ab, also i@ = a*, ia"* = a*-1. Da jedes Element a €
aus allen d-Urbildern ein und desselben Punktes a* € (3* besteht, und zwar
des der Beziehung i@ = a* geniigenden Punktes a* € (J*, wird das Eins-
element 1 € & von allen d-Urbildern von 1* gebildet; je zwei zueinander in-
verse Elemente @, @' € & werden von allen d-Urbildern von zwei zucinander
inversen Punkten a*, a*-! ¢ (5* gebildet. Es gilt also der folgende

Satz. Ist &* eine Gruppe, so ist auch das zu der Deformation d gehirige Fak-
toroid ©& auf & eine Gruppe, und © ist mit 5* isomorph. Das Einselement
von © st durch die Menge aller d-Urbilder des Einselements von (5* und je
zwei zueinander inverse Elemente in & sind durch die Mengen aller d-Urbilder
von zwei zuetnander inversen Punkien in * dargestellt.

Wir wollen nun an einem einfachen Beispiel zeigen, dall das Gruppoid
keineswegs eine Gruppe zu sein braucht, wenn ($* eine Gruppe ist; das Grup-
poid ¢ kann sogar unter Umstdnden ein ganz beliebiges Gruppoid darstellen.
Ist nimlich &* die aus dem einzigen Punkt 1* bestehende Gruppe, so dal
1* . 1* = 1* gilt, und ferner & ein beliebiges Gruppoid, so kénnen wir zeigen,
daB die Gruppe &* zu dem Gruppoid & homomorph ist. Dies folgt daraus,
daB die Abbildung, die jedem Punkt in ¢ den Punkt 1* € §* zuordnet,
tatsichlich eine Deformation des Gruppoids ¢ auf die Gruppe &* darstellt.

2. Der Satz von Cayley. Realisierung abstrakter Gruppen.

1. Linksseitige Translationen. Es sei a € & ein beliebiges Element in der
Gruppe . Wenn wir jedem Element x € & das Element ax € (¢ zuordnen,
so erhalten wir eine Abbildung der Gruppe & in sich. Da die Gleichung ax = b
fiir jedes Element b € (4 eine einzige Losung « € (4 besitzt, ist diese Abbx]duxw
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schlicht und stellt also eine Permutation der Gruppe ¢ dar. Wir nennen
diese Permutation die durch das Element a bestimmte linksseitige Translation
der Gruppe & und schreiben t.

Die durch das Einselement 1€ (% bestimmte linksseitige Translation i
stimmt offenbar mit dem identischen Automorphismus der Gruppe & iberein.
Sind a, b € & voneinander verschiedene Elemente, so sind die linksseitigen
Translationen ¢, ,f ebenfalls voneinander verschieden, da die - bzw. 4t-
Bilder des Einselements 1 €  mit a bzw. b zusammenfallen und folglich
voneinander verschieden sind. Fir beliebige Elemente a,b € & gilt: Setzt
man die linksscitige Translation ,£ mit der linksseitigen Translation ,t zu-
sammen, so erhilt man die durch das Element ba bestimmte linksseitige Trans-
lation ,,t; es besteht also die Beziehung ,t,t = ,,t.

. Der Satz von Cayrey. Wir betrachten das Gruppoid F,;, dessen Feld
von allen durch die einzelnen Elemente der Gruppe & bestimmten linksseitigen
Translationen gebildet wird; die Multiplikation in dem Gruppoid T, soll
mittels der Formel ,t.,t = ,t(a,b€ &) erklirt werden. Wenn wir jedem
Element a € (4 das Element £ € 3, zuordnen, so haben wir offenbar eine
Abbildung der Gruppe ¢ auf das Gruppoid T;. Diese Abbildung ist schlicht,
da je zwei voneinander verschiedene Elemente a, b € (¢ auf zwei voneinander
verschiedene Elemente 2, ;¢ € T, abgebildet werden. Ferner schen wir, daf}
diese Abbildung eine Deformation der Gruppe ¢ auf das Gruppoid I; dar-
stellt; in der Tat, fir beliebige Elemente a, b € (5 wird das Produkt ab € &
auf die linksseitige Translation ,,t€ 3;. d. h. auf das Produkt ,t-,t€ 3,
aus dem Bild & von @ mit dem Bild ,# von b abgebildet. Wir sehen, daf3 die
betrachtete Abbildung eine schlichte Deformation, also einen Isomorphismus
der Gruppe ¢ auf das Gruppoid T; darstellt. Folglich ist das Gruppoid I,
eine Gruppe, und zwar eine Permutationsgruppe. Auf diese Weise ergibt
sich der folgende sogenannte Satz von CayLEY:

Jede Gruppe ist ein isomorphes Bild ciner Permutationsgruppe.

Die Wichtigkeit dieses Resultats far die Gruppentheorie besteht darin,
dall man sich, soweit es um Eigenschaften geht, die allen isomorphen Gruppen
gemeinsam sind, auf Permutationsgruppen beschrinken kann.

3. Realisierungen von abstrakten Gruppen. Mit den obigen Uberlegungen
hiingt die folgende Frage eng zusammen: Gibt es fiir eine abstrakte Gruppe &
cine auf sie deformierbare Permutationsgruppe? Von einer Permutations-
gruppe dieser Art sagt man, sie sei eine Realisierung der abstrakten Gruppe 6.
Unsere Frage lautet also so, ob jede abstrakte Gruppe stets mittels Permu-
tationsgruppen realisiert werden kann.

Unsere obigen Uberlegungen zeigen, daB diese Frage eine bejahende Ant-
wort zulifit, da jede abstrakte Gruppe & zu der entsprochond(‘n Gruppe I,
von linksseitigen Translationen (sogar) isomorph ist und folglich von g,
realisiert wird.

Wu' wollen z. B. die abstrakte Gruppe von der Ordnung 4 mit der zweiten
in §19, Nr.6,1 angegebenen Multiplikationstabelle realisieren. Die durch die
vimelnen Elemente dieser Gruppe bestimmten linksseitigen Translationen
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sind, wie man unmittelbar aus der Multiplikationstabelle erkennt, die

folgenden:
‘labc) [Ltabe 1abece ‘tabe
(1abc‘ ’ \al_cb)’ (bcla)’ (cbal)'
Diese Permutationen bilden mit der durch p . q = pq erklarten Multiplikation
eine Gruppe, durch die unsere abstrakte Gruppe realisiert wird. In der erwithn-
ten Formel durchlaufen natiirlich die p, ¢ dic obigen vier Permutationen;
P-q bedeutet das Produkt aus p mit q, wihrend pq die entsprechende zu-
sammengesetzte Permutation bezeichnet.

4. Rechtsseitige Translationen. Analog zu den linksseitigen Translationen
werden auch die rechtsseitigen Translationen der Gruppe (5 definiert:

Ist a € & ein beliebiges Element der Gruppe ¢ und ordnet man jedem
Element x € ¢ das Element za € $ zu, so erhilt man eine Permutation der
Gruppe ©, die durch das Element a bestimmte rechtsseitige Translation der
Gruppe ®; wir bezeichnen sie mit £,.

Uber rechtsseitige Translationen gelten analoge Resultate, wie wir sie oben
fir linksseitige Translationen hergeleitet haben; wir iiberlassen es dem Leser,
sie zu formulieren und zu beweisen.

3. Die Isomorphiesitze fiir Gruppen. In § 16, Nr.1 haben wir die Isomorphie-
sitze fiir Gruppoide behandelt. Wir wollen uns nun den Spezialfall, daf} die
in Betracht kommenden Gruppoide Gruppen sind, genauer anschen.

Es seien (4, &* beliebige Gruppen.

1. Erster Satz. Wir nehmen an, es gebe eine Deformation d der Gruppe &
auf die Gruppe &*. Wie wir gesehen haben (§ 16, Nr.1,1), ist das zu der
Deformation d gehorige Faktoroid ® auf der Gruppe (¢$ zur Gruppe ¢* iso-
morph. Nach §25, Nr.2 stellt das Faktoroid D eine Faktorgruppe dar, die durch
eine in ¢ invariante Untergruppe bestimmt wird; das Feld dieser Unter-
gruppe ist das das Einselement 1 € ¢ enthaltende Element von ®. Da sich bei
der Deformation d das Einselement 1 € (% auf das Einselement 1* € (* ab-
bildet, sehen wir, daB jenes Element von ®, in dem das Einselement 1 ent-
halten ist, von allen d-Urbildern des Einselements 1* € §* der Gruppe &*
gebildet wird. Auf diese Weise kommen wir zu der Erkenntnis, dafl die von
allen d-Urbildern des Einselements der Gruppe $* gebildete Menge das Feld
einer in (¥ invarianten Untergruppe ® darstellt und daf} die Faktorgruppe /D
zur Gruppe (&* isomorph ist.

Umgekehrt wollen wir nun annehmen, die Gruppe ($* sei der durch einre in
invariante Untergruppe ® bestimmten Faktorgruppe (/® isomorph. Dann
gibt es einen Isomorphismus ¢ der Faktorgruppe (§/® auf die Gruppe &*. Nach
§16, Nr. 1,1 vermittelt die Abbildung d’ der Gruppe ¢ auf die Faktorgruppe
/D, in der jeder Punkt ¢ € (¥ auf das ihn enthaltende Element a € &/®
abgebildet wird, eine Deformation der Gruppe & auf die Faktorgruppe &/®.
Folglich ist die zusammengesetzte Abbildung d = id’ eine Deformation der
Gruppe & auf ¢&* (§13, Nr.3,4). Nach § 25, Nr.1 ist das Einselement von
¢/ durch das Feld D der Gruppe © dargestellt. Da ferner der Isomorphis-
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mus ¢ genau das Einselement der Grupppe (3/® auf das Einselement 1* der
Gruppe &* abbildet, bildet die Deformation d genau die in D liegenden
Punkte der Gruppe ($ auf das Einsclement 1* € 5* ab. Somit tritt der Sach-
verhalt zutage, dafl es eine Deformation d der Gruppe ¢ auf die Gruppe &*
gibt, die so beschaffen ist, dafl die Untergruppe ® genau von den d-Urbildern
des Einselements von &* gebildet wird.

Diese Erkenntnisse fassen wir nun in dem ersten Isomorphiesalz fiir Gruppen
zusammen:

Wenn die Gruppe & auf die Gruppe &* deformierbar ist (d), so stellt die von
allen d-Urbildern des Einselements von $* gebildete Menge eine in & invariante
Untergruppe T dar, und die durch D bestimmte Faktorgruppe &|D ist der
(ruppe 3% isomorph, also &|D ~ &*. Wenn umgekehrt die Gruppe &* der
durch ewne in (3 invariante Untergruppe D bestimmten Faktorgruppe &|D
isomorph ist, so qibt es eine Deformation d der Gruppe & auf die Gruppe &* so,
daf die Untergruppe D genaw von den d-Urbildern des Einselements von &* ge-
bildet wird.

2. Zweiter Satz. Der zweite Isomorphiesatz fiir Gruppen lautet:

Es seien AD W, €D D Untergruppen in der Gruppe &, wobei die Unter-
gruppe B in A und die Untergruppe D in € invariant ist. Ferner seien die
Beziechungen

ANT =ENY,
A= (ANE)B, €EC= (ENWD

erfullt. Dann sind die Faktorgruppen N[V, €D verkniipft und folglich iso-
morph, also NV ~ €|, wobet die mit Hilfe der Inzidenz von Elementen reali-
sierte Abbildung einen Isomorphismus darstellt.

Der Beweis dieses Satzes ist eine unmittelbare Folgerung aus § 23, Nr. 1
und §16, Nr. 1,2,

Ein wichtiger Spezialfall dieses Satzes betrifft die Hiille und die Durch-
dringung einer Untergruppe und einer Faktorgruppe in der Gruppe 6.

Es seien A D WV, € Untergruppen in der Gruppe (&, wobei 8B in U invariant
ist. Aus §25, Nr.4,1 wissen wir, da3 unter diesen Umstinden die Untergruppen
ANE und B miteinander vertauschbar und ferner die Untergruppe BNE
in ANCE und die Untergruppe B in (ANE)Y invariant sind; aulerdem
gelten die Formeln

CCAMW - (ANE)BB, ABVBNE=ANE)/(BNCE).
Wir konnen den obigen Satz auf die Gruppen
W= (ANE)YH, B =V,
' =ANEC, D =BNE
anwenden und erhalten die Isomorphiebezichung
ANE)B/B ~(ANE)/(BNE),

wobei der Isomorphismus mit Hilfe der Inzidenz von Elementen realisiert
wird.
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Wir wollen dieses Resultat zusammenfassen:

Es seien A D B, € Untergruppen in der Gruppe &, wobei B in A invariant ist.
Dann sind die Untergruppen AN €, B miteinander vertauschbar, und die Unter-
gruppe BNE st in ANE und die Untergruppe B in (ANC)YB invariant.
Ferner sind die Faktorgruppen (ANC)B/B und (ANE)/(BNE) verkniipft
und folglich isomorph, also

ANE)B/B ~ (ANE)/(BNE),

wobei die mit Hilfe der Inzidenz von Elementen erklirte Abbildung einen Iso-
morphismus darstellt.

Insbesondere haben wir (fiir % = &) den folgenden

Satz. Es seien B, € Untergruppen in &, wobei B in & invariant ist. Dann
sind die Untergruppen B, € mitainander vertauschbar, und die Untergruppe
BNE ist in € invariant. Ferner sind die Faktorgruppen € B/B und C/(BNE)
verkniipft und folglich isomorph, also

CP/B~C(BNEC),

wobet die mit Hilfe der Inzidenz von Elementen erklirte Abbildung einen Iso-
morphismus darstellt.

3. Dritter Satz. Wie wir aus §16, Nr.1,3 wissen, haben wir noch den dritten
Isomorphiesatz fiir Gruppoide, der Uberdeckungen von Faktoroiden betrifft.

Es sei B eine invariante Untergruppe in (¥ und 3B, eine solche in der Faktor-
gruppe /8. Nach dem erwihnten dritten Isomorphiesatz fur Gruppoide ist
die Faktorgruppe ((4/9)/%8, der durch sie erzwungenen Uberdeckung A der
Faktorgruppe (/98 isomorph, (65/98)/8, ~ A, und dicjenige Abbildung von
(63/B)/B; auf A, in der jedem Element b € (65/B)/B, die Summe a € A aller
in b enthaltenen Elemente b € (3/® zugeordnet wird, stellt einen Isomorphis-
mus dar. Nach §25,Nr. 5,1 bildet insbesondere die Summe allerin 8, enthaltenen
Elemente der Faktorgruppe ®/%8 das Feld einer in (¢ invarianten Untergruppe
A, und U stellt die durch % bestimmte Faktorgruppe &/ dar; auBlerdem haben
wir B, = A/B.

Aus dieser Uberlegung folgt nun der dritle Isomorphiesatz fiir Gruppen:

Ist B eine invariante Untergruppe in der Gruppe (3 und B, cine solche in der
Faktorgruppe &/B, so bildet die Summe aller in B, enthaltenen Elemente von
/B das Feld einer in & invarianten Untergruppe, und es gilt die Isomorphic-
beziehung

*

(B/B)/(A/B) ~ G/A;

man erhdlt einen Isomorphismus der Faktorgruppe (65/8)[(A/B) auf die Faktor-
gruppe G/, wenn man jedem Element b der ersten die Summe aller in'b ent-
haltenen Elemente der zweiten Faktorgruppe zuordnet.

4. Deformationen von Faktorgruppen. Wir kniipfen an die Resultate iber
Deformationen von Faktoroiden an (§ 16,Nr.2) und wollen untersuchen, wie
sich diese Resultate im Fall von Faktorgruppen auswirken.
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Es sei d eine Deformation der Gruppe & auf die Gruppe &*, so dall $* == d ($
ist.

Aus Nr. 3,1 wissen wir, dall die Menge aller d-Urbilder des Einselements
von (5* das Feld einer in (§ invarianten Untergruppe ® bildet und die Faktor-
gruppe (5/% zu (* isomorph ist.

Nun bestimmt die Deformation d eine erweiterte Abbildung d des Systems
aller Teilmengen in ¢ in dasjenige aller Teilmengen in (3*; bei dieser Ab-
bildung wird jede nicht leere Teilmenge A C ¢ auf die aus allen d-Bildern
derin A4 enthaltenena€ 4 bestehende Teilmenge d AC®* abgebildet (§ 7, Nr. 1).

Iis sei A C & eine in ¢ invariante Untergruppe und (/% die entsprechende
Faktorgruppe auf (.

Nach § 25, Nr.3 sind die Faktorgruppen &/, /D zueinander komplementir.
Daraus schlielen wir, daf das Bild der Faktorgruppe ¢/% bei der erweiterten
Abbildungd ein FFaktoroid auf der Gruppe (3* darstellt (§ 16, Nr. 2,1). Die partielle
erweiterte Abbildung d der Faktorgruppe /% auf das Faktoroid d (/)
stellt eine Deformation, die erweiterte Deformation d, dar (§16, Nr.2,2).

Das Bild des Feldes 4 der Untergruppe U bei der erweiterten Abbildung d
enthilt das Einselement der Gruppe &* (Nr.1,1). Daraus folgt, daf
dAed((5/A) das Feld einer in (* invarianten Untergruppe d 9 bildet und
das Faktoroid d (/) mit der durch die invariante Untergruppe d be-
stimmten Faktorgruppe zusammenfillt (§ 24, Nr. 3,2), alsod (&/U) = d (5 /d A ist.

Die kleinste gemeinsame Uberdeckung [/, $/2] der Faktorgruppen
65/, /2 und die Faktorgruppe d®/dU sind isomorph; eine isomorphe
Abbildung der ersten auf die Faktorgruppe d (/d %A wird erhalten, wenn man
jedem Element von [($/. 5/2] sein Bild bei der erweiterten Abbildung d zu-
ordnet (§ 16, Nr.2,3). Das Faktoroid [(/2(, (/2 ]ist die durch die inder Gruppe ¢
invariante Untergruppe AT bestimmte Faktorgruppe &/AD (§ 25, Nr.3).

Somit haben wir das folgende Resultat erhalten:

Wenn die Gruppe &* zu der Gruppe 5 homomorph (d) ist, so stimmi das
Bild jeder Faktorgruppe 3/ bed der erweiterten Abbildung d mit der Faktor-
gruppe d®[dA dberein, und die partielle erweiterte Abbildung d der Faktor-
gruppe G auf die Faktorgruppe d®&/dA stellt eine Deformation dar. Die
Faltorgruppen G/UT und d3/dA sind isomorph; eine tsoinorphe Abbildung
der Faktorgruppe 3T auf die Faktorgruppe d&/dA wird erhalten, wenn
man jedem Element der ersten sein Bild in bezug auf die erweiterte Abbildung d
zuordnet.

[nshesondere (st jede Faktorgruppe, die eine Uberdeckung von 5] darstellt,
threm Bild in bezug auf die erweiterte Deformation d isomorph: eine isomorphe
Abbildung wird erhalten, wenn man jedem Element der erwihnten Uberdeckung
sein Bild in bezuy auf die erweiterte Abbildung d zuordnet.

5. Ubungsautgaben.

1. Es soll dic abstrakte Gruppe von der Ordnung 4, deren Multiplikation in der ersten
in § 19, Nr.6,1 angegebenen Multiplikationstabelle  beschrieben ist, mit Hilfe einer
Permutationsgruppe realisiert werden.

13 Gruppoid- und Gruppentlivori
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2. Ist eine Gruppentafel einer endlichen Gruppe & gegeben, so erhilt man Symbole
der linksseitigen Translationen auf (§, wenn man den horizontalen Eingang und je eine
Zeile der Multiplikationstabelle herausgreift. Ahnlich erhilt man aus dem vertikalen
Eingang und den cinzelnen Spalten der Gruppentafel Symbole der rechtsseitigen Trans-
lationen auf .

3. Ein regulares Oktaeder hat 13 Symmetrieachsen (3 gehen durch je zwei gegeniiber-
liegende Ecken, 6 durch die Mittelpunkte von je zwei gegeniiberliegenden Kanten und 4
durch die Mittelpunkte von je zwei gegeniiberliegenden Scitenflachen). Alle Drehungen
des Oktaeders um die Symmetrieachsen, die das Oktaeder in sich selbst wiberfithren,
bilden eine Gruppe von der Ordnung 24, die sogenannte Oktaedergruppe (dabei werden
gleichachsige Drehungen um Winkel, die sich nur um ganzzahlige Vielfache von 360°
unterscheiden, als gleich angesehen); wir wollen die erwahnte Gruppe mit £ bezeichnen.
Einer Drehung, die ein Element in £ darstellt, entspricht stets eine Permutation der aus
den drei durch je zwei gegeniiberliegende Ecken des Oktacders gehenden Symmetrie-
achsen bestehenden Menge. Wenn man jedem Element der Gruppe £ die entsprechende
Permutation zuordnet, so erhdlt man eine Deformation von £ auf dic symmetrische
Permutationsgruppe &,. Der Leser moge diese Deformation benutzen und mit Hilfe des
ersten und dritten Isomorphiesatzes fiir Gruppen die Tatsache beweisen, daB in £ in-
variante Untergruppen der Ordnungen 4 und 12 enthalten sind.

§ 27. Zyklische Gruppen

1. Definition. Eine Gruppe (%, die aus den Potenzen eines einzigen Elements a
besteht, nennt man zyklisch. Das Element a heit das erzeugende Element
von (. Eine zyklische Gruppe mit dem erzecugenden Element ¢ wird im
allgemeinen mit (a) bezeichnet.

Aus der ersten Formel (1) in § 19, Nr.3 sehen wir, daB jede zyklische Gruppe
abelsch ist.

2. Ordnung einer zyklischen Gruppe. Wir betrachten eine zyklische
Gruppe (a). Wenn die Potenzen a', @’ mit zwei verschiedenen Exponenten 7, j
stets voneinander verschieden sind, so ist die Ordnung der Gruppe {a) gleich 0,
da in diesem Fall in der Gruppe (a) unendlich viele voncinander verschiedene
Elemente auftreten:

a2 al,a, da, a?, ... (1)

Da jedes Element in (a) eine Potenz von « ist. gibt es in der Gruppe (a) aulicr
den Elementen (1) keine weiteren Elemente, und wir schen, daf die Gruppe (a)
genau von den Elementen (1) gebildet wird.

Wir nehmen nun an, daB Potenzen a', @’ fiir gewisse voneinander ver-
schiedene Exponenten i, j zusammenfallen, also @' — a/ fiir ¢ 4 j ist. Aus
dieser Gleichheit erhalten wir a~7a* = a-7af, also a*7 - 1. Da eine der ganzen
Zahlen 17—, j— i positiv ist und die mit diesen Exponenten gebildeten
Potenzen von ¢ mit dem Einselement 1 identisch sind. schen wir, daf} die
Gleichung @ = 1 Losungen z in natirlichen Zahlen zulifit. Unter diesen
Losungen gibt es eine kleinste Losung n; » ist also eine natiirliche Zahl, und
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