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§ 5. Polarkoordinaten der Basen 31

B. PHASENTHEORIE DER GEWOHNLICHEN LINEAREN
HOMOGENEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 2. ORDNUNG

In diesem Kapitel werden wir die Phasentheorie der betrachteten Differential-
gleichungen entwickeln. Dieselbe bildet die eigentliche methodische Grundlage
tiir die auszubauende Transformationstheorie. Es mag vielleicht merkwiirdig er-
scheinen, in welcher Reichhaltigkeit und Breite diese Phasentheorie, deren Grund-
begriffe sich an Eigenschaften einer Funktion ¢(f) anlehnen, entwickelt werden
kann.

§ 5. Polarkoordinaten der Basen

1. Einleitung. Unsere Ausfithrungen in diesem Paragraphen wollen wir mit
elementaren Tatsachen beginnen.

Es sei (q) eine Differentialgleichung im Intervall j.

Wir betrachten eine Basis (u, v) von (q) und die zugehdrige Integralkurve &
mit der Darstellung x(¢) = [u(¢), v(¢)]. Wir beziehen die Koordinaten auf ein z. B.
rechtwinkliges, von den Vektoren z,, x, mit dem Ursprung O gebildetes Koor-
dinatensystem. Als den positiven Sinn fiir die Winkelmessung wollen wir etwa
den der Vierteldrehung x, — x; annehmen.

Es sei zy = a(t,), £, € §, ein beliebiger Punkt von & und r, (> 0), «, seien seine
Polarkoordinaten in bezug auf den Pol O und die Polarachse Ox,. r, stellt also
den Modul des Vektors x, dar, wihrend die Zahl «,, die wir im Intervall [0, 27)
annehmen wollen, die Grofle des Winkels (z,, x,) darstellt. Offenbar bestehen die
Beziehungen u(t,) = r, sin o, v(to) = 74 €OS 0.

Wir definieren nun im Intervall j die Funktion r(f) im Sinne der Formel

r(t) = Jud(t) + v3(t) (1)

Ferner sei «(t) die im Intervall j (einzige) stetige Funktion, welche an der Stelle ¢,
den Wert «, hat und iiberall im Intervall §, mit Ausnahme der Nullstellen von v,
die Gleichung

_u(f)
erfiillt.
Dann haben wir fiir alle ¢ € §
u(t) = r(t) sin «(t), o(t) = r(t) cos a(t). 3)

AuBler der Funktion o« gibt es offenbar weitere im Intervall j stetige Funk-
tionen, die iiberall in §, abgesehen von den Nullstellen des Integrals v, die Glei-
chung (2) erfiillen. Alle diese Funktionen haben die Form «, = « + nz, n ganz,
und bilden folglich ein abzéhlbares System. Jede von ihnen ist durch dic Angabe
des Anfangswertes oy(fy) = oy + n eindeutig bestimmt. Fiir ein gerades n er-
filllen die Funktionen r, «, die Formeln (3), fiir ein ungerades n ergeben die
rechten Seiten von (3) die zu (u, v) proportionale Basis (—u, —v).
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Die Funktionen r und o, bilden die Polarkoordinaten der Basis (u, v).

In besonderen Fillen kann diese Begriffsbildung auf die von den Ableitungen
u', v der Funktionen u, v gebildete zweigliedrige Folge (', v') iibertragen werden.

Wir wollen nun zunéchst den hier angedeuteten Sachverhalt in allen Einzel-
heiten priifen. Mit w bezeichnen wir die Wronskische Determinante der Basis
(u, v).

2. Amplituden. Die durch die Formeln
r=lur 412, s=Vu24 02 (4)

im Intervall j definierten Funktionen 7, s werden als die erste bzw. zweite Ampli-
tude der Basis (u, v) bezeichnet. Offenbar sind diese Funktionen stets positiv und
gehoéren der Klasse Cp bzw. C; an.

Man sieht, dal3 die Amplituden der inversen Basis (v, #) wiederum r und s sind.
Im Hinblick darauf spricht man kiirzer von Amplituden der (unabhingigen)
Integrale u, v oder, wenn es sich um ihre Werte handelt, von Amplituden des
Punktes x(¢) = [u(t), v(f)].

Wir wollen zeigen, daf die Amplituden r, s den folgenden nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung geniigen :

7] w?
r=qr + - 7'3" ) l (5)
w2 2 !
——

und zwar in dem Intervall § bzw. in jedem Teilintervall ¢ c 4, in dem die Funk-
tion ¢ stets von Null verschieden und differenzierbar ist.
In der Tat, aus den Formeln

r2=wu2 4+ 2, ' =uw + o, w=u —u'v, s2=u'24 0?2 (6)
folgen die Beziehungen
r2(s? — r'?) = (w0’ — u'v)? = w?,
woraus sich
wZ
2 g2 2
& —rt=— (7)

ergibt. Die zweite Formel (6) fithrt auf die Gleichung

!
rr'’ =% — 1'% + qr?,

und aus den zwei letzten Beziehungen folgt die erste Differentialgleichung (5).
Die zweite erhdlt man so: Wenn man die Gleichung (7) differenziert, so erhilt
man unter Beachtung der ersten Gleichung von (5) die Beziehung

ss' = qrr'. (8)
Daraus folgt weiter, unter Annahme der Differenzierbarkeit von g,

88" + 8'% = qs* + ¢'r' + ¢*r?,



§ 5. Polarkoordinaten der Basen 33
und diese Beziehung ergibt, zusammen mit (8),
glss” + 5'%) = g¥* + ¢'ss’ + gor. (9)

Wenn man nun aus den Formeln (7), (8), (9) die Funktionen r, #' eliminiert,
so erhidlt man fiir ¢ == 0 die zweite Differentialgleichung (5).

3. Erste Phasen. Unter einer ersten Phase der Basis (u, v) versteht man jede
im Intervall 7 stetige Funktion «, die in diesem Intervall, mit Ausnahme der Null-
stellen von », die Beziehung

tan o(t) = —Z— (10)

erfiillt. Gelegentlich sprechen wir kiirzer von Phasen anstatt von ersten Phasen
der Basis (u, v).

Man sieht, daBl es genau ein abzdhlbares System von Phasen der Basis (u, v)
gibt. Dieses System nennen wir das erste Phasensystem der Basis (u, v), kiirzer:
das Phasensystem der Basis (u, v). Die einzelnen Phasen dieses Systems unter-
scheiden sich voneinander um ganzzahlige Vielfache der Zahl 7.

Es sei (x) das Phasensystem von (u, v). Wahlt man beliebig eine Phase « € («),
so besteht das Phasensystem (x«) aus den Funktionen

o) = alt) +vx (v=0,+1, £2, .5 =) (11)

und man sieht, daf es in folgender Weise geordnet werden kann:
v < ooy << 0oy < 0y << 0ty < Oty < e (12)
Der Wert jeder Phase «, € («) an einer Nullstelle von u bzw. v ist ein gerades

bzw. ungerades Vielfaches von z ; zugleich ist jede Stelle im Intervall j, an der

2
eine Phase «, € («) den Wert eines geraden bzw. ungeraden Vielfachen von Z an-
nimmt, eine Nullstelle von « bzw. v. 2

Wenn das Integral # im Intervall j nicht verschwindet, so gibt es genau eine
Phase o, € («), deren Werte sémtlich zwischen 0 und s liegen. Wenn das Integral
im Intervall j Nullstellen besitzt, so gibt es zu jeder von ihnen genau eine Phase
im System («), die an dieser Nullstelle verschwindet.

Aus der ersten Formel § 2, (1) schlieBen wir, daB jede Phase «, € (x) im Inter-
vall j wichst oder abnimmt, je nachdem, ob —w > 0 oder < 0 ist.

Die Integrale u, v driicken sich vermége der Amplitude r und einer beliebigen
Phase a, € («) der Basis (u, v) so aus:

u(t) = g,r(t) - sin o, (t), () = &r(t) - cos a, () (EE€7); (13)

dabei ist ¢,, die sogenannte Signatur der Phase «,, gleich +1: ¢, = 1.

Die Phase o, heiBt eigentlich oder uneigentlich (in bezug auf die Basis (u, v)),
je nachdem, ob ¢, = 1 oder ¢, = —1 ist.

Zwei Phasen «,, «, € («), bei denen die Differenz y — yu eine gerade Zahl ist,
sind gleichzeitig eigentlich oder uneigentlich, wihrend im Fall einer ungeraden
Zahl eine von ihnen eigentlich und die andere uneigentlich ist.
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Sind die Phasen «,, o, beide eigentlich oder uneigentlich, so heien sie von
derselben Art; sonst nennen wir sie von verschiedener Art.

Man sieht, daf3 bei der oben betrachteten Ordnung (12) des Phasensystems («)
die einzelnen Phasen abwechselnd eigentlich und uneigentlich sind: Der Nach-
folger einer eigentlichen Phase ist uneigentlich und umgekehrt.

Sind ¢, € §, n ganz, beliebige Zahlen, so gibt es stets genau eine eigentliche und
eine uneigentliche Phase, deren Werte an der Stelle ¢, im Intervall | 2nz, (2n + 2)7)
liegen.

Jede in bezug auf die Basis (u, v) eigentliche (uneigentliche) Phase ist in bezug
auf die Basis (—u, —wv) uneigentlich (eigentlich).

Die geometrische Deutung von ersten Phasen der Basis (u, v) ist folgende:

Es sei o eine erste Phase der Basis (u, v). Ferner sei Wa(t) der mod 2 in das
Intervall [0,27) reduzierte Wert «(t): a(t) = Wa(t) 4 2an, n (= n(t)) ganz,
0 < Wa(t) < 2m; t€ 9.

Wir betrachten die Integralkurve & mit der vektoriellen Darstellung x(f)
= [u(t), v(¢)]. Dann ist We(t) der von dem Vektor xz(t) oder —x(f) und dem Koordi-
natenvektor x, gebildete Winkel, je nachdem, ob « eigentlich oder uneigentlich
ist. Mit anderen Worten: «(¢) ist der von dem Vektor x(t) bzw. —x(f) und dem
Koordinatenvektor x, gebildete Winkel mod 2z.

4. Es sei « eine Phase der Basis (u, v).
Der Wertevorrat von « im Intervall j ist offenbar ein (offenes) Intervall.
Es gilt der folgende

Satz. Die Phase « ist im Intervall j genau dann beschrinkt, wenn die Differential-
gleichung (q) von endlichem Typus tst.

Beweis. Es sei J der Wertevorrat von o im Intervall j. Im Intervall j bestehen
Formeln wie (13).

a) Wir nehmen an, « sei im Intervall j beschrankt. Dann enthélt das Intervall J
nur eine endliche Anzahl, etwa m (= 0), von untereinander verschiedenen ganz-
zahligen Vielfachen der Zahl . Daraus folgt nach (13), daB das Integral u im
Intervall j genau m-mal verschwindet. Es sei nun % ein beliebiges Integral von (q).
Héngt @ von u ab, so hat % im Intervall j genau m Nullstellen, ndmlich dieselben
Nullstellen wie «. Sind aber die Integrale «, @ voneinander unabhéngig, so hat %
im Intervall j m — 1 oder m oder m + 1 Nullstellen, da zwischen je zwei benach-
barten Nullstellen von « genau eine Nullstelle von @ liegt, und umgekehrt (§ 2,
Nr. 3). Wir sehen, daf} die Differentialgleichung (q) von endlichem Typus m oder
m 4 1 ist.

b) Die Differentialgleichung (q) sei von endlichem Typus m (= 0). Dann hat
das Integral » im Intervall j hochstens m Nullstellen. Folglich enthélt das Inter-
vall J nach (13) hochstens m voneinander verschiedene ganzzahlige Vielfache
von ;1. Wir sehen, daf3 die Phase « beschrankt ist.

Damit ist der Beweis beendet.

Ferner erhilt man mittels dhnlicher Betrachtungen folgende Resultate:

Wenn die Phase o wichst (abnimmt), so ist sie im Intervall j genau dann von
unten unbeschrinkt und von oben beschrankt, falls die Differentialgleichung (q)
linksseitig (rechtsseitig) oszillatorisch ist; die Phase « ist im Intervall j genau
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dann von unten beschrinkt und von oben unbeschrinkt, falls die Differential-
gleichung (q) rechtsseitig (linksseitig) oszillatorisch ist.

Die Phase « ist im Intervall § von unten und von oben unbeschrdnkt, wenn die
Differentialgleichung (q) oszillatorisch ist.

Dem Satz von § 3, Nr. 12 entnehmen wir:

Die Werte «(t), a(z) der Phase o an zwei verschiedenen Stellen ¢, x € j unter-
scheiden sich voneinander um ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl 7z genau dann,
wenn die Zahlen ¢, x miteinander 1-konjugiert sind.

5. Die Phase « gehort der Klasse C; an.
Um dies zu beweisen, wahlen wir eine Zahl x € §, die keine Nullstelle von »
ist, und bilden im Intervall j die Funktion

—w
do.

r2

a(t) = (@) + f

Offenbar ist x € C5.

Wir betrachten die Funktion F(t) = «(t) — &(¢). Aus der Definition von « und &
folgt:

1°. F(z) = 0,
2. F€CQ,,

3% F hat in jedem Intervall s c j, in dem das Integral v stets von Null ver-
schieden ist, eine identisch verschwindende Ableitung und folglich einen kon-
stanten Wert.

a) Gibt es keine Nullstelle von v im Intervall 4, so ist nach 1° und 3° F(t) = 0
und folglich «(t) = &(t) € Cj.

b) Es sei £, € j eine Nullstelle von v. ¢, ist isoliert. Folglich gibt es ein groBtes
offenes Intervall 4; c § bzw. 4,  § mit dem rechten bzw. linken Endpunkt ¢,,
in dem das Integral v stets von Null verschieden ist. Aus 3° folgt F () = k, fiir
t €y, F(t) = kyfr t € 4y (ky, ky = const), und aus 2° erhalten wir k;, = F(t,) = k,.
Es gibt also eine Konstante k so, dal F(¢) = k fir alle ¢ € § ist. 1° ergibt £ = 0,
und es folgt «(¢) = &(¢) € Cy, womit der Beweis beendet ist.

Man bestétigt leicht die Richtigkeit der im Intervall j bestehenden Formeln :

' —w rr' o s2 w?
* = & :2w?’ d =2w<_37“371‘+476—>; (14)

dabei bedeutet natiirlich r, s die erste bzw. zweite Amplitude der Basis (u, v).
Man entnimmt diesen Formeln, dal im Intervall j

o 4= 0 (15)
ist und die Phase o« die nichtlineare Differentialgleichung 3. Ordnung
—{o, 8} — o"2(t) = q(t) (16)

befriedigt. Das Symbol {«, t} bedeutet die Schwarzsche Ableitung von o an der
Stelle ¢ (€ 4) (§1, Nr. 7).

o
4 Borlvka, Lineare Differentialtransformationen
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Eine leichte Rechnung ergibt die Beziehung
{ot, t} + o'2(t) = {tan «, t}, (17)

wobei als Werte der rechts stehenden Funktion an den eventuellen singuldren
Stellen die entsprechenden Werte der linken Seite zu nehmen sind.
Folglich kann die nichtlineare Differentialgleichung (16) kiirzer folgendermafen
geschrieben werden:
—{tan a, t} = q(¢). (18)

Wir sehen: Durch die Phase o ist der Triger q der Differentialgleichung (q)
eindeutig bestimmt, und zwar im Sinne der Formel (16) bzw. (18).

SchlieBlich sei noch ausdriicklich auf die durch die erste Formel (14) bestehende
Beziehung zwischen der Phase « und der ersten Amplitude r der Basis (%, v) hin-
gewiesen.

6. Unter einer ersten Phase der Differentialgleichung (q) versteht man eine
erste Phase irgendeiner Basis der Differentialgleichung (q).

Offenbar gelten die obigen Resultate fiir alle ersten Phasen der Differential-
gleichung (q) bzw. fiir die zugehoérigen Basen (u, v).

7. Phasenfunktionen. Im Laufe unserer Betrachtungen werden wir haufig den
sogenannten Phasenfunktionen begegnen.

Unter einer Phasenfunktion verstehen wir eine in einem (offenen) Intervall 4
erklirte Funktion o mit den folgenden Eigenschaften:

1. a€Cy;
2. ¢ £0 firalle t€j.

Man iiberzeugt sich ohne Schwierigkeiten von der Richtigkeit des folgenden
Satzes:

Jede Phasenfunktion «€ C, stellt in ihrem Definitionsintervall j eine erste
Phase der im Sinne der Formel (16) gebildeten Differentialgleichung (q) dar, und
zwar sind die Funktionen

w=|a|¥sine, v=|a|?cosa

unabhéngige Integrale dieser Differentialgleichung (q), und « ist eine erste Phase
der Basis (u, v).

8. Zweite Phasen. Wir wollen nun analog zu den ersten auch die zweiten
Phasen der Basis (u, v) definieren. Zu diesem Zweck setzen wir voraus, dafl die
Nullstellen der (ersten) Ableitung »" von v, insofern sie existieren, isoliert liegen.
Diese Voraussetzung wollen wir stets auch im folgenden, wenn es um zweite
Phasen einer Basis (u, v) der Differentialgleichung (q) gehen wird, als erfillt
betrachten. Sie ist z. B. erfiillt, wenn der Tréger ¢ im Intervall j stets von Null
verschieden ist (§ 2, Nr. 1).

Unter einer zweiten Phase der Basts (u, v) versteht man jede im Intervall j
stetige Funktion §, die in diesem Intervall, mit Ausnahme der Nullstellen von ¢/,
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die Beziehung

tan (1) = (19)

erfiillt.

Die zweiten Phasen der Basis (u, v) haben im allgemeinen dhnliche Eigenschaften
wie die ersten. Wir werden uns deshalb diesbeziiglich kiirzer fassen.

Das zu der Basis (u, v) gehorige abzdhlbare System von zweiten Phasen nennen
wir das zweite Phasensystem der Basis (v, v) und bezeichnen es mit ().

Wihlt man beliebig eine zweite Phase € (8), so besteht das System (f) aus
den Funktionen

But) = Bt) +vx (v=0, £1, £2,...; By =f), (20)

und man sieht, daB es in folgender Weise geordnet werden kann:

<P <P <Po<Pr<Pa< o (21)

Aus der zweiten Formel § 2, (1) schlieBen wir, daB jede zweite Phase 5, € (f)
im Intervall § wichst oder abnimmt, wenn daselbst stets wg > 0 oder < 0 ist.

Die Ableitungen %', v’ der Integrale u,v driicken sich vermoge der zweiten
Amplitude s und einer beliebigen zweiten Phase 8, € (8) der Basis (u, v) folgender-
mafen aus:

u'(f) = &,s(f) - sin B,(£), V'(t) = eys(t) - cos B,(F) (€ F); (22)

dabei ist ¢, die sogenannte Signatur der zweiten Phase B,, gleich +1: ¢, = +1.

Die zweite Phase §, heilt eigentlich oder uneigentlich (in bezug auf die Basis
(u, v)), je nachdem, ob ¢, = 1 oder ¢, = —1 ist.

Bei der oben betrachteten Ordnung (21) des zweiten Phasensystems (f) sind
die einzelnen zweiten Phasen abwechselnd eigentlich und uneigentlich: Der Nach-
folger einer eigentlichen zweiten Phase ist uneigentlich und umgekehrt.

Jede in bezug auf die Basis (u, v) eigentliche (uneigentliche) zweite Phase ist
in bezug auf die Basis (—u, —v) uneigentlich (eigentlich).

Die geometrische Deutung von zweiten Phasen der Basis («, v) ist folgende:

Es sei f§ eine zweite Phase der Basis (u, v). Ferner sei Wf(t) der mod 27 in das
Intervall [0, 27) reduzierte Wert B(f): B(t) = WB() + 2an, n (= n(l)) ganz,
0 < WB(t) < 2m; t€ .

Wir betrachten die Integralkurve & mit der vektoriellen Darstellung x(t)
= [u(t), v(¢)]. Dann ist «'(f) = [u'(t), v'(t)] der Tangentenvektor der Kurve & im
Punkt Plu(t), v(¢)]. WB(t) ist der von dem Tangentenvektor z'(t) oder dem ent-
gegengesetzten Vektor —z'(f) und dem Koordinatenvektor z, gebildete Winkel,
je nachdem, ob g eigentlich oder uneigentlich ist. Mit anderen Worten: (¢) ist
der von dem Vektor z'(f) bzw. —z'(¢) und dem Koordinatenvektor x, gebildete
Winkel mod 27.

9. Es sei §§ eine zweite Phase der Basis (u, v).

Ist der Triger ¢ von (q) im Intervall j iiberall von Null verschieden, also
q(t) == 0 fiir £ € 4, so ist die zweite Phase f§ je nach dem Typus der Differential-
gleichung (q) im Intervall § beschrinkt oder nicht, und es gelten dariiber im ein-
zelnen dieselben Aussagen wie von den ersten Phasen (Nr. 4).

4*
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Dem Satz von § 3, Nr. 12 entnehmen wir:

Die Werte f(f), f(x) der Phase § an zwei verschiedenen Stellen ¢, x € § unter-
scheiden sich voneinander um ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl 7 genau dann,
wenn die Zahlen ¢, x miteinander 2-konjugiert sind.

10. Die zweite Phase § gehort der Klasse C, an.
Der Beweis verlduft analog wie der in Nr. 5 fiir die ersten Phasen. In diesem
Fall wird die Funktion

w

Qda

s2

B(t) = Ba) + f

betrachtet.
Unter der Annahme der Existenz der entsprechenden Ableitungen von ¢ ge-
hort § zu einer hoheren Klasse, und es gelten die Formeln

!

T T S

s2 s? s8

" ol " 1o
ﬁm:w(_qu__22q8:3—€ls —{—GE—)[

(23)

Man entnimmt diesen Formeln, dafl die Nullstellen der Funktion ' mit den
Nullstellen des Trégers ¢ zusammenfallen.

11. Wir nehmen nun an, dafl im Intervall j der Tréiger ¢ von (q) nicht verschwin-
det, d. h. ¢(¢) == O fiir £€ 4, und der Klasse C, angehort.
Dann stellen die Funktionen

4 4

B ]

eine Basis der in bezug auf (q) begleitenden Differentialgleichung (q,) dar (§1,
Nr. 9).

Aus der Beziehung u': v = u,: v, siecht man, daBl das zweite Phasensystem
der Basis (4, v) mit dem ersten der Basis (u,, v;) zusammenféllt.

Daraus folgt zundchst fiir £ € § die Bezichung

—tan {8, t} = q,(1). (24)
Ferner gilt:

Die Differentialgleichung (q) und die begleitende Differentialgleichung ((;) haben
denselben oszillatorischen Charakter, d. h., beide sind zugleich von endlichen Typen
oder oszillatorisch von derselben Art.

In der Tat, es sei § eine wachsende zweite Phase der Basis (u, v) und folglich
zugleich eine wachsende erste Phase o, von (uy, v;): f = oy . Ist die Differential-
gleichung (q) ((44)) von endlichem Typus, so ist nach Nr. 9 (Nr. 4) die Funktion
B (), d. h. oy (B), beschrinkt, und wir sehen nach Nr. 4 (Nr. 9), daB die Differen-
tialgleichung (q,) ((q)) von endlichem Typus ist. Wenn die Differentialgleichung
(q) ((fh)) von unendlichem Typus ist, und zwar linksseitig bzw. rechtsseitig oszil-
latorisch oder oszillatorisch, so ist nach Nr. 9 (Nr. 4) die Funktion £ (o;) von unten
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unbeschrankt und von oben beschrinkt bzw. von unten beschrinkt und von
oben unbeschrinkt oder von beiden Seiten unbeschrinkt, und die Phase o, ()
hat natiirlich stets dieselben Eigenschaften. Im Hinblick auf Nr.4 (Nr.9)
schlieBen wir, daBl die Differentialgleichung (¢,) ((q)) vom unendlichen Typus ist,
und zwar wiederum linksseitig- bzw. rechtsseitig oszillatorisch oder oszillatorisch.

12, Unter einer zweiten Phase der Differentialgleichung (q) versteht man eine
zweite Phase irgendeiner Basis der Differentialgleichung (q).

Offenbar gelten die in Nr. 8-10 angefiihrten Resultate fiir alle zweiten Phasen
der Differentialgleichung (q) bzw. fiir die zugehérigen Basen (u, v).

Wir wollen noch folgendes bemerken: Das Problem der Bestimmung der
Differentialgleichung (q) mit einem nichtverschwindenden Triger ¢ von der
Klasse O, durch eine ihrer zweiten Phasen f ist mit der Integration der nicht-
linearen Differentialgleichung 2. Ordnung

X" = —{tan B, t} - X +—§-(- (e = 41)
dquivalent. Dies sieht man ein, wenn man die Formel § 1, (18) folgendermafen

schreibt: 1 sn q() 1\
=1 T\ 7o)
Vg (®)] - Vig()]
Vig@)|
13. Integrale der Differentialgleichung (¢) und ihre Ableitungen in Polarkoordi-
naten. Es sei (u, v) eine Basis der Differentialgleichung (q), r, s seien die Ampli-
tuden und «, B eine erste bzw. zweite Phase der Basis (u, v).

Wir haben bereits gesehen [(13), (22)], daB sich die Integrale w, v und ihre
Ableitungen u’, v’ im Intervall j vermdge der Formeln

—{tan g, t}

u(t) = er(t) - sin a(t), v(t) = er(t) - cos a(t), 95
w'(t) = &'s(t) - sin f(t), v'(t) = &'s(t) - cos B(¢) } (25)
(e, g = +1)

ausdriicken lassen, wobei die Werte von ¢, ¢’ von der Wahl der Phasen a, § ab-
hingen.
Im Hinblick auf (14), (23) kann man auch

u(t) = ¢ V]w|

sin o(f) j— cos o(?) l
——— j W ———,
Vi )] Viec'(0) l (26)
VB @ w0 = & Viwg@)| sin ), VIBO]v'(0) = & Viwg(®)] cos ()
schreiben.
Folglich haben wir fiir das allgemeine Integral y der Differentialgleichung (q)
und dessen Ableitung y’ die Ausdriicke

sin [at) + k] [
Vew 27)
VIB'®)] y'(t) = Lk, Vig®)] sin [B(2) + &y, l

wobei k,, k, beliebige Konstanten bedeuten.

yit) =k
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In der zweiten Formel (27) gilt das Vorzeichen + oder —, je nachdem, ob die
Signaturen ¢, ¢’ der Phasen «, § denselben Wert haben oder entgegengesetzt sind.

Ist ky = nm + &}, 0 < kjy < 7, n ganz, so bleiben die Werte der rechten Seiten
in (27) unverdndert, wenn man k, durch k; = (—1)" k, und %, durch kj ersetzt.
Man sieht: In den Formeln (27) darf man ohne Verlust an Allgemeinheit 0 < £,
< 7t annehmen.

14. Beziehungen zwischen ersten und zweiten Phasen derselben Basis. Wir be-
trachten eine beliebige Basis (u, v) der Differentialgleichung (q) mit der Wrons-
kischen Determinante w (=uv' —u'v).

Es sei a € (), f € (P) eine erste bzw. zweite Phase der Basis (u, ») und ¢ bzw. &’
die entsprechende Signatur.

Aus der Definition von w und den Formeln (25) folgt fiir ¢t € j die Beziehung

res-sin (f — o) = ee'(—w). (28)

Da die rechte Seite dieser Gleichung stets von Null verschieden ist, gibt es eine
ganze Zahl n, so da} die Differenz 8 — « an jeder Stelle ¢ € j zwischen nz und
(n + 1) 7w liegt:

nr<f—a<<(n-+1)x. (29)

Wir setzen oy = a + nzm, f = f und definieren die Phasen «, € (), 8, € ()
im Sinne der Formeln (11), (20).

Man sieht, daB das von allen ersten und zweiten Phasen der Basis (u, v) ge-
bildete System, das wir das gemischte Phasensystem der Basis (u, v) nennen wollen,
in folgender Weise geordnet werden kann:

e Loy <Py <oy < Py <oy <Py < e (30)

Bei dieser Ordnung erfiillen offenbar je zwei benachbarte Phasen «,, f, oder
Byvs oty1q im Intervall § die Beziehungen

0<py—o,<m bzw. —mw<fB, —o,+q <O0.
Daraus folgt [nach (28)]

sgn g,e)(—w) = 1 bzw. sgnele, . (—w) = —1.

Nun sind offenbar zwei Félle zu unterscheiden, je nachdem, ob —w > 0 oder
—w < 0 ist. Der erste bzw. zweite Fall ist dadurch charakterisiert, daf3 die ersten
Phasen «, wachsen bzw. abnehmen.

Im Fall —w > 0 haben wir

sgnee, = 1; sgnee, ., = —1.

Wie man sieht, folgt bei der Ordnung (30) des gemischten Phasensystems der
Basis (u, v) nach jeder eigentlichen (uneigentlichen) ersten Phase «, eine eigent-
liche (uneigentliche) zweite Phase §,, wihrend nach jeder eigentlichen (uneigent-
lichen) zweiten Phase 8, eine uneigentliche (eigentliche) erste Phase a,., steht.
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Im Fall —w < 0 haben wir
sgnee, = —1, sgnee,., =1,

d. h., nach jeder eigentlichen (uneigentlichen) ersten Phase «, folgt eine uneigent-
liche (eigentliche) zweite Phase f,, wihrend nach jeder eigentlichen (uneigent-
lichen) zweiten Phase §, eine eigentliche (uneigentliche) erste Phase o, ,, steht.

Dies ist eine Art Beziehungen zwischen ersten und zweiten Phasen derselben
Basis der Differentialgleichung (q).

15, Wir wollen nun weitere Beziehungen entwickeln.
Zunichst folgt aus (28) im Hinblick auf die ersten. Formeln (14), (23)

“Iﬁl
oy e @31
Auflerdem ergeben die ersten Formeln (14), (23)
B st
=t (32)

Ist —g > 0 bzw. —g << 0 an einer Stelle {€ 4, so haben die Funktionen o', '
an dieser Stelle dieselben bzw. entgegengesetzte Vorzeichen.

Wenn also die Funktion ¢ im Intervall j stets von Null verschieden ist, haben
die Phasen o, 8 folgendes Verhalten:

im Fall —g > 0: beide Phasen «, f im Intervall j wachsen oder nehmen ab;

im Fall —g < 0: eine von ihnen wichst, wihrend die andere abnimmt.

Ist folglich die Funktion ¢ im Intervall j stets von Null verschieden, so verhalt
sich das gemischte Phasensystem (30) wie folgt:

im Fall —¢ > 0: alle Phasen «,, , wachsen oder nehmen ab;

im Fall —g < 0: die Phasen «,, 8, wachsen und nehmen abwechselnd ab.

Dem Satz von § 3, Nr. 12, entnehmen wir:

Die Werte «(t), B(x) der Phasen «, § an zwei Stellen ¢, « € j unterscheiden sich

voneinander um ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl & genau dann, wenn x mit ¢
3-konjugiert und folglich ¢ mit  4-konjugiert ist.

16. Beliebige Phasen o, 8 der Basis (u, v) haben, wie wir wissen (Nr. 5, 10), im
Intervall j folgende Eigenschaften:

acCy, p€C;, o 0. (33)
Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen:

Satz. Zwei Funktionen «, 8 in einem (offenen) Intervall j mit den Eigenschaften
(33) stellen dann und nur dann eine erste bzw. zweite Phase einer Basis (u, v) einer
Differentialgleichung (q) dar, wenn fiir t € j

B = a + Arccot —; (701—5’—) (34)

ist. Arcecot bezeichnet einen geeigneten bzw. beliebigen Zweig dieser Funktion.
Ist die Beziehung (34) erfiillt, so haben die tm Intervall j definierten Funktionen

w=|o'|¥sine, v=|a|%cos (35)
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die verlangte Eigenschaft, und der zugehirige Triger q ist im Sinne der Formel (16)
bestimmt.

Beweis. a) Es sei (u, v) eine Basis einer Differentialgleichung (q) und o, § eine
erste bzw. zweite Phase von (u, v).
Die Funktionen o, § haben, wie wir wissen, die Eigenschaften (33), und es gelten
Formeln wie (10), (19), (29).
Aus
sin o sin § + cos o cos uu' - v’ 1

cot —_ ) = — — - _——— e e — 7
(b ) sin a cos f — sin f§ cos « w' — u'v w

'

folgt im Hinblick auf die erste Formel (14) die Bezichnung (34).

b) Es seien «, § beliebige Funktionen in einem (offenen) Intervall § mit den
Eigenschaften (33), (34).

Wir definieren im Intervall § die Funktionen ¢; %, v im Sinne der Formeln (16)
und (35).

Die Funktionen u, v sind offenbar von der Klasse C,, und es gelten an jeder
Stelle ¢ € j die Formeln

! s 1 Ly :
u =g lo[2 [cosac+-2—<7> sin ot

(e = sgn o) l (36)
! [2RS : 1 1 !
v =¢ ||z [——smoc—l——(—,) cosac] l
2\«
und ferner
w'’ = [—{o, t} — '] || ¥ sin a,

v = [—{o, t} — &'2] |o’| ¥ cos a.

Wie man sieht, bilden die Funktionen u, v eine Basis der Differentialgleichung (q)
mit der Wronskischen Determinante w = —e.

Aus (35) haben wir im Intervall §, mit Ausnahme der Nullstellen von »: u/v
= tan «, wihrend die Formeln (36) und (34) fiir jeden von den Nullstellen der
Funktion v’ verschiedenen Wert

1/1YV .
w o cosoc—}—g(—a-,—) s« _cosa+sina-cot (f — ) = tan g
= . 1/1Y - —sinafcosa-cot (f—o)
—sin o + 5(7) cos &

v

ergeben.
Wie man sieht, ist « eine erste und f eine zweite Phase der Basis (u, v).
Damit ist der Beweis beendet.
SchlieBlich sei bemerkt, dal beliebige Phasen o, § der Basis (u, v) im Intervall j
nach der folgenden ,,Klammernformel* zusammenhéngen:

t

{tan o, t} — {tan B, t} - {f_q do, t} —0  (tEf). (37

)

Diese Beziehung geht aus den Formeln (18), (24) und § 1, (20) hervor.
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17, Phasen von verschiedenen Basen der Differentialgleichung (q). Wir wollen
nun Beziehungen zwischen ersten und zweiten Phasen zweier Basen der Diffe-
rentialgleichung (q) untersuchen.

Es seien (u, v), (@, 9) Basen der Differentialgleichung (q) und w, @ ihre Wrons-
kischen Determinanten ; ferner o, & bzw. f3, B erste bzw. zweite Phasen dieser Basen
und ¢y, €19, €y, €5y Konstante mit von Null verschiedener Determinante |c;|
(=4 = 0).

Es gilt der folgende

Satz. Aus
U = €U + Cq90,
) 11 12 ‘ (38)
ol D = CyyU + Coo¥
olgt
t - t
tang— utnEt o o g ntanf oy (39)
Coy tan o - ¢y oy tan B+ cyy

Umgekehrt folgt aus der ersten Beziehung (39) und ebenso aus der zweiten, falls

tm Intervall § stets ¢ == O st,
w
+ VTOZ (e + ¢490), ]

w
+ VW (Car¥% + Cap0). l

Das Bestehen der Bezichungen (39) ist im ganzen Intervall j mit Ausnahme der
singuldren Stellen der entsprechenden Funktionen gemeint.

]
I

(40)

Il

v

Beweis. Der erste Teil des Satzes ist offenbar richtig.

Nehmen wir also an, es bestehe die erste Beziehung (39), dann haben wir
WD = (C3% + €190) : (C1% + Co9v) und ferner, im Hinblick auf §2, (1) w: 7>
= wA : (€t + Cov)%. Aus diesen Beziehungen folgt (40).

Nehmen wir nun an, es bestehe die zweite Beziehung (39), und die Funktion ¢
sei im Intervall j stets von Null verschieden: ¢ == O fiir alle ¢ € j. Dann haben wir
zunidchst @' : %' = (c @' + €150") 1 (€%’ + €950") und ferner, im Hinblick auf § 2,
(1) und die Voraussetzung ¢ = 0 @: 02 = wA : (cytt’ + Co5v')%. Aus diesen Be-
ziehungen erhalten wir wieder die Formeln (40).

Folgerungen.

1. Die ersten (zweiten) Phasensysteme zweier proportionalen Basen der Dif-
ferentialgleichung (q) fallen zusammen. Haben umgekehrt zwei Basen von (q)
eine erste oder eine zweite Phase gemeinsam, wobei ¢ im Intervall j stets von
Null verschieden ist, so sind sie proportional. - -

2. Ist o (f) eine erste (zweite) Phase der Basis (u, v), so ist 5 ¢ (72——— ﬁ) eine
solche der zu (u, v) inversen Basis (v, u).

Wie man sieht, besteht das erste (zweite) Phasensystem der zu (u, v) inversen

Basis (v, ) aus den mit —1 multiplizierten und um z vergroflerten Phasen des
entsprechenden Phasensystems der Basis (u, v).
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3. Ist o (B) eine erste (zweite) Phase der Basis (u, v) und A eine beliebige Zahl,
so ist a + A (B + ) eine erste (zweite) Phase der vermoge der orthogonalen

Substitution
cos A sin A
=

—sinA cosi

transformierten Basis (u,v), also der Basis

4]

=u-cosA -+ v-sini,
D= —u-sinl-+ v-cosA.

Das vermdge einer ersten (zweiten) Phase « () der Differentialgleichung (q) im
Sinne der Formel & = « + A (8 = f + A) mit beliebigen Zahlen 1 gebildete
System von ersten (zweiten) Phasen @ (f) von (q) nennen wir das wvollstindige
Phasensystem der Phase o (f). Bezeichnung: [«] ([8]).

Offenbar gibt es zu jeder Zahl £, € j in dem System [«] ([$]) genau eine erste
(zweite) Phase der Differentialgleichung (q), die an der Stelle ¢, verschwindet.

4. Zwei erste bzw. zweite Phasen «, @ bzw. B, f der Differentialgleichung (q)
hiéngen im Sinne der Formeln (39) zusammen. Ist umgekehrt « (8) eine erste
(zweite) Phase von (q) und gilt fiir eine im Intervall j erklirte Funktion @ (f)
eine Formel wie (39), so ist &@ () ebenfalls eine erste (zweite) Phase von (q).

Ty

18. Berechnung der Integrale f g(o) do, f h(o) do in der Nihe von singuliren

Stellen. Als Anwendung der Phﬂaselﬂoegriﬁ"eD und ihrer Eigenschaften, soweit wir
sie nun kennen, wollen wir die in § 2, Nr. 4 betrachteten Integrale berechnen.

Wir versetzen uns in die dortige Situation und wenden die a. a. O. eingefiihrten
Bezeichnungen an. Insbesondere stellt also y ein Integral der Differentialgleichung
(q) mit einer Nullstelle ¢, ferner j_, bzw. j, eine links- bzw. rechtsseitige Um-
gebung von ¢, in der das Integral y nicht verschwindet, und g(o) fiir 6€ j_; bzw.
o € j, die Funktion

o(0) = 1 1 1
¥¥ o)  Y'*e) (o —o)
dar. ,
Wir wissen, daB fiir 2,€ j_, &, € j, das Integral f ¢(0) do existiert. Nun wollen
wir seinen Wert bestimmen. g

Es sei t € (x,, ¢) eine beliebige Zahl. Dann haben wir

fg(” f 2(0)+ 1()[;0”%}_0]'

Es sei o die an der Stelle ¢ verschwindende erste Phase der durch die Anfangs-
werte u(c) = 0, %/(¢) = 1; v(c) = 1, ¥'(c) = O bestimmten Basis (u, v) der Dif-
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ferentialgleichung (q). Dann ist
x(c) =0, &'(c) =1, «"(c) =0,

und die erste Formel (27) ergibt
sin (o)
Y(o) =y'(c) ———.
V(o)

Folglich haben wir

t t a(t)

do o' (o) do do

19 _ _ .

Yy (C)f 7(0) —_fsin? o) f e cotb a(t) 4 cot ax(ay).
T g a(xy)

Es gilt also

y'%0) [[9(0) do = —cot a(t) + -+ cot a(ay) —

Tyg—cC
Wegen
Ll_lgl_ [———cot o(t) + | = 0
ist
y'2(c) fg(a) do = cot a(x,) — . (42)
Xy — ¢
Ahnlich erhalten wir fiir eine beliebige Zahl x, € j,
! - 1
y'20) [ o0) do = —cot o) + . (43)
X, — ¢
Wie wir sehen, gilt fiir beliebige Zahlen x, € j_;, 2, € ,
T 1 1
- — do
f[ww y%)w—m]
1 [ ot a(z;) + cot a(z,) -+ ! 1 ] (44)
TN B ML —y

Sind die Zahlen x,, x; miteinander 1l-konjugiert, so unterscheiden sich die
Werte a(x,), a(x;) um ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl = (Nr. 4). In diesem
Fall haben wir

Ty

f 11
[zﬁ(o) y'e) (o —o)

&g

do = — [ 1 1 }. (45)

y'*e) le—wp @ —c
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Wendet man diese Resultate zur Berechnung des in § 2, Nr. 4 betrachteten

Integrals f gm(0) do an, so erhédlt man zunéchst die Formel

a,

f Gul0) d ,2( [ ot a(a) + 0ot (e, )]
1 1
+1’Z; ylz v) c,,—xo_i—xm—c,," (46)

o, ist natiirlich die an der Stelle ¢, verschwindende erste Phase der durch die
Anfangswerte u(c,) = 0, ¥/(c,) = 1; v(c,) = 1, ?'(c,) = 0 bestimmten Basis der
Differentialgleichung (q); » =1, ..., m.

Sind insbesondere die Zahlen x,, x,, miteinander 1-konjugiert, so haben wir

1 1 1 ] 1)

v=1Y z(cv) Cy — Xy Xy — Cy
Analog kann man die Werte der in § 2, Nr. 5 betrachteten Integrale f k(o) do,

f k(o) do mittels geeigneter zweiter Phasen (5, 8, der Differentialgleiéhung (q)
foolgendermaBen ausdriicken:

T glo) 1 1
— . d
f ¥~ e
- -
qle) y¥(e)

[— cot B(x,) + cot B(xy) -+ P _1_ + ! ; (48)

Xy X — e

om i .
fhm(d) do =v§ e e [— cot B,(x,) + cot B,(x, )]

T

+3 ()[ : +xi—e] (49)

so1 q(e €y — Xy

Sind die Zahlen z,, x; bzw. z,, 2, miteinander 2-konjugiert, so bestehen die
einfacheren Formeln (Nr. 9)

oy

o) 1 1 _ 1 1 1 o
f [y'z(o) 2(0) 750) (a—e)Z]d" q(e)y%e)[ewﬁwl—e]’ (59)

aq

f’* (0) do = ,mlqu)ly(e)[ ixﬁwm}—ey]‘ (51)
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§ 6. Polarfunktionen

In diesem Paragraphen werden wir uns mit den sogenannten Polarfunktionen
der Differentialgleichung (q) befassen. Die Polarfunktionen sind als Differenzen
B — o von zwei zu einer Basis der Differentialgleichung (q) gehérigen Phasen «,
erklirt. Sie kommen wegen ihrer Deutung hauptsichlich bei Untersuchungen
geometrischer Natur vor. Die Einfilhrung der Polarfunktionen in die Theorie der
Differentialgleichungen (q) bedeutet eine wesentliche Bereicherung des analy-
tischen Apparats und findet ihren Ausdruck in zahlreichen Beziehungen von
eleganter Form.

Zwecks Vereinfachung unserer Betrachtungen setzen wir in diesem Paragraphen
stets g(¢) == 0 fur alle ¢ € § voraus.

1. Begriff von Polarfunktionen. Wir betrachten eine Differentialgleichung (q)
(@ +0).

Es sei (u, v) eine Basis der Differentialgleichung (q).

Unter einer Polarfunktion der Basis (u, v) verstehen wir die vermoge einer ersten
und zweiten Phase o bzw. 8 der Basis (u, v) gebildete Funktion

D=f—a (t€]). 1)

Wir nennen die Phasen «, f die Komponenten, und zwar o die erste und f die
zweite Komponente von 9.

Es gibt also genau ein abzahlbares System (¢) von Polarfunktionen der Basis
(u, v), dessen Elemente sich voneinander um ganzzahlige Vielfache von s unter-
scheiden. Sind «,, 8, zwei benachbarte Elemente in dem geordneten gemischten
Phasensystem von (u, v) (§ 5, (30)), also 0 < B, — 0ty < woder —z < fy — o < 0,
und ¥, = B, — &g, so besteht das System (J) aus den Funktionen

Gy(t) = Do(t) + v (v =0, £1, £2,...).

Jede Polarfunktion 9 € (J) hat offenbar abzdhlbar viele erste und zweite Kom-
ponenten: o = oy + nzw, f = f, + nw (n ganz). Wir sehen: Jede erste (zweite)
Phase o (f) der Basis (u, v) kann zur ersten (zweiten) Komponenten von ¢ ge-
wihlt werden, wonach die zweite (erste) Komponente eindeutig bestimmt ist.

Fiir jede erste Komponente o von ¢ besteht nach § 5, (34) die Beziehung

9 = Arccot 1 (—1—,> ; (2)
2\«

Arccot bedeutet einen geeigneten Zweig dieser Funktion.

Im Hinblick auf diese Beziehung nennen wir die erste Komponente o Erzeugende
von 9 und sagen, die Polarfunktion ¢ sei von der ersten Phase x erzeugt.

Umgekehrt stellt jeder mit einer beliebigen ersten Phase o der Basis (u, v)
gebildete Zweig der obigen Funktion eine Polarfunktion € () dar.

Jede Polarfunktion 9 € () gehort offenbar der Klasse C, an, also 9 € C;, und
nach § 5, (29) sind die Beziehungen n < ¢ < (n + 1) % fiir t € §, n ganz, erfiillt.

Wir wollen nun die geometrische Deutung der Polarfunktionen der Basis (u, v)
angeben.
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Zu diesem Zweck nehmen wir etwa —w > 0 an. Dann wachsen alle ersten
Phasen von (u, v), wihrend die zweiten wachsen oder abnehmen, je nachdem, ob
—q > 0 oder < 0 ist (§ 5, Nr. 3, 8).

Es sei 9 z. B. die aus zwei benachbarten, d. h. den Beziehungen 0 < f — o <=
geniigenden eigentlichen Phasen «, § gebildete Polarfunktion: ¢ = f — «.

Wir betrachten die Integralkurve & der Differentialgleichung (q) mit der vekto-
riellen Darstellung z(f) = [«(¢), v(f)]. Dann ist '(t) = [u'(t), v'(¢)] der Tangenten-
vektor der Kurve & im Punkt P[u(?), v(t)].

Es seien Wa(t), WH(t), Wi(t) die mod 27 in das Intervall [0, 277) reduzierten Werte
oft), B(t), 9(t). Wir wissen, dal Wo(t) der von dem Vektor z(t) und dem Koordi-

AZ7

Abb. 1

natenvektor z, gebildete Winkel ist; Wg(t) ist der von dem Tangentenvektor
2'(t) und dem Koordinatenvektor z, gebildete Winkel (§ 5, Nr. 3, 8).

Ferner haben wir Wi(t) = WA(t) — Wa(t) oder = 2z + [WS(t) — Wa(t)], je
nachdem, ob WA(t) > Wa(t) oder WB(t) < Wa(t) ist. Folglich ist Wi (t) der von
den Vektoren z(t), z'(f) gebildete Winkel.

Wir sehen, da3 der Wert ¢(¢) der im Punkt P(¢) von der orientierten Geraden
OP(t) und der orientierten Kurventangente p im Punkte P(t) gebildete Winkel
mod 2z ist. Die Orientierung ist gleichsinnig mit derjenigen der Vektoren z(t), '(t)
(vgl. Abb. 1; die Winkel Wa(t), W(t), W(t) sind einfach mit o, 8, ¢ bezeichnet).

Wir wollen noch einen Augenblick bei dieser Abb. verweilen. Sie zeigt, dafl
bei der Polarkorrelation K, beziiglich eines Kreises vom Radius ¢ um O die Inte-
gralkurve ® in eine Kurve ®* iibergeht. Das Paar P, p wird in P*[u¥*, v*], p*
iibergefiihrt, wobei den Zahlen r; «, B, ® Zahlen r*; o*, f*, 9* entsprechen, und
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zwar gilt

a? T JT
—_— * — L J— _— * —
s 0, o ﬂ ﬂ —ZX+ s P =g 9.

r¥ —

Insbesondere wird also der Winkel ¢ in den Supplementwinkel w — 9 trans-
formiert. Wegen dieses ausgezeichneten Verhaltens haben wir die Funktion ¢
Polarfunktion genannt.

Ferner bestehen die Beziehungen (§ 5, (28))

% 2 2
. 7 a a
w* =r¥sino* = —r*cosf=——Vv=——-—--—->"-v = — v,
s re-s-sing —w
* 2 2
. r a a
v =r¥coso* =r*sinff=—u'= — = ',
s r-s-sindg —w
und aus ihnen folgt
2
a
r* = s
—w

Fiihrt man nun eine Vierteldrehung im positiven Sinne um O aus, so wird die
Kurve &* in eine Kurve & transformiert. Dabei geht der Punkt P* € §* in einen
Punkt Plu, 5]€ & iiber, wobei

2
ﬁ:r*sin(a*+£)=v*= l o',
2 —w
= T a?
v:r*cos(a* +T>: —u* = v’
2 —w
ist. _
Die Kurve & 148t also die vektorielle Darstellung
a? a?
r(t) = 't (¢t 3
70 = |25 w0, = v0) 3)

zu.
Der Tangentenvektor der Kurve & im Punkt P(t) ist offenbar

70 = P ) utt),

—w —w

0 o) @)
Derselbe ist also entgegengesetzt oder gleichsinnig mit «(¢), je nachdem, ob
—q > 0 oder —¢q << 0 ist. Der von dem Tangentenvektor Z' im Punkt P und dem
Koordinatenvektor x, gebildete Winkel ist = o -+ 7, wobei das Zeichen -+ oder

— gilt, je nachdem, ob 0 < a < mw oder # < o < 27 ist.
Wir haben also

s, a=p8, B=atan. (5)
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Es sei Rdie Transformation, bestehend aus der Polarkorrelation KV:E (a=1—w),
gefolgt von der Vierteldrehung um O im positiven Sinne. B
Wir sehen, dafl bei der Transformation R die Integralkurve & in eine Kurve &

iibergefiihrt wird. Dabei geht ein beliebiger Punkt P€ & in einen Punkt P € &

-
iiber, und zwar so, daf3 die Radiusvektoren x = 6—}?, Z = OP und die entsprechen-
den Tangentenvektoren z', ' in folgender Weise zusammenhéngen:

F=2ao, T=gq-z, (6)
wéhrend die zugehérigen Ampiituden 7, s und Winkel o, 8; &, B wie folgt trans-
formiert werden:

F=s, a=pf, f=oatmn. (7

Wenn die Kurve & in der Weise speziell ist, daf} sie bei der Transformation R
in sich iibergeht (& = &), so besitzt sie offenbar die folgende ,Ellipsencigen-
schaft*: Die durch je zwei entsprechende Punkte P, P€ & und den Punkt O

gehenden Geraden einerseits und die Tangenten der Kurve § in den Punkten P, P
andererseits sind wechselweise parallel.

Die Kurven mit dieser Eigenschaft heien Radonsche Kurven. Sie wurden zum
erstenmal von J. Rapox untersucht [Ber. Verh. Sichs. Akad., Leipzig 68 (1916),
123-128]. Wir werden sie spéater (§ 16, Nr. 5) in vollig anderen Zusammenhéngen
wiederfinden.

2. Allgemeine Polarform des Trigers q. Es sei (u, v) eine Basis der Differential-
gleichung (q) und 9 eine Polarfunktion von (u, v).

Die mit der Polarfunktion 9 gebildete Funktion cot# ist offenbar fiir alle
Polarfunktionen der Basis (u, v) dieselbe. Sie ist also durch die Basis (u, v) ein-
deutig bestimmt. Nach (2) und § 5, (14) bestehen die Formeln

1 !
—w-cotd =rr', 2cotd = (7> , o - cot ¥ = (logr); (8)

r, o stellen natiirlich die erste Amplitude bzw. eine erste Phase der Basis (u, v)
dar.

Es sei ¢, € j eine beliebige Zahl. Die Werte der in Frage kommenden Funktionen
an der Stelle ¢, werden wir in der Regel mit dem Index , bezeichnen; z. B.
r(ty) = 14.

Aus (8) folgt fiir t€

t
72 =12 — 2w fcot ) dr
ll)

und ferner, im Hinblick auf § 5, (14)

=12 (1 + 2a), ft cot () d‘L’). (9)
)



§ 6. Polarfunktionen 51

Diese Formel ergibt LA
1+ 20 fcot HNz) dr > 0.
tO

Wie wir sehen, gilt im Intervall j die Ungleichung
t

fcot Hr)dr = —

to

1

je nachdem, ob ay > 0 oder oy < 0 ist.
t
Folglich ist die Funktion f cot #(t) dr im Intervall j stets wenigstens ein-
[0
seitig durch die Zahl —1: 2a) begrenzt, und zwar von unten oder von oben, je

nachdem, ob oy > 0 oder a} < 0 ist.
Aus (8) haben wir fiir €

t

w= -t [ a0 (1)
i 1+ 20 [ cot d(z)dr
und ferner, nach § 5, (16), fo
t
oy -+ 9 (1 + 20t fcot H7) dr)
— %o . to

(1 + 2 f cot 9(7) d1:>2
ly

Den rechts in dieser Formel stehenden Ausdruck bezeichnen wir als die all-
gemeine Polarform des Tragers q. Man spricht von der allgemeinen Polarform der
Differentialgleichung (q), wenn der Trager ¢ in der allgemeinen Polarform (12)
vorliegt.

Also gilt im Intervall j die Ungleichung

!
)
V= —

. ; (13)
1+ 20 [ cot (r) dv
10

je nachdem, ob —qo; > 0 oder —qoy < O ist.

3. Unter einer Polarfunktion des Trigers q oder der Differentialgleichung (q)
verstehen wir eine Polarfunktion irgendeiner Basis der Differentialgleichung (q).

Wie wir sehen, hat jede Polarfunktion ¢ der Differentialgleichung (q) im Inter-
vall j folgende Eigenschaften:

1.9€0y;
2.nn <9< (n+1)m (nganz);
! (14)
3. die Funktion f cot H(z) dr (¢, € 7 fest) ist im Intervall § wenigstens
)
einseitig begrenzt.

5 Boruvka, Lineare Differentialtransformationen
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Die Funktion #(f) = ¢ (= const) im Intervall j = (—oo, o) z. B. stellt fiir
nw < ¢ < (n—+4 1)x, ¢ & (»n + }) 7 (n ganz) keine Polarfunktion der Differential-
gleichung (q) dar.

Wir wollen nun untersuchen, inwieweit durch eine Polarfunktion die Differen-
tialgleichung (q) bestimmt ist.

Es sei ¢ eine in einem (offenen) Intervall j definierte Funktion mit den obigen
Eigenschaften 1.-3.

Wir wihlen eine Zahl ¢,€ j. Wegen 2. existiert im Intervall j die Funktion
[2

f cot #(r) dr, und nach 3. ist sie wenigstens einseitig, also etwa von unten

t()
begrenzt. Folglich haben wir fiir eine geeignete Konstante 4 > 0
t
1424 [cotd(z)dr >0 (t€ 7). (15)
to

Wir wihlen nun eine beliebige Zahl «, und ferner eine Zahl «; zwischen 0, 4:
0 < af << A. Dann besteht eine Formel wie (10) mit dem Zeichen >.

Wir zeigen nun:

Es gibt genau eine im Intervall j definierte Funktion q so beschaffen, daf die
Differentialgleichung (q) die Funktion 9 als Polarfunktion mit den Anfangswerten
olty) = g, &' (ty) = af threr Erzeugenden o zuldfs.

Beweis. Zunédchst sehen wir, dafl es hochstens eine Funktion ¢ mit den er-
wiahnten Eigenschaften geben kann. In der Tat, bei jeder Funktion g dieser Art
ist die Erzeugende o von 9 vermége 1, o, ag im Sinne der Formel (11) emdeutig
bestimmt. Nach § 5, (16) gibt es genau einen Tréiger ¢, der die Funktion « als
erste Phase zuldf3t.

Wir wollen nun zeigen, da8 es wenigstens eine Funktion ¢ mit den obigen Eigen-
schaften gibt. Zu diesem Zweck bilden wir die Funktion «(t) (¢ € j) im Sinne der
Formel (11). Wegen 1. ist «€ C;, und nach (15) haben wir o'(t) > 0. Folglich
stellt o eine Phasenfunktion dar (§ 5, Nr. 7), und man rechnet unter Anwendung
von § 5, (16) nach, daB « eine erste Phase des durch eine Formel wie (12) bestimm-
ten Trégers g ist. Ferner ergibt die Formel (11) durch Differentiation eine Bezie-
hung wie (2).

Nach § 5, Nr. 15 stellt die Funktion

1/1V
B=a-+ Arecot-§<7) , (16)

wobei Arccot den zwischen nm und (n + 1)z liegenden Zweig dieser Funktion
bedeutet, eine zweite Phase jeder durch « bestimmten Basis des Tragers ¢ dar.
Aus (2), (16) finden wir 8 = o + . Folglich ist § eine Polarfunktion des Trigers g,
und der Beweis ist beendet.

4. Radonsche Funktionen. Wir kehren nun zu der Situation in Nr. 1 zuriick
und setzen zusétzlich ¢(¢) < O fiir alle ¢ € § voraus. Dann haben (§ 5, Nr. 14) die
Funktionen o, §' im Intervall j stets dasselbe Vorzeichen, und zwar ist o’ > 0,
B’ > 0 oder o' < 0, 8’ < 0, je nachdem, ob —w > 0 oder —w < 0 ist.
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Unter einer Radonschen Funktion der Basis (u, v) verstehen wir die vermoge
einer ersten und zweiten Phase o bzw. § der Basis (u, v) gebildete Funktion

{=f+a (€)). (17)

Eine Radonsche Funktion { der Basis (u, v) nennen wir auch Radonscher Para-
meter der Basis (u, v). Wir erlauben uns, diese Benennung einzufithren im Hin-
blick auf die schénen Untersuchungen von J. Rapox iiber die oben (Nr.1)
erwahnten Kurven mit der Ellipseneigenschaft, in denen Funktionen dieser Art
auftreten.

Es gibt offenbar genau ein abzéhlbares System von Radonschen Funktionen
der Basis (u, v), und die einzelnen Funktionen dieses Systems unterscheiden sich
voneinander um ganzzahlige Vielfache von s.

Es gilt offenbar { € () und ferner {’ > 0 oder {’ < 0, je nachdem, ob —w > 0
oder —w < 0 ist (£ € j).

Zwei vermoge derselben Phasen o, § der Basis (u, v) gebildete Funktionen

d=f—a C(=F+a (18)
nennen wir assoztiert. Die Formeln (18) ergeben

1
o =

1
€=, B=5C+D. (19)

to|

Wie wir sehen, ist { — 9 € Cy. Aus &'f' > 0, sgn o' = sgn (—w) haben wir
—{ <9 <l oder ' < < -, (20)

je nachdem, ob —w > 0 oder —w < 0 ist.
Nun gehen wir von den Beziechungen

B cot § = («' + ') cot ¢ = &' cot & + (log |sin H|)’
aus. Im Hinblick auf (8) erhalten wir

£’ cot ® = (log 2 [sin ).
Daraus folgt fiir t € j

t
o o 8INd, f ,
r =g~ OXP {'(z) cot (z) dt (21)
’D
und ferner, nach § 5, (28),
1 t
N _ ’
&8 = 1y == Jomd exp( 1{ {'(7) cot (t) d‘c) . (22)
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SchlieBlich ergibt die Formel § 5, (32)

9= —

Den rechts in (23) stehenden Ausdruck nennen wir die Radonsche Polarform
des Tragers q. Wir sprechen von der Radonschen Polarform der Differentialglei-
chung (q), wenn der Tréger ¢ in der Radonschen Polarform vorliegt.

5. Normierte Polarfunktionen. In den folgenden Betrachtungen werden wir die
Werte der Polarfunktionen auf ihre Komponenten oder den Radonschen Para-
meter als unabhéngig Veriinderliche beziehen. Die auf diese Weise transformierten
Polarfunktionen nennen wir normierte Polarfunktionen.

Wir setzen ¢(¢) == 0 fiir alle ¢ € §j voraus.

Es sei ¢ = f — a eine Polarfunktion der Basis (u,v) der Differentialglei-
chung (q). Wir wéhlen eine beliebige Zahl ¢,€ j und bezeichnen wie vorher mit
dem Index , die Werte der in Frage kommenden Funktionen an der Stelle ¢,. Die
Funktion ¢ hat natiirlich die obigen Eigenschaften (14).

6. Normierte Polarfunktionen 1. Art. Zunichst wollen wir die Polarfunktion
als Funktion der unabhéngigen Verénderlichen « ausdriicken.

Da die Funktion «(f) im Intervall j sténdig wéchst (¢’ > 0) oder abnimmt
(o' < 0), 14Bt sie die inverse Funktion a~! zu. Dieselbe ist in dem Wertevorrat J,
der Funktion o im Intervall j definiert. J, ist also ein offenes Intervall, und es
gilt g€ J,.

Wir bemerken noch: Ist die Differentialgleichung (q) von endlichem Typus, so
ist das Intervall J; beschrankt. Ist die Differentialgleichung (q) linksseitig (rechts-
seitig) oszillatorisch und o' > 0 (o' << 0), so ist das Intervall J; von der Art
(—o0, 4), A endlich; ist die Differentialgleichung (q) linksseitig (rechtsseitig)
oszillatorisch und o < 0 («’ > 0), so ist das Intervall J, von der Art (4, co),
A endlich. Ist schlieflich die Differentialgleichung (q) oszillatorisch, so ist das
Intervall J, von beiden Seiten unbeschrinkst.

Die Funktion «~! gehort offenbar der Klasse Oy an: '€ C;. Ferner bildet sie
das Intervall J; auf j schlicht ab; insbesondere haben wir a~(2,) = t,. Aus der
Definition von oc—l folgt: Fiir o€ J, ist oc‘l(oc) = <€ j diejenige Zahl fir die
o(t) = a gilt. Wir bezeichnen wiederum zwei solche Zahlen ¢ = «(x) €4 und
o = «aft) € J, als homolog.

Nun definieren wir im Intervall J; die Funktion k(«), kiirzer: ha, indem wir
ihr an jeder Stelle « € J, den Wert der Funktion ¢ an der homologen Stelle ¢ € j
zuordnen:

h(a) = Do Y(or) = D). (24)

ha ist also die auf die unabhéingige Verdnderliche o bezogene Polarfunktion .
Wir nennen & normierte Polarfunktion 1. Art der Basis (u, v), kiirzer: 1-normierte
Polarfunktion der Basis (u, v).

Offenbar hat die Funktion A im Intervall J, folgende Eigenschaften:

1. h€ Cy;
2. nt < h < (n + 1)z, n ganz.
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Wir betonen: Ist die Differentialgleichung (q) oszillatorisch, so ist das Defini-
tionsintervall J; der l-normierten Polarfunktion % das Intervall (—oo, co).
Aus (8) und § 5, (14) haben wir im Intervall j die Formeln

r(t) = ry exp fcot h(p) dp, (25)
€ () = o exp (-2 f cot (o) dg). (26)

Bei einer Funktion von « (€ J,) wollen wir ihre Ableitungen nach « mit dem
Strich \ kennzeichnen.
Aus (26) folgt

Na) = ;1,— exp 2 fcot k(o) do, (27)
0

o

und diese Beziehung ergibt
t=1t,+ %f(exlﬂfcot h(g)dg) do. (28)
0

Offenbar driickt diese Formel die zu der ersten Phase o(f) inverse Funktion
1= a~Ye) aus.
Aus § 5, (16) und (26) erhalten wir die fiir je zwei homologe Stellen ¢ € §, o € J;
giiltige Formel
o 1+ AN a)

qt) = —ay Wexp (——4 fcot k(o) dg). (29)

Den rechts in dieser Formel stehenden Ausdruck bezeichnen wir als die erste
Polarform des Triagers g. Man spricht von der ersten Polarform der Differential-
gleichung (q), wenn der Tréiger ¢ in der ersten Polarform vorliegt.

Offenbar gilt im Intervall J; die Ungleichung

je nachdem, ob —¢ > 0 oder —¢q << 0 ist.
Wir bemerken, daBl die Formel (25) die Gleichung der Integralkurve
x(t) = [u(t), v(¢)] in Polarkoordinaten darstellt.

7. Unter einer normierten Polarfunktion 1. Art des T'rigers q bzw. der Differen-
tialgleichung (q), kiirzer: l-normierten Polarfunktion des Tréagers ¢ bzw. der
Differentialgleichung (q), verstehen wir eine 1-normierte Polarfunktion irgendeiner
Basis der Differentialgleichung (q).

Jede l-normierte Polarfunktion k der Differentialgleichung (q) hat in ihrem
Definitionsintervall J; folgende Eigenschaften:

1. he Cy; l
2.nn < h < (n-+ 1)z (nganz); , (30)
3. > —1 oder AN < —1. I
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Wir wollen nun untersuchen, inwieweit durch eine 1-normierte Polarfunktion
die Differentialgleichung (q) bestimmt ist.

Es sei kb eine in einem (offenen) Intervall J; definierte Funktion mit den obigen
Eigenschaften (30).

Wir wihlen eine Zahl ¢, und weitere Zahlen o€ J,, g == 0.

Nun gilt der folgende

Satz. Es gibt genau eine in einem (offenen) Intervall j definierte und stets von
Null verschiedene Funktion q so beschaffen, dafp die Differentialgleichung (q) die
Funktion b als 1-normeerte Polarfunktion zulift, und zwar ist diese Polarfunktion
von einer ersten Phase o der Differentialgleichung (q) mit den Anfangswerten o(t,)
= oy, & (ty) = o erzeugt.

Wir wollen den Beweis, der im wesentlichen dem von Nr. 3 dhnlich ist, nur
kurz skizzieren.

Wenn es eine dem Satz entsprechende Differentialgleichung (q) und erste Phase
o(t) gibt, so ist diese letztere eindeutig bestimmt, und zwar als die inverse Funk-
tion zu der im Sinne der Formel (28) definierten Funktion #(«). Wir sehen, daf
es hochstens eine dem Satz entsprechende Differentialgleichung (q) geben kann.

Nun definieren wir vermoge der Funktion A und der Zahlen o, o die Funktion
t(x) im Sinne der Formel (28). Diese Funktion bildet das Intervall J; auf ein
offenes Intervall j ab. Es sei a(t) die im Intervall § definierte zu #(«) inverse Funk-
tion. Dieselbe ist offenbar eine Phasenfunktion. Es sei ¢(¢) der (im Sinne von
§5, (16) definierte) Trager der Differentialgleichung (q), fiir die die Funktion «(¢)
eine erste Phase darstellt. Dann gilt eine zu (29) analoge Formel, aus der
wegen (30), 3. ¢(¢) = O fiir alle ¢ € j folgt. Ferner sei ¢ die von der ersten Phase «
erzeugte und zwischen nzz und (n + 1)z liegende Polarfunktion der Differen-
tialgleichung (q). Nach (26) haben wir an je zwei homologen Stellen € j, o € J;

cot I(t) = % (7})/ = —;— ——17 [exp (2 facot k(o) dg)]\ - oy 6XPp <——2 fcot ) dg)

%o
= cot h(a).
Es gilt also 9(t) = h(cx), und der Beweis ist beendet.

8. Normierte Polarfunktionen 2. Art. An zweiter Stelle wollen wir die Polar-
funktion $ als Funktion der unabhéngigen Verdnderlichen § ausdriicken.

Analog zu den Betrachtungen in Nr. 6 betrachten wir nun die zu der Funktion 8
inverse Funktion f-1. Dieselbe ist in einem offenen Intervall J, erklirt, und es gilt
Bo€ J,. Uber die Art des Intervalls J, gilt eine dhnliche Bemerkung wie die von
Nr. 6 iiber das Intervall J;.

Wir definieren nun im Intervall J, die Funktion —k(f), kiirzer: —kp, so dal3
wir ihr an jeder Stelle € J, den Wert der Funktion ¢ an der homologen Stelle
(B~X(B) = ) t€ j zuordnen:

—k() = 9BB) = D). (31)

—kf ist also die auf die unabhéngige Verdnderliche § bezogene Polarfunktion §.
Wir nennen —k normierte Polarfunktion 2. Art der Basis (u, v), kiirzer: 2-normierte
Polarfunktion der Basis (u, v).
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Offenbar hat die Funktion —k im Intervall J, folgende Eigenschaften:
1. —k< Cy;
2.n1 < —k < (n+ 1)z, nganz.

Wir betonen: Ist die Differentialgleichung (q) oszillatorisch, so ist das Defi-
nitionsintervall J, der 2-normierten Polarfunktion —k das Intervall (—oo, 00).

Die Ableitung einer Funktion von § (€ J,) in bezug auf g wollen wir &hnlich wie
in Nr. 6 mit \ bezeichnen.

Nun gilt nach (1), (31) an zwei homologen Stellen ¢t € j, f € J, die Bezichung

) = B + k() (32)
o () = [L+ BB B'(F) - (33)

und folglich auch

Ferner haben wir offenbar

t

L B
[ '(z) cot I(z) dr = [+ EB\B@)]cot ¥(r) - B'(x) dr=— [ [1 + k\(g)] cot k(o) do
t P

to

und folglich, nach (8), (33),
1 B
0B = L+ R@exp (=2 [+ B ot ko) do).  34)
Bo

Diese Beziehung ergibt
1 B o .
t=ty+—r f 1 + k(0)] exp(—z f [1 + k()] cot k(o) de) do.  (35)
0
By Bo

Offenbar stellt diese Formel die zu der zweiten Phase f§(f) inverse Funktion
t = B-Y(p) dar.

Aus §5, (31) und (33), (34) erhalten wir die fiir je zwei homologe Stellen ¢ € 4,
f € J, giiltige Formel

B
' exp 4 f[l + kMo)] cot k(o) do

. By .
1= = S wp T B) ‘ %)

Den rechts in dieser Formel stehenden Ausdruck bezeichnen wir als die zweite
Polarform des Triagers g. Man spricht von der zweiten Polarform der Differential-
gleichung (q), wenn der Tréger ¢q in der zweiten Polarform vorliegt.

Im Intervall J, gilt also die Ungleichung

—k\(ﬂ) § 15
je nachdem, ob —¢ > 0 oder —q << 0 ist.

9. Unter einer normierten Polarfunktion 2. Art des T'rdgers q bzw. der Differen-
tialgleichung (q), kiirzer: 2-normierten Polarfunktion des Trigers ¢ bzw. der
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Differentialgleichung (q), verstehen wir eine normierte Polarfunktion 2. Art
irgendeiner Basis der Differentialgleichung (q).

Jede 2-normierte Polarfunktion —¥% der Differentialgleichung (q) hat in ihrem
Definitionsintervall J, folgende Eigenschaften:

1. —k€Cy; l
2.nn < —k < (n+ 1)z (n ganz); (37)
3. -k <1 oder >1. I

Ahnlich wie bei den 1-normierten Polarfunktionen (Nr.7) kann man sich fiir
die Bestimmung von Differentialgleichungen (q) durch ihre 2-normierten Polar-
funktionen interessieren. Tatséchlich gilt in dieser Richtung ein dem in Nr.7
angefithrten Satz analoges Resultat. Wir wollen jedoch die diesbeziiglichen Be-
trachtungen unterlassen, da sie im wesentlichen keine neuen Ideen enthalten und
fiir ihr Ergebnis in den folgenden Untersuchungen keine Anwendung vorgesehen
ist.

10. Normierte Polarfunktionen 3. Ari. An dritter Stelle kehren wir zu der in
Nr. 4 betrachteten Situation zuriick und setzen uns zum Ziel, die Polarfunktion
? = f§ — « als Funktion des Radonschen Parameters { = §§ 4+ « auszudriicken.
Wir wissen, daf} { € C, ist und ferner ' > 0 oder {’ < 0, je nachdem, ob —w > 0
oder —w < 0 gilt.

Wir betrachten die zu { inverse Funktion (-1. Dieselbe ist in einem offenen
Intervall J, erklirt, und es gilt: £, € J;. Uber die Art des Intervalls J, gilt eine
der in Nr. 6 iiber das Intervall J, gemachten dhnliche Bemerkung.

Wir definieren im Intervall J; die Funktion p({), kirzer: pf, indem wir ihr an
jeder Stelle {€ J, den Wert der Funktion ¢ an der mit { homologen Stelle
((7Y¢) = ) t€ j zuordnen:

p() = 1) = (). (38)

pC ist also die auf die unabhéngige Verdnderliche { bezogene Polarfunktion 9.
Wir nennen p normaierte Polarfunktion 3. Art der Basis (u, v), kiirzer: 3-normierte
Polarfunktion der Basis (u, v).

Offenbar hat die 3-normierte Polarfunktion p im Intervall J; folgende Eigen-
schaften:

1. peCy;
2.n < p<(m+4 1)z, n ganz.

Die Ableitung einer Funktion von { (€ J;) in bezug auf { wollen wir mit ‘ be-
zeichnen.
Nun haben wir im Intervall j

(=9 + 2«
und folglich, nach (21) und § 5, (14)

%
sind,

r=9 +2

sin 9 - exp (-— ftC’(r) cot J(t) dr) .
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Diese Formel ergibt, zusammen mit (38), fir je zwei homologe Stellen
={EG, =0 EJ;
p .
in o %0 sinp(l)
‘=2 sinp, 1 — p\(C

4
- exp (- [ ot plo) dg). (39)
%
Aus (39) finden wir

t= to—l—% sin,po f 1 = po) <expfcotpg)dg)do‘ (40)

ot sin p(a)

0

Offenbar stellt diese Formel die zu dem Radonschen Parameter ((¢) inverse
Funktion {-1({) dar.
Aus (23) erhalten wir die fiir je zwei homologe Stellen t€ j, (€ J, giiltige
Formel
x® 14+ p\0)

4
10 =~ i T O (—25 f cot (o) dg). (41)

Den rechts in dieser Formel stehenden Ausdruck bezeichnen wir als die dritte
bzw. die Radonsche Polarform des Trigers q. Man spricht von der dritten bzw.
von der Radonschen Polarform der Differentialgleichung (q), wenn der Triger ¢
in dieser Form vorliegt.

Im Intervall J; gelten somit die Ungleichungen —1 < pM¢) < 1.

11. Unter einer normierten Polarfunktion 3. Art des T'rdgers g bzw. der Differen-
tialgleichung (q), kiirzer: 3-normierten Polarfunktion des Tréagers q bzw. der
Differentialgleichung (q) verstehen wir eine normierte Polarfunktion 3. Art irgend-
einer Basis der Differentialgleichung (q).

Jede 3-normierte Polarfunktion p der Differentialgleichung (q) hat offenbar in
ihrem Definitionsintervall J, folgende Eigenschaften:

1. p€Cy;

2.nn < p<(n+4+1)m (nganz); (42)
3. —1<pt<1.

Uber die Bestimmung von Differentialgleichungen (q) durch Angabe ihrer

3-normierten Polarfunktionen gilt Ahnliches wie im Falle der 2-normierten Polar-
funktionen (Nr. 9).

12. Anwendung der Polarfunktionen. Wir wollen zunéchst die obigen Ergebnisse
zur Beantwortung der folgenden Frage anwenden:

Welches sind die durch eine konstante Polarfunktion mit dem Werte (27 - 1)
n ganz, bestimmten Triger ¢?

Jede der Formeln (12), (23), (29), (36), (41) ergibt

q(t) = —ag?.
Die Differentialgleichungen (q) mit konstanten negativen Trigern ¢ sind also

die einzigen, die konstante Polarfunktionen mit dem Wert%— (mod 7) zulassen.



60 1. Grundlagen der Theorie

Bei einer Differentialgleichung (—#?), deren Triger —k? konstant und negativ
ist, gehen durch jeden Punkt (£,, «,) genau zwei erste Phasen von (—£?), und zwar
in den Richtungen of = k und «) = —Fk derart, daB die von ihnen erzeugten

Polarfunktionen den konstanten Wert —7;— (mod ) besitzen.

Wegen ihrer geometrischen Deutung (Nr. 1) kommen Polarfunktionen und ins-
besondere normierte Polarfunktionen von Differentialgleichungen (q) in Unter-
suchungen von Kurven mit speziellen Eigenschaften zentroaffiner Natur vor.

Dies mag etwa durch die folgenden Betrachtungen niher erldutert werden.

Es seien (P =) P(t), (P :) P(%), t == 1, beliebige Punkte der Integralkurve
mit der vektoriellen Darstellung # = [u, v], und p, p seien die entsprechenden
Kurventangenten. Die Geraden OP, OP wollen wir kiirzer mit g, § bezeichnen.
Ferner sei ¢ = ff — « eine Polarfunktion der Basis (u, v). Wir wissen (Nr. 1),
daf3 die Werte 9(t), ¥(f) die Winkel mod 27 der geeignet orientierten Geraden
g, p bzw. §, p darstellen.

Wenn die Punkte P, P auf derselben Geraden g liegen (§ = g), also Schnitt-
punkte der Integralkurve & mit ¢ sind, so unterscheiden sich die Werte (o =) «(f),
(& =) o(f) voneinander um ein ganzzahliges Vielfaches von m:& = a + na
(n ganz); und umgekehrt.

Wenn die Kurventangenten p, p parallel sind, so unterscheiden sich die Werte
(B =) B(t), (B=)p() voneinander um ein ganzzahliges Vielfaches von x:
B = B + nx (n ganz); und umgekehrt.

Sind die Geraden g, p bzw. g, p parallel, so gilt @ == 8 + mn bzw. § = « + nx
(m, » ganz); und umgekehrt.

Ist die 1-normierte Polarfunktion » der Basis (u, v) mit & periodisch, so haben
wir die folgende Situation: Es gibt durch den Punkt O gehende Geraden, die die
Kurve & wenigstens in zwei Punkten schneiden; ferner sind die Tangenten in
allen Schnittpunkten einer solchen Geraden mit der Kurve & untereinander
parallel und umgekehrt.

Ist die 2-normierte Polarfunktion —k der Basis (u, v) mit & periodisch, so haben
wir folgende Situation: Es gibt Tangenten an die Kurve &, zu denen parallele
Tangenten existieren; ferner liegen die Berithrungspunkte aller untereinander
parallelen Tangenten auf einer durch den Punkt O gehenden Geraden. Und
umgekehrt.

Etwas ausfiithrlicher haben wir uns mit der 3-normierten Polarfunktion p der
Basis (u, v) zu befassen.

Wir nehmen an, die Funktion p sei in einem Intervall J; von einer Linge >n
definiert und erfiille die Funktionalgleichung

(@) + p(l + ) = =m. (43)

Dabei kommen natiirlich nur solche Stellen ¢, { -+ w in Betracht, die beide
im Intervall J, liegen: {, { + n € J;.

An einer Stelle ¢ bzw. { = { -+~ z haben die Komponenten von p gewisse Werte
a, B bzw. &, B, und es gilt offenbar

B+a=p+a+ta. (44)
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Ferner folgt aus (43)
f—a=—p+a+a. (45)

Aus diesen Gleichungen erhalten wir
a=p; B=o+m. (46)

Umgekehrt folgen aus (46) die Beziehungen (44), (45).

Erfillt also die 3-normierte Polarfunktion p der Basis (u, v) die Funktional-
gleichung (43), so haben wir folgende Situation: Es gibt Tangenten p an die Kurve
® derart, daBl die durch den Punkt O gehende und zu der Tangente p parallele
Gerade § die Kurve & wenigstens einmal schneidet; ferner sind die Tangenten an
die Kurve & in den Schnittpunkten mit § der durch den Punkt O und den Be-
rithrungspunkt von p gehenden Geraden g parallel (Ellipseneigenschaft) und
umgekehrt.

§ 7. Lokal- und Randeigenschaften der Phasen

In diesem Paragraphen werden wir weitere Eigenschaften der Phasen einer
Differentialgleichung (q) behandeln. Vorwiegend wird es sich um erste Phasen
handeln. Aus diesem Grunde wollen wir schlechthin von Phasen sprechen. Sofern
es sich um zweite Phasen handeln sollte, werden wir dies stets ausdriicklich an-
fithren und in diesem Fall voraussetzen, dafl die Funktion ¢ im Intervall j nirgends
verschwindet.

1. Eindeutige Bestimmung der Phasen durch die Cauchyschen Anfangsbedin-
gungen. Wir betrachten eine Differentialgleichung (q).
Es gilt der folgende

Satz. Esseient, € j; Xy, X4 = 0, Xy beliebige Zahlen. Es gibt genau eine Phase o
der Differentialgleichung (q), die an der Stelle t, die Cauchyschen Anfangsbedingun-
gen erfullt:

alty) = Xy, o'(ty) = Xo,  a(t) = Xy (1)

Diese Phase « tst in dem Phasensystem der Basis (u, v) der Differentialgleichung (q)
enthalten

w(t) = (Xg cos Xy — % ))((0, sin XO) uo(t) + sin X - vy(t), l
0

% (2)
1 X cos X0> uo(t) + cos Xy - vy(t), I

olt) = — (Xg sin X, + 5 35
0

wobei uy, vy die durch die Anfangswerte
uolte) = 0, wuglte) =15 wyte) =1,  wi(te) = 0

bestimmien Integrale von (q) sind.

Beweis. Es ist rechnerisch vorteilhaft, den Beweis fiir den Fall X = 0 durch-
zufithren und nachher die gefundene Basis vermége der orthogonalen Substitu-
tion von § 5, (41) mit dem Wert 4 = X, zu transformieren.
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Nehmen wir also an, es gibe eine Phase « der Differentialgleichung (q) mit den
Anfangswerten 0, X (3= 0), X’ und es seien

w(t) = c11%g(F) + €1506(1),
V(t) = Ca1Ug(t) + Co9%(f)

die Glieder einer zugehdorigen Basis; die u,, v, haben die obige Bedeutung, wihrend
natiirlich die ¢,4, ¢, €31, C25 geeignete Konstanten darstellen. Man rechnet leicht
nach, daf§ an der Stelle ¢, die folgenden Formeln gelten:

2 __ a2 2 . I . —
7% = Cig + C32; 17" = €111 T C21C22;  —W == €109 — C1aCay

(12 = u? + 02, w=w' — u'v).

Nun nehmen nach unserer Voraussetzung die Funktionen «, o', '’ an der
Stelle ¢, die Werte 0, X, X' an. Daraus folgt, im Hinblick auf die Formeln § 5,
(14),

c €1 C
’ 11 ’ 11 Ca1
=0, Xi=—7, X /=-2—"-"2=.
Coo Caa Caa

Offenbar ist ¢y, <= 0. Man darf ¢,; = 1 annehmen, da die mit 1:¢,, multi-
plizierten Integrale u, v eine zu (u, v) proportionale Basis und folglich dasselbe
Phasensystem ergeben (§ 5, Nr. 17). Dann haben wir

1 Xy

u(t) = Xquo(t), o(t) = — .

ug(t) + vlf) - 3)
Wir sehen, dal es hochstens eine Phase « mit den Anfangswerten 0, X{, X¢/
gibt und daB dieselbe in dem durch die Formeln (3) bestimmten Phasensystem
enthalten sein muf. Nun rechnet man leicht nach, daBl die an der Stelle ¢, ver-
schwindende und in diesem Phasensystem enthaltene Phase « die betrachteten
Anfangsbedingungen tatsédchlich erfiillt. Damit ist der Beweis beendet.
Es sei bemerkt, daB der obige Satz die folgende Formel enthélt:

rr
sin X, + <X(') cos Xy — —;— ))I(O, sin X0> tan o(t)
0
1 X}
2 X/

4)

tan o(t) =

cos Xy — <X6 sin X, + cos X0> tan «(t)

Dabei stellt o«,(t) eine beliebige Phase der Basis (u,, v,) dar. Diese Formel
besteht fiir alle Werte ¢ € j mit Ausnahme der Nullstellen von cot a,(t), cot «(f),
in denen sie den Sinn verliert.

2. Randwerte der Phasen. Es sei « eine Phase der Differentialgleichung (q).
Wir wissen, daBl « eine im Intervall j (= (@, b)) wachsende oder abnehmende

Funktion ist. Folglich existieren die endlichen oder unendlichen Grenzwerte
¢= lim «(t), d= tlirbn_ oe(t). (5)

t—a +
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Wir nennen die (eventuell unendliche) Zahl ¢ bzw. d den links- bzw. rechts-
seitigen Randwert der Phase «. Offenbar ist der Randwert ¢ (d) endlich, wenn die
Phase o in einer rechtsseitigen (linksseitigen) Umgebung des linken (rechten) End-
punktes @ (b) von j beschriankt ist.

Wie man sieht (§ 5, Nr. 4), ist der linksseitige (rechtsseitige) Randwert ¢ (d) von
o endlich, wenn die Differentialgleichung (q) von endlichem Typus oder rechts-
seitig (linksseitig) oszillatorisch ist; derselbe ist unendlich, wenn (q) linksseitig
(rechtsseitig) oszillatorisch oder oszillatorisch ist.

Ferner gilt (§3, Nr.4): Besitzt die Differentialgleichung (q) 1-konjugierte
Zahlen, so ist der Randwert ¢ (d) von a genau dann endlich, wenn die linksseitige
(rechtsseitige) 1-Grundzahl r; (s;) von (q) eigentlich ist.

Offenbar ist ¢ < d oder ¢ > d, je nachdem, ob die Phase « wichst oder ab-
nimmt: sgn (d — ¢) = sgn &'.

Bei jedem Wert A hat offensichtlich die Phase « 4+ 4 von (q) die Randwerte
¢+ A4, d + A. Insbesondere unterscheiden sich also die linksseitigen (rechts-
seitigen) Randwerte der Phasen des Phasensystems jeder Basis von (q) vonein-
ander um ganzzahlige Vielfache der Zahl 7.

Die Zahl |c — d| nennen wir die Oszillation der Phase o im Intervall j. Bezeich-
nung: O(« | §), kiirzer: O(x).

Die Oszillation O(«) ist endlich und positiv oder gleich oo, je nachdem, ob « im
Intervall j beschréankt ist oder nicht. Offenbar haben alle Phasen des vollstdndigen
Phasensystems [«] (§ 5, Nr. 17) dieselbe Oszillation O(e).

Zwei Phasen «, & der Differentialgleichung (q) hingen, wie wir wissen, im
Sinne der Formel § 5, (39) zusammen. Unterscheiden sich also die Randwerte ¢, d
der Phase « voneinander um ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl 7, so gilt das-
selbe fiir die Randwerte ¢, d von a.

Ist also die Oszillation O(x) von « ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl 7, so
gilt dasselbe von der Oszillation jeder Phase der Differentialgleichung (q).

Ein solcher Wert von O(«) kann natiirlich nur dann vorkommen, wenn die
Differentialgleichung (q) von endlichem Typus (m), m =1 ist.

Im Fall m = 2 wird sich zeigen (Nr. 16): Die Differentialgleichung (q) ist all-
gemein oder speziell, je nachdem, ob fiir die Oszillation O(x) jeder ihrer Phasen «

(m—1)7n < O() <mx oder Ox)=mn
gilt.
Dieser Sachverhalt fithrt zu der folgenden Definition:
Wir nennen eine Differentialgleichung (q) vom Typus (1) allgemein oder speziell,

je nachdem, ob fiir die Oszillation O(«x) jeder ihrer Phasen o gilt: 0 < O(x) < =
oder O(x) = m.

Dann gilt der

Satz. Die Differentialgleichung (q) von endlichem Typus (m), m =1, ist all-
gemein oder speziell, je nachdem, ob fir die Oszillation jeder ihrer Phasen gilt:
(m — 1) < O(a) < mz oder O(x) = ma.

3. Normierte Randwerte von Phasen. Wir iibernehmen die obigen Bezeich-
nungen.
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Es seien a, b die Zahlen a, b oder b, a, je nachdem, ob sgn ' > 0 oder <0 ist.
Entsprechend sollen ¢, d die Zahlen ¢, d oder d, ¢ bedeuten:

1 1 1 1
i=g+dats(l—ab b=sl—gatg51+eb; I
(6)
6=-1—(1+s)c+—1—(1—a)d- E——l(l——s)c—l—-l—(l—}—e)d |
2 2 ’ ) 2
(e =sgnda).
Wir nennen &, d normierte Randwerte der Phase o.
Offenbar haben wir -
lima(t) =¢; limalt) =d, (7)

t—>a t—>b

wobei es sich natiirlich um entsprechende rechts- oder linksseitige Grenzwerte
handelt, und ferner

¢ <d. (8)

Gelegentlich werden die Zahlen a, b als die normierten Enden des Intervalls j
in bezug auf die Phase « bezeichnet.

4. Ausgezeichnete Phasen. In dieser und den folgenden Nr. 5-16 geht es, wie
wir einleitend bemerkt haben, um erste Phasen und in diesem Zusammenhang
um konjugierte Zahlen, Grundzahlen, Grundintegrale, Grundfolgen und aus-
gezeichnete Basen stets von 1. Art.

Unter einer ausgezeichneten Phase der Differentialgleichung (q) verstehen wir die
Phase einer ausgezeichneten Basis von (q), d. h. einer Basis (u, v), deren erstes
Glied u ein links- oder rechtsseitiges und eventuell das zweite, v, ein rechts- oder
linksseitiges Grundintegral von (q) ist (§ 3, Nr. 9).

In der zu behandelnden Transformationstheorie ist der Phasenbegriff von
grundlegender Bedeutung. Es scheint deshalb zweckméafig, Phasen zu betrachten,
die mit den untersuchten Differentialgleichungen (q) aufs engste verbunden sind.
Dieser Forderung diirften insbesondere die ausgezeichneten Phasen entsprechen,
da die zugehorigen (ausgezeichneten) Basen durch Typus und Art einer Diffe-
rentialgleichung (q) weitgehend bestimmt sind.

Es sei (q) eine Differentialgleichung mit konjugierten Zahlen und der eigent-
lichen linksseitigen (rechtsseitigen) Grundzahl r, (s,).

Die Differentialgleichung (q) 148t also linksseitige (rechtsseitige) Grundintegrale,
die linksseitige (rechtsseitige) Grundfolge r; =a; < ay < a3 < -+ (8 =b_y > b_,
> b_y > --+) und natiirlich auch linksseitige (rechtsseitige) Hauptbasen bzw.
Hauptbasen zu.

Grundlegend ist der folgende

Satz. Die linksseitigen (rechtsseitigen) Randwerte der in dem Phasensystem (o)
einer Basts (u, v) der Differentialgleichung (q) enthaltenen Phasen sind ganzzahlige
Vielfache der Zahl w dann und nur dann, wenn (u, v) eine linksseitige (rechtsseitige)
Hauptbasis ist.
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Beweis. a) Nehmen wir an, die linksseitigen (rechtsseitigen) Randwerte von
Phasen der Basis (u, v) seien ganzzahlige Vielfache von 7.

In diesem Fall ist der linksseitige (rechtsseitige) Randwert von genau einer
Phase « von (u, v) gleich Null. Wir wollen der Kiirze halber diese Phase die links-
seitige (rechtsseitige) Nullphase von (u, v) nennen.

Wir behaupten: o nimmt an der Stelle r; (s,) den Wert ex (—em) an: ofr;)
= e («(8;) = —emn); dabei ist ¢ = sgn &'.

Ist diese Behauptung richtig, so ist r, (s;) eine Nullstelle von « (§ 5, Nr. 3),
und folglich stellt (v, v) eine linksseitige (rechtsseitige) Hauptbasis von (q) dar.

Zwecks Vereinfachung unserer Betrachtungen nehmen wir z. B. an, dafl « die
linksseitige Nullphase von (u, v) ist.

Wir wissen (§ 5, Nr. 13), dall die mit beliebigen Konstanten k,, k, gebildete
Funktion
sin (e(t) + k)

yit)y =k —
L]
das allgemeine Integral von (q) darstellt.

Da die Differentialgleichung (q) konjugierte Zahlen zuldfit, ist O(«) > 7; ferner
haben wir nach unserer Annahme ¢ = 0. Daraus folgt, dafl die Funktion « an
einer Stelle x € j den Wert ez annimmt. Wir haben zu zeigen, daB es zu jeder Zahl
to € 4, ty > o linksseitig konjugierte Zahlen gibt, wihrend zu keiner Zahl ¢, € (a, x)
solche Zahlen existieren.

Es sei ¢, € j eine beliebige Zahl und n = 0 die durch die Ungleichungen

nen < alty) = (n + 1) e

bestimmte ganze Zahl. Das Symbol < bedeutet < oder >, je nachdem, ob
e =1 oder ¢ = —1 ist.
Wir ordnen der Zahl ¢; das mit den Konstanten

k=1, ky=(n+1)em — «(ty)

gebildete Integral y (= y,) zu. Es ist also 0 S k, < en, und das Integral y, ver-
schwindet an der Stelle ¢,. o

Es sei t, > x. Ist ky = 0, so hat wegen a(x) = ex das Integral y, an der Stelle x
eine Nullstelle; daraus folgt, dal x eine mit £, linksseitig konjugierte Zahl ist.
Im Fall 0 < k, < exr haben wir «(z) + &, = ez und zugleich, wegen ¢ = 0, fir
geeignete Zahlen (< (a, 2): o(t) + k, < en. Die Funktion « -+ k, — ez hat also
im Intervall (a, «) eine Nullstelle, die offenbar eine Nullstelle von ¥, ist und folg-
lich eine mit £, linksseitig konjugierte Zahl darstellt.

Es sei nun ¢y < . Dann haben wir «(t,) + k, = ex. Daraus folgt fiir t € (a, ty):
0 < aft) + ky = en und ferner y,(¢) == 0. Es gibt also keine mit £, linksseitig
konjugierten Zahlen.

b) Es sei nun (u, v) eine linksseitige (rechtsseitige) Hauptbasis von (q).

Wir betrachten eine Phase o von (u, v) und setzen & = sgn «'. Ferner sei ¢ (d)
der linksseitige (rechtsseitige) Randwert von .

Da wu ein linksseitiges (rechtsseitiges) Grundintegral von (q) ist, haben wir
(§ 5, Nr. 3) o(ry) = mem (a(s;) = —nemr); 0 = » ganz.
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Nun ist aber &(f) = a(t) — ¢ (&(f) = «(f) — d) die linksseitige (rechtsseitige)
Nullphase einer Basis (%, 7) von (q). Folglich haben wir nach a)

em = a(ry) = a(r;) — ¢ = new — ¢ (—em = a(sy) = afsy) — d = —nemw — d),

also c=(n—1en (d= —n—1)en).

Damit ist der Beweis beendet.

5. Wir wollen nun die Eigenschaften ausgezeichneter Phasen genauer unter-
suchen.

Es sei (u, v) eine hnksseltlge (rechtsseitige) Hauptbasis der Differentialglei-
chung (q) und («) ihr erstes Phasensystem.

w ist also ein linksseitiges (rechtsseitiges) und folglich an den Stellen
a; < ag << -+ (b_y>b_y> --) verschwindendes Grundintegral, wihrend v ein
von % unabhingiges Integral der Differentialgleichung (q) darstellt. Dieses Inte-
gral v hat in ]edem Intervall (a,, @,.;) ((b- -1, b- 4)) genau eine Nullstelle @, (z_,);
p=0,1,...;a,=a (by=0>):

(@=)a, <@ <a; <@y <@y<-+ (b=)bg>xg>by>a_>by>-). (9)

Die Phasen « € («) wachsen oder nehmen ab, je nachdem, ob die Wronskische
Determinante w von (u, v) negativ oder positiv ist: sgn o' = sgn (—w) (§ 5, (14)).
Wir setzen ¢ = sgn (—w).

6. Nach dem Satz von Nr. 4 gibt es in dem System («) genau eine linksseitige
(rechtsseitige) Nullphase «,; dieselbe nimmt an der Stelle ay (= r,) (b_, (= s,)) den
Wert et (—em) und folglich an den Stellen (9) die Werte

1 3 1 3
0, E—en, &, ?en, 2em, ... (O, — -2—sn, —&m, — —2—87'5, —2¢em, )
an:
1 1
solan) = e, o) = (g )em (oolb-p) = —pem, ay) = — (4 5 ) e
(10)
w=0,1, ...; bei ay(ay) (og(by)) handelt es sich natiirlich um den linksseitigen

(rechtsseitigen) Grenzwert.

Wir wollen nun den rechtsseitigen (linksseitigen) Randwert d, (¢,) der Null-
phase o, bestimmen. Dieser Randwert hdngt von Typus und Art der Differen-
tialgleichung (q) ab.

I. Zunichst sei die Differentialgleichung (q) von endlichem Typus (m), m = 2.

In diesem Fall sind beide Grundzahlen r;, s, eigentlich, die beiden Grundfolgen
=)o, <ay<<- <@y q, (8=)b_1>b_y> -+ >b_,. bestehen aus je
m — 1 Gliedern, und es gelten Beziehungen wie in § 3, (2).

Aus (10) erhalten wir

m —1)en S dy S men (-men_% Co S —(m — 1) em). (11)
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Wir zeigen, dall das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn die
Differentialgleichung (q) speziell ist.

In der Tat, ist dy = men (¢, = —men), so ergibt der Satz von Nr. 4, dall » ein
rechtsseitiges (linksseitiges) Grundintegral von (q) ist und folglich an beiden
Stellen 7y, s; (s;, r;) verschwindet. Die Grundzahlen r,, s; sind also miteinander
konjugiert, und dies besagt, dall die Differentialgleichung (q) speziell ist. Ist
umgekehrt die Differentialgleichung (q) speziell, so sind die Grundzahlen r;, s;
miteinander konjugiert, und folglich ist das linksseitige (rechtsseitige) Grund-
integral » zugleich ein rechtsseitiges (linksseitiges). Dem erwéhnten Satz von Nr. 4
entnehmen wir, dall dg (c,) ein ganzzahliges Vielfaches von s ist, und aus (11)
erhalten wir d, = men (¢, = —memn).

a) Allgemeine Differentialgleichung (q). In diesem Fall gelten die Beziehungen
(11) mit Ausschlufl der Gleichheitszeichen. Der rechtsseitige (linksseitige) Rand-
wert d, (c,) von oy hingt von der Wahl des zweiten Gliedes v der linksseitigen
(rechtsseitigen) Hauptbasis (u, v) ab.

Wir zeigen nun: Ist v ein rechtsseitiges (linksseitiges) Grundintegral, also (u, v)
eine Hauptbasis der Differentialgleichung (q), so ist

dy = (m — %) e (00 = — (m — %) 6n>. (12)

In der Tat, in diesem Fall haben wir @, = b_,4peq (¥_p = Gpopq); =0, ...,
m — 2. Die Phase «, hat nach (10) an der Stelle b_; (a,) den Wert (m — 3) ex
(—(m — 3) en). Die Funktion & = oy — d, (& = oty — ¢,) ist offenbar eine rechts-
seitige (linksseitige) Nullphase von (q), und folglich hat sie nach (10) an der Stelle
b_; (a;) den Wert —em (). Es gilt also

3 3
*87[:(m—-2—>871—“d0 (875:-—‘(’"7«_'2—)87[—60)5

und daraus folgt (12).

b) Spezielle Differentialgleichung (q). In diesem Fall haben wir, wie oben
gezeigt wurde,

dy = ment  (co = —memn), (13)

und zwar unabhingig von der Wahl des zweiten Gliedes » der zugleich links- und
rechtsseitigen Hauptbasis (u, v).

I1. Zweitens sei die Differentialgleichung (q) von unendlichem Typus.

Ist (q) rechtsseitig (linksseitig) oszillatorisch, so 148t sie nur die linksseitige
(rechtsseitige), und zwar unendliche Grundfolge a; << @, < --- (b_; > b_y > ---)
zu; (9) ist eine unendliche Folge.

In diesem Fall ist offenbar

dy = €00 (¢ = —e00). (14)

7. Wir kehren nun zu dem in Nr. 5 betrachteten Phasensystem (o) der links-
seitigen (rechtsseitigen) Hauptbasis (u, v) der Differentialgleichung (q) zuriick.

o
6 Boruvka, Lineare Differentialtransformationen
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Das System (o) besteht offenbar aus den Phasen
a,(t) = og(t) — vem (o, (t) = oo(t) + vem)
(» =0, +1, 42, ..)).

Die Phase a, nimmt an den Stellen a,,, x, (b_,, ©_,) die folgenden Werte an:

(@) = (u — v) em, () = <u — v+ —;—) em ]

, (15)
(oc,,(b_,,) =—(u—=9vemw, o, =— (,u — v+ ?l):) sn) [
(n=0,1,..).
Der linksseitige (rechtsseitige) Randwert ¢, (d,) der Phase «, ist
¢, = —vex (d, = ven). (16)

Der rechtsseitige (linksseitige) Randwert d, (c,) der Phase o, verhdlt sich je
nach Typus und Art der Differentialgleichung (q) wie folgt:

I. Endlicher Typus (m), m = 2.
a) Allgemeine Differentialgleichung (q):

(m—vy—Nensd,sm—ven (—(m—r)ensc,=—(m—v— len) (17)

Ist insbesondere v ein rechtsseitiges (linksseitiges) Grundintegral und folglich
(u, v) eine Hauptbasis der Differentialgleichung (q), so ist unabhéngig von der
Wahl des Grundintegrals v

d,:(m——v——%—)sn (c,,:——(mmv———})—>sn>. (18)

b) Spezielle Differentialgleichung (q):
dy=(m —v)emw (¢, = —(m — v)en). (19)

II. Unendlicher Typus.
a) Rechtsseitig oszillatorische Differentialgleichung (q):

d, = eoo. (20)
b) Linksseitig oszillatorische Differentialgleichung (q):
C, = —EO0O. (21)

8. Normalphasen. Die Nullphasen einer Differentialgleichung (q) haben die
Eigenschaft, dal sie im Intervall j stets von Null verschieden sind. Wir wollen
nun umgekehrt Phasen betrachten, die im Intervall j eine (und natiirlich nur
eine) Nullstelle besitzen. Eine Phase der Differentialgleichung (q), die an einer
Stelle von j verschwindet, soll im folgenden Normalphase genannt werden.

Wir betrachten eine Differentialgleichung (q).

Es sei (u, v) eine Basis von (q) und () das Phasensystem dieser Basis (u, v).
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Zunichst sehen wir, da es in dem Phasensystem () dann und nur dann Nor-
malphasen gibt, wenn das Integral « im Intervall § Nullstellen besitzt. In diesem
Fall ist jede Nullstelle des Integrals u die Nullstelle ciner Normalphase aus («)
und umgekehrt, die Nullstelle jeder Normalphase aus (o) fillt mit einer Nullstelle
des Integrals w zusammen.

Daraus folgt:

Ist die Differentialgleichung (q) von endlichem Typus (m), m = 1, bzw. von
unendlichem Typus, so enthélt das Phasensystem (e) m — 1 oder m bzw. abzédhl-
bar viele Normalphasen, deren Nullstellen mit denen des Integrals « zusammen-
fallen. Ist insbesondere die Differentialgleichung (q) oszillatorisch, so besteht das
System (et) aus lauter Normalphasen.

9. Struktur der Menge ausgezeichneter Normalphasen einer Differentialglei-
chung (q). Unter ciner ausgezeichneten Normalphase der Differentialgleichung (q)
verstehen wir natiirlich (Nr. 4) die Normalphase einer ausgezeichneten Basis von
(q). Ausgezeichnete Normalphasen kommen also bei Differentialgleichungen (q)
von endlichem Typus (m), m = 2, ferner bei links- bzw. rechtsseitig oszillatori-
schen Differentialgleichungen (q) und nur in diesen Féllen vor.

Es sei (q) eine Differentialgleichung mit konjugierten Zahlen und der eigent-
lichen linksseitigen (rechtsseitigen) Grundzahl r; (s;).

Wir gehen von der in Nr. 5 betrachteten Situation aus. Insbesondere sei also
(u, v) eine linksseitige (rechtsseitige) Hauptbasis der Differentialgleichung (q) und
() ihr erstes Phasensystem.

Da die Nullstellen des Integrals u genau mit den ausgezeichneten Zahlen
a, < ay < - (b_y > b_, > ---) der Differentialgleichung (q) zusammenfallen, gibt
es zu jeder Zahla, (b_,) (r = 1, 2, ...) in dem Phasensystem («) genau eine Normal-
phase mit der Nullstelle a, (b_,). Aus (15) sehen wir, dal dies die Phase

o (t) = ogt) — rem  (o(t) = atglt) + rem) (22)

ist. Umgekehrt ist jede im Phasensystem (x) enthaltene Normalphase eine von
diesen Phasen o, o, ....

Unter dem Phasenbiindel mit dem Scheitel a, (b_,), kiirzer: a,-Biindel (b_,-Biindel)
der Differentialgleichung (q) verstehen wir die aus den an der Stelle a, (b_,) ver-
schwindenden Normalphasen aller linksseitigen (rechtsseitigen) Hauptbasen von
(q) bestehende Menge; r =1, 2, ....

Offenbar besteht die Menge aller ausgezeichneten Normalphasen der Diffe-
rentialgleichung (q) aus den Phasenbiindeln mit den Scheiteln a,, a,, ...
(b_1,b_4, ...).

10. Wir wollen nun die Struktur der Phasenbiindel untersuchen. Der Kiirze
halber beschridnken wir uns auf linksscitige Hauptbasen. Diese kommen, wie wir
wissen, genau bei den Differentialgleichungen (q) von endlichen Typen (m),
m = 2, und bei den rechtsseitig oszillatorischen Differentialgleichungen (q) vor.
Die Untersuchung im Fall rechtsseitiger Hauptbasen ist ganz analog.

Es sei also (u, v) einc linksseitige Hauptbasis der Differentialgleichung (q) und
a, ein Glied der linksseitigen Grundfolge von (q).

Wir wissen (§3, Nr. 9), dal die linksseitigen Hauptbasen von (q) genau das
dreiparametrige System (ou, ov + du), go == 0, bilden. Nun sind bei jeder Wahl
6*
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der Parameterwerte g, o, ¢ die Basen (pu, ov + 6u) und (% u, v -+ %u) propor-

tional. Sie haben also dasselbe Phasensystem und folglich auch dieselbe an der
Stelle a, verschwindende Normalphase.

Das Phasenbiindel der Differentialgleichung (q) mit dem Scheitel a, besteht
offenbar genau aus den Normalphasen des zweiparametrigen Basensystems
(ou, v + ou), o = 0, die an der Stelle a, verschwinden.

Natiirlich gibt es fiir jede Basis dieses zweiparametrigen Systems genau eine
Normalphase von (q) mit der Nullstelle a,.

Nun zerfillt das Basensystem (pu, v + ou) in einparametrige Systeme, von
denen jedes durch einen festen Wert ¢, von ¢ bestimmt ist. Ein solches einpara-
metriges System besteht also aus den linksseitigen Hauptbasen (pu, v + ogu),
o == 0. Die in dem a,-Biindel enthaltenen Normalphasen der linksseitigen Haupt-
basen dieses einparametrigen Systems bilden ein einparametriges Untersystem
P(a,|o,) des a,-Biindels. Wir nennen P(a,,|a‘o) Phasenbiischel mit dem Scheitel a,,
kiirzer: a,-Biischel, der Differentialgleichung (q).

Das Phasenbiindel der Differentialgleichung (q) mit dem Scheitel a, besteht
also aus einem einparametrigen System von a,-Biischeln P(a,|o), von denen jedes
von den an der Stelle a, verschwindenden Normalphasen der linksseitigen Haupt-
basen (pu, v + ou), 0 = o beliebig und o fest, gebildet ist.

Damit ist die Untersuchung der Struktur der Phasenbiindel auf die der Phasen-
biischel zuriickgefiihrt.

11. Wir wollen also die Struktur der Phasenbiischel untersuchen.

Wir betrachten ein Phasenbiischel P(a,|o) mit dem Scheitel @, der Differential-
gleichung (q). Offenbar kénnen wir ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit ¢ = 0
und ferner w (= wv’ —u'v) <0 annehmen. Der Kiirze halber schreiben wir P(a,)
statt P(a,]0).

Das Phasenbiischel P(a,) besteht aus den an der Stelle a, verschwindenden
Normalphasen der linksseitigen Hauptbasen (pu, v), ¢ == 0.

Bei jedem Wert g (s 0) ist pu ein linksseitiges und folglich an den Stellen
a; < ay < --- verschwindendes Grundintegral, wihrend v ein von u unabhéngiges
Integral der Differentialgleichung (q) darstellt. Dieses Integral » hat in jedem
Intervall (@,, @,.,) genau eine Nullstelle x,; 4 = 0,1, ..., und es bestehen Be-
ziehungen wie (9). Der Kiirze halber wollen wir die Intervalle (a,, x,), (%., @u.+1)
mit j, bzw. j, bezeichnen: j, = (a,, ,), j, = (¥, @u.,); ist die Differentialglei-
chung (q) von endlichem Typus (m) (m = 2), so kommen natiirlich nur die Inter-
valle §g, 705 41 715 -+ Jm-1 in Betracht, wobei unter z,,_; die Endzahl b von § zu
verstehen ist.

Bei jeder Zahl g (< 0) bezeichnen wir mit «, ,, kiirzer: «,, die in dem Phasen-
biischel P(a,) enthaltene Normalphase der Basis (gu, v), und mit ¢, , bzw. d, ,,
kiirzer: ¢, bzw. d,, ihren links- bzw. rechtsseitigen Randwert.

Offenbar haben wir tan «, = pu : v und folglich

tan o, = p tan «;. (23)

Die Wronskische Determinante der Basis (pu, v) ist offenbar ow. Daraus
schlieBen wir, im Hinblick auf unsere Annahme w < 0, daB die Phase a, bei
positivem o wichst und bei negativem ¢ abnimmt: sgn o, = sgno (= ).
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Die Phase o, nimmt an den Stellen
g, Ayy gy eeey Tpoqs Cpy Tpy o

die von |o| unabhéngigen Werte

1 3 1 1
—-(7‘——2—)87t, —(r—1)em, — (r———2—)sn, ey — ien, 0, —2—87'6,
an, also
1

Xp(@psq) = —(r —pu — 1) em, oay(x,) = — (1‘ —p— E) &TT (24)

(u=0,1,..).
Nach (16) haben wir

Co = —TEM. (25)

Fiir den rechtsseitigen Randwert d, von «, bestehen, nach (17), (18), (19), (20),
je nach Typus und Art der Differentialgleichung (q), die folgenden Beziehun-
gen:

I. Endlicher Typus (m), m = 2:

a) Allgemeine Differentialgleichung (q):

m—r—Nensd,s (m—r)en. (26)
Ist insbesondere v ein rechtsseitiges Grundintegral und folglich (pu, v) eine

Hauptbasis der Differentialgleichung (q), so ist #, = b_,1p4q (0 =0, ..., m — 2)
und ferner

1
dg=<m——r———)an. (27)
2
b) Spezielle Differentialgleichung (q):
dy= (m —r)en. (28)

IT. Unendlicher Typus. Rechtsseitig oszillatorische Differentialgleichung (q):
d, = eoo. (29)

Das Phasenbiischel P(a,) zerfillt also in zwei Unterbiischel, von denen eines,
P,(a,), aus wachsenden und das andere, P_,(a,) aus abnehmenden Phasen be-
steht. Die Phasen aus P,(a,) bzw. P_,(a,) haben an den Stellena,,,, x, (u=0,1,...)
dieselben Werte —(r—pu—1)m, —(r—pu—3xn bzw. (r—pu— 1),
(r —u — 1) 7 und denselben linksseitigen Randwert —rz bzw. rz. Ihre rechts-
seitigen Randwerte hidngen im allgemeinen von den einzelnen Phasen ab, aber
in den folgenden Fiéllen nicht:

Die Differentialgleichung (q) ist von
I. endlichem Typus (m), m = 2:

a) allgemein, und v ist ein rechtsseitiges.Grundintcgral von (q);
b) speziell ;
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II. Unendlicher Typus. Rechtsseitig oszillatorisch.

In diesen Fillen haben die Phasen aus P,(a,) bzw. P_,(a,) auch denselben
rechtsseitigen Randwert, und zwar: Ia): (m — r — §) @ bzw. —(m — r — ) x;
Ib): (m — r)m bzw. —(m — r) 7w; I1: oo bzw. —oo.

Anschaulich kann diese Situation wie folgt beschrieben werden:

Alle durch die Phasen «, des Unterbiischels P, (a,) (¢ = 41) bestimmten
Kurven [f, o,(t)], £ € §, gehen durch die Punkte

1
(x,,, ——(r —u ——é—>en), (@psy, —(r —p —Den) (u=0,1,..) (30)

hindurch und streben links nach dem Punkt (@, —rex). In den Fillen Ia), Ib), IT

streben sie auch rechts nach demselben Punkt, und zwar nach (b, (m — r — }) en),
g? m — 1) ex) bzw. (b, gco). Im iibrigen liegen alle diese Kurven in dem durch
ereinigung der rechteckigen offenen Gebiete

j,,x(——(r—,u)sn,-(r—-—,u——~;—>en>, l

Tu X (—(r—[u—%)sn, ——(r—,u——l)en) (r=0,1,..) l

gebildeten Bereich B,.

Dieses Bild wollen wir noch durch die folgende Tatsache vervollstindigen:

Durch jeden Punkt des Bereiches B, geht genau eine Kurve [f, o,(f)] hindurch.
Mit anderen Worten, die betrachteten Kurven [f, «,(t)] bedecken den Bereich B,
voll und schlicht.

In der Tat, es sei Py(t,, X,) ein Punkt z.B. in dem rechteckigen Gebiet
Ju X (—(r—p) em, —(r—p— 3 en), also € (a,, x,), Xo€ (—(r— p)em,
—(r = pu—}) em).

Geht die durch eine Phase o, € P,(a,) bestimmte Kurve [¢, a,(t)] durch den
Punkt P,, so haben wir a,(f,) = X, und ferner p = tan X;: tan a,(t,) (= g,). Es
kommt also héchstens die Phase «, (f) in Betracht. Ferner gilt nach (23) tan o, (¢,)
= tan X, und ferner, da beide Zahlen o, (t,), X, in dem Intervall (—(r — 1) ex,
—(r — p — }) en) liegen, oy, (to) = X,. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Ferner sehen wir: Fiir je zwei Phasen «,, a;€ P,(a,) besteht im Intervall j
die Beziehung

(31)

7
e — ol < 5 (32)
Abb. 2 zeigt die Situation im Fall Ia).

12. Wir wollen noch die Abbildung L: ¢ — «, genauer untersuchen.
Es sei I; bzw. I_; das Intervall aller positiven bzw. negativen Zahlen.

1. Die Abbildung L bildet das Intervall I, auf das Unterbiischel P.a,) ab
(e = 41).

2. Die Abbildung L ist schlicht.

In der Tat, aus o, € I, o = @, folgt offenbar a, = «;. Gilt umgekehrt o, = o,
fiir zwei Phasen o,, o; € P,(a,) und zugleich ¢ = g, so ergibt die Formel (23)
o, = oz + km, 0 4= k ganz. Dies ist unmdglich, da beide Phasen o,, a; an der
Stelle @, verschwinden.
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3. Fiir 0, 0€ I, 0 < 0 gilt in jedem Intervall j, bzw. j, (u =0, 1, ...)
o, < oz bzw. o, > og.

In der Tat, in jedem Intervall j, bzw. jj, ist offenbar tan o; > 0 bzw. tanay < 0.
Daraus folgt im Hinblick auf (23) unsere Behauptung.

sssolm-r-3)x

(m-r-7)x
'DI/ar v
7[.—
Il
é 9’@ b—m+7 ay am-7j)b
7
-2.71-' — T
—yr
pylo)
, e Pfa,)
~(r-3)x 8,
- \~fm-r-1)x

~fm-r-Z)a
Abb. 2

Das Unterbiischel P,(a,) 1dBt die folgende Ordnung (<) zu: Fir o, & € Pa,)
ist & < & genau dann, wenn in jedem Intervall j, bzw. j. die Beziehung o < &
bzw. ¢ > & besteht.

Die Abbildung L ist in bezug auf diese Ordnung ordnungstreu.

4. Wir definieren in der Menge P,(a,) eine Metrik, und zwar im Sinne der
Formel

d(ety, otz) = Silép |or(t) — atg(t)] -
J

Im Intervall I, nehmen wir die euklidische Metrik an.

Wir zeigen :
Die Abbildung L ist homeomorph.

Beweis. a) Es seien p, ¢ € I, beliebige Zahlen. Offenbar haben wir an jeder
von den Zahlen a,.,, z, (u = 0, 1, ...) verschiedenen Stelle t € 5

N tan o, — tan oz 0o— 0
tan (o — o) = 1+ tano, tana; 0 + o3 %
und ferner, im Hinblick auf (32), “ v
l‘xg - 056[ = tan {OCQ — OC@I = > [Q — Ql ” v., [Q — Qt_
2T e




74 I. Grundlagen der Theorie

Aus diesen Beziehungen folgt
le — 2|
Vea
Wir sehen, dafi die Abbildung L an jeder Stelle g € I, stetig ist.

b) Es seien «,, a; € P.(a,) beliebige Phasen. Offenbar gibt es eine Zahl ¢, < j so,
daB tan o (fy) = 6 (= 4-1) ist. An der Stelle £, haben wir (nach (23))

1
dlarg, o) < 5 (33)

d(o — @) = tan o, — tan oz = (1 + @) tan (o, — o)
und ferner
le — gl

P = e e — gl = tan e ).

Aus diesen Beziehungen folgt

< tand(a,, o). (34)

Wir sehen, dafl die Abbildung L-! an jeder Stelle a; € P(a,) stetig ist.
Damit ist der Beweis beendet.

13. Beziehungen zwischen Nullstellen und Randwerten der Normalphasen. Im
Laufe der obigen Untersuchungen iiber ausgezeichnete Normalphasen sind wir
gewissen Beziehungen zwischen den Nullstellen und Randwerten dieser Phasen
begegnet. So zeigt z. B. Abb. 2, daB in dem betreffenden Fall jede wach-
sende bzw. abnehmende Normalphase mit der Nullstelle a, die Randwerte —rz,
(m —r — )@ bzw. rm, —(m — r — }) @ aufweist. Wir wollen nun in voller All-
gemeinheit Beziehungen zwischen Nullstellen und Randwerten der Normal-
phasen untersuchen. ’

Wir betrachten eine Differentialgleichung (q) von endlichem Typus (m), m = 1,
oder eine links- oder rechtsseitig oszillatorische Differentialgleichung. Die links-

bzw. rechtsseitigen 1-Grundfolgen von (q), sofern sie existieren, wollen wir wie-
der mit

@a<)ry=0a,<ay <<+ bzw. (b>)s;=0b4>b_,> -
bezeichnen.

Es sei o eine Normalphase von (q), ¢, € 7 ihre Nullstelle und ¢ bzw. d ihr links-
bzw. rechtsseitiger Randwert.

Zwecks Vereinfachung unserer Schreibweise wollen wir ¢ = sgn o setzen und
unter dem Symbol < (=) das Symbol < (>) oder > (<) verstehen, je nachdem,
obe=1odere= —1ist.

a) Nehmen wir zunichst an, die Differentialgleichung (q) sei von endlichem
Typus oder rechtsseitig oszillatorisch. In diesen Féllen ist der Randwert ¢ endlich.

Ist die Differentialgleichung (q) vom Typus (1), also ohne konjugierte Zahlen
1. Art, so bestehen oftenbar die Beziehungen

—nescs 0.

Wir nehmen nun an, die Differentialgleichung (q) lasse 1-konjugierte Zahlen
zu.
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Es sei r = 0 die vermége von #, € (@,, @,+,] bestimmte ganze Zahl; ¢, = a.

Wir betrachten die im System [«] enthaltene linksseitige Nullphase o,:
og(t) = alt) — c.

Offenbar gelten die Beziehungen

xo(@,) S aglte) = 0to(@rs1) s

wobei das Gleichheitszeichen genau in dem Fall {; = a,,, anzuwenden ist. Daraus.

folgen wegen der Monotonie von o, und im Hinblick auf (10) die gleichzeitig be-
stehenden Formeln

a, <ty = arq; —(r+ 1)7me Ec < —rme.

b) Zweitens nehmen wir an, die Differentialgleichung (q) sei von endlichem
Typus oder linksseitig oszillatorisch. In diesem Fall ist der Randwert d endlich.
Ahnlich wie oben findet man:

Ist die Differentialgleichung (q) vom Typus (1), so gilt
0<sd <= ne.

LaBt die Differentialgleichung (q) 1-konjugierte Zahlen zu, so bestehen gleich--
zeitig die Formeln

by Sto<b.y; smesdS(s+1)me (s=0;b,=0),

wobei beide Gleichheitszeichen gleichzeitig anzuwenden sind.
Diese Resultate fassen wir zusammen in dem

Satz. Zwischen der Nullstelle ty<j und den Randwerten c,d einer Normal-

phase oo der Differentialgleichung (q) bestehen je nach Typus und Art der Diffe-
rentialgleichung (q):

1. endlicher Typus (m), m = 1; a) allgemein, b) speziell;
I1. unendlicher Typus; a) rechtsseitig oszillatorisch, b) linksseitig oszillatorisch,
¢) oszillatorisch,

folgende Beziehungen :

1. Die Randwerte ¢, d sind endlich.

a) Es gilt (m — 1) e < d — ¢ S mae und ferner
mFallm=1:4,€j, —ace s cs0sd=<me;
im Fall m = 2:

a, < t() é b—m+r+]; _(T + 1) e § 4 § —TE;

m—r—NaeSds (m—r)me

oder

. < .
bopprrer <lg = @y —(r 4 1) meScs —rme;

m—r—22aesd<s (m—r—1)me.
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b) Es gilt d — ¢ = mme und ferner
4 <ty S @3 —(+D)aeScs —rme;  d=c+ mue.

I1. Wenigstens einer von den Randwerten c, d ist unendlich.

a) @, <lg= @y —(r+ 1)ns§c§ —rme;  d = goo.
b) b,y Sty<b,; mesdS(r+1)me; o= —eoo.
c) £EJ; ©¢= —goo, d=¢oc0.

14. Randcharakteristiken der’ Normalphasen. Es sei « eine Normalphase der
Differentialgleichung (q), ¢, € j ihre Nullstelle und ¢ bzw. d ihr links- bzw. rechts-
seitiger Randwert.

Die dreigliedrige Zahlenfolge (fy; ¢, d) nennen wir die Randcharakteristik der .
Normalphase «. Bezeichnung: y(e), kiirzer: y. Die ¢, d sind die wesentlichen
Glieder von y(a). Wir sprechen gelegentlich auch dann von Zahlen ¢, d, wenn es
sich um die Symbole 4 oo handelt.

Nach den obigen Resultaten bestehen zwischen den Gliedern von y(«), je nach
dem Typus der Differentialgleichung (q), gewisse Beziehungen. Insbesondere
haben wir fiir alle Typen von Differentialgleichungen (q): «(f,) =0, sgn o
= —sgnc¢ = sgnd.

Wir wollen nun untersuchen, inwieweit durch diese Beziehungen die Normal-
phase o bestimmt ist.

Unter einem charakteristischen Tripel der Differentialgleichung (q) verstehen

wir eine dreigliedrige Zahlenfolge (f,; ¢, d), deren Glieder die obigen, dem Typus
und der Art der Differentialgleichung (q) entsprechenden Beziehungen (I.a)-II.c))
erfilllen. Dabei ist natiirlich ,€ 5, und als ¢, d sind auch die Symbole 4-co zu-
gelassen; ¢ = sgn (d — ¢&).

Offenbar stellt die Randcharakteristik y(e) ein charakteristisches Tripel von (q)
dar. Unsere Frage, die wir nun entscheiden wollen, ist die folgende: Gibt es zu
jedem charakteristischen Tripel y der Differentialgleichung (q) Normalphasen mit
der Randcharakteristik y? Wenn ja, so sollen alle solche Normalphasen bestimmt
werden.

15. Es sei y = (t; ¢, d) ein charakteristisches Tripel der Differentialgleichung
(@)

Wir nehmen an, dal es eine Normalphase « von (q) mit der Randcharakteristik
4 tatsdchlich gibt. Es sei (u,, v,) die durch die Anfangswerte

uglte) = 0, wug(te) = —sgne;  vltg) =1,  wlty) =0
bestimmte Basis der Differentialgleichung (q) und &, die an der Stelle ¢, verschwin-
dende Phase von (uy, v): &(t) = 0. Offenbar ist &, eine Normalphase von (q),
und es gilt sgn @ = —sgn ¢. Wir bezeichnen mit y(%,) = (to; &y, do) die Rand.-
charakteristik von &,. Es gilt —sgn é, = sgn &, = —sgn ¢ und folglich sgn ¢,

= sgn ¢, sgn d, = sgn d.
Nun sind aber die Funktionen «, &, Phasen derselben Differentialgleichung (q).
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Daraus folgt: Ist eine der Zahlen ¢, ¢, bzw. d, d, endlich, so gilt dies auch von
der anderen.

Ferner besteht im Intervall j, mit Ausnahme der singuliren Stellen von

tan «(t), tan @y(t), die mit geeigneten Konstanten ¢,4, ¢, €51, 55 gebildete Formel
(§5, Nr. 17.4)

11 tan &y(f) 4615
Cg1 tan &o(f) + caa

tan a(t) =

Nun ist ¢,, = 0, da beide Phasen «, &, an der Stelle ¢, verschwinden. Ferner
ist offenbar ¢y, == 0, und man darf (da im Zéhler und Nenner durch c,, dividiert
werden darf) ¢,, = 1 annehmen. Folglich haben wir

¢ tan &@,(t)
Coq tan @) + 1 °

tan a(t) =

Diese Formel kann durch die folgende, fiir alle ¢ € j giiltige Beziehung ersetzt
werden:

sin &(t) - [c11 €OS ct(t) — €oq SIN ax(t)] = cOs To(t) sin a(?).

Sind die Zahlen ¢, ¢, bzw. d, d, endlich, so ergibt diese Beziehung

Sin ¢y - [¢;1 COS € — Cyy Sin ¢] = cos &, - sin ¢, } (35)

sin 30 -[¢y, co0s d — ¢y 8ind] = cos d;, -sind.

Wir sehen, daf3 die Konstanten ¢, ¢5;, je nach Typus und Art der Differen-

tialgleichung (q), eine oder zwei lineare Gleichungen (35) erfiillen und durch
die Randwerte ¢, ¢,; d, dy in einem gewissen Maf3e bestimmt sind.

Wir wollen nun diesen Sachverhalt in den einzelnen Fillen genauer unter-
suchen.

Wir iibernehmen die Bezeichnungen von Nr.13. Insbesondere setzen wir
¢ = sgn &, = sgn o' und bezeichnen die 1-Grundfolgen, sofern sie existieren, mit
@<)rn=0,<ay<--,(b>)s,=0b_1>b_y>-.

I. Endlicher Typus (m), m = 1:

¢, d endlich, (m — 1)me s d — ¢ = mme.

a) Allgemeiner Fall:
(m—Nmesd—c=s mne. (36)

l.m=1: sinc-sind 0, £,€j, siné,sind, 4 0.

2.m = 2:

o) sinc-sind =0, b_,ireq F by = @req, Sin ¢y sin czo =+ 0,

B) sinc=£0, sind=0; t,=">0_1,41 < @sy; SING, = 0, sin dy =0,

y) sinc =0, sind == 0; b_pipq <ty=a4q; sincy =0, sin d—o = 0.
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In den Fillen 1 und 2«) kénnen die Gleichungen (35) folgendermafien ge-
schrieben werden:
€41 cOb ¢ — ¢y = cot T, l

- 37
cncotd——czl:cotdo.] 57)

Wegen (36) haben wir cot ¢ — cot d 5= 0.

Man sieht: Die Konstanten c,,, ¢y, sind eindeutig bestimmt.

In dem Fall 2p) (2y)) kann die erste (zweite) Gleichung (35) durch die erste
(zweite) Gleichung (37) ersetzt werden, wihrend die zweite (erste) Gleichung (35)
identisch erfiillt ist.

Man sieht: Von den Konstanten ¢,,, ¢, ist eine unbestimmt.
b) Spezieller Fall:

d — ¢ = mne = dy — C.
l.m=1: sinc-sind &0, £,€7,sin¢,-sind, = 0.
2.m=2:
a) sinc-sind & 0; a, <ty < @y, SING,-sind, = 0.
p) sinc=sind =0; t,=a,., sinéozsiniio_——().

In den Féllen 1 und 2«) sind die Gleichungen (35) voneinander linear abhéngig
und koénnen durch eine der Gleichungen (37) ersetzt werden.

Man sieht: Von den Konstanten ¢,,, ¢, ist eine unbestimmt.

Im Fall 2f) sind die Gleichungen (35) identisch erfiillt:

Die Konstanten ¢,,, ¢, sind beliebig.

II. Unendlicher Typus:
Wenigstens einer der Randwerte ¢, d ist unendlich.

a) Rechtsseitig oszillatorische Differentialgleichung:

—(r + 1)?‘68§c < —rme;  d = goo.
L sinc =0, a <ly< @y singg+ 0.
2. sinc=0, ty=a,.,; sinc, = 0.

Wie man sieht, ist im Fall 1 eine von den Konstanten ¢, ¢,; unbestimmt,
im Fall 2 sind beide beliebig.

b) Linksseitig oszillatorische Differentialgleichung:
smesdS (s + l)me; ¢ = —eoo.

1. sind =0, by, <ty <b_,; sindy= 0.
2. sind =0, t,=0b_,,; sind, = 0.

Wie man sieht, ist im Fall 1 eine von den Konstanten c¢;,, ¢;; unbestimmt,
im Fall 2 sind beide beliebig.
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¢) Oszillatorische Differentialgleichung:
th€j; ¢= —ec©0, d=¢eo0.
In diesem Fall sind die Konstanten ¢,,, ¢y, beliebig.

Wir fassen zusammen :

Satz. Zu jedem charakteristischen Tripel y = (4,; ¢, d) der Differentialgleichung
(q) gibt es Normalphasen von (q) mit der Randcharakteristik y. Je nach Typus
und Art der Differentialgleichung (q) und je nachdem, ob die Zahl t, ausgezeichnet
ist oder wmicht, gibt es genau eine Normalphase oder genaw ein ein- oder zweipara-
metriges System von Normalphasen der Differentialgleichung (q) mit der Rand-
charakteristik .

Es gibt genau eine Normalphase der Differentialgleichung (q) mit der Rand-
charakteristik y, wenn (q) eine allgemeine Differentialgleichung entweder vom Typus
(1) ist oder vom Typus (m), m = 2, wobei t, nicht ausgezeichnet ist.

Es gibt genau oo Normalphasen der Differentialgleichung (q) mit der Rand-
charakteristik y, wenn (q) eine allgemeine Differentialgleichung vom Typus (m),
m = 2, und t, ausgezeichnet ist, oder wenn die Differentialgleichung (q) speziell
vom Typus (1) ist oder vom Typus (m), m = 2, wobei t, keine ausgezeichnete Zahl
darstellt; ferner dann, wenn die Differentialgleichung (q) links- oder rechisseitig
oszillatorisch ist und die Zahl t, nicht ausgezeichnet ist.

Es gibt genau oo* Normalphasen der Differentialgleichung (q) mit der Rand-
charakteristik x, wenn (q) vom Typus (m), m =2, speziell ist und t, eine ausgezeich-
nete Zahl darstellt; ferner dann, wenn die Differentialgleichung (q) links- oder rechts-
seitig oszillatorisch und die Zahl t, ausgezeichnet ist; schlieflich dann, wenn die
Differentialgleichung (q) oszillatorisch ust.

16. Bestimmung des Typus und der Art der Differentialgleichung (q) durch die
Randwerte einer Phase von (q). Wir wollen zeigen, dall durch die Randwerte
ciner Phase der Differentialgleichung (q) Typus und Art dieser letzteren eindeutig
bestimmt sind.

Es sei (q) eine Differentialgleichung, o eine Phase von (q) und ¢ bzw. d der
links- bzw. rechtsseitige Randwert von a.

Satz. Sind die Zahlen c, d endlich, so ist die Differentialgleichung (q) von end-
lichem Typus (m), m = 1, und zwar allgemein mit m = [|d — ¢|: 7] + 1 oder
speziell mit m = |d — c|: &, je nachdem, ob die Zahl |d — c| durch m nicht teilbar
oder teilbar ist. Ist c endlich und d unendlich, so ist die Differentialgleichung (q) rechts-
seitig oszillatorisch; ist ¢ unendlich wnd d endlich, so st (q) linksseitig oszillatorisch.
Sind beide Zahlen c, d unendlich, so ist die Differentialgleichung (q) oszillatorisch.

Beweis. Wir nehmen zunichst die Zahlen ¢, d als endlich an.

In diesem Fall ist nach dem Satz von Nr. 13 die Differentialgleichung (q) von
endlichem Typus (m), m = 1.

Wir wihlen eine Zahl A so, daBl ¢* = ¢ + A, d* = d 4 A verschiedene Vor-
zeichen haben. Dann sind c¢*, d* die Randwerte der Normalphase a* = o ++ 24
von (q). ¢, sei die Nullstelle von o*.

Ist die Differentialgleichung (q) allgemein, so haben wir nach dem Satz von
Nr. 13

(m — D ae s d* — c* < mae (8 = sgn (d* — c*));
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daraus folgt, daf [d — ¢| durch 7 nicht teilbar ist und m den Wert [|d — ¢|: ] + 1
hat.

Ist die Differentialgleichung speziell, so gilt nach demselben Satz
a* — c* = mame;

in diesem Fall ist |[d — ¢| durch z teilbar, und m hat den Wert |[d — ¢|: z.
Zweitens nehmen wir an, wenigstens eine von den Zahlen ¢, d sei unendlich.

In diesem Fall folgt die Richtigkeit unserer Behauptung unmittelbar aus dem
Satz von Nr. 13.

Insbesondere haben wir:
Eine Differentialgleichung (q) von endlichem Typus (m), m = 2, ist allgemein
oder speziell, je nachdem, ob fiir die Oszillation O(«) jeder ihrer Phase «

(m — 1) < O(x) < mm oder O(ax) = mz
gilt.
Nach der Definition von Nr. 2 gilt die Aussage auch fiir m = 1.

17. Eigenschaften der zweiten Phasen. Bei der Besprechung von Lokal- und
Randeigenschaften der zweiten Phasen der Differentialgleichung (q) kommen
analoge Begriffe und Methoden, die wir oben bei der Betrachtung der ersten Pha-
sen angewendet haben, in Betracht. Aus diesem Grunde wollen wir uns kiirzer
fassen und nur einige diesbeziigliche Begriffe und Resultate anfithren. Wir nehmen
von vornherein an, dal der Tréger ¢ der Differentialgleichung (q) im Intervall §
stets von Null verschieden ist und unter Umsténden weitere Eigenschaften be-
sitzt. Insbesondere wollen wir daran erinnern, daff im Fall g € C, die begleitende
Differentialgleichung (q,) von (q) existiert und die ersten Phasen dieser Diffe-
rentialgleichung (q,) die zweiten Phasen von (q) darstellen (§ 5, Nr. 11).

a) Satz von der eindeutigen Bestimmung einer zweiten Phase durch Cauchy-
sche Anfangsbedingungen.

Es seien t,€5; Zy, Z§ == 0, Zy' beliebige Zahlen. Wir setzen die Existenz wvon
q'(t,) voraus.

Es gibt genaw eine zweite Phase § der Differentialgleichung (q), die an der Stelle t,
die Cauchyschen Anfangsbedingungen erfillt:

Blt)) = Zo,  B'lte) = Zs,  B'"(te) = Zg - (38)

Diese Phase 8 ist in dem zweiten Phasensystem der Basis (u, v) der Differential-
gleichung (q) enthalten,

) 1 , 1/4 Zy'\ .

u(t) = sin Z, - uy(t) + 70 [ZO cos Zy + 5 ( (;((t:)) _ Z‘Z )sm Zo] vo(t), l )
1 . 1/q'(t zy )

v(t) = cos Zj - ug(t) + PA) [-ZO sinZ, -+ 5 ( qq((t;)) _ Z(:') )cos ZO] Vo(t) [

wobet die uy, vy die durch die Anfangswerte
Uglt) = 0, wug(te) = 15 wolte) = 1,  wg(te) =0

bestimmiten Integrale von (q) sind.



§ 7. Lokal- und Randeigenschaften der Phasen 81

b) Es sei § eine zweite Phase der Differentialgleichung (q).
Unter der obigen Annahme ¢(t) = 0, t< j, ist # eine im Intervall j (= (a, b))
wachsende oder abnehmende Funktion. Der endliche oder unendliche Grenzwert,

11_1)151 B(t) bzw. d' = hm . f(t)
heiBt der links- bzw. rechtsseitige Randwert von .

Die Umstdnde, unter denen diese Randwerte endlich sind oder nicht, sind den-
jenigen bei den ersten Phasen analog. Insbesondere gilt:

Besitzt die Differentialgleichung (q) 2-konjugierte Zahlen, so ist der Randwert
¢’ (d') von  genau dann endlich, wenn die linksseitige (rechtsseitige) 2-Grundzahl
75 (Sg) von (q) eigentlich ist.

Die Zahl |¢' — d'| wird die Oszillation der Phase f# im Intervall j genannt.
Bezeichnung: O(B]j), kiirzer: O(p).

¢) Die linksseitigen (rechtsseitigen) Randwerte der zweiten Phasen einer links-
seitigen (rechtsseitigen) Hauptbasis 2. Art der Differentialgleichung (q) sind genau
die ganzzahligen Vielfachen der Zahl 7.

Die rechtsseitigen (linksseitigen) Randwerte der zweiten Phasen einer 2-Haupt-
basis, deren erstes Glied ein linksseitiges (rechtsseitiges) 2-Grundintegral ist, sind

genau die ungeraden Vielfachen von g—

d) Analog wie bei den ersten Phasen definiert man die zweiten Normalphasen
der Differentialgleichung (q) und ihre Randcharakteristiken. Uber die Struktur
der Menge ausgezeichneter zweiter Normalphasen und iiber die Bestimmung der
zweiten Normalphasen durch ihre Randcharakteristiken gelten im Vergleich mit
den ersten Phasen analoge Resultate (Nr. 9-15).

18. Beziehungen zwischen den Randwerten einer ersten und zweiten Phase der-
selben Basis. Es sci (u, v) eine Basis der Differentialgleichung (q) und «, p eine
erste bzw. zweite Phase von (u, v). Wir wihlen diese Phasen so, da8 sie im Inter-

vall j die Beziehung 0 < Bty — alt) < 7 (40)

erfiilllen. Es geht also um zwei benachbarte Phasen des gemischten Phasensystems
von (u, v) (§ 5, Nr. 14).
Wir wissen, dal dic mit beliebigen Konstanten k,, k, gebildeten Funktionen

sin [o(t) -+ k)
?/ ) 1 ]/((x,(t)‘ l
o sin [B() + k)
y'(t) = 4k Vg®)] —SI—E[—@———L

ST

das allgemeine Integral von (q) und seine Ablcitung darstellen.

Wir wollen nun voraussetzen, daf} die Funktion ¢ im Intervall j stets negativ
ist. Dann Wachsen beide Phasen o, f oder beide nehmen ab: sgn o sgn ' = 1.

Es seien ¢, ¢ bzw. d, d’ die links- bzw. rechtsseitigen Randwerte von «, . Wir

wissen, daB le beiden Zahlen c, ¢’ und desgleichen d, d’ gleichzeitig endlich sind
oder nicht.

(41)



‘82 I. Grundlagen der Theorie

Wir betrachten den ersten Fall und nehmen folglich an, dafl die Randwerte
¢, ¢’ bzw. d, d' endlich sind.
Dann folgt aus (40)

0<c¢ —c<am bzw. 0d —d <.

Wir wollen beweisen:

Die Beziehung ¢’ = ¢ (d' = d) gilt genau dann, wenn die linksseitige (rechtsseitige)
3-Grundzahl ry (s3) von (q) uneigentlich ist. In diesem Fall hat man also die in § 3,
Nr. 8 beschriebene Situation: a = ry, 1y =1y < r; (b = 85, 8¢ = 85 > ;).

Die Beziehung ¢’ = ¢ + x (d' = d + x) gilt genaw dann, wenn die linksseitige
(rechtsseitige) 4-Grundzahl ry (s,) von (q) uneigentlich vst. In diesem Fall haben wir
a=1,,13 =1, <7y (=8, 85=58 > 8).

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Beweis der Aussagen z. B. iiber die
linksseitigen Randwerte c, ¢’

Zunéchst sei bemerkt, dal jede der Beziehungen ¢’ = ¢, ¢/ = ¢ + 7 gegeniiber
einer beliebigen Schiebung &(t) = «(t) + A, B(t) = B(t) + A der Phasen «, f in-
variant ist (4 beliebig). Man kann insbesondere A = —c¢ wihlen und folglich ohne
Verlust an Allgemeinheit ¢ = 0 voraussetzen. Ferner nehmen wir z. B. sgn o
=sgnf =1an.

a) Es sei ¢/ = ¢ = 0. Wir wiahlen eine Zahl 2 € j. Es ist zu zeigen, daB es eine
mit x linksseitig 3-konjugierte Zahl gibt.

Wegen ¢ = 0 und sgn ¢’ = 1 haben wir «(x) > 0.

Wir wahlen in den Formeln (41) die Konstanten k,, k, folgendermafien: k, = 1,
ky = —a(x). Dann haben wir ein an der Stelle x verschwindendes Integral y
von (q) und seine Ableitung y'.

Nach (40) gilt die Ungleichung

plx) — alx) > 0. (42)

Wegen ¢’ = 0 und sgn ' = 1 besteht fiir alle € j in einer rechtsseitigen Um-
gebung von a die Ungleichung f(f) < 4 «(x), und folglich ist auch

B(t) — a(x) < 0. (43)

Aus (42) und (43) schliefen wir: Die links in (43) stehende Funktion von ¢
nimmt an einer Stelle £, € (a, ) den Wert 0 an. Die Zahl ¢, ist offenbar eine Null-
stelle von ¢’ und stellt folglich eine mit « linksseitig 3-konjugierte Zahl dar.

b) Es sei @ = ry;. Dann gibt es zu jeder Zahl x€ ) eine mit ihr linksseitig
3-konjugierte Zahl. Es ist zu zeigen, dal} ¢’ = 0 gilt.

Wir nehmen an, es sei ¢’ > 0 und wihlen eine der Ungleichung a(x) << ¢’
geniigende Zahl z € j; wegen ¢ = 0 und sgn o' = 1 ist eine solche Wahl moglich.

Ferner wihlen wir in den Formeln (41) die Konstanten k, , k, wie folgt: &y = 1,
ky, = —a(z). Dann haben wir ein an der Stelle  verschwindendes Integral y
von (q) und seine Ableitung #'.

Nun gilt aber nach der Bedeutung von ¢’ und wegen sgn 8’ = 1 an jeder Stelle
1€ (a, x) 1

0 <ECI =c — Ec’ < B(t) — afx) < flx) — alz) <=,

also 0 < B(t) — a(x) < o
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Wie man sieht, hat die Ableitung %' von y links von « keine Nullstelle. Folglich
gibt es keine mit « linksseitig 3-konjugierte Zahl, und wir haben einen Wider-
spruch.

c) Es sei ¢/ = . Wir wihlen eine Zahl z € j. Es ist zu zeigen, daB es eine mit x
linksseitig 4-konjugierte Zahl gibt.

Wegen ¢’ = 7 und sgn ' = 1 haben wir f(z) > z.

Wir wihlen in den Formeln (41) die Konstanten k&, ky: &y, = 1, ky, = —f(x).
Dann haben wir ein Integral ¥ von (q), dessen Ableitung ¢’ an der Stelle x ver-
schwindet.

Nach (40) gilt die Ungleichung

o(x) — B(x) > —am. (44)

Wegen ¢ = 0 und sgn o' = 1 besteht fiir alle ¢ in einer linksseitigen Umgebung
von a die Ungleichung «(f) < { (f(x) — =), und folglich gilt auch

a(t) — Blx) < —=. (45)

Aus (44) und (45) schlieBen wir: Die links in (45) stehende Funktion von ¢
nimmt an einer Stelle £, € (@, ) den Wert —z an. Die Zahl £, ist offenbar eine Null-
stelle von y und stellt folglich eine mit « linksseitig 4-konjugierte Zahl dar.

d) Es sei @ = r,. Dann gibt es zu jeder Zahl x € j eine mit ihr linksseitig 4-kon-
jugierte Zahl. Es ist zu zeigen, daf} ¢’ = m ist.

Wir nehmen an, es sei ¢’ < 7z und wihlen eine der Ungleichung ¢’ < f(z) < =
geniigende Zahl 2 € j; wegen ¢ < 7 und sgn ' = 1 ist eine solche Wahl méglich.

Ferner wihlen wir in den Formeln (41) die Konstanten k, , k, wie folgt: k; = 1,
k, = —p(x). Dann haben wir ein Integral y von (q), dessen Ableitung 3’ an der
Stelle « verschwindet.

Nun gilt aber wegen ¢ = 0 und sgn o' = 1 an jeder Stelle ¢ € (a, x)

— < «ft) — 7 < aff) — pe) < a(x) — plx) <O,

also —z < a(t) — B(x) < 0.
Das Integral y hat demnach links von x keine Nullstelle. Folglich gibt es keine
mit  linksseitig 4-konjugierte Zahl, und wir haben einen Widerspruch.

§ 8. Elementare Phasen

In diesem Paragraphen werden wir Phasen mit gewissen speziellen Eigen-
schaften, die sogenannten elementaren Phasen betrachten. Im Laufe unserer
Uberlegungen werden wir 6fter diesen Phasen begegnen. Um die Betrachtungen
moglichst einfach zu gestalten, wollen wir den Begriff der elementaren Phase in
engerem, unseren Zwecken aber vollkommen entsprechendem Sinne einfiihren.
In diesem Zusammenhang setzen wir in diesem Paragraphen voraus, dafl die
Langen der Definitionsintervalle j = (a, ) der zu betrachtenden Differential-
gleichungen (q) stets grofler als z sind: b — @ > x. Diese Voraussetzung kommt
natiirlich nur fiir beschrinkte Intervalle j zur Geltung, da sie fiir unbeschrénkte
Intervalle § von selbst erfiillt ist: b — @ = oco. Ferner setzen wir in allen Betrach-

7 Borlvka, Lineare Differentialtransformationen
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tungen iiber die zweiten Phasen voraus, dafl der entsprechende Triger ¢ im Inter-
vall § stets negativ ist: ¢(¢) < 0, € 5.
Wir betrachten eine Differentialgleichung (q).

1. Einleitung. Eine erste oder zweite Phase y(t) von (q) nennen wir elementar,
wenn fiir je zwei im Intervall j liegende Werte ¢, t ++ & die Beziehung

Yt +7) = p(t) +en (e = sgny’) (1)
besteht. Wir sprechen auch gelegentlich von elementaren Phasen des T'rdgers q.
Beispielsweise sind die erste und zweite Phase des Tréagers q(t) = —1, a(t) = ¢

k)

und f(t) = % -+ t, elementar.

Es sei y(t) eine elementare erste oder zweite Phase von (q).
Wie man sieht, ist die Phase y in der Form

y(t) = et + G(t) (e =sgny’)

darstellbar, wobei G(t), t< j, eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften
bedeutet :

1. G ist mit & periodisch,
2. G€ C; oder G € O, je nachdem, ob y eine erste oder zweite Phase ist,
3. sgnfe 4 G'(t)] = ¢ fiir alle £ € 4.

Ferner erhalten wir aus (1) und wegen der Monotonie von y:

Die Werte y(¢), y(t + x) sind entweder beide ganzzahlige Vielfache von & oder
beide sind es nicht. Im ersten Fall gibt es zwischen den Zahlen ¢, t 4+ 7 keine, im
zweiten aber genau eine Stelle, an der die Funktion y den Wert eines ganzzahligen
Vielfachen von 7z annimmt.

Weitere Eigenschaften sind:

Jede Phase des vollstindigen Phasensystems [y], also jede Phase von der Form
y(t) -+ 2, A beliebig, ist ebenfalls elementar.

Die Ableitung ' ist eine mit 7 periodische Funktion.

2. Nun kommen wir zu dem folgenden

Satz. Alle ersten bzw. zweiten Phasen der Differentialgleichung (q) sind elemen-
tar, wenn nur eine erste bzw. zweite Phase von (q) diese Eigenschaft besitzt.

Beweis. Wir nehmen an, dal z. B. eine erste Phase «, der Differentialglei-
chung (q) elementar ist. Es sei o eine beliebige erste Phase von (q). Dann bestcht
fir alle €7 mit Ausnahme von singuldren Stellen der Funktionen tan «ft),
tan «(t) eine Formel wie in § 5, (39), wobei o bzw. o, statt & bzw. « zu lesen ist und
die ¢;; geeignete Konstanten bedeuten. Nimmt man in dieser Formel beiderscits
den Wert an zwei Stellen ¢, ¢ + 7 € 4, so ergibt sich tan a(t 4+ z) = tan «(f) und
folglich a(t + 7) = a(t) + na, 0 = n ganz. Wir haben zu zeigen, daB |n| = 1 ist.

Zu diesem Zwecke wihlen wir zwei beliebige Werte x, x + 7 € § und betrachten
die folgenden (ersten) Phasen von (q):

a(t) = aolt) — (@),  alt) = a(t) — o).
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Zunichst sehen wir, dafl die Phasen &,, @ die gemeinsame Nullstelle = besitzen.
Daraus folgt, dal die Integrale

y(t) = sin Go(t): V]ay)|, g(t) = sin a(t): V]a'@)|

der Differentialgleichung (q) an der Stelle # verschwinden und folglich alle Null-
stellen gemeinsam haben.
Ferner ist offenbar die Phase &, elementar; wir haben also

Fo(x) =0, Gyl + 7)) =m-sgnay; y(t) +0 fir (€ (x,z + 7).
Fiir die Phase @ gelten die Beziehungen
ax) =0, ax-+n)=|njw-sgna.

Ist |n| = 1, so nimmt die Funktion & an einer Stelle ¢, € (z, z + ) den Wert
n-sgn @ an. In diesem Fall ist ¢, eine Nullstelle von 7 und folglich auch eine
solche von y. Dies ist jedoch nicht moglich, da nach dem Obigen das Integral y
im Intervall (x, x 4 &) stets von Null verschieden ist. Wir haben also |n| =1,
und der Beweis ist beendet.

Nach diesem Satz sind bei einer Differentialgleichung (q) entweder alle ersten
(zweiten) Phasen elementar oder keine von ihnen. Eine Differentialgleichung (q),
deren erste (zweite) Phasen elementar sind, wollen wir Differentialgleichung mit
elementaren ersten (zweiten) Phasen nennen, und dieselbe Benennung iibertragen
wir auf den entsprechenden Triger. Gelegentlich sprechen wir auch von elemen-
taren Differentialgleichungen und Trégern beziiglich der ersten (zweiten) Phasen.

Es sei nun (q) eine Differentialgleichung mit elementaren ersten (:weiten)
Phasen.

Welche Eigenschaften haben die zweiten (ersten) Phasen von (q)?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir eine erste und zweite Phase «
und B derselben Basis von (q). Zwischen den Phasen o, 8 besteht also eine Be-
ziehung wie in § 5, (34), und aus ihr folgt fiir je zwei Werte ¢,¢ + € j

Bt + ) — B(t) — e = ot + ) — aft) — en
+ Arccot %(1 so(t —{—.n))’] — Arccot {% (1: oc’(t))’] (2)

(e =sgna =sgnf’).

Ist die Phase « elementar, so ist &' und folglich auch Arccot [} (1:a')'] eine
mit 7 periodische Funktion, und die Formel (2) ergibt, daB auch die Phase f
elementar ist. )

Ist umgekehrt dic Phase 8 elementar, so ist die linke Seite von (2) identisch
Null, und man sicht, daBl die Phase « dann und nur dann elementar ist, wenn die
Funktion (1: ')’ mit & periodisch ist.

Wir fassen zusammen:

Bei einer Differentialgleichung (q) mit elementaren ersten Phasen sind auch die
2weiten Phasen elementar.

¥
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Bezi einer Differentialgleichung (q) mit elementaren zweiten Phasen sind die ersten
Phasen o dann und nur dann elementar, wenn die aus thnen gebildeten Funktionen
(1: o) mat z periodisch sind. '

3. Eigenschaften von Integralen und ihren Ableitungen bei Ditferentialglei-
chungen (q) mit elementaren Phasen. Die Integrale bzw. ihre Ableitungen der
Differentialgleichungen (q) mit elementaren ersten bzw. zweiten Phasen zeichnen
sich durch besondere Eigenschaften aus, die wir nun untersuchen wollen. In
unseren Uberlegungen werden wir uns hauptséchlich mit Differentialgleichungen
(q) mit elementaren ersten Phasen befassen. Fiir die Differentialgleichungen (q)
mit elementaren zweiten Phasen werden wir uns mit Anfiihrung der Resultate
begniigen.

Wir zeigen:

Ist die Differentialgleichung (q) beztiglich ihrer ersten Phasen elementar, so sind
die Werte eines jeden Integrals y von (q) an zwet beliebigen Stellen t,t + 7€ § ent-

egengesetzt, also
gegeng Yt +7) = —y(@). (3)

In der Tat, nehmen wir an, die ersten Phasen von (q) seien elementar. Wir be-
trachten ein Integral y und eine erste Phase « von (q). Dann gilt bei geeigneter
Wahl der Konstanten k,, k, eine Formel wie die erste Formel in § 5, (27). Da die
Phase « elementar ist, stellt o' eine mit 7z periodische Funktion dar. Folglich
gilt an zwei beliebigen Stellen ¢, ¢t + s € j die Beziehung (3).

Ferner gilt der

Satz. Die Differentialgleichung (q) ist beziiglich threr ersten Phasen elementar
dann wnd nur dann, wenn je zwet Zahlen t,t -+ 7€ j 1-konjugierte benachbarte
Zahlen darstellen.

Beweis. a) Die Differentialgleichung (q) sei in bezug auf ihre ersten Phasen
elementar.

Es seien t, t 4+ € § beliebige Zahlen. Wir wéhlen eine erste Phase « und ein
in ¢ verschwindendes Integral ¥ von (q). Dann haben wir eine Formel wie in § 5,
(27), wobei «(t) + k, = nm, n ganz, ist. Da die Phase « elementar ist, haben
wir ot +7t) + ks = (n + &), e =sgna’, und es gibt zwischen den Zahlen
t,t + 7 keine Stelle, an der die Funktion o + k, den Wert eines ganzzahligen
Vielfachen von z annimmt. Folglich ist £ 4 & eine, und zwar die erste nach ¢
folgende Nullstelle von y.

b) Zwei beliebige Zahlen ¢, ¢t 4 m € seien miteinander 1-konjugiert und be-
nachbart.

Wir betrachten eine erste Phase o von (q). Es seien ¢, ¢ 4 7 € j beliebige Zahlen,
und sei y ein in ¢ verschwindendes Integral von (q). Dann haben wir eine Formel
wie in §5, (27), wobei «(t) + k, = nam, » ganz, ist. Nach unserer Annahme ist
t + m eine, und zwar die erste nach ¢ folgende Nullstelle von y; daraus folgt
oaft +7) + ky=(n+€)m, ¢ =sgna’. Wir haben also a(t + 7) = a(t) + e,
w.z. b. w.

Der soeben bewiesene Satz kann offenbar auch so formuliert werden:

Die Differentialgleichung (q) ist in bezug auf ihre ersten Phasen elementar
dann und nur dann, wenn die Nullstellen aller ihrer Integrale n-dquidistant ver-
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teilt sind, d. h., wenn zwei benachbarte Nullstellen stets denselben Abstand 7
haben.

Wir wollen noch die folgende Eigenschaft einer Differentialgleichung (q) mit
elementaren ersten Phasen im Fall b — a > 27 erwdhnen:

Die Integrale einer solchen Differentialgleichung (q) sind periodische Funktionen
mit der Grundperiode 27.

In der Tat, zunéchst sieht man aus (3), daf die Integrale von (q) mit 2x peri-
odisch sind. Fiir die Grundperiode p > 0 eines Integrals y von (q) haben wir
0 < p =2z Ist p < 2m, so gilt fiir geeignete Werte ¢, £ + p €4 die Ungleichung
y(@) y(t + p) < 0, und dies widerspricht der Definition von p.

Analoge Eigenschaften haben die Differentialgleichungen (q) mit (stets nega-
tiven Trdgern und) elementaren zweiten Phasen:

Ist die Differentialgleichung (q) in bezug auf thre zweiten Phasen elementar, so
besteht fiir die Werte der Ableitung y' jedes Integrals y von (q) an zwes beliebigen
Stellen t,t + 7 die Beziehung

ye+a) _ ¥

Vig(t + )| Vlg®

Die Differentialgleichung (q) tst in bezug auf ihre zweiten Phasen elementar dann
und nur dann, wenn je zwei Zahlen t,t + m € 2-konjugierte benachbarte Zahlen
darstellen.

Die Differentialgleichung (q) ist in bezug auf ihre zweiten Phasen elementar
dann und nur dann, wenn die Nullstellen der Ableitungen aller ihrer Integrale
n-dquidistant verteilt sind.

Bei einer Differentialgleichung (q) mit elementaren zweiten Phasen sind im
Fall b — a > 27 die mit Hilfe von beliebigen Integralen y der Differential-
gleichung (q) gebildeten Funktionen y'(t): ]/]q(t)] periodisch mit der Grundperiode
2m.

Wir wissen, daBl bei einer Differentialgleichung (q) mit elementaren ersten
Phasen auch die zweiten Phasen elementar sind (Nr.2). Daraus und aus den
obigen Ergebnissen schlieen wir:

Bei einer Differentialgleichung (q) mit (einem stets negativen T'riiger q und) ele-

mentaren ersten Phasen sind die Nullstellen sowie die Abszissen der Extremwerte der
Integrale von (q) m-dquidistant verteilt.

4)

4. Bestimmung aller Triger mit elementaren ersten Phasen. Unsere Erkennt-
nisse iiber elementare Phasen ermdglichen es, alle Triger mit elementaren ersten
Phasen explizit zu bestimmen. Wir wollen der Kiirze halber in Nr. 4-7 von Phasen
und elementaren Trigern anstatt von ersten Phasen und Tragern mit elementaren
ersten Phasen sprechen.

Nach Nr. 1 ist jede elementare Phase « einer Differentialgleichung (q) in der
Form alt) = et + A(t) (¢ = sgn o) (5)
mit Hilfe einer Funktion A(t), ¢ € j, mit den folgenden Eigenschaften darstellbar:

1. 4 ist mit & periodisch,

2. A€ ¢y,

3.sgnle + A'(t)] = ¢ fur allet€y.



88 1. Grundlagen der Theorie

Aus § 5, Nr. 5, wissen wir, dal durch die Phase « der Triger ¢ eindeutig be-
stimmt ist, und zwar im Sinne der Formel § 5, (16), also

1 AT 3 AT
TR AWM T T AW

Wihlt man umgekehrt ¢ = 41 oder ¢ = —1 und eine beliebige Funktion
A(t), t€ g, mit den obigen Eigenschaften 1-3, so stellt die nach (5) definierte
Funktion « eine Phasenfunktion dar (§5, Nr.7) mit der Eigenschaft «(f -+ 7)
= o(t) 4 en. Folglich ist diese Funktion eine elementare Phase des vermoge der
Formel (6) bestimmten Trégers q.

Somit haben wir alle elemeritaren Triger im Intervall j bestimmt:

q(f) =

7 — (e +4'0). (6)

Alle elementaren Trdger q vm Intervall § sind durch die Formel (6) bestimmt;
¢ bedeutet 1 oder —1, und A stellt eine beliebige Funktion im Intervall j mit den
obigen Eigenschaften 1-3 dar.

5. Im Hinblick auf unsere spiteren Uberlegungen wollen wir nun Differential-
gleichungen (q) mit elementaren Phasen im Intervall j = (—oo, co) betrachten.
Aus (5) sehen wir, dafl jede Phase einer solchen Differentialgleichung (q) von
unten und von oben unbeschrinkt ist. Daraus folgt (§5, Nr. 4), dafi die Diffe-
rentialgleichungen (q) mit elementaren Phasen im Intervall j = (—o0, c0) oszil-
latorisch sind. Die entsprechenden Tréiger ¢ sind natiirlich durch die Formel (6)
bestimmt.

Ein fir unsere Zwecke niitzliches Beispiel eines Systems von elementaren
Tragern ¢ im Intervall j = (—o0, o0) ist durch die folgende Formel gegeben
(F. NEuMAN [53]):

sin 4(t — ¢) + % sin? (t — c)
altle) = —— ; — 1 (1)
(1 — Esin 2(t —c) - sin? (t — c))

¢ bedeutet eine beliebige Konstante.

Dieses System ergibt sich aus der Formel (6) bei der folgenden Wahl der Funk-
tion A(t):

arctan(-é—cos2(t—c)——cot (t—c))-t—}—vn fiir £€ (c+wm,c+ v+ 1)7),

At) =

l——% —c¢ fur t=9wm; (v=0,+1, +2,..).

x
2

Spiter (§ 15, Nr. 8) werden wir zu diesem Trigersystem auf einem anderen Wege
gelangen. 7

Man stellt leicht fest, dal je zwei durch verschiedene Werte ¢,, ¢, € [0, ——)

arctan bezeichnet den im Intervall (——-723 , ) liegenden Zweig dieser Funktion.

4
bestimmte elementare Triger q(t|c,), q(t|c,) des Systems (7) voneinander ver-
schiedene Funktionen darstellen. Daraus folgt:

Das System der elementaren Triger (7) hat die Mdchtigkeit des Kontinuums, N.
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6. Wir wollen nun die Michtigkeit der Menge aller elementaren Triger im
Intervall j = (—o0, o0) bestimmen.

s sei E diese Menge. Da die Elemente von £ vermoge beliebiger mit & peri-
odischer Funktionen 4 von der Klasse C; im Sinne der Formel (6) bestimmt sind,
ist vorauszusehen, dafl die Méchtigkeit von E gleich N ist. Daf} dies tatsichlich
zutrifft, 18t sich folgendermafBlen beweisen:

Das obige durch die Formel (7) gegebene System von elementaren Trégern
stellt eine Untermenge von £ dar. Da es die Machtigkeit X besitzt, ist card £ = N.
Ferner sind die Elemente von £ stetige Funktionen im Intervall j. Daraus folgt
card £ < N. Also:

Die Mdchtigkeit der Menge aller elementaren Trdger im Intervall § = (— oo, 00)
ist gleich der Mdchtigkeit des Kontinuums, \W.

7. Verallgemeinerung des Begriffes von elementaren Phasen. Wir wollen diesen
Paragraphen mit der folgenden Bemerkung abschlieBen.

Wir betrachten eine Differentialgleichung (q) im Intervall j = (a, b).

Es seien ¢ > 0, k£ > 0 beliebige Zahlen und b — @ > c.

Eine erste oder zweite Phase 7(f) von (q) nennen wir quasielementar, wenn fiir
je zwei im Intervall j liegende Werte ¢, ¢ 4 ¢ die Beziehung

y(t +c) = y(t) + ek (e = sgn ')
besteht.

Man rechnet leicht nach, dafl die vermége einer quasielementaren Phase 7
von (q) im Intervall (@, b), @ = (c: @) @, b = (c: ) b, definierte Funktion

y(t)=%?(%t)

die Beziehung (¢t + 7) = p(t) + e (¢ = sgn ') erfiillt.
Ist y (= @) eine erste quasielementare Phase von (q), so ist die Funktion
¥ (= «) aus der Klasse Cy, und es gilt, im Hinblick auf die Formel § 1, (17),

2
{a,t>=%{a,it}.
7 7
Daraus folgt
2
qt) =) —{on ) — o 20) = = | — 18, =t} — &% (¢
( 72 7 7
1 1 c ¢z _[¢ 1 1 c
Y e P2 Y S DA 2 =~ \zrefZ
+c(n2 kz)o: (nt> n2q(ﬂt>+c(n2 kz)“ (:‘ct)
Wir sehen also:

Ist &(¢) eine erste quasielementare Phase des Triigers g(t) im Intervall (@, £), so
stellt die Funktion
a(t) = % & <% t)
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im Intervall (a,b), a = (c:7m) @, b= (c:7) b eine erste elementare Phase des

Trigers
2 _[c 1 1 c
- Y S 7Y
2() nzq(nt)+c(n2 kz)“ (nt)

dar.

§ 9. Beziehungen zwischen ersten Phasen zweier Differentialgleichungen (q), (Q)

1. Einleitung. Wir betrachten zwei Differentialgleichungen (q), (Q)in den Inter-
vallen j = (a, b), J = (4, B). ’

Unsere Uberlegungen werden im allgemeinen von Typus und Art der Diffe-
rentialgleichungen (q), (Q) abhéngen. Falls diese Differentialgleichungen links-
bzw. rechtsseitige 1-Grundfolgen zulassen, so wollen wir diese letzteren mit

(@<)a; <ap <<+ bzw. (b>)b_;>b_yg> -
und
A<)d, <4, <+ bzw. (B>)B.,>B_,> .-
bezeichnen.

2. Verkniipfte Phasen. Es seien «, A beliebige (erste) Phasen der Differential-
gleichungen (q), (Q) und ¢, d bzw. C, D ihre Randwerte.

Wir nennen die Phasen a, A verkniipft, wenn die folgenden Beziehungen gleich-
zeitig bestehen:

min (¢, d) < max (C, D); min (C, D) < max (c, d). (1)

Wir zeigen, dall die Phasen o, A dann und nur dann gemeinsame Werte an-
nehmen, wenn sie verkniipft sind. Mit anderen Worten, die Beziehung «(j) ~ A(J)
== @ und die Ungleichungen (1) bestehen gleichzeitig.

Beweis. a) Ist z. B. die erste Ungleichung (1) nicht erfiillt, so sind die Zahlen
¢, d grofler oder gleich jeder der Zahlen C, D. Daraus folgt «(t) > A(T) fiir alle
t€g, TEJ.

b) Aus (1) folgt min (C, D) < min (¢, d) < max (C, D) oder min (c,d)
< min (C, D) < max (¢, d). Im ersten Fall gilt min (C, D) < «(t) < max (C, D)
an einer Stelle t€ 4 und ferner, da die Funktion A im Intervall J alle Werte
zwischen min (C, D) und max (C, D) durchliauft, «(t) = A(T'), wobei T'E€ J eine
geeignete Zahl ist. Im zweiten Fall haben wir min (¢, d) < A(T) < max (¢, d) an
einer Stelle 7'€ J und ferner, dhnlich wie oben, A(7T') = «(f) mit einer geeigneten
Zahl t€j.

Wir wollen nun im folgenden voraussetzen, daf3 die Phasen o, A verkniipft sind.

Dann stellt

L = a(j) ~ AWJ) 2)

ein (offenes) Intervall dar. Dasselbe ist offenbar der Wertevorrat der Funktion o
in einem (offenen) Intervall k ( c j) und zugleich ein solcher von A in einem (offe-
nen) Intervall K (c J): L = a(k) = A(K).



§ 9. Beziehungen zwischen ersten Phasen zweier Differentialgleichungen (q), (Q) 91

Wir wollen die Intervalle
k=aL), K=AXL) (3)
bestimmen.

Es seien ¢, d bzw. C, D die normierten Randwerte der Phasen o bzw. A und
ferner @, b bzw. A, B die normierten Endpunkte der Intervalle j bzw. J in bezug
auf diese Phasen (§ 7, Nr. 3).

Dann haben wir

lim a(t) = ¢, nmﬂn=&l
t—a t—>b (4)
IMA@hJZHmMﬂzﬁl

T—A T—B
und ferner

c<d, C<D. (5)
Die Ungleichungen (1) kénnen wie folgt geschrieben werden:
t<D, C<d. (6)
Nun sind im Hinblick auf die Beziehungen (5), (6) genau die folgenden fiinf
Fille moglich :

1°C<é<D<d, also L= (¢, D);
2.0 < ¢<d <D, also L:(‘,J);
3. ¢<C<D<d, also L=(C,D);
4°. ¢ <C<d < D, also L:(—,J);
5°.C = é¢<D=d, also L:(c,c_l)z((j,D).

Die Intervalle k, K sind folglich (im Hinblick auf (4)) in den einzelnen Fillen
in folgender Weise bestimmt:

Rk—r @H

= (A-(¢), B) oder = (4, B), je nachdem, ob C' < ¢ oder C = ¢ ist;
20, :(@
= (A-Y(@ 1(d)) oder = (A-1(), B), je nachdem, ob d <D oder d =D

ist;

3°. k= (a~YC), a (D)) oder = (a~*(C)), b), je nachdem, ob D < doder D = d
ist;

4°. k= («7Y(C) ,B) = (@, b), je nachdem, ob & < C oder ¢ = C ist;

K:(Alﬂ
5°. k= (ab), K — (4, B).

Somit kommen wir zu dem folgenden Resultat:

Entweder fillt wenigstens einer der Endpunkte des Intervalls k mit einem
Endpunkt von § und zugleich wenigstens einer der Endpunkte des Intervall K
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mit einem Endpunkt von J zusammen (1°; 2°, d = D;3° D = d; 4°;5°; oder das
Intervall % ist mit j identisch, und die Endpunkte von K liegen im Intervall J
(2°, d < D); oder das Intervall K ist mit J identisch, und die Endpunkte von &
liegen im Intervall j (3°, D < d).

Insbesondere sehen wir:

Dann und nur dann fillt das Intervall k mit j und zugleich das Intervall K mit J

zusammen, wenn ¢ = C, d = D ist. Mit anderen Worten: Dann und nur dann
fallen die Wertevorrdte der Phasen «, A in ihren Definitionsintervallen j, J
zusammen, wenn C = ¢, D = d oder C = d, D = c ist.

Wir nennen die Differentialgleichungen (q), (Q) von demselben Charakter, wenn
entweder beide zu demselben endlichen Typus (m), m = 1 gehoren und von der-
selben Art (also beide allgemein oder speziell) sind oder jede von ihuen einseitig
oszillatorisch ist oder beide oszillatorisch sind.

Es gilt somit (§ 7, Nr. 2):

Die Wertevorrite der Phasen o, A in ihren Definitionsintervallen j, J kénnen nur
dann zusammenfallen, wenn die Differentialgleichungen (q), (Q) von demselben
Charakter sind.

In Nr.3-6 wollen wir diese Eigenschaft der Differentialgleichungen (q), (Q)

voraussetzen. Wir nehmen also an, dafl die Differentialgleichungen (q), (Q) von
demselben Charakter sind.

3. Assoziierte Zahlen. Wir nennen zwei Zahlen ¢, € j und T, € J direkt assoziiert
in bezug auf die Differentialgleichungen (q), (Q), kiirzer: direkt assoziiert, wenn
sie in bezug auf die Zahlen a@,, b_, und 4,, B_, (v=0,1, ...; ¢y = a, by = b;
A, = 4, By = B) in denselben Beziehungen stehen.

Das bedeutet:

I. Im Fall eines endlichen Typus (m) der Differentialgleichungen (q), (Q),
m=1:

a)m=1: t, € beliebig, T,€ J beliebig;
bpm=2: 1l ¢ =a.,, Ty=A4,.;
2.t =b_mirsr> To=B_iri15
3. a, < to < b—m+r+1) A,- <C To < B_m+r+1;
4ob pgr <lbo <y,  B_yr <Toy< Ay,
(r=0,1,...,m—1).

II. Im Fall eines unendlichen Typus der Differentialgleichungen (q), (Q):
a) Beide Differentialgleichungen (q), (Q) sind rechtsseitig oszillatorisch:
Lty = a1, To=A,;;
2.4, <tby<< Gy, A, <Ty<d4d,,, (rr=0,1,..);
b) beide sind linksseitig oszillatorisch:
Lty=0b_,4, To=B_,;
2.0, <ty<b, B,,<Ty<B, (r=0,1,...);
c) beide sind oszillatorisch: ¢,€ j beliebig, T, € J beliebig.
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Ferner nennen wir zwei Zahlen £, € j und T, € J indirekt assozitert in bezug auf
die Differentialgleichungen (q), (Q), kiirzer: indirekt assoziiert, wenn sie in bezug
auf die Zahlena,,b_,und 4,,B_, (v =0,1, ...;a0, = a,by = b; 4y = 4, B, = B)
in verkehrten Beziehungen stehen.

Das bedeutet folgendes:

I. Im Fall eines endlichen Typus (m) der Differentialgleichungen (q), (Q),

m = 1:

aym=1: t, €7 beliebig, T,€ J beliebig;

b)m:_>2 l.t‘):a,‘_‘_l, T(): 1)
2.8 = b_inyrs1s Ty=4,_;

3' a, < to < b«m+r+15 Am-—r—] < To < -B...r,
4. b

< to < ar+17 B—r—]_ < To < Am—r—l;

r=0,1,...,m—1).

—m+r+41

II. Im Fall eines unendlichen Typus der Differentialgleichungen (q), (Q):
a) Die Differentialgleichung (q) ist rechtsseitig und (Q) linksseitig oszil-
latorisch:
L.ty = a1, Ty=DB__,;

2.0, <t,<a,., B,,<T,<B, (r=0]1,...);
b) die leferentlalglelchung (q) ist linksseitig und (Q) rechtsseitig oszil-
latorisch:
Lity=0b_,,4, Ty=A4,1;

2- b_r._1<t0<b_ry Ar< T0<Ar+1 (T:O,l,.-.);
¢) beide Differentialgleichungen (q), (Q) sind oszillatorisch:
ty € beliebig, T'y € J beliebig.

Wenn also die Differentialgleichungen (q), (Q) vom Typus (1) oder oszillatorisch
sind, so sind je zwei Zahlen ¢,€ §, T, € J zugleich direkt und indirekt assoziiert.
Aber auch in anderen Féllen kénnen zwei Zahlen ¢,€ j, T, € J diese Eigenschaft
haben. Dies tritt genau bei speziellen Differentialgleichungen (q), (Q) ein, wenn

m (> 0) gerade ist und ¢, = a,,, =b w;To= A m = B m ; ferner bei allgemelnen

2 ‘)
Differentialgleichungen (q), (Q) wenn m ungerade ist und @ -1 <tg<b m-1,

B N
A,,, 1 < T, <B w—1 oder wenn m (> 0) gerade ist und b m <lg<&m, B ,,

2 2 )

<T <A,.1-

Ferner sehen wir: Ist {,€ j eine ausgezeichnete Zahl der Differentialgleichung
(q) (§ 3, Nr. 10), so gibt es genau eine mit ihr direkt oder indirekt assoziierte Zahl
T,€ J, die eine ausgezeichnete Zahl von (Q) ist. Zu einer Zahl £, € §, die nicht
ausgezeichnet ist, gibt es stets ool mit ihr direkt oder indirekt assoziierte Zahlen
Ty€ J, deren Menge ein offenes Teilintervall von J darstellt.
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4. Es seien t,€ §, Ty € J zwei direkt bzw. indirekt assoziierte Zahlen in bezug
auf die Differentialgleichungen (q), (Q).
Es gilt der folgende

Satz. Ist ty; ¢, d ein charakteristisches Tripel fiir die Differentialgleichung (q),
so stellt T'y; ¢, d bzw. Ty; d, ¢ ein solches fiir die Differentialgleichung (Q) dar.

Beweis. Es sei ;; ¢, d ein charakteristisches Tripel fiir die Differentialglei-
chung (q). Die Zahlen fy; ¢, d erfiillen also die in §7, Nr.13, angefiihrten,
Typus und Art der Differentialgleichung (q) entsprechenden Beziehungen
I-IT ¢).

Es sei C =¢, D=4d oder C =d, D = ¢, je nachdem, ob die Zahlen ¢,, T,
direkt oder indirekt assoziiert sind.

Der Beweis ist erbracht, wenn wir zeigen konnen: Die Werte 7,; 4,, B_,;
C, D; E (=sgn (D — 0)) erfiillen die Typus und Art der Differentialgleichung (Q)
entsprechenden Beziehungen I-II ¢) von §7, Nr. 13 (» = 0,1, ...).

a) Die Zahlen ¢y, T, seien direkt assoziiert.

Dann steht die Zahl 7'; in bezug auf 4,, B_, in denselben Beziehungen wie ¢,
in bezug auf a,, b_,. Da ferner ¢ = ¢, D = d; E = ¢ ist, folgen die erwidhnten
Beziehungen fiir die Werte 7; 4,, B_,; C, D; E aus denjenigen fiir ¢,; a,, b_,;
¢, d;e.

b) Die Zahlen t,, T, seien indirekt assoziiert.

Dann steht die Zahl T’y in bezug auf 4,, B_, in verkehrten Beziehungen wie ¢,
in bezug auf a,, b_,. Ferner haben wir C =d, D =¢; E = —e.

Wir wollen z. B. den Fall Ta), m = 2, und

a <ty <b_mirry; —(+1Naescs —rue; (7)

betrachten. m—r—laesds (m—ra
Da die Zahlen ¢,, 7T, indirekt assoziiert sind, haben wir
Apra <Ty< B_,. (8)
Aus den Beziehungen (7) folgt
—(r4+DaesDs —rane; m—r—NaesCs (m—r)ne;
in diesen Formeln ist fiir ¢ = 1 bzw. ¢ = —1, d. h. fir E= —1 bzw. E=1

das Zeichen < bzw. > zu nehmen.
Wir haben also

(r+1)aE=D=rmk; —(m—r—1)ak=Cz=—(m—r)aE,
und diese Formeln kénnen wie folgt geschrieben werden:
—(m—raEsls —m—r—1)znE; mEsD<s (r+1)ak. (9)
Schreibt man in (8) und (9) r anstatt m — r — 1, so erhélt man
A, <Ty<B_jyirs; —(r+1)nEsCs —raE;
m—r—1nEsD< (m—r)aE.

Dies sind genau die mit grofen Buchstaben geschriebenen Beziehungen (7).
Ahnlich verlduft der Beweis in allen iibrigen Fillen.
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5. Ahnliche Phasen. Wir nennen zwei Phasen &, A der Differentialgleichungen
(9), (Q) @hnlich, wenn ihre normierten Randwerte ¢, d bzw. C, D dieselben sind :
¢ = C, d = D. Dies trifft offenbar genau dann zu, wenn fiir die Randwerte ¢, d
bzw. C, D von « bzw. A die Beziehungen C =¢, D =d oder C =d, D =c¢
bestehen.

Ist C = ¢, D = d, so nennen wir genauer die Phasen «, A direkt dhnlich; in
diesem Fall ist sgn o' - sgn A = 1.

Ist C =d, D = ¢, so nennen wir die Phasen «, A indirekt dhnlich; in diesem
Fall ist sgn o - sgn A = —1.

Sind z. B. die Differentialgleichungen (q), (Q) oszillatorisch, so gilt fiir alle
ihre Phasen o, A: ¢ = C = —o0, d = D = oco. Daraus folgt, daB je zwei Phasen
a, A der Differentialgleichungen (q), (Q) dhnlich sind, und zwar direkt dhnlich,
wenn beide Phasen wachsen oder abnehmen, und indirekt dhnlich, wenn eine
von ihnen wéchst und die andere abnimmt.

Insbesondere haben wir (Nr. 2):

Dann und nur dann fallen die Wertevorrdte von zwer Phasen «, A der Differen-
tialgleichungen (q), (Q) in thren Definitionsintervallen zusammen, wenn die Phasen
a, A dhnlich sind.

Es seien nun «, A direkt bzw. indirekt dhnliche Phasen.

Wir zeigen:

1. Die Phasen o, A nehmen an je zwei direkt bzw. indirekt assoziierten ausgezeich-
neten Stellen der Differentialgleichungen (q), (Q) dieselben Werte an.

Beweis. Wir wenden auf die links- bzw. rechtsseitigen Nullphasen « — ¢,
A — C bzw. « —d, A — D der Differentialgleichungen (q), (Q) die Formeln
§ 7, (10) an und erhalten

a(a,) = ¢ + evm, ab_,) =d — evm; l
Ad,) =C+ Evr, A(B.,)=D —Ewn (10)
r»=1,2,...; e=sgnao, E=sgnA). ]

a) Die Phasen o, A seien direkt dhnlich:
C=c¢, D=d; E=c¢. (11)

Nach Nr. 3 sind je zwei direkt assoziierte ausgezeichnete Stellen ¢,, T', der
Differentialgleichungen (q), (Q) entweder f, =a,, T,= 4, oder t,=0b_,,
Ty=B_, (v=1,2,...). In beiden Fillen folgt aus (10) und (11) () = A(T,).

b) Die Phasen o, A seien indirekt dhnlich:

C=d, D=c¢; E= —s¢ (12)

Nach Nr. 3 sind je zwei indirekt assoziierte ausgezeichnete Stellen t,, T, der
Differentialgleichungen (q), (Q) entweder ¢, =a,, T,= B_, oder t,=1b_,,
Ty= A4, (v=1,2,...). In beiden Fillen folgt aus (10) und (11) a(t) = A(T,).

Damit ist der Beweis beendet.

Wir nehmen nun an, daB «, A (dhnliche) Normalphasen sind. Mit ¢,, T, bezeich-
nen wir ihre Nullstellen.
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2. Je nachdem, ob die Phasen o, A direkt oder indirekt dhnlich sind, sind thre
Nullstellen t,, T, direkt oder indirekt assoziiert.

Beweis. a) Die Phasen «, A seien direkt dhnlich.

In diesem Fall gelten Formeln wie (11), und es bestehen fiir ¢y; ¢, d; ¢ und zu-
gleich fiir Ty; C, D; E Beziehungen wie im Satz von § 7, Nr. 13. Folglich stehen
die Zahlen ¢, und T, in bezug auf die Zahlen a,, b_, und 4,, B_, in denselben
Beziehungen (v =0, 1, ...).

b) Die Phasen «, 4 seien indirekt &hnlich.

Dann gelten Formeln wie (12).

Man iiberzeugt sich leicht, daB in allen Fillen eines endlichen oder unendlichen
Typus der Differentialgleichungen (q), (Q) die Zahlen ¢, und 7', in bezug auf a,,
b_,und 4,, B_, in verkehrten Beziehungen stehen (» = 0, 1,

Wir wollen dies z. B. fiir Dlﬁerenmalglelchungen (q), (Q) eines endhchen Typus
(m), m = 2, und etwa fiir {;, = a,., zeigen:

Ist ty= a,.;, so haben wir nach dem Satz von §7, Nr.13 —(r 4 1) e = c.
Daraus folgt wegen (12) (r 4+ 1)@E = D und ferner (nach demselben Satz)
TO = B—r—l-

6. Wir wollen nun die Frage beantworten, ob und wieviel dhnliche Phasen die
Differentialgleichungen (q), (Q) (von demselben Charakter) zulassen.
Dariiber gilt der folgende

Satz. Es sei o etne Normalphase der Differentialgleichung (q) und t, thre Null-
stelle. Man wihle eine mit t, direkt bzw. indirekt assoziierte Zahl T, in bezug auf die
Differentialgleichungen (q), (Q). Es gibt stets der Phase o direkt bzw. indirekt dhn-
liche Normalphasen A der Differentialgleichung (Q) mit der Nullstelle T',. Je nach
Typus und Art der Differentialgleichungen (q), (Q) und je nachdem, ob die Zah-
len ty, Ty ausgezeichnet sind oder nicht, gibt es entweder genau eine Normalphase A
oder genau ein ein- oder zweiparametriges System von Normalphasen A.

Beweis. Es sei {,; ¢, d die Randcharakteristik von «. Dann ist nach Nr. 4 T';;
¢, d bzw. T,; d, ¢ ein charakteristisches Tripel fiir die Differentialgleichung (Q).
Nach § 7, Nr. 15, gibt es zu diesem letzteren Normalphasen A von (Q) mit der
Randcharakteristik Ty; ¢, d baw. Ty; d, c. Je nach Typus und Art der Dif-
ferentialgleichung (Q) und je nachdem, ob die Zahl T, ausgezeichnet ist oder
nicht, gibt es entweder genau eine Normalphase A oder genau ein ein- oder zwei-
parametriges System von Normalphasen der Differentialgleichung (Q) mit der
erwihnten Randcharakteristik. Jede Normalphase A ist offenbar der Phase «
direkt bzw. indirekt dhnlich, und ihre Nullstelle ist 7', .

Damit ist der Beweis beendet.

Genauer liegt (nach § 7, Nr. 15) die folgende Situation vor:

Es gibt genau eine Normalphase A, wenn die Differentialgleichungen (q), (Q)
allgemein entweder vom Typus (1) sind oder vom Typus (m), m = 2, wobei die
Zahlen t,, T, nicht ausgezeichnet sind.

Es gibt genau co! Normalphasen A, wenn die Differentialgleichungen (q),
(Q) allgemein sind vom Typus (m), m = 2, und die Zahlen t,, T, ausgezeichnet
sind; ferner dann, wenn die Differentialgleichungen (q), (Q) speziell sind vom
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Typus (1) oder vom Typus (m), m = 2, wobei die Zahlen £,, T, nicht ausgezeich-
net sind; schlieflich dann, wenn die Differentialgleichungen (q), (Q) einseitig
.oszillatorisch und die Zahlen ¢,, T, nicht ausgezeichnet sind.

Es gibt genau oo? Normalphasen A, wenn die Differentialgleichungen (q), (Q)
speziell sind vom Typus (m), m = 2, wobei die Zahlen ¢,, T, ausgezeichnet sind;
ferner dann, wenn die Differentialgleichungen (q), (Q) einseitig oszillatorisch und
die Zahlen ¢;,, T, ausgezeichnet sind; schlieBlich dann, wenn die Differential-
gleichungen (q), (Q) oszillatorisch sind.

In §9, Nr. 2 haben wir gesehen, dal die Wertevorriate von zwei Phasen o, A
in den Definitionsintervallen j, J dieser letzteren nur dann zusammenfallen
kénnen, wenn die Differentialgleichungen (q), (Q) von demselben Charakter sind.
Diese Erkenntnis zusammen mit dem obigen Resultat zeigt, dall die Differential-
gleichungen (q), (Q) dann und nur dann dhnliche Phasen zulassen, wenn sie von
demselben Charakter sind.

§ 10. Die algebraische Struktur der Phasenmenge oszillatorischer
Differentialgleichungen (q) im Intervall (— oo, o)

In diesem Paragraphen wollen wir die algebraische Struktur der aus allen ersten
Phasen oszillatorischer Differentialgleichungen (q) mit dem Definitionsintervall
j = (—o0, oo) gebildeten Menge untersuchen.

In diesem Paragraphen verstehen wir unter Phasenfunktion stets eine Phasen-
funktion (§ 5, Nr. 7) von der Klasse C,.

Wir wissen (§ 5, Nr. 5, 7; 4), daB3 jede erste Phase einer Differentialgleichung (q)
eine Phasenfunktion darstellt, die im oszillatorischen Falle von beiden Seiten
unbeschrinkt ist. Ferner wissen wir (§5, Nr.7; 4), dal umgekehrt jede von
beiden Seiten unbeschrinkte Phasenfunktion « in ibrem Definitionsintervall §
eine erste Phase der im Sinne der Formel §5, (16) gebildeten oszillatorischen
Differentialgleichung (q) ist. Es geht also in diesem Paragraphen um die alge-
braische Struktur der aus allen im Intervall j = (—oo, co) definierten und von
beiden Seiten unbeschrankten Phasenfunktionen gebildeten Menge. Wir wollen
diese Menge als die Phasenmenge der oszillatorischen Differentialgleichungen (q)
im Intervall (j =) (—o0, oo), kiirzer: die Phasenmenge, bezeichnen.

Statt von Phasenfunktionen sprechen wir kiirzer von Phasen ; auflerdem nennen
wir den Triger ¢ ciner oszillatorischen Differentialgleichung (q) oszillatorischen
Triger. Die oszillatorischen Triger sind also im Sinne der Formel § 5, (16) bzw.
(18) mit Hilfe von beiderseits unbeschriankten Phasenfunktionen o gebildet.

Wir bemerken, dafl die Méchtigkeit der von allen oszillatorischen Trigern
gebildeten Menge M gleich der des Kontinuums ist. In der Tat, da M aus stetigen
Funktionen besteht, ist card M < N, und da sie alle aus belichigen Konstanten
—k? (5-0) bestchende Triger enthdlt, ist auch card M = N. Daraus folgt
card M = W.

1. Dic Phasengruppe ®. Es sei G die Phasenmenge der oszillatorischen Dif-
ferentialgleichungen (q) im Intervall j = (—o0, co).

Die Phasenmenge G enthilt offenbar die identische Phase ¢y(f) = t. Ferner
sieht man, daB die aus zwei beliebigen Phasen o, y € G zusammengesetzte Funk-
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tion ofy(t)] sowie die zu « inverse Funktion o« ebenfalls Elemente von G sind.
Wir fithren nun in der Menge G eine Multiplikation (Verkniipfungsregel) ein, und
zwar auf Grund der Zusammensetzung von Funktionen. Fiir beliebige Phasen
o, v € G definieren wir also als das Produkt oy die zusammengesetzte Funktion
ofy(¢)]. Wir sehen, dal die Menge G mit dieser Multiplikation eine Gruppe ¢ mit
dem Einselement g(t) bildet. Wir wollen diese Gruppe & als die Phasengruppe
bezeichnen.

Das zu einem Element o € @ inverse Element a~! stellt eine wachsende oder
abnehmende Phase dar, je nachdem, ob « eine wachsende oder abnehmende Funk-
tion ist. Ferner ist das Produkt ay von zwei Elementen «, y € @ eine wachsende
oder abnehmende Funktion, je nachdem, ob beide Phasen ¢, y wachsen bzw. ab-
nehmen oder eine von ihnen wichst und die andere abnimmt.

Die von allen wachsenden Phasen gebildete Menge Nt stellt somit einen Normal-
teiler von ® dar: a~Na = N; a € @. Die Faktorgruppe &/ besteht aus zwei
Elementen, und zwar aus %t und aus der von allen abnehmenden Phasen gebil-
deten Klasse 4.

2. Aquivalenzrelation Q. Als zweiten Schritt wollen wir in der Phasengruppe ®
eine Aquivalenzrelation einfithren, und zwar folgendermafen:
Zwei Phasen o, y € & sind dquivalent, wenn sie durch eine Beziehung der Form

¢y tan a(t) 4 ¢;,
Caq tan a(t) + ¢z

tan y(t) = (1)

zusammenhéngen. Die ¢;,, ¢;5, €y, oo sind Konstanten mit einer von Null ver-
schiedenen Determinante [c;;| 4 0, und die Beziehung (1) soll fiir alle Werte
t€ j mit Ausnahme der singuldren Stellen der Funktionen tan «(t), tan p(t) be-
stehen. Man sieht leicht ein, daBl die im Sinne von (1) in der Phasengruppe &
erklirte Beziehung reflexiv, symmetrisch und transitiv ist und folglich tatséch-
lich eine Aquivalenzrelation darstellt. Wir wollen diese letztere mit Q bezeichnen.

Die Phasengruppe & zerfillt also in ein System von Klassen mod Q, das wir
etwa mit @ bezeichnen. () ist also eine Zerlegung der Phasengruppe ®; jedes Ele-
ment @€ () besteht aus Phasen, von denen je zwei miteinander dquivalent sind,
withrend keine zwei in verschiedenen Elementen @, b€ @ liegende Phasen diese
Eigenschaft haben.

Nun stellen beliebige Phasenfunktionen «, ¢ € & erste Phasen von geeigneten,
durch Formeln wie in § 5, (18) definierten Trégern ¢, p dar. Sind die «,  mitein-
ander dquivalent, liegen sie also in demselben Element a € @), so gilt eine Bezie-
hung wie (1), und aus ihr folgt, im Hinblick auf den Satz in § 1, Nr. 8,

¢y tan o 4 ¢4 t}

= —{tan a, t} = q(¢),
Cyq tan o 4 ¢y, { %t} = q(t)

p(t) = —{tany, t} = — {

also p(t) = q(t). Umgekehrt gilt (§ 5, Nr. 17) fiir je zwei erste Phasen o, 9 eines
Trigers q(t), t € §, die Beziehung (1); daraus folgt, daB die Phasenfunktionen «, y
miteinander dquivalent sind und folglich demselben Element @€ @ angehéren.

Wir sehen also, daB jedes Element @ < () aus allen ersten Phasen ein und desselben
Tragers q(t) besteht.
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Wir ordnen jedem Element @€ @ den entsprechenden Triger q(f) zu. Dann
haben wir eine schlichte Abbildung o/ der Zerlegung @ auf die Menge aller oszil-
latorischen Trager.

Die Méchtigkeit der Zerlegung @) ist die des Kontinuums, also card @ = N,

Zu dem obigen Aquivalenzbegriff von Phasen wollen wir die folgende Bemer-
kung hinzufiigen: Ist von zwei miteinander dquivalenten Phasen o, y eine ele-
mentar, so sind «, y erste Phasen desselben Trégers ¢, und folglich ist (§ 8, Nr. 2)
auch die andere Phase elementar. :

Das heifit, alle mit einer elementaren Phase dquivalenten Phasen sind ebenfalls
elementar.

3. Fundamentaluntergruppe €. Den nichsten Schritt in unseren Uberlegungen
bildet die Erforschung der algebraischen Struktur der Zerlegung Q.

Zu diesem Zweck betrachten wir dasjenige Element €€ @), in dem das Eins-
element ¢, von & enthalten ist. Dieses Element besteht offenbar aus allen mit
dem Einselement ¢, dquivalenten Phasen ((t), also aus allen Phasen der Form

¢y tant -+ cqy

t t) =
an () Coq tant - cyy

, @)
|eij| - 0.

Nun ist es auf Grund von (2) leicht einzusehen, dafl mit je zwei Phasen (,,
£, € € auch die zusammengesetzte Funktion {,{, sowie die zu ¢, inverse Funktion
Cit der Klasse € angehoren. Diese letztere stellt also eine Untergruppe von & dar:
¢ c @. Wir nennen diese Untergruppe € die Fundamentaluntergruppe von ®.

Wir wollen zeigen, dafl die Zerlegung Q mit der rechtsseitigen Restklassenzerlegung
®/,€ der Phasengruppe ® in bezug auf € zusammenfallt.

Es sei @ € @ ein beliebiges Element und « € @ eine in ihm liegende Phase. Wir
haben zu zeigen, dafl G = Ca ist.

Nun gilt fiir jedes Element {(t) € € eine Formel wie (2). Ersetzt man in ihr ¢
durch «(t), so erkennt man, dal {o mit « dquivalent ist. Daraus folgt {« € @, und
wir haben Cx c a. ‘

Ferner gilt fiir jedes Element y € @ eine Formel wie (1). Ersetzt man in ihr ¢
durch «~(¢), so erkennt man, dafl ya~—! mit ¢ dquivalent ist. Daraus folgt ya~1€ €,
ferner y € G«, und wir haben @ c Ca.

Damit ist die Giiltigkeit von @ = Go bewiesen.

Nach einem Satz der Gruppentheorie ist die Michtigkeit aller rechtsseitigen
Restklassen in einer Gruppe in bezug auf eine Untergruppe stets dieselbe. Folg-
lich ist die Méchtigkeit aller Elemente der Zerlegung @ stets dieselbe, also gleich
der Michtigkeit von €. Diese letztere ist offenbar gleich N, also card € = \.

Das heillt, die Mdchtigkeit der aus allen ersten Phasen eines T'rdgers q(t) bestehen-
den Menge a st die des Kontinuums: card @ = N,

Wir bemerken, dafl das Einselement ¢o(f) = t€ € offenbar eine elementare
Phase darstellt. Da alle mit einer elementaren Phase dquivalente Phasen eben-
falls elementar sind, folgt:

Die Fundamentaluntergruppe € besteht aus lauter elementaren Phasen.

Ferner bemerken wir, da} die Abbildung .7 die Fundamentaluntergruppe €
auf den oszillatorischen Triger ¢(t) = —1 abbildet.

8 Borivka, Lineare Differentialtransformatione n
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4. Untergruppe $ der elementaren Phasen. Es sei § die von allen elementaren
Phasen gebildete Menge.

Wir wollen zeigen, dafl  eine Untergruppe von & darstellt: Hc @.

Beweis. Wir haben bereits bemerkt, dal das Einselement ¢, eine elemen-
tare Phase ist.

Es seien o, y € @ beliebige elementare Phasen.

Zunidchst sieht man, dafl die zusammengesetzte Phase ap ebenfalls elementar
ist, denn es gilt

ay(t + 7)) = a(y(t + 7)) = oc(y(t) + &) = o(p(t)) + &yeam = ap(t) + sgn (ap) 7
(5 =sgna', g, ==sgny’).

Ferner stellt auch die zu « inverse Funktion & (= «~1) eine elementare Phase
dar. In der Tat, man hat fiir € j die Beziehungen

a(of) + ) = a(oa(f + em)) =T+ e (e =sgno’ = sgna'),
und aus ihnen folgt fiir t = «(f), I = &(¢)

alt + ) = a(t) + ex.

Damit ist der Beweis beendet.
Oben haben wir gezeigt, daB die Fundamentaluntergruppe € aus lauter ele-
mentaren Phasen besteht. Daraus folgt, daB € eine Untergruppe von  ist, also

€cH. 3)

Es sei nun /.9 die rechtsseitige Restklassenzerlegung der Gruppe & in bezug
auf 9. Die Elemente dieser Zerlegung sind also die rechtsseitigen Restklassen
Ho, « € @ in bezug auf die Untergruppe 9.

Aus (3) folgt, daB die Zerlegung /.9 eine Uberdeckung von ¢/,& darstellt,
also ([81])

6/, = /.. 4)

Die Formel (4) besagt, dafi jedes Element Ha € /.9 die Vereinigung von
einigen Elementen der Zerlegung &/,€ ist. Insbesondere ist auch die Untergruppe
$ die Vereinigung einiger Elemente der Zerlegung &/,.€. Nach einem Satz der
Gruppentheorie ist die Machtigkeit der Menge aller Elemente von &/.€, durch
deren Vereinigung das Element Ha entsteht, von der Wahl dieses Elementes
unabhéngig. Mit anderen Worten, bei jeder Wahl des Elementes Ha< @&/, ist
die Méchtigkeit der Menge von Elementen der Zerlegung &/.€, die durch ihre
Vereinigung das Element Ho ergeben, stets dieselbe.

Wir betrachten nun die Un’cergruppe $ und ein weiteres Element o der Zer-
legung ®/,9 von ®&. Es sei Ay bzw. A die Menge aller Elemente der Zerlegung
®/,€, die durch ihre Verelmgung 9 bzw. Ha ergeben: sA, = @ sd = Ha. N&eh
dem Obigen ist die Méchtigkeit der beiden Mengen Ao, _dieselbe: card 4,

= card 4. Vermége der Abbildung o/ werden die Mengen A4,, A auf gewisse



§ 10. Die Phasenmenge oszillatorischer Differentialgleichungen (q) 101

Mengen .o/ 4,, s/ A oszillatorischer Triger abgebildet. Nach der Definition von o/
besteht die Menge o/ 4, bzw. /A genau aus denjenigen Triigern, deren erste
Phasen in § bzw. Ha liegen. Insbesondere besteht die Menge .o/ A, genau aus
denjenigen Tréigern, deren erste Phasen elementar sind, d. h. genau aus den
elementaren Trigern. Nach §7, Nr. 6 ist also die Michtigkeit von o7 A4, gleich
der des Kontinuums: card .74, = N. Nun ist aber die Abbildung .7 schlicht;
daraus folgt card &/ A, =: card 4,, card o/ A = card A. Es gilt also

card /4 = card A = card 4, = card ¥4, = N,

und wir haben das folgende Resultat:

Die Mdchtigkeit der Menge aller oszillatorischen Triger, deren erste Phasen in

ein und demselben Element Ho € ©[,.O liegen, ist fir alle Elemente von ®[.H die-
selbe und gleich der Mdchtigkeit des Kontinuwms.

8*
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