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II. DISPERSIONSTHEORIE

Dieser Abschnitt IT ist dem Ausbau der Theorie der sogenannten Dispersionen
gewidmet. Dies sind gewisse Funktionen einer unabhéngigen Verdnderlichen, die
bei Transformationen oszillatorischer Differentialgleichungen (q) auftreten und
als Losungen bestimmter nichtlinearer Differentialgleichungen 3. Ordnung defi-
niert werden koénnen. Die Dispersionen werden in sogenannte Zentraldispersionen
und allgemeine Dispersionen eingeteilt. Die Kapitel 1 und 2 dieses Abschnittes
sind den Zentraldispersionen, deren Theorie und Anwendung gewidmet, wéhrend
sich das Kapitel 3 mit den allgemeinen Dispersionen befalt.

A. THEORIE DER ZENTRALDISPERSIONEN

In der Theorie der Zentraldispersionen werden wir zum erstenmal in diesem
Buche mit Transformationen linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung in
Beriihrung kommen (§ 13, Nr. 5). Aus diesem Grunde wollen wir an die Spitze
dieses Kapitels das Transformationsproblem selbst stellen. Mag es an dieser Stelle
vielleicht als isoliert erscheinen, so wird es im Laufe unserer Untersuchungen
immer mehr in den Vordergrund riicken.

§ 11. Das Transformationsproblem

1. Historisches. Das Transformationsproblem fiir lineare Differentialgleichungen
2. Ordnung stammt von dem deutschen Mathematiker E.E. KuMMER. Aus
diesem Grunde werden wir gelegentlich von dem Kummerschen Transformations-
problem sprechen.

In seiner Abhandlung ,,De generali quadam aequatione differentials tertis ordinis®,
die zundchst im Jahre 1834 in dem Programm des evangelischen Konigl. und
Stadtgymnasiums in Liegnitz verdffentlicht und spéter, im Jahre 1887, in dem
J. reine angew. Math. (Vol. 100) neu abgedruckt wurde, befaft sich KuvMMER
mit der nichtlinearen Differentialgleichung 3. Ordnung

d3z d2z \2 dz2
2dzdx2“3(dzdx>_ZW+X=0' 1)

Es diirfte vielleicht interessant sein, den Ausgangspunkt der Kummerschen
Betrachtungen in Ubersetzung seiner urspriinglichen Fassung wiederzugeben
(1.c):
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,»Zunéchst bemerken wir, daf unsere Gleichung, die von der dritten Ordnung
ist, auf zwei lineare Gleichungen zweiter Ordnung

d%y
dx2+p7x-+qy~0 (2)
dzz o+ P + Qv=0, 3)

in denen p und ¢ Funktionen der Verdnderlichen x, P und @ Funktionen der
GroBe 2z sind, zuriickgefiihrt werden kann.

Dennoch werden wir unsere an sich schwierige Aufgabe klarer fassen, wenn
wir umgekehrt aus den Gleichungen (2) und (3) die Gleichung (1) herleiten. Zu
diesem Zweck betrachten wir z als eine Funktion der GroBe x und nehmen an,
daB der Wert y = w - v, wobei w eine bestimmte Funktion der Verinderlichen x
bezeichnet, die Gleichung (2) befriedige. Dann folgt durch Differentiation, indem
das Differential dx konstant gehalten wird,

Y = wv,

dy  dw dv dz

o wt Y m w

d¥y  dw dw dz dv d? dv dz2 d%
7 i e e e el e e e el 2

und wenn diese Werte in die Gleichung (2) eingesetzt werden, erhalten wir

w3 dz2 d* dw dz d2z n ﬁ)ﬂ_ (dzw
da? dz? < dx E;+ Wiz dz da?

d
+p—j§+qw)v=0- )

Diese in bezug auf die GroBe v lineare Gleichung zweiter Ordnung mufl mit der
Gleichung (3), die von derselben Form ist, identisch sein; dies wird ausgedriickt,

wenn wir
dw dz d2z dz dz?
e It P =0 6)
d2w dw dz?
e +Pa;+(q—@—dxz)“’=°- ©)
setzen.

Aus diesen Gleichungen (5) und (6) folgt durch Elimination der Verdnderlichen w
und ihrer Differentialquotienten die Gleichung dritter Ordnung
d3z ! d2z )2 <

dP dz? dp
— g haialll 2 _ el ot 2 —
ikl v 2t 4Q) dz T (2 ax TP 44) 0, (M

die fiir
2§£+P2—4Q Z; Q—~4—<2£+P2 ) (8)
1

dp dp )
9 2L 2 _ 4y — X: — (92 2 __
28 g —dg = X; 4(2 L ip—X 9)

in unsere Gleichung iibergeht.
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Wir finden also, dal die Gleichung (1) die notwendige zwischen den Verinder-
lichen z und x bestehende Beziehung ausdriickt, damit y = wv ein Integral der
Gleichung (2) sei, falls die GréBen y und v vermége der Gleichungen (2) und (3)
und ¢ und @ verméoge der Gleichungen (8) und (9) bestimmt sind.

Ferner wird die GréBe w, die wir Multiplikator nennen wollen, aus der Glei-
chung (5) gefunden; diese letztere ergibt durch Division durch g% w (womit die
drei Veranderlichen w, z und « separiert werden) und durch Integration die Formel

w?=c- efpdz . e—fpd:' %z-; (10)

e bezeichnet die Basis der natiirlichen Logarithmen und ¢ eine beliebige Kon-
stante.

2. Formulierung des Transformationsproblems. Das Transformationsproblem,
mit dem wir uns zu befassen haben, ist folgendes:
Es seien zwei lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

y' =q)y, (q)
Y=QT)Y (Q)

in den (offenen) beschrinkten oder unbeschrinkten Intervallen j = (a, b),
J = (4, B) gegeben. Wir setzen voraus, dafl die Trdger ¢, @ dieser Differential-
gleichungen in ihren Definitionsintervallen 4, J stetig sind.

Unter einer Transformation der Differentialgleichung (Q) in die Differential-
gleichung (q) verstehen wir eine zweigliedrige Folge [w, X] von Funktionen
w(t), X(¢), die in einem (offenen) Intervall s c j definiert und so beschaffen sind,
daB fiir jedes Integral Y der Differentialgleichung (Q) die Funktion

y(t) = wit) - Y[X()] (11)

eine Losung der Differentialgleichung (q) ist.
Von den Funktionen w, X wird vorausgesetzt:

1.weC,, X€U(;
2. wX' £ 0 furalle ¢€q;
3. X(5)cJ.

Die Funktion X nennen wir transformierende Funktion der Differentialglei-
chungen (q), (Q) (man beachte die Anordnung!), kiirzer: Transformierende; wir
nennen sie gelegentlich auch den Kern der Transformation [w, X).

Die Funktion w wird als der Multiplikator der Transformation [w, X] bezeichnet.

In diesen Definitionen ist natiirlich auch der Begriff einer Transformation der
Differentialgleichung (q) in die Differentialgleichung (Q) enthalten.

Das eingangs erwihnte Transformationsproblem kann nun wie folgt formuliert
werden :

Es sollen alle gegenseitigen Transformationen der Differentialgleichungen (q), (Q)
bestimmt und ihre Eigenschaften beschrieben werden.
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Ist [w, X] eine Transformation der Differentialgleichung (Q) in die Differential-
gleichung (q) und Y ein Integral von (Q), so wird die im Intervall ¢ cj vermoge
der Formel (11) definierte Losung von (q) als das Bild und das dieses Bild als Teil
enthaltende Integral der Differentialgleichung (q) als das Bildintegral von Y in
der Transformation [w, X] bezeichnet; kiirzer: Bild bzw. Bildintegral von Y.

Die obigen Untersuchungen von E. E. KumMER ergeben (Formeln (7) und (10)
firp=P=0undt, T, —q, —Q an Stelle von z, z, q, @):

Jede transformierende Funktion X der Differentialgleichungen (q), (Q) tst in threm
Definitionsintervall i eine Losung der nichtlinearen Differentialgleichung 3. Ord-
nung:

—{X, 1} + Q(X) X"* = q(t). (Qq)

Der Multiplikator w jeder Transformation [w, X] der Differentialgleichungen (q),
(Q) st durch thren Kern X bis auf etne multiplikative Konstante k (= 0) eindeutig
bestimmé :

k

0= T

(12)

§ 12. Einleitung in die Theorie der Zentraldispersionen

Wir werden nun gewisse Funktionen einer unabhingigen Verdnderlichen, die
wir Zentraldispersionen vonderl.,2., 3., 4. Art nennen, untersuchen. Die Zentral-
dispersionen von der x-ten Art (x = 1, 2, 3, 4) kommen nur bei Differentialglei-
chungen mit x-konjugierten Zahlen in Betracht. Zwecks Vereinfachung unserer
Untersuchungen wollen wir weiter in diesem Kapitel stets voraussetzen, dafl die
betrachteten Differentialgleichungen (q) konjugierte Zahlen von allen vier Arten
zulassen. AuBlerdem nehmen wir an, dal die betrachteten Tréger ¢ in ihren Defi-
nitionsintervallen stets negativ sind: ¢ << 0. Diese Annahme kommt bei Betrach-
tungen von konjugierten Zahlen 1. Art nicht zur Geltung.

1. Vorbereitung. Wir betrachten eine Differentialgleichung (q), ¢t € j = (a, b).
Nach unserer Voraussetzung 1a8t die Differentialgleichung (q) konjugierte Zahlen
von allen vier Arten zu; aullerdem haben wir ¢ << 0 fiir alle ¢€ 4.

Nach §3, Nr. 11 bilden bei jeder Art x» (= 1, 2, 3, 4) diejenigen Zahlen t€ j,
zu denen die p-te linksseitig bzw. rechtsseitig x-konjugierte Zahl existiert, ein
offenes Intervall 4, , bzw. j,,; v =1,2, ... Diese Intervalle i, ,, j., haben wir
a.a. 0. ausfithrlich beschrieben. Wir wissen, dall jedes Intervall ¢, ,, j,, ein
Teilintervall von j ist. Ferner erinnern wir an folgendes: Ist die Differential-
gleichung (q) links- bzw. rechtsseitig oszillatorisch, so fallen alle Intervalle i, ,
bzw. j,, mit j zusammen; ist die Differentialgleichung (q) oszillatorisch, so sind
alle Intervalle i, ,, 7, , gleich j (x =1,2,3,4;v=1,2,...).

2. Definition der Zentraldispersionen. Es sei % eine der Zahlen 1, 2, 3, 4. Ferner
sei n, (= n) cine natiirliche Zahl; wir nehmen an, es gibe im Intervall j Zahlen,
zu denen die n-te rechts- bzw. linksseitig x-konjugierte Zahl existiert. Die ersteren
bilden also das Intervall j, , bzw. 3, ,. Ist z. B. die Differentialgleichung (q) von
endlichem Typus (m), m = 2, so ist n; < m.
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1. Es sei x = 1. Wir definieren im Intervall j, , (i,,) die Funktion ¢, (p_-,)
wie folgt:

Fiir £ € j; , (£€ 9y,0) I8 @u(t) (@-n(t)) die n-te mit ¢ rechtsseitig (linksseitig) kon-
jugierte Zahl 1. Art.

@u(t) ((p_n(t)) ist also die n-te rechts (links) von ¢ liegende Nullstelle eines jeden
an der Stelle ¢ verschwindenden Integrals der Differentialgleichung (q).

Wir nennen die Funktion ¢, (p_,) die n-te (—n-te) Zentraldispersion 1. Art oder
die 1-Zentraldispersion mit dem Index n (—n). Fir n = 1 sprechen wir von der
Fundamentaldispersion 1. Art. Die Fundamentaldispersion 1. Art, ¢,, ist also im
Intervall j, ; definiert, und ihr Wert ¢,(t) stellt die erste nach ¢ folgende Null-
stelle eines jeden an der Stelle ¢ verschwindenden Integrals der Differential-
gleichung (q) dar.

2. Es sei » = 2. Wie definieren im Intervall j,, (i;,) die Funktion vy, (y.,)
wie folgt:

Fir t € g, ,, (1€ 7y,) ist p,(t) (w_n(t)) die n-te mit ¢ rechtsseitig (linksseitig) kon-
jugierte Zahl 2. Art.

Wa(t) (w_n(t)) ist also die n-te rechts (links) von ¢ liegende Nullstelle der Ableitung
eines jeden Integrals der Differentialgleichung (q), dessen Ableitung an der Stelle ¢
verschwindet.

Wir nennen die Funktion v, (y_,) die n-te (—n-te) Zentraldispersion 2. Art,
oder: die 2-Zentraldispersion mit dem Index n (—n). Fiir n = 1 sprechen wir von
der Fundamentaldispersion 2. Art. Die Fundamentaldispersion 2. Art, y,, ist also
im Intervall j, , definiert, und ihr Wert y,(t) stellt die erste nach ¢ folgende Null-
stelle der Ableitung eines jeden Integrals der Differentialgleichung (q), dessen
Ableitung an der Stelle ¢ verschwindet, dar.

Man sieht: Wenn die Differentialgleichung (q) die begleitende Differentialglei-
chung (q,) zulipt, so fallen die 2-Zentraldispersionen von (q) mit den 1-Zentral-
dispersionen von (q,) zusammen.

3. Es sei x = 3. Wir definieren im Intervall j; ,, (i3,) die Funktionen y, (y-»)
wie folgt:

Fiir 1€ jy 0 (£€ 13,) I8t 7a(f) (1-n(t)) die n-te mit ¢ rechtsseitig (linksseitig) kon-
jugierte Zahl 3. Art.

xn(t) (x_n(t)) ist also die n-te rechts (links) von ¢ liegende Nullstelle der Ableitung
eines jeden an der Stelle ¢ verschwindenden Integrals der Differentialgleichung (q).

Wir nennen die Funktion y, (y.,) die n-te (—mn-te) Zentraldispersion 3. Art
oder die 3-Zentraldispersion mit dem Index n (—n). Fiir n = 1 sprechen wir von
der Fundamentaldispersion 3. Art. Die Fundamentaldispersion 3. Art, y;, ist also
im Intervall jg ; definiert, und ihr Wert y,(£) stellt die erste nach ¢ folgende Null-
stelle der Ableitung eines jeden an der Stelle ¢ verschwindenden Integrals der
Differentialgleichung (q) dar.

4. SchlieBlich sei % = 4. Wir definieren im Intervall j, , (i,,) die Funktion w,
(w-,) wie folgt:

Fiir £ €, , (€ i4,5) 18t 0,(t) (w-n(f)) die n-te mit ¢ rechtsseitig (linksseitig) kon-
jugierte Zahl 4. Art.

wp(t) (w_n(t)) ist also die n-te rechts (links) von ¢ liegende Nullstelle eines jeden
Integrals der Differentialgleichung (q), dessen Ableitung an der Stelle ¢ verschwin-
det.
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Wir nennen die Funktion w, (w_,) die n-te (—n-te) Zentraldispersion 4. Art oder
die 4-Zentraldispersion mit dem Index n (—n). Fir n = 1 sprechen wir von der
Fundamentaldispersion 4. Art. Die Fundamentaldispersion 4. Art, o, , ist also im
Intervall j, ; definiert, und ihr Wert w,(t) stellt die erste nach ¢ folgende Null-
stelle eines jeden Integrals der Differentialgleichung (q), dessen Ableitung an der
Stelle ¢ verschwindet, dar.

Die Benennung der Zentraldispersionen soll auf die Verteilung (Dispersion) der
Nullstellen von Integralen der Differentialgleichung (q) und deren Ableitungen
erinnern; das Attribut ,,Zentral” deutet auf gewisse mit dem gruppentheoreti-
schen Begriff des Zentrums zusammenhingende Eigenschaften der Zentral-
dispersionen 1. und 2. Art hin (§21, Nr. 6,4., Nr. 7).

3. Zentraldispersionen oszillatorischer Differentialgleichungen (¢). Die Zentral-
dispersionen, die wir soeben definiert haben, sind je nach Art und Index in
verschiedenen Intervallen, die im allgemeinen echte Teilintervalle von j dar-

U
N f@]\
x-20t) W X7(2)

4
\ wey(t) Z=|yp(?) yfl\/y 2
w-z(iWw_ﬂZ}w w,(t)\[/&)g(f) w;3(2)

Abb. 3

stellen, erklirt. Wenn die Differentialgleichung (q) oszillatorisch ist, so fallen
die Definitionsintervalle aller Zentraldispersionen mit j zusammen. Wegen dieser
Vereinfachung wollen wir uns im folgenden nur mit oszillatorischen Differential-
gleichungen (q) befassen.

Im folgenden setzen wir also voraus: Die Differentialgleichung (q) ist oszil-
latorisch in ihrem Definitionsintervall j = (a, b). AuBerdem gilt ¢ << 0 fiir alle
teg.

In diesem Fall haben die Integrale der Differentialgleichung (q) unendlich
viele Nullstellen, die sich gegen @ und b hdufen. Ferner sind im Intervall j
vier abzdhlbare Systeme von Zentraldispersionen, und zwar Systeme von den
Zentraldispersionen 1., 2., 3., 4. Art ¢,, ¥y, %», @,; ¥ = +1, +-2, ..., erklirt. Zu-
sitzlich wollen wir die nullten Zentraldispersionen 1. und 2. Art im Sinne der fol-
genden Formeln einfithren: gy(t) = ¢, p,(t) = ¢ fiir t € 4.

Nach den obigen Definitionen stellen die Werte der Zentraldispersionen an jeder
beliebigen Stelle ¢ € j die Nullstellen von Integralen der Differentialgleichung (q)
oder deren Ableitungen dar, und zwar von Integralen, die selbst oder deren Ab-
leitungen an der Stelle ¢ verschwinden. Siehe Abb. 3.
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4. Beziehungen zwischen den Zentraldispersionen. Offenbar bestehen an jeder
Stelle ¢ € 4 die folgenden Beziehungen:

e < gaalf) < @) < g-a) << opall) < @ut) < palf) < oo,

e <o) <P (f) < w_1(8) <t < y(f) < i(f) < wylf) < -+ @

In unseren weiteren Betrachtungen benutzen wir oft folgende Bezeichnungen:

Fiir zwei im Intervall j definierte Funktionen f, g bezeichnen wir mit fg die
zusammengesetzte Funktion f[g(¢)]. f~! soll die zu f inverse Funktion bedeuten,
sofern diese existiert. Ist » eine ganze Zahl, so bedeutet f* die y-mal oder —y-mal
iterierte Funktion f oder f-1, je nachdem, ob » > 0 oder » < 0 ist, also: ff --- f
oder f-1f-1... f-1; auBlerdem setzen wir f® = ¢. —

Ferner sei @ bzw. ¥, X, Q2 die Menge aller Zentraldispersionen von der 1. bzw.
2., 3., 4. Art und I" die Vereinigung aller dieser Mengen: I'=®v¥ v X v Q.

Zwischen den Zentraldispersionen derselben Art und denjenigen verschiedener
Arten bestehen gewisse Beziehungen, die durch Zusammensetzung dieser Funk-
tionen erklart sind. Wir wollen diese Beziehungen in der folgenden ,,Multipli-
kationstafel* schematisch deuten:

D Y| X | e
o | — | — | 2

ox|g|s
S
|
1
S|

Diese Tafel hat folgende Bedeutung: Die Zusammensetzung von zwei Zentral-
dispersionen a € 4, b € B (A, B stellen je eine der Mengen @, ¥, X, Q2 dar) ergibt
entweder keine Zentraldispersion oder eine Zentraldispersion ab aus der im Schnitt-
punkt der A-Zeile und B-Spalte stehenden Menge C: ab € C.

Wir wollen nun die erwéhnten Beziehungen genau angeben.

Es seien u, v und p == 0, o == 0 beliebige ganze Zahlen.

L .90 = @uiv-
Aus dieser Beziehung folgt
PoPr = PoPo = Pv;  PP-» = Po (= 1), } @)

P1Py = QoP1 = Pyr1s Py = @I
2. Yy = Yuiv-

Daraus folgt Vs = PsPo = Vyr PPy = Po (= 1). ) 3)

Py = PoY1 = YPour, Yo = Yi.
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Wy firg>0,9= —p + lund fiirg <0,y < —p — 1;
3. Py = § Wyie-q fiirg > 0, v < —p;
lwv+g+1 firp <0,v = —p.

Yvio firo>0,9=—p 4 lundfirg <0,y < —p —1;

>

4. Yoo = § Xv+o-1 fiir 0 > O, p é —0;
lxt'+e+1 fiirp < 0,7 = —p.

Ho+v firg>0,v= —p+ lund firp <0, < —p — 1;
5. XoPr = Y Xo+v-1 fur e > 0, » é —o;
lx0+v+1 fiir o < 0,v = —op.

Wgsy fiirp>0,v= —p+ lundfiirg <0,v < —p—1;
6. WP, = 1 Wesp-1 fiilr g > 0, v < —p;
lwg+v+1 firp<0,v = —p.

Yo+o Turp > 0,0 < 0 undfirp <0,0>0;
7. YoWs = 1 Po+q-1 flirg > 0, 0 > 0;
l"/’e+a+1 firp < 0,0 <0.

Insbesondere haben wir firr ¢ = —p
Xe®-¢ = Yo (= 1).

@o+s flirp > 0,0 < 0 und firp < 0,0 > 0;
8. W)y = ] Pore-1 fir g > 0,0 > 0;
l¢e+a+1 firp < 0,0 <0.

Insbesondere haben wir fir o0 = —p

WoX-o = Po (= 1).

Von den obigen Beziehungen wollen wir hier die folgenden hervorheben:

PPy =t Py =, LW =1, Wef-o =t
und ferner

(p'l = ¢1(p’l—1’ 1{’” = wlw“—17 X”. = X1(Pn,—1, Wy = wﬂ/)n,—ly
Pon =@ aP-n+1> Y-n =YW ¥W-n+1s X-n = X1P-n, W_p = Y-,
und n n n-1 -1
Pu=0" Ya=9, =@l =9

-1 n-1

Wy = WYy =@ Wy,
N | IS ) — n-1__ ,n-1
Pn=¢-15 Y- =Y-1r X-n=x-1P-1 =Y X-1
n-1 __ . n-1
Wy =0O4Y " =@ W,

n=12..).

109

(4)
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Die Formeln (6) zeigen:

Zu jeder Zentraldispersion gibt es eine Zentraldispersion als die zu ihr inverse
Funktion, und zwar stellen die folgenden Zentraldispersionen die zueinander
inversen Funktionen dar: @,, ¢_,; ¥, P_y3 Xo> W_g3 Vo> X-p-

Aus (8) folgt, daBi sich jede Zentraldispersion aus den Fundamentaldispersionen
und den zu ihnen inversen Funktionen zusammensetzen 148t.

b. Algebraische Struktur der Menge der Zentraldispersionen. In der Menge
I'=®v¥vXvQ wollen wir eine bindre Multiplikation (Verkniipfungsregel)
einfithren, und zwar vermége Zusammensetzung von Funktionen. Dann haben,
wie aus der obigen Tafel ersichtlich ist, gewisse zweigliedrige Folgen von Zentral-
dispersionen a € 4, b€ B (A, B stellen je eine der Mengen @, ¥, X, Q2 dar) das
Produkt ab = ¢ € I', wihrend andere zweigliedrige Folgen von Zentraldispersionen
kein in der Menge I" enthaltenes Produkt besitzen. Die Menge I" zusammen mit
dieser Multiplikation bildet ein algebraisches Gebilde, ein sogenanntes Halb-
gruppoid.

Aus den Formeln (6), (8) sehen wir: Die Menge @ (zusammen mit der betrach-
teten Multiplikation) bildet eine unendliche zyklische Gruppe mit dem erzeugenden
Element ¢, . Das Einselement 1 der Gruppe @ ist das Element ¢, (= ¢). Fiir jede
ganze Zahl v stellen die Zentraldispersionen ¢, und ¢_, zwei zueinander inverse
Elemente der Gruppe @ dar.

Ahnlich verhilt sich die Menge ¥': Die Menge ¥ bildet eine unendliche zyk-
lische Gruppe mit dem erzeugenden Element y, . Das Einselement 1 der Gruppe ¥
ist @, (= t) und stimmt also mit demjenigen der Gruppe @ iiberein. Fiir jede
ganze Zahl v stellen g, und y_, zwei zueinander inverse Elemente der Gruppe ¥
dar.

Die Gruppen @, ¥ haben also das Einselement 1 gemeinsam.

Ferner ergeben die Formeln (6): Jede der beiden Mengen X, Q2 besteht aus
Elementen, die zu den Elementen der anderen invers sind. Man sieht, daB je
zwei Elemente y, € X und w_, € 2 zueinander invers sind, d. h., bei Multiplikation
das Einselement ergeben: xgw_q = W_gYe = 1.

Offenbar haben die Mengen X, 2 mit den Gruppen @, ¥ keine gemeinsamen
Elemente.

Wir fassen zusammen :

Das Halbgruppoid I' besteht aus zwei unendlichen zykliscken Gruppen @, V¥, die
das Einselement 1 = t gemeinsam haben, und ferner aus zwes mit diesen Gruppen
disjunkten abzihlbaren Mengen X, 2, deren Elemente paarweise zueinander invers
sind. Im dibrigen ist die Multiplikation im Halbgruppoid I" durch die in Nr. 4 ange-
fihrten Formeln beschrieben.

§ 13. Eigenschaften der Zentraldispersionen

In diesem Paragraphen werden wir einige elementare Eigenschaften der Zen-
traldispersionen, insbesondere ihren Verlauf, Stetigkeit und andere Eigenschaften,
die mit der Existenz von Ableitungen der Zentraldispersionen zusammenhéngen,
untersuchen.

1. Monotonie und Stetigkeit. 1. Der Wertevorrat jeder Zentraldispersion von be-
liebiger Art ist das Intervall j.
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In der Tat, ist A eine Zentraldispersion von beliebiger Art und ¢€ j eine be-
liebige Zahl, so nimmt die Funktion A an der Stelle 4-1(¢) den Wert ¢ an.

2. Jede Zentraldispersion von beliebiger Art ist eine wachsende Funktion.

Beweis. Da sich jede Zentraldispersion von beliebiger Art aus den Fundamen-
taldispersionen und aus den zu ihnen inversen Funktionen zusammensetzen 183t
(§ 12, Nr. 4), geniigt es, die Richtigkeit der Behauptung nur fiir die Fundamental-
dispersionen festzustellen. Es sei also d eine Fundamentaldispersion von beliebiger
Art. In dieser Nr. wollen wir die Fundamentaldispersionen kurz mit ¢, v, y, ®
bezeichnen.

Es seien ¢t < beliebige Zahlen im Intervall j. Wir haben zu zeigen, daBl
O(t) < O(x) ist.

Nach § 12, (1) haben wir ¢ < 8(f), < d(x). Ist 6(f) < x, so haben wir bereits
d(t) < (). Es geniigt also festzustellen, dafl aus ¢ < < §(f) die Ungleichung
J(t) < d(x) folgt. Dies erreichen wir, indem wir auf Grund der Ordnungssétze das
Bestehen der Ungleichungen ¢ < x < d(x) < d(f) ausschliefen. Die Gleichung
4(t) = d(x) ist offenbar wegen der Existenz der inversen Funktion -! nicht mog-
lich.

Wir wollen also ¢t < z < d(x) < §(f) annehmen.

a) 0 = ¢. Nach der Definition der Funktion ¢ sind die Zahlen £, () bzw.
x, 6(x) zwei benachbarte Nullstellen eines Integrals » bzw. v der Differentialglei-
chung (q). Offenbar sind die Integrale u, v voneinander unabhingig. Nach dem
1. Ordnungssatz (§ 2, Nr. 3) gibt es zwischen ¢ und §(¢) genau eine Nullstelle des
Integrals v, was jedoch den obigen Ungleichungen widerspricht.

b) 6 = y. Der Beweis verlduft auf Grund des 2. Ordnungssatzes analog wie im
Fall a).

¢) 0 = x. Nach der Definition der Funktion y sind die Zahlen ¢, d(f) zwei be-
nachbarte Nullstellen eines Integrals v der Differentialgleichung (q) und seiner
Ableitung +'. Die Funktion ¢' ist folglich zwischen ¢ und §(¢) von Null verschieden.
Ahnlich sind z, §(x) zwei benachbarte Nullstellen eines Integrals » der Differential-
gleichung (q) und seiner Ableitung '. Offenbar sind die Integrale u, v voneinander
unabhéngig. Nach dem 4. Ordnungssatz hat die Funktion o' eine Nullstelle
zwischen ¢ und d(z), also nach den obigen Ungleichungen eine Nullstelle zwischen
t und 4(¢). Dies ergibt einen Widerspruch.

d) 0 = w. Der Beweis verlduft auf Grund des 3. Ordnungssatzes analog wie
im Fall c).

Damit ist der Beweis beendet.

3. Jede Zentraldispersion von beliebiger Art ist iiberall stetig.
Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus den vorangehenden Sétzen 1 und 2.

2. Die Funktionalgleichungen der Zentraldispersionen. In dieser Nr. bezeichnen
wir mit ¢, 9, ¥, o eine beliebige Zentraldispersion von der 1., 2., 3., 4. Art.

Es seien u, v beliebige voneinander unabhingige Integrale der Differential-
gleichung (q).
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Nach dem Satz in § 3, Nr. 12 schliefen wir:
Im Intervall j bestehen die identischen Beziehungen :

0,
o |
o
0.

Diese Beziehungen nennen wir die Funktionalgleichungen der Zentmldzsperswnen
Man sieht, daBl die aus den Integralen und deren Ableitungen u’, v’ gebildeten

Verhéltnisse w: v, 4’ : v' im Intervall j gegeniiber Zusammensetzungen mit Zen-
traldispersionen im Sinne der folgenden Formeln invariant sind:

u(t) v[p(t)] — ule(t)] v(t)
u'(8) o'Tp()] — wlp()] o' ()
u(t) o'[x ()] — w'[x(6)] v(?)
w'(t) v[w()] — ulw(t)] v'(¢)

I

(1)

I

I

wt) _ulp®)] W) _ wly@)]
o) el V@) OTy®]”
ut) _ wlz®] @) _ ule@)]

<

(2)
o(t)  Vx]’ ‘) )]’ ]
3. Die Ableitungen. Es sei wiederum @, y, , w eine beliebige Zentraldispersion

von der 1., 2., 3., 4. Art.
Wir wollen den folgenden Satz beweisen:

1. Alle Zentraldispersionen von beliebiger Art haben an jeder Stelle t< j stetige
Ableitungen (1. Ordnung). Diese lassen sich vermdge beliebiger voneinander unab-
hingiger Integrale u, v der Differentialgleichung (q) und deren Ableitungen u', v' wie
folgt ausdriicken :

u'(t) v[p(t)] — ulp®)] o'(F)

7O = = ) Tlp] — wip] o)
(o — — L0 10 Ip) = wipe) o)
(O] W ) olp()] — ulp(®)] v 0) o
Sl — — L O L) = w0 v
O] u®) oLy — aly®)] o)
w(t) v[w(t)] — ufw(t)] vt
o = — ) T T

Beweis. Wir wollen uns auf den Beweis etwa im Fall der Zentraldispersion ¢
beschréanken.

Es seien u, v zwei voneinander unabhéiingige Integrale der Differentialgleichung
(@)-
Wir betrachten die Basenfunktion (§ 2, Nr. 6; @ = ¢)

F(t, x) = u(t) v(x) — u(x) o(t).

Es sei t, €4 eine beliebige Zahl und x, = ¢(f,) der entsprechende Wert von ¢.
Dann haben wir F(t,, z,) = 0 (§ 3, Nr. 12).
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Nach §2, Nr. 6 gibt es genau eine in einer Umgebung ¢ (< §) von £, definierte
und stetige Funktion «(t), die an der Stelle ¢, den Wert x, annimmt und im Inter-
vall ¢ die Gleichung F[t, z(t)] = O befriedigt. Diese Funktion x besitzt im Inter-
vall ¢ die stetige Ableitung

w'(F) v[x(f)] — ulx(f)] v'(2)

7O = = L v — WO @

Nun ist aber die Funktion ¢ im Intervall (j und folglich auch) 7 definiert
und stetig, und auch sie nimmt an der Stelle t, den Wert x, an und befriedigt im
Intervall ¢ die obige Gleichung: F[¢, p(t)] = 0. Es gilt also z(t) = ¢(t) fiir t€ <.
Daraus folgt die Existenz von ¢’(f;) und im Hinblick auf (4) die erste Formel (3).

2. Die Ableitungen der Zentraldispersionen lassen sich mit Hilfe eines Integrals w
der Differentialgleichung (q) und seiner Ableitung w' wie folgt ausdriicken:

ul[gig)] fir w(t) &0,
@'(t) = w0 (5)
DECTO fur u(t) =
qt)  wp®)] oL
q[w(t)] u' 2(” fir w (t) + 0
Yt = ©)
a0 . O g ) = o
qlp®)]  wly()] =
1 w2 [y(®)] .. ]
~ @ e fiir  w(f) F 0,
1) = ) w3 )
- =0
a1 (0] ut) =0
—q() - u2[w( ))] fiir w/(f) 0.
o'(t) = (t) (8)
—q(t) - PETI fiir w/(f) = 0,

Beweis. Wir wollen uns auf den Beweis etwa der Formel (5) beschrinken.
Im wesentlichen geht es um eine Umformung der ersten Formel (3).

Im Fall u(t) 5= 0 multiplizieren wir in dieser letzteren den Zahler und Nenner
mit u(t) und wenden im Nenner die Beziehung u(t) v[p(¢)] = u[p(t)] v(t) an; dann
multiplizieren wir analog mit u[p(¢)] und machen von derselben Beziehung im
Zdhler Gebrauch. Nach Division durch die Wronskische Determinante w(t)
= w(p(t)] von u, v ergibt sich die Formel (5).

Im Fall u(f) = 0 haben wir «'(f) w'[p(t)] == 0. Wir multiplizieren dhnlich wie
oben den Zihler und Nenner mit «'(f), dann mit «'[p(f)] und erhalten somit
Formel (5).
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3. Die Ableitungen der Zentraldispersionen lassen sich mit Hilfe der ersten bzw.
zweiten Amplitude r bzw. s einer beliebigen Basis (u, v) der Differentialgleichung (q)
wie folgt ausdriicken : .

N C0) oy — 20 STy

v =2, v = Ao TR ‘ )
TS S i) RN )

0= e 0 0T 710 ey [

Beweis (z. B. der ersten Formel). Es sei (4, v) eine Basis der Differential-
gleichung (q) und 7, s die entsprechende erste und zweite Amplitude Es sei t€j
eine beliebige Zahl. Von den Zahlen wu(f), () ist wenigstens eine, z. B. u(t), von
Null verschieden: u(f) = 0. Fiir die Funktion A =wv:u haben wir (nach (2))
A(t) = Alp(f)]. Folglich gilt

o(t) = wlp®)] _ 1+ 20 | rlp®] _ o)
w.z. b w. u¥(t) L+ 2p0] () ()

4. Hohere Ableitungen. Aus den obigen Resultaten sehen wir:

Unter der Voraussetzung, daff der Trdager q der Differentialgleichung (q) im
Intervall j stetig ist, haben alle Zentraldispersionen von der 1. Art im Intervall j
stetige Ablestungen 3. Ordnung und alle ibrigen Zentraldispersionen stetige Ab-
leitungen 1. Ordnung.

Allgemeiner gilt:

Gehort der Trager q der Differentialgleichung (q) der Klasse Cy. an (k= 0,1, ...),

so gehoren alle Zentraldispersionen 1. Art der Klasse Cy.5 und alle iibrigen Zentral-
dispersionen der Klasse Cj, an.

5. Beziehungen der Zentraldispersionen zu dem Transformationsproblem. Die
Formeln (5)—(8) stehen in einer engen Bezichung zu dem Transformationsproblem
(§11).

Esseieng,,p,, x,, 0, (v =0, £1, ...; p = 41, ...) beliebige Zentraldispersionen
von der 1., 2., 3., 4. Art. Ferner sei u ein beliebiges Integral der Differentialglei-
chung (q). Dann bestehen die mit diesen Zentraldispersionen gebildeten Formeln
(5)-(8).

Nun ergeben diese Formeln im Hinblick auf die Ordnungssitze (§ 2, Nr. 3)
fiir alle ¢ € j folgende Beziehungen:

(=1

= Verst)
W) (=1y wlpo)]

u[p,(8)], (10)

S Sl ML 44\ N (11)
V—at)  Voilt) V—alp,(t)]
(—1)e /[yt

u(f) = —— —2——, (12)
Vab®) V—alxe(®)]

ORI el LW AP ) (13)

V—q(t) Vwe(n
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Nach Formel (10) stellt die zweigliedrige Funktionenfolge [(—1)”: ]/ga,’,(t), @,(t)]
eine Transformation (§ 11, Nr. 2) der Differentialgleichung (q) in sich selbst dar.
In dieser Transformation wird jedes Integral w von (q) in sich selbst trans-
formiert.

Ahnliches ergeben die Formeln (11)—(13) : Nehmen wir an, die Funktion ¢( < 0) sei
von der Klasse C,, dann laBt die Differentialgleichung (q) die begleitende
Differentialgleichung (G,) zu. Wir wissen (§ 1, Nr. 9), dal die Funktion (u,(f) =)
w'(t): Y —q(t) ein Integral der Differentialgleichung (), das mit u assoziierte
Integral, darstellt. .

Die Funktionenfolge [(—1)’: Vul(t), zp,(t)] stellt offenbar eine Transformation
der begleitenden Differentialgleichung (fh) in sich selbst dar. In dieser Trans-
formation wird jedes Integral u,; von (ql) in sich selbst transformiert.

Die Funktionenfolge [(—1)¢: [/95g £), (t)] stellt eine Transformation der be-
gleitenden Diﬁerentialglelchung (§q) in d1e Differentialgleichung (q) dar. In dieser
Transformation wird jedes Integral u; der Differentialgleichung ({,) in das mit
ihm assoziierte Integral « von (q) transformiert.

Die Funktionenfolge | ( [(—1)e l/co (t)] stellt eine Transformation der Diffe-
rentialgleichung (q) in die begleltende Dlﬂ"erentlalglelchung (q,) dar. In dieser
Transformation wird jedes Integral » der Differentialgleichung (q) in das mit ihm
assoziierte Integral u, von (q,) transformiert.

Zusammenfassend kann man sagen, dall die Zentraldispersionen oszillatorischer
Differentialgleichungen (q) spezielle Losungen des Kummerschen Transformations-
problems fiir die Differentialgleichungen (q) und thre begleitenden Differential-
gleichungen (Q,) bestimmen.

6. Beziehungen zwischen Ableitungen der Zentraldispersionen und den Werten
des Trigers g

1. Es sei nun ¢, o, , w die Fundamentaldispersion 1., 2., 3., 4. Art.
Es gilt der folgende

Satz. Die Werte der Ableitungen (1. Ordnung) der Fundamentaldispersionen an
jeder Stelle t € § lassen sich als Verhdilinisse von geeigneten Werten des Trigers q
ausdriicken, und zwar folgendermafen :

p — q(ty) 1) — qt) ql(ty)
7O="2e " YO 0T e
gt g
FO=er Y0 G

die t,, ty, ts, t, bedeuten geeignete Zahlen in folgender Anordnung:
Pt < glt) <tz <ot); ¢ <ty <olt) <t <wp).

Beweis. Fiir jedes Integral w der Differentialgleichung (q) und beliebige
Zahlen t, x € § gilt offenbar die Formel

W) — w't) = [ q(0) [u¥o)] do, (14)

auf die wir unseren Beweis stiitzen wollen.

9 Boruvka, Lineare Differentialtransformationen
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a) Es sei u ein beliebiges an der Stelle ¢ verschwindendes Integral der Diffe-
rentialgleichung (q), also u() = «/[¥(t)] = 0.

In der Formel (14) wihlen wir x = x(f):
%)
—u'%(t) = [ g(0) [u¥(0)) do.
t
Im Intervall (¢, y(t)) ist die Funktion wu’ und folglich auch (u?)’ positiv. Nach
dem Mittelwertsatz haben wir
x(t) *

[ q(0) - [w¥(0)] do = q(t,) w?[x(®)],

wobei ¢ < t; << y(t) ist. Den letzten beiden Formeln entnehmen wir

—u'?(f) = q(t;) w* [x()],
woraus im Hinblick auf (7)
q(ty)

T0)
folgt.

b) Es sei nun u ein beliebiges Integral der Differentialgleichung (q), dessen
Ableitung %' an der Stelle ¢ verschwindet: «'(f) = u[w(t)] = 0.
In der Formel (14) wihlen wir x = w(t):

%' ()

t<ty< %)

w(t)

w o)) = [ g(o) [u¥0)] do.

Im Intervall (z, (t)) ist die Funktion uu’ und folglich auch (u2)’ negativ. Nach
dem Mittelwertsatz haben wir
w(t)
[ 4(0) [w¥(0)] do = —qtt,) w3(t),
t

wobei t < t, < w(t) ist. Den letzten beiden Formeln entnehmen wir

u[w(t)] = —qlt) w3(f),
woraus im Hinblick auf (8)
q()

)

'(t) (t <ty <o)

folgt.
c¢) Aus der identischen Beziehung

@) = ofx(t)]

erhalten wir bei Anwendung der obigen Resultate

alx®] g9t _ gt
qlts)  qlx®]  q(ts)’

P't) =[x ') =
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wobei #(t) < t; < (t) ist. Wir haben also

q(¢,)
q(ts)

d) Ahnlich erhalten wir aus der identischen Beziehung

Y(t) = ylo(?)]

_ 9O | _q(ty)
qt2)  4qly()]

2. Die obigen Formeln gelten, wie gesagt, fiir die Fundamentaldispersionen der
betreffenden Arten. Allgemeiner bestehen fiir » = 1,2, ... die folgenden Be-
ziehungen:

(x(t) < < glt).

Q'(t) =

die Formel

Y'(t) (oot) <ty < ().

') = q(ty)  q(ts) q(tan-3)
" q(ts)  q(t;) q(tyy)

'(t) = q(ty) . q(ts) q(tan-7) . q(tan-3) |
" q(ts)  q(ts)  qltan-s)  9xa(0)]°

Qu-1(t) < tguog < xull) <tguog < @ult); p=1,2,..,n.

') = q) gty  glan-a) | ()
" q(ts)  qlts)  qlten-2)  qlya(®)]’

q(t) . q(ty) tan-4) .
qta)  q(te) Q(tan-2)

Pu-1(t) <lguog < 0u(t) <ty <wult); =12, .., n.

w,(t) =

1 . Q(t 1
Pl =

') = qt-4)  q(t-s) . 9(un-n) | Atun-3)

q(t_s) q(t_(an-3)
q(t-7) q(t_an-1)

).
)

-3

qt-5) qt-7)  qt_unz) qlx-n(D)]

‘P—p(t) < t—(4n—1) < x—/‘(t) < t—(4,4_3, < (p—lﬁ'l(t); u = 1, 2, A (29
’ (t) — Q(t) . q<t—4) q(t—(4n—4)) . Q(t—dn) .

LSO BT I TOS R PN OTI

' — q) .y 9t un-g) .
Ol =0y W )

Poull) <togp <o W) <Pbuoy <p_pualt); p=12,..,n.

Von der Richtigkeit dieser Formeln fiir ¢, x,, ¥, , o, iiberzeugt man sich mit
Hilfe vollstindiger Induktion unter Anwendung der Beziehungen §12, (7) und
der obigen Formeln fiir ¢', ', v', ’.

O*
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Ferner folgt aus g_,(t) = f, py_,(t) = ¢t im Hinblick auf die Formeln fiir ¢', '

’ _ q(t-,) | ’ _ q(t) . qt_y) .
gt} = Vel =20y qly_, ()]’

qt-5)
dabei ist @_(f) <53 < y-1(f) <ty <Epq() <t g <o) <b, <t

Von der Richtigkeit der obigen Formeln fiir ¢’,,, ¥, w’,, @, iiberzeugt man
sich mit Hilfe vollstdndiger Induktion unter Anwendung der Beziehungen § 12,
(7) und §13, (15) und der Formeln fiir ', '.

(15)

7. Beziehungen zwischen Zentraldispersionen und Phasen. Es seien «, f eine
erste bzw. zweite Phase einer Basis (u, v) der Differentialgleichung (q). Wir neh-
men z. B. an, daf diese Phasen in dem gemischten Phasensystem der Basis (u, v)
(§ 5, Nr. 14) benachbart liegen, d. h. im Intervall j die Beziehungen 0 < f — a <=
oder —z < 8 — o < O erfiillen. Wegen unserer Voraussetzung ¢ << 0 haben wir
sgn o' = sgn B’ (= ¢). ¢, v, ¥, w sollen im folgenden die Fundamentaldispersionen
der vier Arten bezeichnen.

Es sei x € § eine beliebige Zahl.

Zunichst wollen wir ein Integral y der Differentialgleichung (q) betrachten, das
an der Stelle « verschwindet. Nach § 5, (27) haben wir

y(t) = k- r(t) - sin [a(t) — (x)],

. (16)
y'(t) = £k - s(t) - sin [f(f) — ()],
wobei natiirlich £ (5= 0) eine geeignete Konstante ist.

Der Einfachheit halber setzen wir A(t) = «(t) — a(x).

Offenbar haben wir 4(z) = 0. Die Funktion 4 wéchst im Intervall § nach oo
oder nimmt nach —oo ab, je nachdem, ob ¢ = 1 oder ¢ = —1 ist. Folglich gibt
es eine Zahl z, (> ), fir die die Funktion A den Wert ex annimmt. Nach (16)
ist aber die Zahl x; die erste nach x folgende Nullstelle des Integrals y. Wir haben
also x; = ¢(x) und ferner

ap(x) = a(x) + em. (17)

Wir betrachten nun die Funktion B(f) = g(t) — a(x).

Auch diese Funktion wéchst im Intervall § nach co oder nimmt nach —oo ab,
je nachdem, ob ¢ = 1 oder ¢ = —1 ist. Folglich gibt es eine Zahl x; (> x), fiir
die die Funktion B den Wert § (¢ + 1) w oder § (¢ — 1) x annimmt, je nachdem,
ob 0 < f(x) — a(x) <z oder —m < f(x) — a(x) < 0 ist. Nach (16) ist aber z,
die erste nach x folgende Nullstelle der Funktion y'. Wir haben also x; = y(%)
und ferner

Bx(x) = a(x) —i——;—(s + 1Dx im Fall 0 < fx) — ofz) < 7; ]
(18)
Bxlx) = ofx) + é—(e — 1)z im Fall —zn < f(x) — afx) <O. I

An zweiter Stelle wollen wir ein Integral y der Differentialgleichung (q) be-
trachten, dessen Ableitung y' an der Stelle z verschwindet. Nach § 5, (27) haben
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wir
y(t) =k - r(t) - sin [e(t) — f(=)],

y'(t) = Lk - s(t) - sin [B(t) — ()]

Durch Uberlegungen, die den obigen analog sind, erhilt man die der Formel (17)
analoge Beziehung

By(x) = B(x) + ex (19)
und ferner
aw(x) = fx) + %-(a — 1)z im Fall 0 < f(z) — afz) < m, l
(20)
oaw(z) = f(x) +%(8 + 1)w im Fall —n < f(x) — afz) < 0.

Die Formeln (17), (18), (19), (20) sind die sogenannten abelschen Funktional-
gleichungen fiir die Fundamentaldispersionen.

Kombiniert man diese Relationen mit den Beziehungen § 12, (8), so erhilt
man die allgemeinen abelschen Funktionalgleichungen fiir die Zentraldispersionen,
kiirzer: die abelschen Funktionalgleichungen

op,(x) = a(x) + evm, }
21
By, (@) = f(x) + evm D
und ferner im Fall 0 < f(z) — a(x) < x:
Brux) = a(x) + l((2,u —sgnu)e +1)m, l
(22)
aw,(x) = f(x) + = ((2,u —sgnu)e — 1)=m
und &hnlich im Fall —z < f(z) — a(z) < O:
1
Bru(@) = a(x) + ‘Q‘((Q,u —sgnu)e — 1), l
(23)

1
aw,(x) = Pfx) + E((Qlu —sgnp)e + 1),
(x€j; e=sgnoa’ =sgnf’; »v=0,4+1,42,...; pu= 41,42, ..).
8. Darstellung der Zentraldispersionen und ihrer Ableitungen durch Phasen. Die
abelschen Funktionalgleichungen fiir die Zentraldispersionen ergeben offenbar im

Intervall j eine Darstellung der Zentraldispersionen durch die Phasen «, .
Die Darstellung der Zentraldispersionen 1. und 2. Art ist nach den Formeln (21)

@u(t) = a o) + v -sgn o'}, () = BUP(t) + v - sgn f] (24)
(r =0, +1, 42, ..).
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Eine dhnliche Darstellung lassen offenbar auch die Zentraldispersionen 3. und
4. Art y,, 0, (0 = +1, 42, ...) zu, und zwar unter Anwendung der Formeln (22)
bzw. (23). Eine explizite Angabe der entsprechenden Formeln ist jedoch nicht
notwendig.

Aus diesen Darstellungen folgen unmittelbar die Eigenschaften der Zentral-
dispersionen aus Nr. 1,1-3 sowie die stetige Differenzierbarkeit aller Zentral-
dispersionen, da jede erste bzw. zweite Phase alle Werte annimmt, stdndig wéchst
coder abnimmt und der Klasse C; bzw. O, angehort.

Durch Differentiation der abelschen Funktionalgleichungen erhélt man im
Intervall § die folgende Darstellung der Ableitungen der Zentraldispersionen:

R RN 1
PO =Zper PO e
N (U 25)
WO =Fg@r 0 S, @)

(v=0,41,42,...; pu=-+1, 42, ..).

9. Struktur der abelschen Funktionalgleichungen. Jede abelsche Funktional-
gleichung fiir die Zentraldispersionen hat offenbar die Form

y(X) = 7(t); (26)

jedes der beiden Symbole y, 7 stellt eine erste oder zweite Phase der (beliebig
gewihlten) Basis (u, v) der Differentialgleichung (q) und X eine Zentraldispersion
dar.

Wihit man umgekehrt eine erste oder zweite Phase y der Basis (u, v) und la6t 7
alle Phasen des ersten oder zweiten Phasensystems der Basis (u, v) durchlaufen,
80 durchlduft die Funktion

X() = y~'[7®)] (27)

genau die Zentraldispersionen einer bestimmten Art » (=1, 2, 3, 4): Ist y eine
erste (zweite) Phase und durchliduft 7 das erste bzw. zweite Phasensystem, so
durchliduft X genau die Zentraldispersionen 1. bzw. 4. (3. bzw. 2.) Art.

10. Darstellung der Zentraldispersionen durch normierte Polarfunktionen. Wir
werden uns der Einfachheit halber auf die Darstellung der Fundamentaldisper-
sionen, die wir hier wieder mit ¢, y, ¥, w bezeichnen wollen, beschrinken. Die
Erweiterung der folgenden Betrachtungen auf Zentraldispersionen mit beliebigen
Indizes bietet keine Schwierigkeiten.

1. Darstellung der Fundamentaldispersionen @, w durch 1-normierte Polarfunk-
tionen. Es sei k() eine 1-normierte Polarfunktion der Differentialgleichung (q),
und oft), f(t) seien die zugehorigen Phasen. Wir haben also f = « + k(x) an
jeder Stelle ¢ € . Wegen des oszillatorischen Charakters der Differentialgleichung
(q) fallt das Definitionsintervall von % mit dem Intervall (—oo, oo) zusammen,
und wir haben in diesem Intervall nach § 6, (30):

1.hECy;
2.0 <h<(n+1)n (nganz);
3. > —1.
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Wir wiihlen eine Zahl £,€ § und setzen oy = a(ty), g = o' (ty)-
Dann gilt (§6, (28)) an je zwei homologen Stellen «(f) =« und oY(a)
= ¢ € 4 die Formel

t=t,+ %f(exp 2fcot k(o) dg) do. (28)
0

Wir bilden diese Formel an der Stelle ¢(f) und wenden die abelsche Funktional-

gleichung ofg(t)] = a(t) + exr (¢ = sgn «’) an. Dann erhalten wir fiir je zwei
homologe Zahlen ¢, o

aten [
1
o) =ty + 7_[ (exp 2 [co’c k(o) dg) do. (29)
0 o
Diese Formel 148t sich offenbar wie folgt schreiben:
aten (4
1
O =t+— f <exp 2 f cot h(g)dg) do. (30)
0
Daraus folgt durch Differentiation
o+ Em
¢'(t) =exp2 [ cot k(p) do, (31)
und ferner )
'l _ 3
W = 2a[cot h(a + enr) — cot h(x)] exp ( —2 fcot h(p) do | . (32)

Ahnlich ergibt die Formel (28) fiir je zwei homologe Zahlen ¢, «

a+h(x)-nn-}1-¢)n

o) =1t + %— f (exp 2 fcot k(o) dg) do. (33)

2. Darstellung der Fundamentaldispersionen v,y durch 2-normierte Polar-
funktionen. Es sei nun —k(f) eine 2-normierte Polarfunktion der Differential-
gleichung (q), und «(t), B(t) seien die zugehorigen Phasen. Wir haben also
o= f + k() an jeder Stelle t<j. Wegen des oszillatorischen Charakters der
Differentialgleichung (q) féllt das Definitionsintervall von —% mit dem Intervall
(— o0, oo) zusammen, und wir haben in diesem Intervall nach § 6, (37):

1. k€ Cy;
2.nr < —k < (n+ 1)z (nganz);
3. —k < 1.
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Wir wihlen eine Zahl £, € j und setzen 8, = B(t,), oo = o (£,).
Dann gilt (§ 6, (35)) an je zwei homologen Stellen §(t) = 8 und g-1(f) = t€j

B ¢
1
t=tytr f [1 + k\(0)] - exp (—2 f [1 -+ E\(@)] cot k(o) de) do.  (34)
.30 ﬁo

Wir bilden diese Formel an der Stelle y(¢) und wenden die abelsche Funktional-
gleichung Bly(t)] = B(!) + e (¢ = sgn o’ = sgn f’) an. Dann erhalten wir fiir
je zwei homologe Stellen ¢, §

Bten » ¢

WO =to+ o [ 11+ @ exp (—2 [+ B eot ko de) do.  (35)
%o

Diese Formel 148t sich offenbar auch so schreiben:

Bten o

1
PO =+ f [1 4 &\(0)] exp (—2 f [1 + ()] cot k(o) dg) do.  (36)
B Bo

Daraus folgt durch Differentiation

14 kM + em) Bsen .
T 11k P ("2 ﬁf [1 + k(0] cot k(o) dg) : (37)

Ahnlich ergibt die Formel (34) fiir je zwei homologe Zahlen t, §

Y'(t) =

ﬁ+k(ﬁ)+nn+%(1+s):rt o

1
20 =1+ f [1 4 &\(6)] exp (—2 f [1 4 k\(g)] cot k(e) d@) do. (38)
B By

11. Differentialgleichungen der Zentraldispersionen. Die Zentraldispersionen
1. Art der Differentialgleichung (q) befriedigen eine nichtlineare Differential-
gleichung 3. Ordnung, und dasselbe gilt von den Zentraldispersionen aller héherer
Arten, falls der Trager ¢ der Klasse C, angehort. Diese nichtlinearen Differential-
gleichungen 3. Ordnung sind, wie wir sehen werden, Spezialfille der Kummer-
schen Differentialgleichung von § 11, (1), deren Bedeutung fiir die Transformations-
theorie grundlegend ist. Wir wollen hier die erwdhnten Differentialgleichungen
3. Ordnung aus den abelschen Funktionalgleichungen herleiten.

Es sei X eine Zentraldispersion von der Art » (= 1, 2, 3, 4).

Wir wihlen eine beliebige Basis (u, v) der Differentialgleichung (q). Dann gilt,
wie wir wissen (vgl. (26)) im Intervall j fiir geeignete erste oder zweite Pha-
sen vy, y der Basis (u, v) die abelsche Funktionalgleichung

y(X) =7(0). (39)

Im Fall x = 1 baw. x = 2 gilt diese Beziehung dann, wenn beide Phasen y,
erste bzw. zweite Phasen der Basis (u, v) sind; im Fall » = 3 bzw. % = 4 dann,
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wenn y eine zweite und ¥ eine erste Phase bzw. y eine erste und y eine zweite Phase
der Basis (u, v) ist.
Aus der Formel (39) folgt fiir alle < j, mit Ausnahme der singuliren Stellen

(in denen die Werte der Funktionen y(X), 7(f) ungerade Vielfache von % sind)
tan y(X) = tan 7(t). (40)

Ist die Zentraldispersion X von der Klasse C;, so kann diese Beziehung an
jeder nichtsinguldren Stelle ¢ € j nach Schwarzscher Art differenziert werden. Man
erhdlt im Hinblick auf § 1, (17)

—{X, t} — {tany, X} - X'%(t) = —{tan 7, ¢}.
Nun ist aber nach § 5, (18), (24)
—{tany, t} = q(t) oder —{tany,t} = ¢(t),

je nachdem, ob y eine erste oder zweite Phase der Basis (u, v) darstellt, und
Analoges gilt von der rechten Seite der Beziehung (40). ¢, bedeutet natiirlich den
Triger der ersten begleitenden Differentialgleichung (q,) von (q):

o 1 124
i) = 40 + V] () ()
) Vig®)]
Somit kommen wir zu dem folgenden

Satz. Alle Zentraldispersionen @ 1. Art, mit beliebigen Indizes, befriedigen im
Intervall § die nichtlineare Differentialgleichung 3. Ordnung

—{p, t} + q(@) - @"2(t) = q(t); (qq)

ferner, falls der Triger q der Klasse C, angehort, befriedigen alle Zentraldisper-
stonen p, y, 0 2., 3., 4. Art, mit beliebigen Indizes, im Intervall j die nichilinearen
Differentialgleichungen 3. Ordnung

—{p, 1} + qi(y) - y'2(t) = ¢,(0). (92Gs)
—{t + @) - 73 = q), (G:9)
—{w, t} + q(w) * () = §(t). (ady)

Dies sind die sogenannten nichtlinearen Differentialgleichungen 3. Ordnung der
Zentraldispersionen, genauer: der Zentraldispersionen 1., 2., 3., 4. Art.

12. Losungen der abelschen Funktionalgleichungen mit unbekannten Phasen-
funktionen &, 3. Dic Frage nach der Bestimmung der Differentialgleichungen (q)
durch die Angabe einer ihrer Zentraldispersionen fiihrt auf die Betrachtung der
abelschen Funktionalgleichungen fiir die Zentraldispersionen mit unbekannten
Phasenfunktionen «, f.

Es sei ¢, , o, cine Zentraldispersion 1. bzw. 2. Art einer Differentialgleichung (q).
Iine Phasenfunktion «, § (§ 5, Nr. 7) von der Klasse C; bzw. C;, die im Intervall §
die abelsche Funktionalgleichung (21) befriedigt, stellt eine erste bzw. zweite
Phase einer Differentialgleichung (q) dar, deren v-te Zentraldispersion 1. bzw.
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2. Art mit der Funktion ¢, bzw. y, tibereinstimmt. Der Tréiger g ist im Sinne der
Formel § 5, (16) bzw. durch eine Losung elner nichtlinearen leferentlalglelchung
2. Ordnung (§ 5, Nr. 12) bestimmt.

Esseinuny,, w, eine Zentraldispersion 3. bzw. 4. Art einer Differentialgleichung
(q). Zwei Phasenfunktionen «, § von der Klasse Cy bzw. C,, die im Intervall j mit-
einander durch eine Beziehung wie § 5, (34) zusammenhéngen und die abelschen
Funktionalgleichungen, etwa (22), befriedigen, stellen eine erste und zweite Phase
derselben Basis einer Differentialgleichung (q) dar, deren u-te Zentraldispersion
3. bzw. 4. Art mit der Funktion y, bzw. w, tibereinstimmt. Der Tréger g ist z. B.
vermége der Phase o im Sinne der Formel § 5, (16) eindeutig bestimmt.

Wir werden uns hier eingehender nur mit der Losung der abelschen Funktional-
gleichung durch Phasenfunktionen von der Klasse C; bei gegebenen Fundamental-
dispersionen 1. Art beschrénken.

Zunichst bemerken wir:

Nach §12, (1) und §13, Nr. 1, 3, 4, hat die Fundamentaldispersion 1. Art ¢
jeder Differentialgleichung (q) im Intervall j(= (a, b)) folgende Eigenschaften:

1. ¢(t) > ¢,

2‘ t1—1>Itle+ (p(t) = a’ 21—15{11— ‘p(t) = I (42)
3.9€C,, [

4.¢'(t) > 0.

Nun gilt der folgende

Satz (von E. BARVINEK [2]). Zu jeder Funktion ¢, die im Intervall j definiert
st und die Eigenschaften 1.—4. hat, gibt es unendlich viele Losungen der abelschen
Funktionalgleichung

o) = alt) + 7 - sgn o' (43)

durch Phasenfunktionen o< Cy, und zwar Lésungen, die konstruktiv ermittelt
werden kinnen.

Beweis. Es sei ¢ eine im Intervall § definierte Funktion mit den obigen Eigen-
schaften 1.—4. Wir wollen z. B. wachsende Losungen «€ C; von (43) konstruieren.

Wir wihlen eine Zahl ¢,€ j und setzen ¢, = @*(t,) fiir v = 0, 4-1, +2, ... Dann
zerfillt das Intervall j in die Teilintervalle j, = [¢,, ¢,.4).

Nun wihlen wir im Intervall j; eine beliebige Funktion f€ (3 mit einer stets
positiven Ableitung f’, die sich in der linksseitigen Umgebung von ¢, folgender-
maflen verhdlt:

Jlim () = fito) + .,

'+ (%)

Jm f(t) = ,(t;’)
ey L £\
‘ll*l‘? ' = @'(to) ( @'(t) )t,, ’

i 10 = L7 (0] b
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Dabei ist z. B. f'*(t,) die rechtsseitige Ableitung von f an der Stelle &,
Vermoge der Funktion f definieren wir nun im Intervall j die Funktion « wie
folgt:
I f¢) fiir ¢€g,,
oty =1 o ()] +- = fiur t€yq,, v>0,
det)] — = fiur t€j,, »<O.

Die Funktion o ist offenbar eine wachsende Phasenfunktion von der Klasse C,
und befriedigt die abelsche Funktionalgleichung (43).

Damit ist der Beweis beendet.

Wir wissen, da vermoge einer ersten Phase « einer Differentialgleichung (q)
der Tréger q im Sinne der Formel § 5, (16) eindeutig bestimmt ist. Dies und der
obige Satz lassen vermuten, daf es zu jeder im Intervall j definierten Funktion ¢
mit den Eigenschaften (42) im allgemeinen unendlich viele oszillatorische Diffe-
rentialgleichungen (q) gibt, deren Fundamentaldispersion 1. Art mit ¢ iiberein-
stimmt. Spéter (§ 15, Nr. 10) werden wir zeigen, dafl die Michtigkeit der Menge
aller Differentialgleichungen (q) im Intervall (—oo, co) mit derselben Fun-
damentaldispersion 1. Art ¢ von der Wahl dieser letzteren unabhingig und der
Michtigkeit 8 des Kontinuums gleich ist.

Was die Losung der abelschen Funktionalgleichungen durch Phasenfunktionen
von der Klasse C; bei gegebenen Fundamentaldispersionen 2., 3., 4. Art anbelangt,
s0 erlauben wir uns, den Leser auf die diesbeziiglichen Arbeiten von J. CHRASTINA

([38]) und F. NEumaN ([64]) zu verweisen. Im allgemeinen ist die Situation
folgende:

Es sei A(t) eine im Intervall j = (a, b) definierte Funktion mit den folgenden
Eigenschaften:

LA > ¢,
2. lim A(f) = @, lim A(t) =0, l
l—>a+ t—>b- (44)
3.2€0,, l
4.20() > 0.

a) Es gibt im Intervall § unendlich viele oszillatorische Differentialgleichungen
(q9) mit ¢ < 0, deren Fundamentaldispersion 2. Art y mit A iibereinstimmt:
p(t) = Mt) fiir £ € 4.

b) Es sei £, € j eine beliebige Zahl. Es gibt im Intervall [¢,, b) unendlich viele
rechtsseitig oszillatorische Differentialgleichungen (q) mit ¢ << 0, deren Funda-
mentaldispersion 3. Art ¥ mit A iibereinstimmt: y(t) = A(¢) fiir £ € [¢,, b).

c) Es sei #,€ j eine beliebige Zahl. Es gibt im Intervall (a, {,] unendlich viele
linksseitig oszillatorische Differentialgleichungen (q) mit ¢ < 0, deren Funda-
mentaldispersion 4. Art o im Intervall (a, A-(f,)] mit A iibereinstimms:
o(t) = At) fiir £ € (a, 172(t,)].

Es sei bemerkt, dafl Probleme dieser Art Zusammenhinge mit Lisungen ge-
wisser nichtlinearer Differentialgleichungen 2. Ordnung mit nacheilendem Argu-
ment aufweisen ([54]).
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13. Folgerungen aus den obigen Resultaten. Wir kniipfen an die obigen Betrach-
tungen an.

1. Monotonie der Differenzen @,(t) — ¢, w,(t) — &, x.,(t) — &, w,(f) — &.
Wir betrachten im Intervall j die Differenzen

@nlt) — b, wu(t) —t, xu(t) —t, wu(t) — ¢, (45)
(p—n(t) —t, Tp—n(t) — 8, Z—n(t) — t, w—n(t) —t (46)
n=12..).

Aus den Formeln in Nr. 6 schlieBen wir:

Wenn der Triger ¢ im Intervall j eine nicht wachsende bzw. abnehmende Funk-
tion ist, so sind daselbst die Werte

< 0 bzw. < 0, und die Werte

(pin(t) - 1’ "/)I-n(t) - 1’ x,—n(t) - 1: w—l-n(t) - 1

sind = 0 bzw. > 0.
Wir sehen also:

Wenn der Trdger ¢ vm Intervall j eine nicht wachsende bzw. abnehmende Funktion
tst, so gilt dasselbe von den Differenzen (45), wihrend die Differenzen (46) nicht
abnehmende bzw. wachsende Funktionen darstellen.

Ahnlich erhalten wir:

Wenn der Trdger q im Intervall j eine nicht abnehmende bzw. wachsende Funktion
ist, so gilt dasselbe von den Differenzen (45), wihrend die Differenzen (46) nicht
wachsende bzw. abnehmende Funktionen darstellen.

Folgerung. Es sei
"'<t_2<t_1<to<t1<t2<"'

die Nullstellenfolge irgendeines Integrals der Differentialgleichung (q) und

e gy <y < by <y < gy < -+ (M= 1) (47)

eine Teilfolge davon.

Wenn der Triager ¢ im Intervall j nicht wichst bzw. wenn er abnimmt, so
stellt (47) eine konkave bzw. streng konkave Folge dar. Wenn der Triger g im
Intervall § nicht abnimmt bzw. wenn er wéchst, so stellt (47) eine konvexe bzw.
streng konvexe Folge dar.

Fiir m = 1 ergibt dies einen Satz von STURM-SZEGO.

Ein analoges Resultat gilt fiir die Nullstellenfolge der Ableitung irgendeines
Integrals der Differentialgleichung (q).

2. Ableitungen zusammengesetzter Funktionen. Nach einem klassischen Satz er-
gibt die Zusammensetzung von zwei oder mehreren Funktionen einer Klasse Cj
(k= 0,1, ...) eine Funktion derselben Klasse. Bekanntlich kann es jedoch vor-
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kommen, dal die durch Zusammensetzung erzeugten Funktionen einer héheren
Klasse als ihre erzeugenden Komponenten angehoren. Unsere Resultate iiber Ab-
leitungen von Zentraldispersionen fithren zu mehreren Situationen dieser Art.
Wir wollen uns diesbeziiglich mit einigen Bemerkungen begniigen, da eine Weiter-
fithrung der Untersuchungen in dieser Richtung den Rahmen unseres Themas
iibersteigen wiirde.

Wir zeigen:

Es set q eine im Intervall § = (a, b) stets negative und stetige Funktion der-
art, daf} die Differentialgleichung (q) oszillatorisch ist. Hier gibt es tm Intervall j
zwet den Ungleichungen t < X(t) < Y(t) geniigende Funktionen X, Y derart, daf
die Funktion q[X(t)]:q[Y ()] der Klasse C, angehirt. Ist die Funktion q streng
monoton, so gibt es sogar stetige Funktionen X, Y mit der erwihnten Eigenschaft.

In der Tat erhidlt man Funktionen X, Y der beschriebenen Art, wenn man
ihre Werte X(t), Y(t) an jeder Stelle t€j gemdll dem Satz aus Nr.6 wihlt:
X(t) = t,, Y(f) =tg; t <t <ty. Die Funktion q[X(t)]: ¢[Y(})] (= ¢'(t)) besitat
an der Stelle ¢ eine stetige Ableitung 2. Ordnung, wie uns aus Nr. 4 bekannt ist.
Ist die Funktion ¢ streng monoton, so folgt aus dem Satz in Nr. 6 und der Be-
ziehung wy = ¢

X(t)=q[alx®1-2'®)]; Y =g [qlx®)]: o'[x®)]],

wobei natiirlich ¢! die zu ¢ inverse Funktion bedeutet. Aus diesen Formeln folgt,
daf} die Funktionen X, Y im Intervall j stetig sind.

B. SPEZIELLE PROBLEME UBER ZENTRALDISPERSIONEN

Dieses Kapitel ist Untersuchungen iiber spezielle Probleme aus der Theorie
linearer oszillatorischer Differentialgleichungen 2. Ordnung gewidmet. Es handelt
sich um Probleme, die mit dem Begriff der Zentraldispersionen zusammenhéngen
und unter Anwendung der in dem vorherigen Kapitel 1 entwickelten Theorie
gelost werden konnen.

§ 14. Verldingerung von Losungen einer Differentialgleichung (q)
und ihrer Ableitungen

In diesem Paragraphen behalten wir die bisherigen Voraussetzungen: (q)
oszillatorisch, j = (a, b), ¢ << 0 fiir alle ¢ € j bei. Diese letzte Voraussetzung wird
jedoch in Nr. 1 (itber Verlingerung von Losungen) nicht benétigt, sondern erst
in Nr. 2 (iiber Verlingerung der Ableitungen von Lésungen).

1. Verlingerung von Losungen der Differentialgleichung (q). Die elementarc
Theorie der linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung lehrt, daB fiir jedes
Integral v von (q) die in einer Umgebung einer von jeder Nullstelle des Integrals v
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