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VYV0OJ PREDSTAV O REALNYCH CISLECH

JAROMIR SIMSA

1. Uvod. Podle uéebnich osnov jsou redln4 &isla patrné nejslozit&jsim matema-
tickym objektem, se kterym by se méli, byt jen velmi letmo, sezndmit vSichni
zaci zdkladnich Skol. Pro tento pozadavek je pddny (i kdyZz jediny) dtvod.
Jakmile se Zaci nauéi Pythagorovu vétu a zaénou ji vyuZivat k vypoétim délek
stran pravothlych trojihelnikl, dockaji se nemilého prekvapeni: Naprosta vét-
$ina pfirozenych ¢isel ma velmi ,slozité“ odmocniny, jejichZ zapisy v desitkové
soustavé ,nikde nekonéi“. To vSak Zaky ani dospélé pfili§ netrapi. Pfi praktic-
kych vypoé&tech jsou totiZ situace, kdy je nutné pocitat na vice nez Sest platnych
cifer, spiSe kuriézni. A tak lidé po cely Zivot pracuji se zaokrouhlenymi é&isly,
aniZ pfemysleji o podstaté ,idedlné prfesnych“ €isel. Dnes se pfitom uz témér
neobejdou bez poéitact a kalkulacek, coz pfispiva k tomu, Ze ¢isla v myslich
lidi vice a vice splyvaji se svymi zdpisy v desitkové soustavé. (Zeptejte se né-
koho, jak si predstavuje napiiklad pfirozené Cislo 791, vét$iné dotdzanych se
vybavi spiSe tvar onéch t¥{ arabskych cifer 7, 9 a 1, nez jejich funkce ve vztahu
k &islu 791.) Snadné proveditelnost aritmetickych operaci na kalkulalce a jeji
displejovy kontakt s uZivatelem utvrzuji mnohé laiky v nézoru, Ze do ,fiSe ne-
praktickych vymysli“, uréenych toliko k trdpeni Zactva, patii nejen iracionalni
¢isla (pokud jim ten termin vibec néco fik4), ale i pocitani se zlomky.
Naznadeny pragmaticky postoj vétSiny soucasné populace k &islim, ktery
lze vyjadrit heslem ,praktické vypolty jsou kalkulem desetinnych &isel“, by
nas nemél piili§ rmoutit. Uvahy o podstaté &sel a jejich riiznych modelech
patii do té asti ,teoretické” matematiky, se kterou by se méli sezndmit aZ na
vysoké $kole pouze budouci matematikové-profesionélové a stfedoskolsti uditelé
matematiky. Domnivim se, Ze je zcela pfijatelné, kdyZ absolventi stfednich
$kol i inZenyfi vymezuji iraciondlni &isla negativnim zpisobem, tedy jako &isla,
kterd nejsou raciondlni, daji se v8ak s libovolnou pfesnosti racionalnimi &isly
pribliZit, jak je to nejastéji zachyceno jejich (nekoneénymi a neperiodickymi)
zapisy v desitkové soustavé. Jak by stfedoZkoldci mé&li rozumé&t napiiklad
ynekoneénému“! zipisu 7 = 3,141592653...7 Odpovéd, 7e jde o nekone&ny

soucet
IR S SR B
10 * 102 " 103 " 104 105
je pfi posuzovani podstaty redlnych &isel nepostadujici, nebot aritmeticky lze
interpretovat pouze souéty konecného poltu séitanct. Uspokojiv&ji vyzniva
odpovéd, Ze danym zapisem je uréeno to jediné &islo, které je mezi (usporddana)
raciondlni ¢isla ,,vlozeno“ tak, Ze plati nerovnosti

+.on,

(*) 3<7m<4, 31<w<32 3l4<m<3l5 3,141<7 < 3,142, ...

1Zde jsou uvozovky opravdu na mist&: provést nekonefny zépis je nad lidské sily
i prostfedky.
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PfibliZujeme-li Zdkim poprvé iraciondlni &isla, nezmifiujeme se pochopitelné
o potfeb& budovat ¢&iselné obory na pevnych teoretickych zdkladech. Lapidarné
Fe€eno: raciondlni a iraciondlni ¢isla tady prosté jsou, pfitom pouze ta prvni
dokdZeme vyjadfit v desitkové soustavé kone¢nymi zdpisy.? I kdyZ je od
predstavy zalozené na odhadech () jiz velmi blizko ke skute¢né konstrukci
realnych ¢isel (jakozto tfid jistych nekoneénych posloupnosti éisel racionélnich),
neméli bychom na stfedni Skole zaky touto abstrakci zatéZovat. Mnohem
dulezitéjsi je, aby Zaci dobre rozuméli také geometrické interpretaci realnych
Gisel, pfi které &isla ztotoZhujeme s body na pifimce (€iselné ose). Toto
(historicky prvotni) pojeti redlnych ¢&isel je velmi nédzorné, nemtze vSak
byt vychodiskem pro teorii redlnych Cisel té miry formaélnosti, jakou dnes
v matematice vyZadujeme. Vysvétleme to podrobnéji v nasledujicim odstavci.

Zéci vidi primé Cary témét ve vSem, &m se lidé obklopuji (obrysy budov
a stén mistnosti, napjaté Shiry nebo draty, hrany riznych predmétt apod.).
Stézi odhadneme, kolikrat jsme v hodinich geometrie narysovali podle pravitka
tsecku. Asi nikdo z nés tehdy nezapochyboval o tom, Ze dokonalou primku
sice nikdo z lidi narysovat nedovede, pfesto tato ,idedlni* ¢ira se nam jevi
jako souclast objektivni reality. Iluze o tom, Ze vlastnosti p¥imky lze bez
vyjimky nachézet, vyvracet ¢i potvrzovat experimenty a vypoéty podobné
jako teoretické zdkonitosti v jinych prirodnich védach, je posilovana tim,
ze vzdjemnou polohu zobrazenych bodi a jejich vzdalenosti vidime, tedy
vnimame tim smyslem, ktery ndm poskytuje o okolnim svété nejvice informaci.
Tato ,vizualni podpora“ ndm pfi prici v matematice umoZiuje intuitivné
pfedvidat vysledky a orientovat rozbory geometrickych situaci spravnym
smérem, ovSem s podstatnym omezenim: vidime vZdy jen koneény (nepfili§
velky) podet jednotlivych bodli. Dirazngji fefeno: tseku & jinou spojitou
caru nevnimame jako nekonefnou mnozinu bodd, ale pouze jako uréity tvar.
A tak je naSe vidéni geometrického svéta ponékud vzdaleno od soudasného
pojeti Skolské matematiky, podle kterého je uiseCka chipana jako nekonecnd
mnoZina bodi.? Nadim vizudlnim zkuSenostem a schopnostem lépe odpovida
starofeckd koncepce geometrie, podle které je Gsecka pouhé misto pro body:
pro Eukleida* bod tusetky neexistuje, dokud neni vybrdn nebo sestrojen
(napfiklad jako priselik daného mista-isec¢ky s druhym mistem-dseckou).
To pak znamend, Ze po libovolném poétu konstrukénich krokd je ,,ve hre“
vzdy pouze konecny pocet bodil. Jistd bezstarostnost, se kterou predkladame

2] kdybychom vyvinuli jiny zpisob zapisovini &isel, nez jsou obvyklé pozi¢ni &iselné
soustavy, s pomoci kone¢ného po&tu znakid sestavime vZdy jen spofetn& mnoho rdznych
kone&nych z4pisl; mnoZina redlnych &isel je v3ak nespoletnd. Proto ,vétSinu“ realnych &isel
nelze popsat napfiklad ani kone¢nymi vyrazy, ve kterych kromé& &isel zapsanych v desitkové
soustavé vystupuji znaménka aritmetickych operaci a odmocnitka ¢&i jiné symboly pro feSeni
algebraickych rovnic.

3Tjim nijak ono mnoZinové pojeti geometrickych ttvard nekritizuji; naopak dnesni u&ebnici
geometrie, kterd by se obe$la bez mnoZinového jazyka (a tedy i symbolickych zipist typu
A € pNgq), bych snad ani nebyl schopen &ist.

4EUKLEIDES z Alexandrie (asi 340-278 pf. n.l.), nejvyznamng;jsi anticky geometr, autor
slavnych Zdkladi, matematického dila, jez po dvé& tisicileti ovliviiovalo vyvoj matematiky
a jeji vyuku.
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7aktum zakladnich 8kol prohldSeni, e pfimka je nekonefnd mnoZina bodd,
je v kontrastu s pozndvaci bariérou, kterou tim prekraCujeme: vlastnosti
nekoneénych mnozin bodd nedok4dZeme ani posoudit praktickym modelovanim,
ani myslenkovym experimentem zaloZenym na nasi vizudlni predstavivosti.
I kdyz na tento kontrast Zdky z pochopitelnych ddvodd neupozoriiujeme,
zminéna bariéra se miZe projevit, jakmile s Zadky zalneme posuzovat piechod
od racionélnich &isel k &islim iraciondlnim. Jak pfesvéd¢it zaky o tom, Ze na
 racionalni“ &iselné ose jsou ,diry“ a Ze ,realnid“ &iselné osa je jiz ,aplna“?5
Utitelé radé&ji se z4ky o té&chto faktech nediskutuji; obdvam se, Ze nékteri
z nich sami nemaji v téchto vécech pfili§ jasno. Zdiraznéme nyni jen to, co
je z hlediska sou¢asného pojeti matematiky v tomto ohledu zdsadni (vécnému
posuzovani tématu se budeme vénovat v daldich oddilech): I kdyZ pojmu
pfimka rozumime na zdkladé praktickych zkuSenosti snad vSichni ,stejné“,
rozhodovat na tomto zikladé miZeme pouze o takovych vlastnostech primky,
které se tykaji kone¢nych mnozin jejich bodd. Zadna ,pfimka jako takova“
s objektivnimi vlastnostmi neexistuje, zilezi do jisté miry na nas, jakym
obsahem pojem piimky jakoZto nekonefné mnoZiny bodd naplnime a jakou
teorii to pfinese. Usp&&nym zpiisobem se tohoto tikolu zhostili n&ktefi vyznamni
matematikové 19. stoleti. Vysledek jejich pfistupu k zdkladim aritmetiky
pfinesl celé matematice tak grandiozni uzitek, Ze se redlnd Cisla zaradila mezi
nejpouzivanéjdi matematické pojmy s pevné ustdlenym vyznamem. Pokusme se
v dal$im textu upozornit na nejdalezitéjsi milniky dlouhé cesty, kterd k tomuto
»Stavu dospélosti“ redlnych ¢isel vedla.

2. Cisla a mno#stvi. Zatimco ptivod pfirozenych &isel v historii lidského
mysleni spojujeme s urdovdnim poctu diskrétnich objektl, tedy navzajem
samostatnych, izolovanych, dale nedélitelnych jednotek, potfeba jinych d&isel
se v myslich lidi zacala formovat p¥i urdovdni mnoZstvi takovych ,spojitych“
geometrickych a fyzikalnich veli¢in, jako jsou délka, obsah, objem, hmotnost
nebo ¢as. Dnes jim souhrnné rikdme skaldrni veli¢iny a misto o ,mnoZstvi“
dané veli¢iny mluvime o jeji hodnoté. Mizeme se jen dohadovat o davnych
primitivnich zplsobech, jakymi byly hodnoty zminénych veliin posuzovany;
pivodné byly rizné hodnoty téze veli¢iny patrné pouze porovnavany slovy
ymensi“, ,stejny* a ,vét$i“, mnohem pozdéji se zaalo prosazovat jejich
skutetné méreni, jehoZ vysledky byly zachycoviny pfirozenymi i ,novymi“
(samoziejmé kladnymi) Eisly, spoleénymi pro viechny druhy skaldrnich veli¢in.
Abychom této procedufe a vyslednym ¢&islim dobfe porozuméli, zamysleme se
nejdrive nad tim, jaké vlastnosti maji viechny druhy skalarnich veli¢in spoleéné.

Riizné hodnoty kazdé skalarni veli¢iny® (délky, objemu, hmotnosti apod.)
jsou vyjadfenim urcitého srovndni jejich nositeld, které se prakticky realizuje

5V zévéretném oddile 9 vysvétlime, Ze i jednotlivd re4lna &isla lze ,obklopit“ novymi
(tzv. hyperrealnymi) &isly, ktera se od prislusného redlného &isla lidi vidy o ,nekone&n& malé
hodnoty® a kterd s pivodnimi redlnymi &isly a ,nekone&n& velkymi“ hyperredlnymi &isly
vytvareji neobvykle bohatou ,&iselnou osu“, majici vlastnosti uspotfddaného pole. V tomto
poli v3ak prestava platit Archiméddv princip (viz oddil 3), coZ lze vyhodné& vyuZit k vykladu
limitnich procesi (v&etn& derivovani a integrovéni) bez obvyklého e-8 jazyka.

6Zdiraznéme jest& jednou, Ze uvaZujeme jen veli¢iny s kladnymi hodnotami. Cislo 0
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urlitou manipulaci. Tak napiiklad délky tsecek porovnivame kladenim jedné
aseCky na druhou, hmotnosti téles uéinkem jejich tihy na miskach vah, ¢asové
intervaly poméfujeme rovnomérnym pohybem ruci¢ek hodin. Pomoci nejjedno-
dussi z téchto manipulaci, kterou je bezesporu kladeni Gsecek, popiseme nyni
jednu relaci a jednu operaci, kterymi je ,vybavena“ mnoZina hodnot kaZzdé
jednotlivé skalarni veliciny.

Polozme dvé seCky AB a CD na stejnou pfimku tak, aby splynuly body
A a C. Lezi-li body B a D na stejnou stranu od bodu A = C, zjistime podle
poradi bodd A = C, B a D, kter4 z Gse-
¢ek AB a CD ma vétsi délku, éi zda
se (v pfipadé B = D) jejich délky rov-

4 ~ B <y naji; vf/slefiek zapi.§eme pomoci znaku
C = ‘D < respektive = (jako bychom misto
~ N g dvou délek porovnévali dvé ¢isla). Po-
kud body B, D leZi na riznych stranich

od bodu A = C, bude mit ise¢ka BD

D Y A=C =« B délku, kterou nazyvame souctem délek
- ~— — tiseéek AB a CD a kterou zapiSeme po-

moci znaku + (jako bychom misto délek
séitali é&isla).

Popsané kladeni usefek je natolik jednoduché a nézorné, Ze nésledujici
vlastnosti délek z, y, z, ... libovolnych Gsedek ndm piipadaji samoziejmé:”

1) z ==z, r=y=>y=rz, T=yAy=z=>zx==2

2 z=yAu=v=>z+u=y+v
(3) Plati pravé jeden ze vztahiz =y, z <y, y < z.
4) r<yAy<z=D>z<z
(6) z+y=y+z, (z+y)+z=z+(y+2)
6) z<z+y

(7) z <y = =+ 2z =y pro jediné z (zdvislé na x,y a zvané rozdilem y — )

Pismena z, y, z, ... nezastupuji ¢isla, nybrz délky isecdek. Ze samotnych
z4pist (1)—(7) to v8ak poznat neni, stejné vlastnosti totiZ maji i pfirozend &isla
(jakoZto poéty prvki koneénych mnoZin). Maji je ostatné také obsahy rovinnych
utvart a v8echny dal§i druhy skaldrnich veli¢in. Toho si v8imli jiz starofecti
ulenci, ktefi zfejmé jako prvni ,extrahovali“ podstatné vlastnosti rtznych
geometrickych a fyzikalnich veli¢in® a vytvorili tak prvni axiomatickou teorii
obecné veliciny, jak ji zndme z prvni knihy Eukleidovych Zakladi. Jeji podstatu
jsme jiZz vylozili: hodnoty téze veli¢iny lze porovnavat a sluCovat (tj. séitat),
pfitom vysledky té&chto tkont spliuji pravidla (1)—(7). Tato obecnd teorie
skalarni veli¢iny je zdkladem, na kterém je v paté knize Zakladi vybudovana

a fenomén zipornych &isel by urlité patfily k hlavnim ndmétim obdobného pfFisp&vku
o historii celych &isel.

"Neni snadné ¥ici, co viibec délky tsefek jsou; bylo by zhola nemozné fici, co je délka
jedné tuseCky (bez porovnéani s délkami jinych dsedek).

8Bylo to obdobi, ve kterém se mezi matematikou a fyzikou nestavély ?4dné metodologické
ani jiné hranice. Fascinujicim pfikladem tehdej3i propojenosti matematickych a fyzikalnich
idei je genidlni dilo Archiméda, nejvétiiho matematika, fyzika a inZenyra starovéku.
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teorie proporci, kterou posoudime pozdéji podrobné, nebot sehrala v historii
redlnych &isel jednu z hlavnich roli. Poznamenejme, Ze teorie veli¢iny stejné jako
teorie proporci nejsou dilem samotného Eukleida. Pfipisujeme je EUDOXOVI
z Knidu (asi 408-355 pfed n.l.), matematiku a hvézdari, ktery byl blizkym
pfitelem a spolupracovnikem filosofa PLATONA.

Vysvétlime nyni, jak do rozdilnych ,sv&ti“ jednotlivych skaldrnich veli¢in
vstupuji ,univerzalni“ pfirozena &isla. Ze byl tento zpisob zndm lidem velmi
dévno, je zcela nepochybné. Pro isecky ho miiZeme popsat vyznamnou manipu-
laci: kratsi usecku klademe na delsi nékolikrdt za sebe, dokud vétsi asecku ,ne-
vy&erpame“.® Opakovanym kladenim tise¢ky dané délky z za sebe (do pfimky)

vytvafime ndsobky pivodni délky z, které znacime 2-z,3-z,4 -z, ... ZapiSme

to pomoci s&itani pro hodnotu z libovolné skalarni veli¢iny (nemusi jit o délku):

zr+z=2-2,2-z+z2z=3-2,3-c+z=4-2,4-z+zx=>5-2,....Pro¢ mlu-

z vime o m-nasobcich pivodni hodnoty z a proc¢
— e vz o 2 z ,

v zépisech m - ¢ pouzivime znak nésobeni, je

—z Lz zfejmé. Z vySe uvedenych vlastnosti (1)—(7)

(kterych konkrétné?) totiZ plynou oba distri-
butivni zdkony: Pro libovolni pfirozend éisla
T,z T z , m,n aprolibovolné hodnoty z,y téZe skaldrni
veliiny plati rovnosti

(m+n)-z=m-z+n-z a m-(z+y)=m-z+m-y,

které pouziti terminu ndsobeni ospravedliuji.!?

Prfipomnéli jsme si zndmy poznatek, Ze pfirozenym Cdislem lze vyjadrit
vztah dvou hodnot téZe veliCiny v pfipadé, kdy je jedna hodnota (celym)
nasobkem druhé. V piipadé, kdy tomu tak neni, vyjadiovali lidé zminéné
vztahy jiz v dob4ch Starého Recka dvéma zcela odli§nymi zpiisoby. PopiSeme je
v nasledujicich dvou oddilech. Pfedtim jesté dodejme, Ze k vyjadfovani poméru
veli¢in jsou lidé odeddvna motivovani jak riznymi praktickymi Glohami (jako
je michdn{ smési), tak i teoretickym studiem podobnosti geometrickych atvart,
amér ve fyzikélnich zdkonech apod.

3. Procedura netplnych podili. VyloZime nyni metodu, kterou patrné
ve 4. stoleti pfed Kristem rozvinuli starofeéti uéenci (pro toto tvrzeni vSak
nemame Zzadné dikazy, pouze jejich ndznaky v knihdch stfedovékych arab-
skych matematikd). Tento rany pokus o teorii proporci (n&kdy oznalovany
jako ,predeudoxovsky“) upadl na dlouh4 stoleti do zapomnéni, jeho spjatost
s fetézovymi zlomky mu vSak v minulém stoleti navratila vyznam a zajistila
trvalé misto v monografiich o aprozimacich éisel. Méalokdo dnes tusi, Ze zndmy

9Nevim, pro& si tak Ziv& pamatuji zpiisob, kterym pani prodavatka pomoci dfev&ného
metru zji¥tovala, kolik je v baliku latky, kdyZ jsem kdysi ddvno s maminkou navstivil obchod
s metraZi; tfeba se mi ten obraz v hlav& propojil 8 genovym poselstvim né&kterého mého
prapiedka-kupce, kteryZ zafasté rovné% takto zboZi ve svém kramé& méril.

10yvédomte si, Ze pivod nisobenf pFirozenych &isel je stejny: soudin m - n vzniki jako
»zkratka“ pro soulet m stejnych s&itanct rovnych &islu n.
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Eukleidiv algoritmus pro vypocet nejvétsiho spoleéného délitele dvou pfiroze-

nych ¢isel mé patrné geometricky puvod.
Predpoklddejme, Ze pro dvé hodnoty z,y dané veli¢iny (napfiklad délky)
plati y < z. Neni-li z ndsobkem y, zjistime, mezi kterymi dvéma sousednimi
nisobky k-y a (k+1) -y hodnota z lezi (na

—r obrazku je pfipad k = 3). Pak pro hodnotu

! ! z = z—k-y zfejmé plati 2z < y; neni-li y na-

Y Y Y sobkem z, predchozi proceduru opakujeme:
z zjistime, mezi kterymi sousednimi nasobky

£-za (£+1)- 2 hodnota y lezi atd.

V pribéhu tohoto algoritmu dostdvdme postupné jednak klesajici hodnoty
dané velitiny, jeZ (spolu s dvéma vychozimi hodnotami) oznaéime u; = z, us =
=yY,u3 = 2,...,jednak pfirozena éisla k; = k, ke = £ ... , kterd jsou vyfslednou
Ciselné vyjddienou informaci o vzijemném vztahu hodnot z,y. Zdiraznéme,
Ze oba vystupy algoritmu jsou jednoznaéné uréeny hodnotami u;,u; a vztahy

(3.1) Ui = ki~ Uip1 +Uip2 A Uip2 < Uj41 (Z =1,2,3,.. )

Odlozme na okamzik dvé otazky, které tento algoritmus vyvoldva (jedna
z nich je velmi nutkavd, druhd, neméné dilezita, nds kviili nafim praktickym
zkuSenostem nejspiSe ani nenapadne), a pro lepsi pfedstavu zapiSme konkrétni
pribéh algoritmu v pfipadé, kdy vychozi hodnoty z,y jsou danymi nasobky
téze hodnoty w, kuptikladu!! z = 43w a y = 19w:

(3.2) 43w =2-19w+5w, I9w=3 -5w+4w, Sw=1-dw+w, dw=4- w.

(Ve étvrtém ,kroku“ jsme porovnévali délku 4w s délkou w, protoZe je mezi nimi
»vztah ndsobku“, cely algoritmus jsme timto zji§ténim ukonéili). Vztah délek
43w a 19w je tedy popsan (uspofddanou) &tvefici éisel (2, 3, 1, 4], kterym fikdme
podle aritmetické analogie neipiné podily.'? Uvedeny vypocet je totiz totozny
s vypo¢tem nejmensiho spoledného délitele ¢&isel 43 a 19 podle Eukleidova
algoritmu (staéi jen ze zapisi v (3.2) vynechat délku w). Pfi ném je oviem
vyznam neiplnych podili ponékud potlagen (zajimame se spise o zbytky pii
jednotlivych délenich), zdiraznime ho nyni tim, Ze v3echna dé&leni zachytime
jednou rovnosti se slozenym (tzv. fetézovym) zlomkem:

43 1
By
19 + 34 1
1+ !
4
(vSimnéte si, jakym zpiisobem jsou na pravé strané &isla ze &tvefice [2,3,1, 4]
rozmisténa). Od této &iselné analogie se ted vratime k péivodnimu poméfovani

117¢e zfejmych diivodd budeme v n&kterych zépisech typu m-z vynechivat znak nasobeni.

12V&ta o déleni se zbytkem: Jsou-li z > y dv& hodnoty dané velitiny a neni-li £ n4sobkem
Y, pak £ = m - y + z, kde nelplny podil m je pfirozené &islo, zatimco zbytek z (z < y) je
velitina téhoZ druhu jako z a y. Ve 8kole stru¢néji piSeme z : y = m (zbytek z).
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dvou hodnot z,y téze skaldrni veli¢iny a poprvé naplnime obsahem pojem
poméru. Formélné Yekneme, ze pomér z : y je posloupnost pfirozenych ¢isel
[k1, k2, ks, . . .], kterd je vysledkem algoritmu (3.1) a kterou (stejné jako pomér
z : y) obvykle zapisujeme pomoci zlomki:

(3.3) Lok
v k

+ 1
2 ks +...

Zlomek na levé strané (3.3) pro nas v této chvili nem4 Zadny iselny vyznam,
jde jen o jiny zapis poméru z : y, ktery pravé definujeme. Naproti tomu prava
&ast (3.3) v n&kterych pfipadech Eiselny vyznam ma; jsou to pravé ty piipady,
kdy je posloupnost [k, k2, ks, . ..] kone¢n4.13

Naznadili jsme jiz dfive, Ze s algoritmem (3.1) jsou spojeny dvé dilezité
otazky. Ta prvni souvisi s kazdym jednotlivym krokem: pokldddme za samo-
zfejmé, Ze jakmile pro dvé hodnoty u,v téZe velifiny zalnem= vytvaret na-
sobky mensi z nich (tedy v pfipadé u < v nasobky u, 2u, 3u, ... ) dostaneme
po uréitém poétu krokid hodnotu, kterd pfevysi pivodni vét§i hodnotu (v na-
$em pfipadé hodnotu v).}* Jen tak je zaru€ena existence pfirozenych &isel k;
ze vztahl (3.1). Zminénou vlastnost kazdé jednotlivé skalarni veli¢iny, kterou
nelze odvodit z dfive vypsanych axiomu (1)—(7), si za¢neme uvédomovat, kdyz
se napfiklad pokusime porovnat délku usecky s obsahem ¢tverce: opakovanym
kladenim tsefky nikdy cely ¢tverec nepokryjeme. Nékdy ponékud expresivné
fikdme, Ze délka GseCky je (ve srovnani s obsahem ¢tverce) ,nekoneéné mald“.
Je mozné srovnani takovych veli¢in ,zakdzat, v historii matematiky vSak praveé
odpovidajici nepovolené procedury (kterym dnes ¥ikdme infinitezimdlni vijpo-
éty) byly spédnym prostfedkem, ktery umoznil vyfe$it mnoho matematickych
i fyzikalnich tloh davno predtim, nez byl pfisné logicky formalizovian. O ne-
kone¢né malych veli¢inach uvazovali i staifi Rekové: byly to pro né thly mezi
krivkami a jejich te¢nami ve srovnéni s obyCejnymi Ghly (mezi dvéma riiznymi
polopfimkami se spolenym pocatkem). Patrné proto také Eukleides v Z4kla-
dech uvédi (jako nutny predpoklad pro obecnou teorii proporci) vlastnost, kte-
rou dnes spojujeme se jménem ARCHIMEDA ze Syrakus:'®

ARCHIMEDUV PRINCIP. Pro dvé libovolné hodnoty = < y téZe skaldrni
veli¢iny existuje prirozené Cislo n, pro které plati nerovnost n -z > y.

Posudme nyni otdzku konecnosti algoritmu (3.1). Jak vime, jeho pribéh
skonéi tehdy, kdyz (poprvé) dostaneme takovou dvojici hodnot u; > usyq, Ze
u¢ je (4plnym) ndsobkem u;41, tedy v naSem oznadeni uy = kg - usy. Z toho

130 vyznamu koneZného Fet&zového zlomku [k1,k2,...,kt] z (3.3) miZeme samoziejms
mluvit, az mame vybudovénu teorii (kladnych) racionalnich &isel (podild pfirozenych &isel).

14Moznost, %e nasobky men3i hodnoty lze ,vyZerpat“ libovolnou v&ts hodnotu tého
druhu, lidé radi vyjadfuji paradoxnimi pfiklady, jakym je pFeliti mofe na jiné izemi pomoci
krej¢ovského nédprstku.

1534m Archimédes v tivodu ke knize Kvadratura paraboly pf¥izniva, Ze tento princip
bohat& vyuZivali jeho predchiidci, a ocefiuje jeho misto v Eudoxové& teorii proporci.
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se indukci ovéfi, ze i viechny p¥edchozi hodnoty u;—;,us—_2,us—3,... (a tedy
i vychozi hodnoty £ = u; a y = ug) jsou nasobky ,posledni“ hodnoty w41,
kterou pro jednoduchost pfeznadime jako w. Pokud tedy algoritmus (3.1) po
kone&ném poctu kroku skonéi, existuji pfirozend ¢isla m,n a hodnota w dané
veli¢iny takové, Ze pro vychozi hodnoty z a y plati

(3.4) T=m-w a y=n-w.

Jako pfi rozboru Eukleidova algoritmu se dokéaZe i obracené tvrzeni: Pokud plati
(3.4) pro vhodnou hodnotu w a pro nesoudélnd'® &isla m a n, skonéi algoritmus
(3.1) pro vychozi hodnoty u; = = a us = y po koneéném poctu ¢ krokd na
hodnot& u;y; = w. V této situaci se hodnota w nazyva (nejvétsi) spolecnou
mirou hodnot z,y, jimZz pak fikime souméritelné hodnoty. Dodejme, Ze pravé
za predpokladu (3.4) je rozvoj na pravé strané (3.3) kone¢ny a jeho aritmeticka

m . . (e
hodnota je rovna zlomku —, ktery lze z rovnosti (3.4) dostat i formdalnim
n

kracenim:
r m-w m

y n-w n

(Teprve v nésledujicim oddile zdivodnime toto pfifazeni jednodusSeji, pomoci
obvyklé konstrukce zlomkd na zdkladé déleni velidiny na stejné édsti) Ani
podminka (3.4) v3ak nedava faktickou odpovéd na otdzku, zda pro nékteré
dvojice hodnot veli¢iny téhoZ druhu neni algoritmus vypoc¢tu nedplnych podili
nekonetny. Neezistuji Zddné praktické zkuSenosti lidi, které by svédéily pro
ezistenci dvojic nesoumétitelnych délek (obsahi, objemi apod). Teprve logické
dedukce spojené s Pythagorovou vétou prekvapivé ukizaly, Ze takové dvojice
délek existuji. Nejzndméj$im prikladem je nesouméfitelnost strany Etverce

7%

a jeho uhlopricky, kterou v oddile 4 posoudime ponékud netradiénim zpisobem.

Poznamenejme, Ze staii Rekové se od zptisobu vyjadfovani pomérti pomoci
netplnych podili postupem doby odvratili. Divod byl patrné ten, Ze neexistuji
jednoducha pravidla pro poéitani s fetézovymi rozvoji. TéZkopadnost vypod&ti
s Cisly vyjaddfenymi fetézovymi zlomky je na druhé strané vyvaZena vyznamnou
roli, které tyto zlomky hraji v rznych aproximacnich tlohich. Prakticky vy-
znam jedné z nich si uvédomime, kdyZ se vZijeme do role stfedovékého konstruk-
téra, ktery zamysli sestrojit mechanicky orloj, znizoriiujici mimo jiné i ob&hy
planet po kruhovych drahédch. Podle (jiz tehdy pomé&rné& pfesnych) astronomic-
kych tabulek sice zndme pomér m : n ob&Znych dob dvou planet, pfirozena éisla
m a n jsou vSak natolik velka, Ze ozubena kola s m resp. n zuby nedokiZeme
vyrobit. Proto misto nich pro na$ orloj pouZijeme kola s p resp. g zuby vybra-

L. 4 |™M D . wr % v .
nymi tak, aby rozdil I; — -q—| byl co nejmensi (a aby é&isla p,q nepfevySovala

technologicky danou hranici N maximalniho poétu zubt na jednom ozubeném
kole). I kdyZ lze tuto Glohu Fesit probranim vech moznosti (naptiklad tak, ze
nejdrive pro kazdy jmenovatel ¢ < N najdeme ten Citatel p, pfi kterém je roz-

a | . “r S vaoxs R PNV
dil l— - ‘1—)‘ nejmensi), existuje elegantnéjsi postup feSeni vychézejici z toho,
n q

16 Jsou-li &isla m,n soud&ln4, lze v (3.4) nahradit hodnotu w v&t$i hodnotou w’ = d - w,
kde d = NSD(m,n); po zimé&n& w za w’ budou nova &sla m,n v (3.4) nesoudé&Ini.
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%e k danému ,slozitému“ poméru m : n nejprve sestavime (pomoci procedury
netplnych podilt) odpovidajici fetézovy zlomek.!” Pro zajimavost uvedme, Ze
z (nekoneéného) fet&zového zlomku pro Ludolfovo &islo

=3+ !
" 7+ !
1
15+
Tt osr
plynou postupné tato pribliZzeni (podtrzena jsou platnd desetinnd mista):
1 22
= - =— =23,1428...
T™T=3+ Z 7 14 ,
1 333
= — = — =3,141509...,
15
1 355
= —_— = 292
=3+ . T 113 3,1415929 ,
15+ !
1
1 103993
= = = 3,1415926530. . . .
m=3 1 33107 141992053
7T+ —
15 + .__1_
1 1
* 292

Vypsanym zlomkim se nevyhne Zidny prehled o historii ¢isla 7, zdjemcim
o jeji 8irsi kulturné-spoledenské souvislosti doporuéuji poutavé vypravéni [Be].

4. Zlomky a ciselné poméry. V predchozim textu jsme se jeSté nezminili
o tom, ze skaldrni veli¢iny se od pfirozenych ¢isel odliSuji jednou velice
vyznamnou vlastnosti. Vyslovme ji nejprve spiSe filosoficky: Geometrické
veli€iny (jako jsou délka, obsah &i objem) se neskladaji z ,,atomi“ (nedélitelnych
¢asti), lze je bez jakéhokoliv omezeni délit na menS$i a mensi ¢asti (napiiklad
opakované pilit), aniz se méni ,kvalita® délené veli¢iny.!® Timto zavérem jiz
starofecky uéenec ARISTOTELES (384-322 pfed n.l.) vystihl podstatny rozdil
mezi spojitymi a diskrétnimi veli¢inami. Vyjddfeme nyni Aristotelovu myslenku
matematicky jako dalsi, v porfadi osmou vlastnost obecné skaldrni veli¢iny. Bude
vyjadfovat poznatek, ze jakékoliv ,mnozstvi“ lze rozdélit na pfedepsany pocet
rovnych dili:

(8) Pro libovolnou hodnotu z skaldrni veli¢iny a kaZdé prirozené &islo n

existuje hodnota y téZe veliCiny, pro kterou platiz =n - y.

17Podrobnosti o tom najdete v brozufe [V] nebo knizce [Ch], kde jsou rovn&% uvedeny
dal3i (zna&n& hluboké) vty o aproximacich racionalnimi &isly.
18Mame samoziejm& na mysli pouze d&leni na konednyj potet &asti.
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Zdtrazndme, Ze procedura déleni na rovné ddsti je pravé tim postupem,
kterym Zz4kim vysvétlujeme pojem zlomku; po tvodnich pfikladech typu
Cturtina koldée nebo dvé tretiny kruhu abstrahujeme od povahy ,nosi¢a“
konkrétnich jednotek (ve zminé&nych piikladech kold¢ resp. kruh) a pracujeme
se zlomky ,,jako takovymi“, tedy s univerzalnimi &isly.!® Protoze je tento postup
vieobecné znam, popiSme ho zde velmi stru¢né. Misto rovnosti = n -y

z vlastnosti (8) piSeme y = = - z a fikdme, Ze hodnota y je n-ty dil (neboli
n
jedna n-tina) hodnoty z. Pro libovolnd pfirozena &isla m,n pak definujeme

m. . . 1 s . .
hodnotu Pt jako m-nasobek hodnoty 2 Snadno se ovéfi, ze plati tvrzeni:

m P v . v

rovnost y = — -z nastane, pravé kdyz zaroveh y = m-w a £ = n-w pro vhodnou
n

hodnotu w (kterd se pak, jak jiz vime, nazyva spole¢nou mirou hodnot z,y).

Vysvétlili jsme, Ze zlomky (kladné racionalni &isla) jsou prostiedkem srov-
ndni souméfitelnych hodnot téZze skalarni veliCiny. Prakticky se toto srovnani
uskutechuje zndmou procedurou méreni. Spo€ivd v tom, Ze v mnoziné vSech
hodnot dané skaldrni veli¢iny vybereme jednu hodnotu e (nazveme ji jednot-
kou??) a s jeji pomoci na zakladé uréité manipulace popiSeme velikost kazdé
jiné hodnoty = porovnanim

m z ~e s w7
(4.1) z = — e pro vhodni pfirozend ¢isla m,n.
n

m
Vysledkem méfeni hodnoty z je tedy zlomek —; s ohledem na omezenou

piesnost kaZdé fyzické manipulace nejsou ¢isla m,n obvykle pFili§ velka
(jmenovatel n je nejastéji mocninou &isla 10 s celodiselnym exponentem).
Nikdy pfitom nedostaneme varovny signél, Ze jsme ,narazili“ na hodnotu z, pro
kterou vyjadfeni (4.1) neexistuje (a které tedy neni s hodnotou e soumé&ritelna).

Zminéna procedura méfeni odeddvna v lidech vyvoldvala alespofi naivni
p y P

predstavy o ,spojité“ skale Cisel, spole¢né pro viechny druhy skalarnich veliéin.
Upozornéme na tomto misté, Ze starofeéti matematikové nazyvali ¢isly pouze

s ws

celd ¢isla vétsi neZ 1, nebot &isla pro né byla soubory nedélitelnych jednotek.?!
Takové omezeni pojmu Cisla mélo zfejmé filosofické opodstatnéni (jednotka
nemiize byt rozdélena na ¢ésti, jinak by totiZ pfestala byt jednotkou). Proto

19Nezneuzivime n&kdy heslo ,,V hodindch matematiky po&itdme bez jednotek“? Chapu,
Ze to usnadiiuje nacvik po&tafskych dovednosti i vyklad mnohého nového ué&iva. Nevadi mi,
Ze Zzaci vidi v &islech &asto pouze jejich ciferné zapisy. Kolik z nich v3ak tu3i, co v3echno
se miZe stit, kdyZ do algebraickych vyrazd zalneme za proménné dosazovat nikoliv &isla,
ale geometrické veli€iny? Pro& pfi geometrickych vypo&tech nejsou Zaci pfili§ zvykli provadét
»rozmérové“ zkousky vzorcd, ke kterym dospé&ji? Jsou stfedodkolaci opravdu dobfe pfipraveni
na to, abychom jim v zadanich uloh uvadéli délky, obsahy a objemy jako &isla bez jednotek?

%0 Neexistuje bohuZel Zddna ,vyjimefnd“ hodnota, kterd by se odliovala n&kterou
vlastnosti od ostatnich hodnot téZe skaldrni veli¢iny. Proto vyb&r jednotek a ,uchovani“
jejich etalont pfinédSely lidem vZdy fadu potiZi.

21Nejde pouze o terminologickou poznidmku, nebot &isla byla vidy spojovédna s dv&ma
operacemi: s¢itdnim a ndsobenim. V duchu svého pojeti &isel tak Rekové ,,odmitli“ i po&itani
se zlomky, dfive p&stované Egyptany a Babyléfiany s dobrymi praktickymi vysledky.
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Rekové tehdy nepracovali se zlomky jako s &isly, ale pouze jako s ¢iselngmi
poméry;?? podminku (4.1) by tudiz zapsali rovnosti z:e = m:n, imé&rou, ktera
znamena, e hodnota z je sloZena z m dild a hodnota e z n dild, pfi¢emz vSechny
tyto dily jsou stejné (tj. z = m - w a e = n - w). Dodejme, Ze Eislim a jejich
pomériim piisuzoval PYTHAGORAS ze Samu (asi 570-500 pfed n.l.) a jeho Zaci
(zvani pythagorejci) mysticky vyznam: &isla (kvantitativné omezujici principy)
jsou pocatkem vieho, pomoci &isel a jejich pomérd lze vylozit harmonii
celého svéta.2? Paradoxné samotni pythagorejci tuto svou teorii vyvratili, kdyz
objevili, Ze strana Etverce a jeho uhlopfitka maji nesouméritelné délky. Podle
[Bou] neni piili§ jasné, jak pythagorejci toto tvrzeni poprvé dokdzali. Protoze
aritmeticky dikaz iracionality &isla v/2 je z u¢ebnic matematiky dobfe zndm,
uvedeme nyni geometricky dikaz zminéné nesouméFitelnosti, a to na zakladé
procedury nedplnych podili z oddilu 3.

Na obrazku vidite étverec ABCD. KruZnice o stfedu C' a poloméru rov-
ném délce strany étverce protne thlopfitku AC v bodé E a jeji prodlouZeni za
F vrcholem C v bodé F'. Pomoci rovno-

ramennych trojihelniki BCE a BCF

se snadno zjisti, ze thly ABE a BFC

maji velikost 22,5°; protoze i Uhly BAE

D C a ACB jsou shodné (mé&fi 45°), jsou
trojahelniky ABE a AF B podobné po-
dle véty wu. Proto pro jejich strany plati
|AB| : |AE| = |AF| : |AB|, odkud

E plyne, Ze procedura netplnych podili
pro useCky AC a AB mé& nésledujici
A B pribéh:24
|AC| —14+ |AE|, |AB| _ |AF| o4 ]AEI, |AB| —o4 IAEI’
|AB]| |AB|’ |AE| |AB] |AB|’ |AE| |AB|
Je to tedy nekoneény ,zacykleny“ proces, jehoz vysledek vypada takto:
|AC| 1
L R
AB| . 1
48] 24—
2
+ 2+ ...

Tak jsme geometrickou cestou (bez jakékoliv ivahy o délitelnosti &isel, potfebné
pfi obvyklém dikazu sporem) ukézali, Ze délky tisetek AB a AC jsou nesou-
méfitelné. ProtoZe, jak dobfe vime, plati rovnost |AC| : |AB| = v/2, nali jsme

22V Zeské literatufe (zejména star3i) se poméru &asto ¥ik4 proporce; ve shodé& s jinymi
jazyky bychom proporci méli spife nazyvat timéru, tedy rovnost dvou pomérd. V celém
pfisp&vku preferuji &eské terminy pomér a uméra; jedinou vyjimku &inim v ustaleném nazvu
teorie proporci.

23Podrobnosti o pythagorejské filosofické Zkole najdete v [B1].

24Misto toho, abychom v druhém kroku (a, jak se ukaZe, i viech dalSich krocich) procedury
porovnévali dvojici isetek AB, AE, porovnime ,proporciondlni“ dvojici tisetek AF, AB.
Tim se vyhneme dokreslovani daldich (men3ich a mensich) Gsefek do naseho obrizku.
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(i kdyz to nebyl na3 bezprostfedni cil) rozvoj iracionalniho &sla v/2 do tvaru
nekoneéného retézového zlomku.

Zjisténi pythagorejci, Ze nékteré dvojice tseCek maji nesouméritelné délky,
bylo nejen silnym otfesem, ktery narusil zdklady tehdejsi matematiky budované
vyluéné na aritmetickych zdkladech, ale zaroven i velkou vyzvou pro dalsi
generace matematiki, aby zkoumali konkrétni druhy ,&iselné nevyjadritelnych“
poméri a hledali zpusoby, jak tyto poméry alespoii pfiblizné vyjadfovat (coZ
v disledku vedlo k rozsifeni pojmu &isla).?5 Tento obrat ve vyvoji matematiky
se jiz pln& projevuje v Eukleidovych Zakladech z tfetiho stoleti pied Kristem,
v nichZ jsou vychozimi objekty exaktniho vykladu nikoliv ¢isla, ale geometrické
veli¢iny. Pravé jejich obecné teorie (viz oddil 2 vy3e) je vyloZena v prvni knize
Zékladd. V dal3ich knihdch se pak &isla zobrazuji pomoci useéek, jejich souéiny
pomoci obdélnikd, zdkladni algebraicka pravidla a vzorce se dokazuji ndzornymi
geometrickymi obrazky, linedrni a kvadratické rovnice se interpretuji jako tlohy
o obsazich étverci a obdélniki a fe$i se konstrukcemi pravitkem a kruzitkem
(detailni popis této pozoruhodné fecké geometrické algebry najdete v [B1]).2¢
Co rozhodlo o tom, Ze dnes tuto koncepci ,matematiky na geometrickych
zdkladech* vnimame spife jako historickou zajimavost (p¥i védomi toho, jak
hlubokym zpisobem Eukleidovy Zaklady ovliviiovaly vyvoj matematiky vice
nez 2000 let)? Jist& k tomu prispé&la skutenost, Ze je mnohem nesnadné&jsi
operovat s geometrickymi veli¢inami nezli s €isly. Tato nevyhoda geometrie
se postupem staleti projevovala stile vyraznéji, zejména poté, co se prosadily
poziéni ¢iselné soustavy, které neobyéejné zjednodusily zéapisy ¢&isel i praktické
vypocty s nimi.

5. Eudoxova teorié¢ proporci. Z celych Eukleidovych Zikladd je pro naSe
téma nejdulezit&jsi patd kniha, v niZ je rozpracovdna napadita teorie pomérti
a imér geometrickych velicin, kterd v uréitém smyslu pfedjima moderni pojeti
realnych ¢isel (pfesnéji jejich model tzv. Dedekindovych fezid). ProtoZe tplny
piehled vSech definic a vét paté knihy Zakladl je moZné nalézt v [B2] (s citacemi
puvodnich formulaci ¢eského piekladu F. Servita a zasvécenym komentifem
J. Betvéfre), omezime se v tomto oddile pouze na vyklad zékladni myslenky

a vyznamu Eudoxovy teorie.

Vyjadfeme nejprve vychozi ndpad celé teorie proporci: zachytit pomér z : y
(kvantitativni vztah dvou hodnot z,y téze skaldrni veli¢iny) tim zptsobem,
ze srovname velikost kazdého jednotlivého nasobku z, 2z, 3z, ... s velikosti
kazdého jednotlivého nasobku y, 2y, 3y, ... Poznamenejme, Ze pokud se v obou
skupindch ndsobkid najde stejnd hodnota, feknéme n - x = m - y, jsou vychozi
hodnoty z,y souméritelné a plati Gméra x : y = m : n, kterd (sama o sobg) jiz
podéva tiplnou informaci o poméru z : y. V opaéném piipadé plati pro kazdou

25Zhrouceni predstav pythagorejcii o vzijemném vztahu p¥irozenych &isel a geometrickych
veli€in se &asto nazyva pruni krizi matematiky.

265koda jen, %e v dne¥ni Zkole nevénujeme ,geometrickému vidén{“ algebraickych pravidel
a vysledkd vice pozornosti. Viz podné&tnou publikaci [Ku].
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dvojici ptirozenych &isel m,n pravé jedna z nerovnosti
(5.1) n-r<m-y respektive n-z>m-y.

Pomeér z : y je pak iplné popsdn tim, kterd ze dvou poslednich nerovnosti (pro
libovolnd &isla m an) plati.?” Toto tvrzeni lépe pochopime, kdy?% si uvédomime,
7e prvni (resp. druhd) nerovnost v (5.1) znamen pravé to, Ze hodnota poméru
z : y je mensi (resp. vét3i) nez hodnota poméru m : n. Proto je ,testovani“
(5.1) vlastné ,zafazovanim“ hodnoty poméru z : y do usporaddané 8kaly hodnot
viech &iselnych pomért m : n, tedy do 8kaly zlomkd 7. Pomérem z : y dvou
nesouméfitelnych hodnot x,y se tak vSechny zlomky 7 rozdéli do dvou tiid,
podle toho, kterd z nerovnosti z : y < T resp. z : y > 7 plati. Vidime, Ze
teorie proporci je zaloZena na stejném népadu jako Dedekindova teorie fezl
(viz oddil 7).

Stafi Rekové vSak k chipani &isel jako hodnot poméri nikdy nedospéli.
V teorii proporci ,pouze® definuji éméru (rovnost dvou poméri) z:y =u:v
jako situaci, kdy pro libovolna pfirozend ¢isla m,n plati ekvivalence

n-r<m-y<<n-u<<m:-v,
nr=m-y<<n-u=m:-v,

n-r>m-y<<>n-u>m:-o.

Testovani nerovnostmi (5.1) umoZziiuje v teorii proporci srovnavat i dva poméry,
které netvofi iméru; nerovnost z : y < u : v podle definice znamené existenci
pfirozenych ¢&isel m,n takovych, Ze

n-r<m-y aziroveh n-u>m-v

(tedy v disledku z : y < m : n < u : v).28 Uvédomte si, Ze obéma uvedenymi
definicemi je moZné porovnavat poméry = : y a u : v i v pfipadé, kdy z,y jsou
hodnoty jedné veli€iny a u,v hodnoty jiné veli¢iny.

Hlavni pfinos teorie proporci jsme pravé vylozili: pomoci testovani (5.1)
lze mnozinu vech moZnych poméri z : y (soumé&fitelnych i nesouméfitelnych
dvojic hodnot z,y) linedrné uspofadat. Mohlo by se zd4t, Ze chybél jen kridek,
aby Eukleides doSel k pojmu (kladného) redlného &isla: stacilo dodat, Ze ¢&islo je
tiida rovngch poméri. To je v8ak klamny dojem, nebot ani s &iselnymi poméry
m : n stafi Rekové neoperovali jako s &isly.?? S poméry geometrickych veli¢in se
v Eudoxoveé teorii proporci operuje na nase zvyklosti velmi ,stfidmé&“: omezené
se uvazuje pouze jedind bindrni operace kompozice (pouZijeme pro ni znak o),
ktera se prirozené objevuje v riznych geometrickych situacich a kterd odpovida

27 Aby byla informace o pomé&ru z : y {ipln4, je bohuZel nutné (v p¥ipad& nesouméfitelnych
hodnot z,y) udat nekoneéné mnoho platnych nerovnosti (5.1).

28Je to vyjadreni toho poznatku, e mezi kafdymi dv&ma rdznymi reslnymi &isly lezi
aspoii jedno raciondlni &islo.

29Prohlssit n&které objekty za &isla, aniZ je miZeme s&itat a nasobit, by bylo v rozporu
s tim, co se od pojmu &isla vieobecné o¥ekiva.
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dnednimu ndsobeni hodnot poméri. Kompozici dvou poméri a : b a ¢ : d lze
v teorii proporci bez problémi ,vypocitat“ pouze ve specidlnim pfipadé ¢ = b,
kdy se vysledek (a : b) o (b : d) definuje jako pomér a : d. V piipadé ¢ # b
uvazuje Eukleides kompozici (a : b) o (¢ : d) pouze tehdy, kdy a,b,c,d jsou
délky tseéek a kdy pomér ¢ : d miiZzeme nahradit jemu rovnym pomérem b :
(zndmé pravidlo &turté imérné):

c:d=b:z=>(a:b)o(c:d)=(a:b)o(b:z)=a:z.

Dodejme, Ze v Sesté knize Zakladi je posouzend kompozice pomért délek usecek
déna do souvislosti s pomérem obsahii, vzniklych ndsobenim prislusnych délek:
(a:b)o(c:d) =(a-c): (b-d). Pro jiné skaldrni velifiny a,bd,c,d viak toto
pravidlo nelze prohlésit za definici kompozice, nebot ,soudiny“ a-c a b-d
obecné nemaji vyznam. Tuto aritmetickou ,nedostate¢nost® Eudoxovy teorie
lze odstranit pouze hlubokymi koncepénimi zménami, které matematikové
sloZitymi cestami nachazeli a prosazovali v pribéhu dvou tisicileti.

I kdyZ je teorie proporci vyjadienim snahy starofeckych matematiki o do-
konalost zakladi a ujasnénost pojmli matematické védy, aritmeticko-pocetni
vyznam teorie proporci v antické dob& nebyl (a podle pfedchoziho odstavce ani
nemohl byt) p¥ili§ veliky. P¥i v&i Gict& k vnit¥ni logické propracovanosti byla Eu-
doxova, teorie z hlediska vypoét@ malo ,pruzna“. Proto jesté v antickém Recku
pozorujeme odklon ucenct od této abstraktni teorie k pragmati¢t&jsim néhle-
dim na zdklady matematiky: tak napfiklad prikopnik algebraického znaceni
neznamych hodnot, DIOFANTOS z Alexandrie (3. stol.n.l.), chapal &islo jako
feseni rovnice.3°

6. Co prinesl stfedovék. Z hodin déjepisu vime, Ze prvni staleti po zaniku
antického svéta byla pro Evropu obdobim vseobecného kulturniho tGpadku.
Myslenky starofeckych matematikd na dlouhd staleti upadly do zapomnéni,
origindly jejich dél byly nendvratné zni¢eny. NaStésti se ndm dochovaly alespoii
jejich arabské preklady, pofizené uéenci islamské fise, ktera se koncem prvniho
tisicileti naSeho letopoltu stala rozlehlou euroasijskou mocnosti se vSemi
hlavnimi centry tehdejsi vzdélanosti.

Narozdil od antickych Rekd, ktefi usilovali o dokonalé propracovani logic-
kych zdkladd matematiky, byli arabsti matematikové zamé¥eni pragmatict&;i:
misto ,planého teoretizovani“ déivali pfednost ,praktickému kalkulu“. Jejich
pieklady Eukleidovych Zikladu jsou spiSe svérdznymi ,pfepisy”: mnohé pi-
vodni pasdZe (Casto pravé Eudoxova teorie proporci) jsou témito prekladateli
(¢i spise vykladadi) vynechany & chybné pozménény, kriticky pfepracovany
nebo alespon doplnény komentéfi € jinymi vyklady.

Odlisnost stfedovéké arabské matematiky od matematiky antického Recka
vyrazné ovlivnila budouci pocetni praxi v Evropé, a tim i samotné pfedstavy

30Zni to pongkud naivng, ale zvaite: Nejsou raciondlni &fsla (zlomky 2) ,stvofena“ pravé
jako feSeni linearnich rovnic n - £ = m? Neni iracionéln{ &islo v/2 urgeno jako kladny kofen
kvadratické rovnice x2 = 27 O jinych ne# algebraickych &islech neméli lidé a% do 19. stoleti
ani potuchy.
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o Cislech v myslich Evropani. Arabsti matematikové se svym zaméfenim za-
slouzili o vznik a rozvoj numerické matematiky. Velké 1sili totiz vénovali prak-
tickym vypodtim, napfiklad pfi sestavovani stale presnéjSich astronomickych
tabulek a s tim souvisejicich vypoétech pomérd délek tétiv a poloméri kruznic
v z4vislosti na stfedovém uhlu. Tyto poméry byly vyjadfovany (s jistou chy-
bou) nejdiive Sedesatinnymi, pozdéji desetinnymi zlomky.3! Témito tsp&chy se
posilovalo védomi, Ze ¢im lépe pfedem aproximujeme vstupni ¢isla, tim blize
se vypocty dostaneme k presnému vysledku. Tento ,po¢tarsky optimismus“ by
nikdy v myslich lidi nezvitézil, kdyby se pfi zapisovani ¢isel neprosadily poziéni
Ciselné€ soustavy, které jednak umoziuji systematicky vypisovat libovolné blizké
aproximace ,nevyjadfitelnych“ (dnes fikdme iraciondlnich) &isel, jednak usnad-
fhuji provadéni aritmetickych operaci s €isly (a tak vnasi do numerického po-
&itani tolik potfebnou prehlednost a jistotu). Kvadratické iracionality, podané
v desaté knize Zakladd v geometrickém pojeti pomoci Gsedek, ¢étverct a obdél-
nikd, byly ve stfedovéku stéle fasté&ji interpretovany aritmeticky a objashovany
numerickymi piiklady. Tak se postupné stiral rozdil mezi poméry nesouméfi-
telnych hodnot geometrickych veli¢in a numerickymi iracionalitami. DoloZme
nové predstavy o &islech ndzory t¥{ matematikd tehdejsi epochy (podle [J]):
Omar CHAJJAM (1048-1131, stfedni Asie): ,,Misto otdzky o vztahu poméru
a disla, kterou povazuji spiSe za filosofickou, pokldddm za nutné zavést
v matematice délitelnou jednotku a novy druh éisel, kterda odpovidaji pomérim
hodnot velidiny k této zvolené jednotce. To uZ nejsou ani ¢ary, ani plochy, ani
télesa, ale od toho vSeho rozumem oddélené velidiny patrici mezi éisla.“

Raffaele BOMBELLI (asi 1530-1572, Bologna): ,, Vybereme-li jednotku dané
veli¢iny, pak se ndm hodnoty veli¢iny a jejich poméry ztotoZni. S takovymi
hodnotami pak miZeme volné poditat (séitat a ndsobit), jako by $lo o éisla.“

Isaac BARROW (1630-1677, Cambridge): ,Cisla oznaduji poméry veli¢in
a maji znamé aritmetické vlastnosti, Ize je tedy séitat, ndsobit a porovnavat.“

Zavrseni etapy ve vyvoji pfedstav o Cislech, kdy se prosadil nazor, Ze ¢isla
jsou hodnotami poméri skaldrnich veli€in, spojujeme se jménem slavného
fyzika Isaaca NEWTONA (1643-1727), ktery vidél v &isle ,miru veli¢iny pfi
zvolené jednotce“. Pravé newtonovskym pohledem by na reilnd &isla méli
pohliZet na8i dne$ni stfedo8koléci, proto se mu chvili vénujme podrobngji.

Vybereme nejobvyklejsi veli¢inu — délku, zvolime jeji jednotku a oznadime
ji pismenem e. Pak kazda délka z je urcité mnoZstvi (&islo, jeZz oznalime a)
jednotek e; vyjadiime to rovnosti

(6.1) z=a-e.

Délku z jsme zapsali jako a-nasobek jednotky e. Je toto ndsobeni pouze
formalnim zépisem, nebo popisuje urditou manipulaci s tse¢kami, ,nosi¢i“
prislusnych délek? Zduraznéme, 7e pojem a-nisobku délky e mél plivodné
vyznam pro pfirozend ¢isla a (vysledek opakovaného kladeni tise¢ky délky e

31Tak se poméry délek za¥aly zvolna povazovat za jakisi ,obecni® &sla.



274 JAROMIR SiM$A
za sebe). Jak dobfe vime, také pro zlomky a = = maji a-nésobky délky e
vyznam spojeny s uréitou kone¢nou manipulaci (rozdéleni Gsetky délky e na n
stejnych dil a slouceni m jejich exemplafi). Jakym obsahem vSak lze naplnit
rovnost (6.1) v pfipadg, kdy jsou délky x,e nesouméfitelné? Cislo a je tehdy
sice oznacenim hodnoty poméru z : e, Zddna (kone¢nd) manipulace objasiujici
jeho ,velikost“ vSak neexistuje. Nicméné takové iraciondini &islo a je ,pevné
ukotveno® ve skale zlomki (raciondlnich ¢isel) pomoci porovnéni pfisluSnych
délek: my M my M
—e<<a-e<—e — —<<a<—
n n2 ni n2

7

(nerovnosti mezi délkami pfendSime na nerovnosti mezi ¢isly, které tyto délky
vyjadfuji). Velikost &isla a je tak urlena zprostfedkované, totiz tim, které
zlomky 2 jsou v&tsi (a které mensi) nez Cislo . PribliZeni ¢isla o témito zlomky
mé zésadni vyznam pfi aritmetickych operacich, kdy obecn4 &isla nahrazujeme
(obvykle desetinnymi) zlomky. V této souvislosti upozornéme, ze diky pouzivani
stile presné&jsich logaritmickych tabulek se koncem 16. stoleti v Evropé rodi
nova (aritmetickd) pfedstava o iracionélnich éislech jako o desetinnych &islech
s neukoncenym neperiodickym zapisem, ktera zdafile (z hlediska praktickych
vypoét) dopliiuje pravé popsany (geometricky) pohled®? na é&isla jako na
poméry délek.

Geometricky model redlnych Cisel tésné souvisi s filozofickymi zdklady newto-
novské fyziky: n4$ materidlni svét a veSkeré jeho procesy se odehravaji v t¥iroz-
mérném eukleidovském prostoru (éteru), jehoZz vlastnosti nezilezi na hmoté,
kterd je v ném ,rozmisténa“. Neménnost a dokonald homogenita prostoru,
a tedy i pfimek a rovin, z nich délaji vhodné vychozi objekty pro budovani
té matematiky, kter by méla dobfe slouzit fyzice a dal$im p¥irodnim védam.33

7. Cisla a infinitezimdalni vypoéty. Jak jsme vysvétlili v pfedchozim od-
dile, na pocatku novovéku se zdalo, Ze koncepce ¢isel jako objektt, které slouzi
k oznaCovani poméri veli¢in, které 1ze libovolné pfiblizovat desetinnymi roz-
voji a se kterymi lze volné aritmeticky operovat, brzy dosdhne podoby kone¢né
exaktni teorie. Takovy vyvoj v8ak byl pozdrzen v disledku bouflivého rozvoje
novych sméri matematického vyzkumu. Zejména teorie nekoneénych fad a dife-
rencialni a integralni pocet, které rychle zacaly pfinaSet uzitek fyzice i samotné
matematice, vnesly do budovaného svéta &isel nejistotu (hlavné tim, Ze zpo-
chybnily univerzalnost Archimédova principu). Virtuézni vypoéty s nekoneéné
malymi a nekone¢né velkymi veli¢éinami takovych vyjimeénych matematiki, ja-
kymi byli Leonhard EULER, bratfi BERNOULLIOVE nebo Gottfried LEIBNIZ,
vyvolavaly ostré polemiky o korektnosti jejich postupt, které v té dobé& nebylo

32Ptipomeiime jeho obvyklou interpretaci pomoci ¢iselné osy. Pokud zvolime use¢ku OE
délky e a kazdému vnitinimu bodu A polopfimky OF pfifadime &islo |OA| : |OE|, dostaneme
vzajemné jednoznaéné zobrazeni (bijekci) mezi polopfimkou OF (bez potatku O) a mnoZinou
kladnych realnych &isel, ve kterém je bod E vzorem (&isla 1. Z této poloosy dostaneme celou
¢iselnou osu, kdyZ bod O prohlasime za vzor ¢isla 0 a vnitini body polopfimky opa&né k O A
za vzory zapornych &isel.

33Dobte vime, jak se za poslednich 120 let nazory fyzikd na hmotu, prostor a &as zm&nily.
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mozné prisné logicky zdivodnit. (Zajimavé ukdzky téchto postupid naleznete
v [SchS] a [Ve].)

Jednim z prvnich, kdo upozornil na potfebu podrobit infinitezimalni vypocty
kritické analyze a pievést je do teorie operujici s pfesnymi pojmy na korektnich
zékladech, byl némecky matematik Carl Friedrich GAuss (1777-1855). Jesté
v détském v&ku, pfi Gvahach o aritmeticko-geometrickych priimérech,3* Gauss
patrné mnoho premyslel o ,infinitnich® vlastnostech ¢iselné osy. Vysledek jeho
genialnich ivah dozral kolem roku 1805, kdy Gauss novatorsky zavedl pojmy
supréma a infima ¢iselné mnoziny. P¥ipomehme, Ze ¢islo h € R se nazyva horni
zdvora mnoziny X C R, pokud pro kazdé = € X plati x < h. Nejmensi horni
zdvofe mnoZiny X se fikd supremum X a znaéi se sup X; podobné se definuje
infimum mnoziny X (inf X) jako jeji nejvétsi dolni zavora. Nasledujici princip
povazoval Gauss za samozfejmou vlastnost, ze které odvozoval vie dalsi, co
v matematické analyze o ,plnosti* &iselné osy potfeboval.

GAUSSUV PRINCIP. KaZd4 neprazdnd shora omezend mnoZina redlnych disel
m4 supremum.

Ukazme pro zajimavost, ze z Gaussova principu plyne dutlezitd vlastnost
redlnych ¢&isel, kterou jsme v oddile 3 nazvali Archimédovym principem: pro
libovoln4 éisla £ > 0 a y > 0 existuje pfirozené Cislo n takové, Zze nx > y.
Pripustme, Ze existuji kladnd éisla x,y takova, Ze ¢islo y je horni zdvorou
mnoziny X = {z, 2z, 3z, ...}. MnoZina X je nepridzdni a shora omezena
(Gislem y), oznatme y' = sup X. ProtoZe z > 0, plati ' — z < 3', takze
¢islo y' — z neni horni zdvorou mnoZziny X. Existuje tudiZ prvek nz mnoZiny X
takovy, Zze nz > y' — z, neboli (n + 1)z > y'. Prvek (n + 1)z mnoZiny X je
tedy vétsi nez jeji suprémum, a to je spor. Upozornéme, Ze obricené tvrzeni
neplati: Gaussiv princip nelze odvodit z Archimédova principu. Potvrzuje to
pfiklad uspofddaného pole Q vech raciondlnich &isel.

Prvnim matematikem, ktery vytvoril korektni teorii nekoneénych soué&ti,
byl Francouz Augustin Louis CAUCHY (1789-1859). S ohledem na naSe téma je
vyznamné, Ze ve svém kurzu analyzy z roku 1821 definoval limitu posloupnosti
redlnych &isel zpisobem, jakym se limity definuji dodnes.

DEFINICE. Cislo £ se nazyv4 limitou posloupnosti {z,}5.,, pokud pro kazdé
redlné cislo € > 0 existuje ¢islo N € N takové, Ze nerovnost |z,, — £| < € plati
pro kazdé m > N.

Cauchy rovnéZz objevil, jakou podminkou mtZeme charakterizovat existenci
limity ¢, aniZ se na ¢islo £ odvoldme. Je to velmi elegantni obrat: v pfedchozi
definici odchylku |z, — £| nahradime odchylkou |z, — x| pro libovolné n > N.
Takto dostaneme dalsi princip vyjadiujici ,,Gplnost“ mnoZiny R:

CAUCHYUV PRINCIP. Limitu méd kaZdd C-posloupnost redlnych &isel, tj.
kazda posloupnost {z,}32, s touto vlastnosti: Pro ka?dé redlné ¢islo € > 0

34 Aritmeticko-geometrickym prim&rem dvou kladnych &isel zo a yo se nazyva (spoletnd)
limita dvou posloupnosti {z»}%%, a {yn}3,, jejichZ &leny jsou z vychozich &isel zo a yo
urleny rekuretnimi rovnicemi r,41 = %(zn + Yn) @ Yn+1 = \/TnUn pro kazdé n > 0.
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existuje ¢islo N € N takové, Ze nerovnost |z,, — z,| < € plati pro libovolnd
¢islam,n > N.

O stejném principu uvaZoval (o pét let dfive neZz Cauchy) fesky matema-
tik, logik, filozof a knéz Bernard BOLZANO (1781-1848), ktery se pokousel
Cauchyuv princip dokdzat pfi Givahach spojenych s tvrzenim o mezihodnotach
spojité funkce (které dnes nazyvdme Bolzanovou vétou).3%

Uvedeme nyni dalsi dvé formy vyjadfeni Gplnosti ¢iselné osy. Prvni princip
pat¥i Karlu WEIERSTRASSOVI (1815-1897), matematikovi, ktery dobudoval
dnes jiz klasicky e-0 jazyk matematické analyzy; druhy princip nélezi Georgu
CANTOROVI (1845-1918), tvirci novodobé teorie mnozin.

WEIERSTRASSUV PRINCIP. KaZd4 neklesajici shora omezend posloupnost
redlnych ¢isel ma limitu.

CANTORUV PRINCIP. Kazd4d posloupnost uzavrenych intervali &iselné osy,
které jsou do sebe ,,vloZeny“ nasledujicim zpiisobem

(al,b1> D <a2ab2> ) (a3)b3) Doy

ma4 neprazdny prinik, tedy existuje takové r € R, Ze ay, < r < by pro kazdé k.

N&§ prehled zptsobd, jakymi lze vyjadfit Gplnost Ciselné osy, uzavieme
principem, ktery objevil Richard DEDEKIND (1831-1916), kdyZ si na podzim
roku 1858 rozmyslel exaktni budovéni teorie redlnych éisel v souvislosti se svymi
univerzitnimi pfedniskami v Curychu.3¢

DEDEKINDUV PRINCIP. Je-li mnoZina R v3ech redlnych &isel jakkoliv rozdé-
lena na dvé (neprazdné) éasti X aY tak, Ze nerovnost x < y plati pro libovoln4
Cislaz € X ay €Y, pak existuje takové Cislor € R, Zex < r pro kazdé z € X
ar<yprokazdéyeY.

Jaké jsou logické zavislosti mezi péti uvedenymi principy aplnosti mnoziny R
vSech realnych ¢isel? (Pfipojme k nim je$t& Archimédiv princip z oddilu 3.) Je
mozné dokazat, Ze v libovolném uspofddaném poli (viz oddil 8) plati:

(i) Gaussuv princip, Weierstrassiv princip a Dedekindiv princip jsou
navzijem ekvivalentni.
(ii) Cauchyuv princip je ekvivalentni s Cantorovym principem.
(iii) Cauchyiiv princip plyne z Gaussova principu, opaénd implikace neplat;.

35Protoze Bolzano nedisponoval Zadnou aritmetickou definici realného &isla, dostal se pfi
zminéném dokazovani do ,bludného kruhu“. Pozd&ji se Bolzano je$té pokusil exaktni teorii
redlnych &isel vytvorit. Tento svij (ne zcela zdafily) pokus zaloZil na my3lence definovat
&isla (redlnd, nekone&né mald i nekone¥n& velkd) pomoci v8ech ,nekone¢nych algebraickych
vyrazid“, zapsanych spotetnym po&tem aritmetickych operaci s celymi &isly, viz [R].

36V uvodu k praci Spojitost a iraciondlni éisla Dedekind pide: ,Kdy% jsem r. 1858 zalal
prednaSet zadklady diferencidlniho po&tu, pocitil jsem naléhavéji neZ dfive nedostatky ve
védeckych zékladech aritmetiky. Pfi dikazu toho, Ze proménnd veliina, kterd roste, ale je
omezena fixni hranici, musi se bliZit jisté limité&, jsem pouZival geometrickou intuici. Takovou
nazornost pfi prednddce didakticky schvaluji. Ned4 se v8ak hodnotit jako v&decky postup.
Pfemyslel jsem proto, jak €ist& aritmeticky a pFisné& logicky zdtivodnit zaklady diferencidlniho
po&tu. To se mi podafrilo 24. listopadu 1858.¢
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(iv) Archimédiv princip plyne z Gaussova principu, opa¢nd implikace
neplati.3”
(v) Gausstv princip plati, pokud plati Cauchyiv princip zdroveti s Archi-
médovym principem.
Posouzené principy umoznily ve druhé poloviné 19. stoleti vybudovat exaktni
teorii realnych &sel na aritmetickych zdkladech (popiSeme ji v nasledujicim
oddile). Zavrsil se tak proces, kterému fikdme aritmetizace matematické
analyzy a matematiky vibec.

8. Axiomy a aritmetické modely. Pfi axiomatickém zavddéni daného
matematického objektu nepopisujeme zptsob, jak je dany objekt sestaven,
nybrz uvadime (co nejkratsi) vy&et jeho zdkladnich vlastnosti (axiomi), které
ve svém souhrnu jiz dany objekt jednoznaéné uréuji. V tomto pojeti lze mnozinu
viech realnych &isel zavést jako mnozinu R s dvéma binarnimi operacemi + a -,
dvéma vyélenénymi prvky 0,1 a jednou bindrni relaci <, kterad spliuje tyto
axiomy (z,y, z jsou libovolné prvky R):

(Al) z+y=y+z

(A2) (z+y)+z=z+(y+2)

(A3) z+ 0=z

(A4) I(~z): z+ () =0

(AS) z-y=y-x

(A6) (z-1) - z=3-(y-2)

A z- 1=z

(A8) 2#0 = Jz7l:z.z71=1

(A9) (z+y)-2=(z-2) +(y-2)

(A10) Plati pravé jeden ze vztahiz =y, z <y, y < z.

(All) z<yAy<z = z<z

(A12) z<y = z+z2<y+z

(A13) z<yAz>0 = z-2<y-2

(A14) Kazd4 neprdzdnd shora omezend podmnoZina R m& supremum.

V algebraické terminologii axiomy (A1)-(A9) uréuji strukturu zvanou pole,
struktufe s axiomy (A1)-(A13) fikdme usporddané pole. Axiom (A14), zvany
axiom uplnosti nebo axiom spojitosti, je uveden v jedné z podob, které jsme
posuzovali v oddile 7, totiZ jako Gaussiiv princip.

Neni obtizné dokizat, Ze kazdé dvé struktury R = R; a R = Ry, které splhuji
axiomy (A1)-(A14), jsou ,stejné“ (v matematice fikdme isomorfni). Posledni
znamena, ze existuje bijekce f: R; — Ry, kterd ,zachovava® vie, co s danou
strukturou souvisi: pro libovolné prvky z,y € R; plati

flz+y)=f@)+fy), flz-y)=Ff(z)-fly) a z<y = f(z) < f(y)

(odtud jiz plyne, Ze obrazy prvkd 0,1 pole R; pfi zobrazeni f jsou po radé
prvky 0,1 pole Ry, Ze f(—z) = —f(z) a ze f(z~!) = (f(z)) !, kdykoli z # 0).

Vénujme se nyni otdzce, zda redlnd &isla vibec existuji, tedy zda na nékteré
mnoZziné R lze definovat dv€ binarni operace (s¢itan{ a ndsobeni) a jednu binarni

3"Tvrzeni (iv) jsme po formulaci Gaussova principu ihned dok4zali.
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relaci (uspofadéni) takovym zplsobem, aby byly splnény vlastnosti vyjadfené
axiomy (A1)-(A14) (takova mnoZina R se pak stdvd modelem redlnych &isel).
Z4dny &tenaf téchto fadki o existenci redlnych &isel patrné nepochybuje. Tento
postoj je (z ,fundamentalistického“ pohledu matematické logiky) podminén
tim, Ze pfipouStime existenci mnoziny N vSech prirozenych éisel i dalsich
nekoneénijch objektl, potfebnych ke konstrukci redlnych &isel (napt¥iklad C-
posloupnosti racionélnich &isel nebo neukonéenych dekadickych rozvojt).3® Pri
konstrukci modelt R se obvykle pfedpoklada, Ze je jiz sestrojen urcity model Q
uspofadaného pole viech raciondlnich éisel (nejéastéji jako tfid ekvivalentnich
zlomk).

Prvnim modelem R, ktery posoudime, bude Dedekindiv model fezi, zalozeny
na stejné vychozi my3lence, jako Eudoxova teorie proporci: kazdé realné éislo r
uréuje rozklad mnoZiny Q na dvé (neprdzdné) skupiny

(8.1) A={z€eQ: z<r}, B={z€Q: z>r},

pfiéemz tzv. horni skupina B zfejmé nema nejmensi prvek (zatimco tzv. dolni
skupina A ma nejvétsi prvek, pravé kdyz r € Q). Dedekind si uvédomil (a v tom
je snad nejvyznamnéjsi posun jeho teorie oproti piivodni Eudoxové teorii), ze
naopak kaZdy ez (A, B) na mnoziné Q (kterym minime rozdéleni mnoziny Q na
dvé neprazdné skupiny A, B takové, ze B nema nejmensi prvek a Ze nerovnost
z < y plati pro kazdé ¢ € A a kazdé y € B) vznikne konstrukci (8.1) pro
vhodné realné Cislo r. Proto miZeme mnozinu R sestrojit jako mnoZinu vsech
fezt na mnoziné Q. Pri takové konstrukci modelu R je nutné definovat, kdy
pro dva fezy (A, B) a (C, D) plati (4, B) < (C, D) a kterym Fezim se rovnaji
vysledky operaci (4, B) + (C, D) a (A4, B) - (C, D). Poté je zapotrebi ovéfit, ze
definované operace maji vlastnosti (A1)—-(A14). Aritmetické operovani s fezy
(A, B) se pochopitelné pfevadi na operovéni s libovolnymi prvky obou skupin
A a B (coz vede k uréeni hornich a dolnich skupin vyslednych fezi). V tom
spoliva daldi podstatny rozdil mezi Dedekindovou teorii fezit a Eudoxovou
teorii proporci, v niz se prvky skupin A a B interpretovaly pouze jako &iselné
poméry, nikoliv jako &isla, kterd priblizuji zdola resp. shora tu hodnotu r, které
je fezem (A, B) podle (8.1) uréena.

Vénujme se nyni druhému modelu R, jehoZ konstrukce je zaloZena na
myslence, Ze kazdé redlné ¢islo je limitou vhodné posloupnosti ¢isel racionélnich.
V poli Q, které je éasti pole R, totiz nekonverguji nékteré C-posloupnosti
{zn}32,, tedy posloupnosti raciondlnich &isel z, s vlastnosti

Vee Qt ANeNVm,n> N : |z, —za| <€

(viz Cauchytv princip v oddile 7).3° Definujme proto relné &islo jako t7idu
téch C-posloupnosti z Q, které jsou ekvivalentni v nésledujicim smyslu:

{zn 3521 ~ {yn}, &L VeeQtINENVYM >N : |Zm —ym| < €.

38Snad &tenare nepiekvapi, e v n&kterych matematickych vystavbach Zadné nekone&né
mnoziny neexistuji.

39Vsimnéte si, Ze jsme vybé&r Cisla € omezili na hodnoty z QF (misto obvyklého R*),
abychom definici C-posloupnosti mohli podat je§té& pfed samotnou konstrukci modelu R
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Nebudeme zde popisovat, jak se v mnoZiné vSech takovych tfid definuje séitani,
nasobeni a uspofadani. Vysledek konstrukce (kterd nalézi obecnéjsi uplatnéni
pii zipliiovdni metrickgjch prostori) se nazyva Cantoriv model redlnych &isel.

Posledni model R, o kterém se zde letmo zminime, je zajimavy tim, Ze k jeho
konstrukci nepotfebujeme jako ,,vychozi surovinu“ raciondlni &isla, ale pouze
deset cifer 0,1,...,9. Jde o Weierstrassiv model, v ném? je kazdé realné ¢islo
definovano jako (zpoCatku formalni) nekoneény zapis

(8.2) +cpcn—1...C100,6-1C—2C_3 ...,

kde {cn-k}52, je libovolnd posloupnost cifer (v prib&hu konstrukce se samo-
zfejmé ,zjisti“, Ze jde o zapis pfisludného éisla v desitkové soustave). Neni pfi-
1i§ zajimavé ani popisovat, jak se definuji souty, souiny a uspofddani zapist
(8.2), ani poté dokazovat vlastnosti (A1)-(A14), pfesto takova ,aritmetizace

Yz

nejvyssiho stupné“ méla v historii matematiky svlij vyznam.

I kdyz s redlnymi ¢isly pracujeme po cely Zivot, na jejich modely po
absolvovani kurzu z teoretické aritmetiky postupné zapomindme. Pfifina je
nasnadé: at pouZivime redlnd ¢&isla v jakékoli oblasti samotné matematiky
nebo jejich aplikaci, nepotiebujeme nic neZ vlastnosti redlnych &isel, vyjadiené
axiomy (A1)-(A14) a jejich dusledky. Existence modeli ndm vSak d4v4 jistotu,
Ze mezi témito vlastnostmi nejsou takové, které by si navzdjem odporovaly.

9. Co bylo dale? Jak jsme jiz vysvétlili, budovani exaktni teorie redlnych &isel
bylo zavrSeno ve druhé poloviné 19. stoleti. Proto vyzkum v pravé konéicim
stoleti (jehoZz &ifi i intenzitu si v plné mife sotva uvédomujeme) jiz nemohl
predstavy matematikii o redlnych cislech pfili§ pozménit. Presto si zaslouzi
zminku dvé skute¢nosti. Prvni z nich spoéivd v tom, Ze se pfekvapivé objevila
fada novych modelt redlnych é&isel, nékdy necekané i v oblastech, jez jsou
velmi vzdéleny od teoretické aritmetiky, matematické analyzy & topologie.
Zajimavym piikladem je konstrukce redlnych &isel jako jistych her dvou osob,
popsand v knize [C]. Druhym vyznamnym podinem matematikl 20. stoleti ,na
poli“ redlnych ¢isel byla ,legalizace* pfistupu k nekoneéné malym a nekoneéné
velkym veli¢indm jako k ¢islim (pfipomehme, Ze v klasické analyze se k t&mto
veli¢indm pfistupuje jako k funkcim s limitou O resp. 00).4® Vénujme této
problematice zavér naseho prispévku.

K rozSifovani obvyklé redlné ciselné osy R o daldi body (obrazy tzv.
hyperredlnijch &isel) miiZeme pfistupovat bez obav, Ze se zhrouti na$e pfedstavy
o spojitosti a Gplnosti pfimky. Vysledkem této konstrukce bude jist4 mnoZina
R* hyperredlnych &isel, kterd neni ,,0 nic méné redlnd“ nez mnozina R. (Obé
mnoziny jsou pouze produkty abstraktniho lidského mysleni, existuji tedy jen
jako objekty matematické teorie. Od toho je tfeba odliSit nas navyk, Ze si
»idedlni“ objekty né&jaky nazornym zplsobem, napfiklad pomoci vhodného
obrazku, pfedstavujeme.) Budeme-li chtit z na3ich predstav o &selné ose R

40M4me na mysli pfedevdim price Abrahama ROBINSONA (1918-1974), vieobecn& pova-
Zovaného za zakladatele nestandardni analyzy.
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odvinout predstavy o nové Ciselné ose R*, miZeme to provést tak, ze kazdy
bod na ose R (obraz nékterého ¢isla ag) budeme povaZovat za ,misto“, kam
umistime obrazy viech hyperéisel a, které jsou k éislu ag nekoneéné blizké (bude
to znamenat, Ze |a—ao| < € pro kazdé e € R*). Cislo ap pak nazveme standardni
&asti kazdého takového hyperéisla a. Zakladni (kladnou) jednotku nekoneéné
malého &isla oznaéime A; jeji mocniny A2, A3, A%, ... tvoii celou (klesajici
§kalu) jednotek nekone¢né malych &isel. Nyni kone¢né definujeme, z &eho se
(kone&né) hyperéislo a skldd4: kromé standardni &sti ag je to urdity a1-ndsobek
jednotky ), déle uréity as-nasobek jednotky A%, az-nésobek jednotky A3, atd.,
pfitom {a;}$2, je libovolnd posloupnost redingch Eisel. ZapiSeme to rovnosti

o0
(9.1) a=a0+a1-)\+a2-)\2+a3-A3+a4-A4+---=Zai/\i,
1=0

ktera je prozatim formalismem: vypsané operace séitani, nadsobeni a umocnéni
nemaji z4dny aritmeticky vyznam.*! S hyperéisly definovanymi zapisy (9.1)
budeme nyni operovat: souéet a souéin dvou hyperéisel definujeme rovnostmi

0 [e)
z a; )\t + i bai 4 Z(ai + b)) XY,
(92) i::o i°=°0 i;:oO i
Z a,-)\i . Z biAi d__e_:_f Z C,‘)\i, kde Ci = Zajbj_,-.
1=0 =0 =0 =0

(Jsou to pfirozené definice, které odpovidaji operacim s mocninnymi fadami
proménné A). Uspofddéani hyperéisel (9.1) zavedeme takto: fekneme, Ze hyper-
dislo Y ;2. aid' je mensi nez hyperéislo Y0, biA’, je-li prvni nenulovy &len
posloupnosti rozdild {b; — a;}2, kladny. Je zfejmé, Ze na specialnich hyper-
&islech ag + O\ + 0A2 4 - - - jsou pravé zavedené operace a usporadani totozné
s obvyklymi operacemi a uspordddnim na piislusnych reilnych &islech aqg. Proto
kazdé realné &islo ag ztotoZnime s hyperéislem ag + 0A +0A% + - - -. K definicim
(9.2) pak pfipojime obvyklou imluvu, Ze v zdpisech hyper¢isel (9.1) miZeme
¢leny a;A* s nulovymi koeficienty a; vynechévat; formalni operace v zapisech
(9.1) tak ziskaji fakticky vyznam z definic (9.2). P¥iklad ndsobeni

A+NA=A+A =N+ M -N+..) =1

ukazuje, pro¢ pfi zavedeni nového druhu &isel nevystaéime s koneéngmi soucty
(9.1), chceme-li zajistit, aby k (nenulovému) hyperéislu @ = 1 + A existovalo
hyperéislo pfevrdcené. Situace je komplikovanéjsi: v mnoziné (9.1) prvek
a1 neexistuje pro Z4dné nenulové hyperéislo a se zépisem (9.1) s nulovou

standardni &asti ag, tedy pro a tvaru amA™ + @m  A™ + a2 A2 4.

41Pfipomin4 to postup pfi budovani Weierstrassova modelu realnych Zisel jako nekone-
nych dekadickych zapisid, o kterém jsme se zminili v oddile 8.
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kde a,, # 0 am > 1. Takové a se nazyva nekoneéné malé hyperdcislo, snadno se
vysvétli, pro¢ odpovidajici nekoneéné velké hyperéislo a=! by mélo mit zapis

(9.3) BoA™™ + b AT L b A2 4t (B #£0),

kde {b;}$2, je vhodné posloupnost redlnych &isel.*? Tak jsme se ,propracovali®
k modelu R* jednoho zptisobu roziifeni pole R. Jeho prvky (hyperéisla) jsou
vSechny zéapisy (9.3), kde {b;}52, je libovolna posloupnost redlnych ¢isel a m je
libovolné celé &islo (pro m = 0, m > 0, m < 0 jde o kone¢né, nekonecné velké
resp. nekoneéné malé hyperéislo — nezapomeiite, Ze by # 0); s€itani, nasobeni
a uspofadani hypercisel (9.3) se definuji analogickym zplisobem, jako se dfive
definovaly tyto operace s konednymi hyperé&isly (9.1). Jist& sami vysvétlite, proc¢
napiiklad plati

1 1
AT < =5HA < 3N <0< 22 —TAP < 223X\ < 2—5)\2 < '16’\_2_9_’\'

Neni t&zké ovérit, Ze sestrojend struktura R* je usporadané pole, tzn. spliuje
axiomy (A1)-(A13) z oddilu 8. Axiom (A14) vSak pochopitelné splnén neni:
napiiklad mnoZina hyperéisel {A, 2A, 3A, ...} mé za horni zivory (kromé
kladnych nekoneéné& velkych hyperéisel) praveé ta hyperéisla, kterad maji kladnou
standardni ¢ast; nejmensi z takovych hypercisel zfejmé neexistuje. Sestrojené
pole R* dokonce ani nespliiuje Archimédiv princip z oddilu 3: nerovnost nA < 1
plati pro kazdé pfirozené n, prestoze A > 0. D4 se v§ak pomérné snadno ukazat,
Ze ve vySe popsaném poli R* plati Cantortiv princip o neprdzdném priiniku
vloZenych intervali a Cauchtiv princip o konvergenci viech C-posloupnosti (viz
oddil 7).

Jak jsme jiz naznadéili, existuji rizné uspofddand pole R* (je jich dokonce
nekone¢né mnoho), kterd jsou rozsifenim standardniho pole R. V pfedchozim
odstavci jsme popsali priklad pole R*, ktery je z hlediska konstrukce patrné
nejjednodusdi; jeho nevyhody (ve srovnéni s jinymi modely hyperéisel) by se
projevily, az bychom na jeho zakladé chtéli budovat nestandardni diferenciélni
a integrélni pocet: v jeho uvodu je vidy zapotfebi popsat konstrukci hyperre-
dlnych rozsireni funkci z R do R na funkce z R* do R*. Tato konstrukce je pfi-
rozenéjsi pro jind, univerzalnéji sestrojena pole R*, neZli byl nd$ model rozvoji
(9.3). Jeden takovy vyhodné&jsi model R* je popsén v [NNR]: kazdé hyperredlné
¢islo je v ném definovano tfidou posloupnosti redlnych éisel (k definovani téchto
tfid je vybran jisty systém ,,vyznamnych“ mnoZin indexd, tvofici strukturu zva-
nou filtr). Vychozi ndpad celé konstrukce lze vyjadrit takto: kazda posloupnost
redlnych &isel {z;}$2,, kterd v R konverguje k &islu ag, je reprezentantem ur-
Citého hyper¢isla a, jehoZ standardni ¢ast se rovna &islu ag; pfitom |a — ao| je
»tim mensi“ nekoneéné malé hyperéislo, ¢im je konvergence z; — ag ,rychlejsi“.
Vice podrobnosti této teorie zde uvadét nebudeme (kromé té cenné vlastnosti,

42Nova hyper&isla A~} < A=2 < A=3 < ... se stavaji skalou (kladnych) nekonecné velkych
jednotek.



282 JAROMIR SIM3A

7e kaZdd posloupnost realnych ¢isel je v tomto modelu reprezentantem nékte-
rého hyperéisla*?), p¥istupnou formou je najdete vyloZeny (spolu s vykladem
zékladd pFisluiné nestandardni analyzy) ve zminéné publikaci [NNR].

Na uplny zavér dodejme, Ze se nesplnily (a patrné nikdy nesplni) nadgje
nékterych nadSenych propagatorti nestandardni analyzy z obdobi 60. let, ktefi
doufali v to, Ze tato exaktni teorie infinitezimélnich veli¢in vytla¢i klasicky
vyklad analyzy v e-0 jazyce, a to alespon z univerzitnich kurzt pro budouci
matematiky-profesiondly. Domnivadm se, Ze to ,zavinila“ nikoliv domnéla ne-
chut ,klasicky odchovanych“ docentli a profesori matematické analyzy, ale
spiSe obtiZnost (vysoky stupen abstrakce) teorie hyperredlnych &isel: dobfe
zvlddnout a pochopit ji mizZe jen &lovék, ktery préaci s abstraktnéj$imi ma-
tematickymi strukturami jiz pfivykl (dosvéd&uje to i zminka o axiomu vybéru
v posledni pozndmce pod €arou). Takovych posluchaéii v prvnich roénicich fa-
kult mnoho neméame; je téch, co dobfe rozumi redlnym ¢&islim, podstatné vice?
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43Zda je posloupnost {(—1)}$2, reprezentantem ¢&isla 1, nebo &isla —1, zévisi pfi
konkrétni realizaci modelu od toho, kterd ze dvou indexovych mnoZin {1,3,5,...} nebo
{2,4,6,...} patfi do zvoleného systému ,vyznamnych“ mnoZin, kterému fikime filir na
mnozin& N vZech indexid. Existenci takovych filtrd je mo#né dokdzat jen s pomoci axiomu
vybéru.
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