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K METODAM RIESENIA
APOLLONIOVEJ ULOHY

ZITA SKLENARIKOVA

Uvod

Apolloniova tloha ,Zostrojte kruznicu dotykajicu sa danych troch
geometrickych ttvarov z Gtvarov bod, priamka, kruznica“ (v tej istej ro-
vine), pricom ,dotyk s bodom“ znamen4 incidenciu, zaujima vyznamné
postavenie v geometrii euklidovskej roviny. Existuje celkove desat moz-
nych kombinécii. Najjednoduchsie pripady nastani, ked si1 dané tri body
alebo tri priamky; tieto pripady vyriesil Fuklides vo svojich Zakladoch.
O rieSenie dalsich tdloh sa zaujimali geometri vSetkych ¢ias, ¢o malo za
nasledok vypracovanie rozmanitych metdd rieSenia. Apolloniove tlohy
patria dodnes k najpritazlivejsim tilohdm syntetickej geometrie.

O dotyku kruZnic tdajne pisal uz Archimedes ( [10]). Jeho spis
sa vSak nezachoval. Taktiez sa nezachoval dvojzvizkovy povodny spis
Apollonia z Pergy (2627-1907 pred n. 1.) ,,O dotykoch“. Zmienil sa o fiom
Pappos okolo roku 320, podla ktorého Apollonios vyriesil vsetky ulohy
s vynimkou pripadu troch kruznic.

Ulohu s tromi kruznicami riesil ako prvy F. Viete (1540-1603) v spise
sApollonius Gallus“ (Pariz, r. 1600) ( [1], [2], [10]). V rieSeni pouzil
stredy rovnolahlosti troch kruznic; jemu sa pripisuje ich objav, i ked
sa o tychto bodoch prileZitostne zmietioval uz Pappos. Vysledky nazval
Viete Apolloniovymi kruznicami'; vo vSeobecnom pripade je osem vy-
sledkov. Ak sa dané tri kruznice navzajom dotykaj, rieSenia su dve (tzv.
Soddyho? kruznice).

Najjednoduch$ou analytickou metédou riesenia je simultanne riese-
nie troch kvadratickych rovnic

(x—2:)’+@y—w)? - (r£r)?=0 (1)

ly dnesnej terminoldgii pod Apolloniovou kruznicou prisluchajiicou usporiadanej
dvojici bodov A, B a kladnému realnemu &islu k(k # 1) sa rozumie mnozina vietkych
bodov X roviny, pre ktoré |AX|: |BX| = k.

2 Soddy Frederick, Oxford. R. 1936 objavil uzavrety retazec Siestich gulovych ploch
G (,,Soddys hexlet"), v ktorom plocha Gi41 sa dotyka plochy Gi(i=1,2,..6; Gz =
G1) a vietky plochy v retazci sa dotykaji danych troch gulovych ploch. [11]
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pre i = 1,2,3, kde (z;,y;) je stred a r; polomer i-tej kruznice, (z,y) st
nezname suradnice stredu a 7 neznidmy polomer hladanej kruZnice pri
vSetkych moznych kombinacidch znamienok v poslednych zatvorkach na
lavej strane rovnic. (Ide o kombinécie s opakovanim tretej triedy z dvoch
prvkov; ich pocet je 23 = 8.) Umocnenim vyrazov v rovniciach a postup-
nym odc¢itanim prvej rovnice od druhej a tretej sa dostane vysledok
_bld—bd —ber+br —d'd+4ad 4 d'er —acr
e abl —a'b V= abl — a'b - @
kde a = 2(z1 — 22), b = 2(y1 — ¥2), ¢ = £2(r1 —12), d = (T12 + 11 ? -
712) — (292 +y22 —72%) a podobne sa dostant o/, b', ¢’, d’ zamenou dolného
indexu 2 indexom 3. Dosadenim (2) do (1) sa ziska rovnica pre neznamu
7. RieSenie uviedli Courant a Robbins v [2].
Syntetické metédy rieSenia Apolloniovej Glohy by sme mohli rozdelit
na elementdrno-geometrické metédy a metédy deskriptivnogeometrické.

1 Elementarnogeometrické metody rieSenia Apolloniovej
ulohy

1.1 Metéda mnoZin bodov

Konstrukcia stredov kruznic, ktoré sa dotykaja troch navzajom ne-
zhodnych a neststrednych kruznic sa zaklada na nasledujicom poznatku:

Veta 1. Mnozina stredov vSetkych kruznic, ktoré sa dotykaja dvoch ne-
zhodnych, nedotykajicich sa a nesustrednych kruznic k;(S;, ;) (i = 1,2),
st dve konfokalne kuzelosetky s ohniskami Sy, So a dlzkami |rq — o] a
(r1 + 72) hlavnej osi (s vynimkou nevlastnych bodov kuzeloseciek a pri-
padnych spolo¢nych bodov danych kruznic.

Pozndmka. Konstrukcia priese¢nikov dvoch nenarysovanych kuzelose-
¢iek, ktoré majiu jedno ohnisko spolo¢né, je euklidovskd. Mozno ju vyko-
nat napriklad:

a) Pouzitim homoldgie medzi tymito kuzeloseckami, a to jej vyjadre-
nim ako kompozicie homoldgii kazdej z kuzelosediek s tou kruzni-
cou k;, ktord mé stred v spolo¢nom ohnisku kuzeloseéiek.

b) Pouzitim vlastnosti polarity (Podla jednej zo Steinerovjych viet
je polarne zdruZend krivka s kuZeloseckou, vzhladom na urcuj-
ticu kruznicu so stredom v jednom jej ohnisku, kruznica.). Stred
kazdého rieSenia je pélom spolo¢nej dotyc¢nice polarne zdruzenych
kruznic k danym kuzeloseckam vzhladom na t z kruznic k;, kto-
rej stred je spolo¢nym ohniskom kuZeloseciek. Obe rieSenia Citatel
najde v [5].
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¢) Metddou deskriptivnej geometrie mozno jednoducho zostrojit ro-
tatni kuzelovll plochu a na nej dve elipsy, ktoré sa premietaji
kolmo do roviny urcujicej kruznice plochy do danych elips (prie-
met vrcholu plochy je ich spoloénym ohniskom). Hladané priesec-
niky st priemetmi prieseCnice rovin zostrojenych elips s kuzelovou
plochou.?

1.2 Metoda dilatacie

Zakladom konstrukcie stredu kruznice pozadovanej vlastnosti je na-
sledujuci poznatok:

Veta 2. Stred kazdej kruZnice dotykajicej sa danych troch kruznic
ki(Si,ri), i = 1,2,3, je za predpokladu r; > 79 > r3 i stredom kruz-
nice, ktora sa dotyka kruznic ki (S1,r1 £73), ko(S2,72 +73) a prechddza
bodom S3. Znamienko vo vyrazoch pre polomery kruZnic k;, kg zavisi
od vzajomnej polohy danych kruznic a typu dotyku s kruznicou, ktora
je rieSenim ulohy.

Poznamka. Konstrukcia kruznice dotykajucej sa danych dvoch kruz-
nic a incidentnej s danym bodom vedie ku konstrukeii kruznice daného
eliptického zvizku kruznic, ktord sa dotyka danej kruznice (2 riesenia)

([12], [13]).
1.3 Metéda recipro¢nych bodov dvojice kruznic

Zakladom konstrukcie je Mongeova veta o stredoch rovnolahlosti
troch kruznic a nasledujica veta ( [12], [13]).

Veta 3. Kruznica k sa dotyka danej dvojice kruznic k; v bodoch T; (i =
1,2) prave vtedy, ak (T1,T2) je recipro¢na dvojica bodov kruZnic ki
vzhladom na zvoleny stred rovnolahlosti tychto kruznic.

Nech Aj, Ag; Aa, A3 st Tubovolné reciproéné dvojice bodov dvojic
kruznic (ki, k2), (ke, k3) vzhladom na zvolené stredy rovnolahlosti O;2 a
a3 tychto dvojic kruznic leziace na osi s podobnosti danych troch kruz-
nic a £’ je kruZnica incidentna s bodmi A;, Ay, A3. Ak existuje kruz-
nica k pozadovanych vlastnosti, tak patri do zviizku kruznic uréeného
kruznicou k' a chordéalou s. Opat ju mozno zostrojit ako kruZnicu da-
ného zvizku kruznic, ktora sa dotyka lubovolnej jednej z danych kruznic;
konstrukcia zarucuje i dotyk so zvySnymi dvoma kruznicami (obr. 1).

Touto metédou vyriesil Apolloniovu tlohu francizsky geometer Fou-
ché, ktory zovSeobecnil rieSenie L. Gaultiera z roku 1813) ( [5]). Gaul-
tier si kruznicu &’ zvolil tak, aby bola ortogonalna ku vsetkym danym

3Takto riesil ilohu o prieniku konfokalnych kuzelose¢iek R. Nemcik (1831 - 1877)
v roku 1871. [14]
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Obr. 2
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kruzniciam k; (i = 1,2,3) (obr. 2). Jeho rieSenie mozno interpretovat i
pomocou polarity vzhladom na niektort z danych kruznic.

1.3 Gergonnovo rieSenie*

Azda najelegantnejSie rieSenie Apolloniovej lohy pochadza od fran-
ctzskeho matematika J. D. Gergonna; (2], [3], [5]. MozZno povedat, Ze
Gergonne aplikoval na Gaultierovo rieSenie lohy poznatky o vlastnos-
tiach polarity v rovine (vzhladom na niektort z danych kruznic).

Obr. 3

Vezmime si jednu z osi podobnosti tychto kruznic (s) a zostrojme
jej pol P; (¢ = 1,2,3) vzhladom na kazda z kruznic k;. Dotykové body
hladanej dvojice kruznic s kruZznicami k; lezia potom na spojniciach bo-
dov P, s chordalovym stredom O kruZznic k;; konstrukcia stredov kruznic

4 Gergonne, Joseph Diaz (19. 6. 1771-4. 5. 1859), franciizsky matematik a ast-
rondém. Napisal cely rad vyznamnych prac z analytickej a projektivnej geometrie,
v ktorych sa zaoberal hlavne algebrickymi krivkami a plochami 2. stupna. Sticasne
s Ponceletom spoznal a demonstroval vyznam duality v geometrii, excelentnym spo-
sobom dokézal Pascalove vety. Zname st pojmy Gergonnov bod, Gergonnov trojuhol-
nik; r. 1813 zaviedol Gergonne do matematiky pojem polary. V r. 1810-1831 viedol
ako hlavny vydavatel prvy €isto matematicky ¢asopis ,, Annales de mathematique® a
sam v nom publikoval okolo 200 vlastnych prac z geometrie, ale i z analyzy, statiky,
astrondmie a optiky.
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je trivialna. Opakovanim postupu pre zvysné osi podobnosti sa dostani
dalsie tri dvojice kruznic, ktoré patria do rieSenia tilohy.

Z Gaultierovho riesenia totiz vyplyva, ze priamka 17127 (polara
bodu P € s vzhladom na kruznicu ky) prechddza bodom O (body P, O st
zdruzené poly vzhladom na kruznicu kq); incidencia bodu P; s priamkou
IT\2T) je zrejma analogicky. Navyse stredy hladanych kruznic lezia na
priamke prechadzajicej bodom O a kolmej na priamku s, ¢o umoziuje
vykonat konstrukciu pomocou jediného z pélov P; (i = 1,2,3) (obr. 3).

Spomedzi viacerych interpretacii Gergonnovho rieSenia si pripomerime
analytické odvodenie konstrukcie od vyznamného ¢eského geometra J. So-
botku a interpretaciu dalsieho ¢eského geometra V. Jarolimka.

J. Sobotka (1862-1930) dokazal spravnost Gergonnovho rieSenia vy-
chadzajic z rieSenia analogického problému pre gulové plochy. V stibore
prac citovanych v [5] uviedol i starsie analytické rieSenie anglického geo-
metra Caseyho z r. 1866. Sobotka navySe odvodil dalsie suvislosti, ktoré
umoziuju vykonat Gergonnovo rieSenie bez rysovania pdlov P;, pouzitim
pravouhlého trojuholnika a pravitka ( [5]).

V. Jarolimek (1846-1921) pouzil na odvodenie konstrukcie homolégiu
medzi dvoma kruznicami ( [7]).

1.4 Metéda kruznicovej inverzie

KruZnicova inverzia je prikladom nelinearneho involutérneho zobra-
zenia v euklidovskej rovine ( [12], [13]). Je velmi efektivnou metédou
rieSenia mnohych planimetrickych uloh tak konstrukénych, ako aj do-
kazovych. M4 znacny pocet dalSich aplikacii, ktoré siahaji hlboko do
transformacénych metdd vysSej geometrie. Do geometrie bola zavedena
Stubbsom (r. 1843, Philosophical Magasin). Nazov zobrazenia pochadza
od talianskeho geometra Giusta Bellavitisa (1809-1882) (Annali delle
science del regno Lombardo Veneto, zv. VI). Joseph Liouville, franciiz-
sky geometer, ju nazval transforméciou s ,recipro¢nymi sprievodi¢mi“
(v Nouvelles Annales de Mathématiques, 1892).

Pre rieSenie Apolloniovej tlohy je rozhodujica konformnost zobra-
zenia. V zavislosti od vzajomnej polohy danych prvkov st dve moznosti:
bud Ziadne dve z danych kruznic nemaji spoloény bod alebo sa niektoré
dve z nich pretinaj(, ¢i dotykaji. V prvom pripade mozno riesit tlohu
podla nasledujiicej vety:

Veta 4. Ku kazdym dvom disjunktnym kruZniciam kj, kg existuje kruz-
nicova inverzia, ktora tieto kruznice zobrazi do stustrednych kruznic.
Ak existuje kruznica k dotykajica sa kruznic k; (i = 1,2,3) a f je
kruznicova inverzia zobrazujuca napr. kruznice kp, ko do ststrednych
kruznic, tak f(k) = k' je kruznica dotykajiica sa sistrednych kruznic
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f(k1), f(k2) a kruznice f(k3). RieSenie tejto ulohy, ako aj konstrukcia
kruznice k = f~!(k’) st trivialne.

Ak maju niektoré dve z danych kruznic spoloény bod, volbou Iubo-
volnej kruznicovej inverzie f so stredom v tomto bode sa v inverzii f
zobrazia tieto kruZnice do priamok. Hladan4 kruZznica k je potom inverz-
nym obrazom kruZnice [priamky] dotykajicej sa spomenutych priamok
[rovnobeznej s tymito priamkami] a kruznice, ktorad je obrazom tretej
z danych kruznic vo zvolenej inverzii f.

Poznamka. V stvislosti so Gergonnovym rieSenim Apolloniovej ulohy
z obr. 3 je zrejmé, Ze obe rieSenia 'k, 2k st navzajom inverzné v kruz-
nicovej inverzii s uréujicou kruznicou, ktora je ortogonalna so vsetkymi
kruznicami k; (i = 1,2, 3), t. j. ma stred v chordélovom strede O danych
kruznic.

2 Deskriptivnogeometrické metody rieSenia Apolloniovej
ulohy

2.1 Stereografické premietanie

Myslienka stereografického premietania sa objavila uz u gréckeho as-
tronéma Hipparcha (v 2. storo¢i pred n. 1.). Vlastnosti tohto premietania
pouzil pri konstrukcii map zemského povrchu i nebeskej sféry Klaudios
Ptolemaios v Alexandrii (2. storo¢ie n. l.). Nazov zobrazenia poché-
dza od franctzskych geometrov zo 17. storodia a za vedecké spracovanie
vdadime M. Chaslesovi (1793-1880). Systematicky sa stereografickému
premietaniu venoval W. Fiedler (1832-1912), profesor deskriptivnej ge-
ometrie na polytechnike v Ziirichu. Grafickl realizaciu vSetkych dsmich
rieSeni Apolloniovej tlohy metddou stereografického premietania éitatel
moze najst napr. v druhom zviizku Specidlnych prednasok E. Miillera
([10)).

Principom stereografického premietania je stredové premietanie bo-
dov danej gulovej plochy G z jedného jej bodu (T') (okrem tohto bodu) do
Tubovolnej roviny rovnobeznej s dotykovou rovinou 77 plochy G v bode
T (obr. 4). Lahko mozno dokazat, Ze priemetom kazdej kruznice gulovej
plochy G, ktora neprechadza bodom T, je v tomto premietani kruznica.

Pre rieSenie Apolloniovej tlohy je znovu rozhodujica konformnost
zobrazenia®; znamen3 to, 7e obrazom dvoch dotjkajicich sa kruznic ro-
viny (vo vhodnom stereografickom premietani) si dve ,dotykajice sa“

SDokazy vlastnosti stereografického premietania od Karla Pelza (1845-1908) (uve-
rejnenych vo Vestniku Krdlovské ceské spolecnosti nauk, Praha 1898) mozno najst
v [6].
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kruznice tej istej gulovej plochy G, t. j. kruZnice v navzajom roznych ro-
vinach, ktoré maji prave jeden spoloény bod (priese¢nica rovin kruznic
je pritom ich spoloénou doty¢nicou). Z hladiska stereometrie k iplnému
rieSeniu Apolloniovej tlohy vedie konstrukcia spoloénych dotykovych ro-
vin dvojic kuzelovych ploch (rieSenia st stereografickym priemetom pri-
enikov tychto rovin s gulovou plochou G).

Pozndmka. Vhodnou volbou gulovej plochy G mozno v rovine 7 dospiet
k planimetrickym konsStrukcidm, ktoré predstavuju rieSenia Gaultiera,
Gergonna i Fouchého ( [6]).6

2.2 Zovseobecnenie stereografického premietania na plochu
rota¢ného paraboloidu

Pomocou vhodnej perspektivnej kolineacie v priestore mozno stere-
ografické premietanie roz$irit na lubovolni kvadraticki rota¢ni plochu
(s vynimkou jednodielneho hyperboloidu). Speciélne pre rota¢ny para-
boloid plati, Ze kazda elipsa alebo kruZnica rota¢ného paraboloidu sa
v pravouhlom premietani do roviny kolmej na os plochy premieta do

5Dokaz uviedol i Cesky deskriptivny geometer F. Machovec, profesor karlinskej
realky r. 1879 v ¢lanku ,,O Gloze Apollonické v deskriptivni geometrii ( [9]).
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kruznice. RieSenie ulohy je analogické s rieSenim pomocou stereografic-
kého premietania; graficka realizaciu rieSenia Citatel ndjde napr. v [6].

2.3 Cyklografia Pod cyklografickym zobrazenim rozumieme zobra-

zenie mnoziny vSetkych bodov rozsireného euklidovského priestoru na
mnozinu orientovanych kruznic (cyklov) nakresne. Zaciatky cyklografie
mozno najst v Cousineryho” Géométrie perspéctive ou ... (1828).

Prvy, kto systematicky spracoval zobrazenie kruznic v rovine na body
priestoru bol W. Fiedler® r. 1882 v [4]. Neprekonanym dielom o cyklo-
grafii ako zobrazovacej metdde je druhy zvizok Specidlnych prednasok
Emila Miillera pre kandidatov ucitelstva deskriptivnej geometrie na vie-
denskej vysokej skole technickej; kniha vysla v spracovani Josefa Kra-
mesa r. 1929.9 Prinosom v porovnani s dielom Fiedlera je hlavne zavede-
nie orientovanych prvkov a pouzivanie zvicsa ortogonalneho premietania
do roviny (namiesto stredového premietania) ( [10]).

RieSenie Apolloniovej tlohy sa zaklad4 na nasledujiicom poznatku:

Veta 8. Cyklus X¢ sa dotyka cyklov A€, B¢, C° prave vtedy, ak bod X
(vzor cyklu X¢ v cyklografickom zobrazeni) je vlastnym bodom prieniku
troch C' — kuzelovych ploch K4, KB K€ (s vrcholmi A, B, C).

Jednoducho mozno zostrojit napr. rovinu v vlastnej kuzelosecky pri-
eniku K4 N KB, rovinu 3 vlastnej kuzelosecky prieniku K4 N K¢, ako
aj prieseCnicu s = v N G. Ak existuje cyklus X°¢ pozadovanych vlast-
nosti, tak bod X je jednym z dvoch priese¢nikov priamky s s kuzelovou
plochou K4.

"B. E. Cousinery (1790-1851), absolvent parizskej Ecole polytechnique, hlavny
inZinier spravy mostov a ciest, drzitel ceny parizskej Akadémie vied (1825) za spis,
ktory bol uverejneny pod ndzvom Géométrie perspéctive ou Principes de projéction
polaire appliqués a la description des corps v Parizi r. 1828. Z hladiska cyklografie je
vyznamna jeho stereometricka interpretacia Gergonnovho riesenia Apolloniovej tlohy;
je zrejmou anticipaciou Fiedlerovej Cyklografie ( [8]).

8 Wilhelm Fiedler (1832, Saska Kamenica — 1912, Ziirich); vyznamny nemecky
deskriptivny geometer, viac nez $tyridsat rokov profesor polytechniky v Ziirichu vo
Svajciarsku. V diele o cyklografii [4] je nim uvedena zobrazovacia metéda vypra-
covana do najmensich podrobnosti a jej pouzitie obohatené mnohymi zaujimavymi
aplikdciami; r. 1884 berlinska Akadémia priznala dielu Steinerovu prémiu. O blaho-
darnom Fiedlerovom pdsobeni v Prahe, kde boli jeho prednasky z geometrie polohy
prvymi prednaskami s touto tematikou v Rakusku-Uhorsku, a jeho vplyve na rozvoj
deskriptivnej geometrie v tejto krajine sa mozno dozvediet aj v [14].

°S principom cyklografie sa mozno oboznamit v ttlej knizke Ladislava Seiferta
(1883-1956), Cyklografie (1949, Prometheus Praha), jedinej ucelenej publikacii veno-
vanej cyklografickému zobrazeniu v byvalom Ceskoslovensku. Seifertovo dielo kopi-
ruje prvé tri kapitoly a struéne nalrtdva témy niektorych dalsich kapitol Miillerovho
zvizku. Zivotu a dielu Emila Miillera, vrcholného predstavitela viedenskej geometric-
kej skoly a posledného velkého deskriptivneho geometra, je venovana publikdcia [15].
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Obr. 5

Zaujimavé je, ze graficka realizacia tohto rieSenia predstavuje skvelé
planimetrické Gergonnovo riesenie ulohy. Navyse ma cyklograficka me-
téda prednost v tom, Ze umoziuje vykonat konstrukciu (pozoruhodne
jednoduchi) aj v pripade, ak st stredy danych troch kruznic — nositeliek
cyklov — kolinearne body (obr. 5).
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