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Eliminace kvantifikatoru v elementarni

teorii realné uzavienych téles: pozoruhodna

historie, aktualni souc¢asnost

JAROSLAV HORA

Uvodem je tieba pozadat ¢tenafe, aby se nedal odradit , podivnym®
nazvem. Pajde o véci zcela praktické, majici vztah dokonce jiz i ke stie-
doskolské matematice: nejdulezitéjSim modelem zminéné teorie je totiz
téleso redlnych &isel. Cilem tohoto ¢lanku je popsat jednu fascinujici
kapitolu v historii lidského poznani, a to pfistupné, s jistou mirou nut-
nych zjednoduseni. Z tohoto divodu ani nebudeme uvadét soupis axiomu
elementarni teorie realné uzavienjch téles. Ctenaf jej s mnoha dalsimi
informacemi nalezne napi. v nedavno vydané knize [11]. Vice pozor-
nosti budeme vénovat aktudlnim moZnostem matematického software,
které dnes mj. umozni zajemci studovat nékteré véci neobvyklou formou,
kdy se lze ,zeptat pocitace“. K vypoctim lze vyuZit softwarovy balik
Mathematica® 5.0, ktery je prvnim z velkjch komerénich programi,
realizujicich eliminaci kvantifikitorti v télese redlnych ¢isel.!

NapiS$me nejprve nékolik jednoduchych formuli, obsahujicich kvanti-
fikatory a vypovidajicich o realnych ¢islech:

(¥2) (V) (2> +32 20 1)
(Vz) Fy) [z+y=0] (2
(Bz) (Vy) [z+y=0] (3
(va) [+2> a) (4
(30) [2®+po+q=0) (5)

Ve formulich (1), (2), (3) jsou vSechny proménné vazané. Takovymto
formulim budeme fikat sentence. Formule (4) obsahuje jak jednu va-
zanou proménnou z, tak i volnou proménnou a. Formule (5) obsahuje
kromé vazané proménné z jesté dvé volné proménné p, g. O pravdivosti

sentenci lze rozhodnout: v daném p¥ipadé jsou (1) a (2) pravdivé, (3)
nikoli. Program Mathematica® 5.0 udéla rozhodnuti za nés: zapiseme

~—

N

! Program Mathematica® 5.0 byl uvolnén 23. 6. 2003 a patnactidenni zkusebni
verzi lze ziskat na webovské strance
http://www.wolfram.com/products/mathematica/trial.cgi.
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FullSimplify [ForAll[x,y, X2 + y°2 >= 0]]
a dostaneme odpovéd
True

Ctenaf mutZze sdm ovéfit, ze v piipadé (2) ziska odpovéd True, ve (3)
False.

V dalsich pfipadech bychom povel FullSimplify mohli inter-
pretovat jako prikaz, ktery by mél vratit formuli ekvivalentni s formuli

puvodné zadanou. Vysledna formule by jiz neméla obsahovat kvantifi-
katory. Podafi se to?

FullSimplify [ForAll [x, x"2 >= a]l
a<o

7Zda se, ze v konkrétnich ukazkach se eliminace kvantifikatort télese
realnych ¢isel, tj. ve ,slovniku“ R = (R,+,-,0,1, <) zdafila. Bude to
mozné vzdy?

Odpovéd na tuto obtiznou otazku nalezl jeden z nejvétSich logiki
lidské historie.

%

Alfred Tarski
14. 1. 1902 Varsava — 26. 10. 1983, USA Berkeley, Kalifornie
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Zivotni osudy tohoto muZe byly komplikované. Narodil se v rodiné
zamozného obchodnika se dievem Ignace Teitelbauma. V dobé stiedo-
Skolskych studii Alfréda Teitelbauma bylo Polsko stéle jesté rozdéleno
mezi tFi mocnosti, totiz Prusko, Rusko a Rakousko-Uhersko. Centralni
oblast Polska vcetné Varsavy tehdy spadala do ruského zaboru, tzv. Kon-
gresovky. Klasické gymnézium (Szkola Ziemi Mazowieckiej), které mlady
Teitelbaum spolu se svym bratrem Vaclavem studoval, bylo kvalitni a
Alfréd byl skvélym studentem. V urcitém obdobi se udil hned sedm ja-
zykd najednou. Rustina byla vyucovacim jazykem, dile mél v rozvrhu
némcinu, francouzstinu, fectinu a latinu a hodiny polStiny pro polské stu-
denty. Navic mél jesté soukromé hodiny hebrejstiny. Logika, v niz pozdéji
vynikl, ho nezaujala a nemél z ni ani jednicku, zato chtél studovat na
univerzité biologii. JenZe Varsavska univerzita byla uzavifena a v hlavnim
mésté fungovala pouze ruskojazyéna univerzita. Situace se vSak zmeénila
po zacatku prvni své€tové valky. Rusové byli ze stfedniho Polska vy-
tlaceni a vétSinu zemé pak kontrolovalo Némecko a Rakousko-Uhersko.
VarSavska univerzita proto mohla byt v r. 1915 opét oteviena. Profesory
matematiky se tu stali Lukasiewicz a Mazurkiewicz. Alfréd Teitelbaum
na univerzitu vstoupil v r. 1918 po kratké sluzbé v polské armadé. Ma-
tematicka $kola na univerzité rychle silila, v roce 1919 ziskali profesorské
misto Sierpinski a Leniewski. Posledné jmenovany zvefejnil na svém se-
mindfi z teorie mnoZin problém, ktery nebylo az tak tézké vyftesit, ale
tento uspéch odlakal studenta od biologie k matematice. Teorie mnozin
se pak stala prvni oblasti védeckého zajmu A. Teitelbauma. Spolu s dal-
$imi dvéma mladymi matematiky S. Mazurkiewiczem a Z. Janiszevskim
zalozil v r. 1919 Casopis Fundamenta Mathematicae, vénovany vyhradné
matematické logice a teorii mnozin. Jeho doktorska studia byla vedena
Leniewskim. V roce 1924 absolvoval a ziskal doktorat a stal se nejmladsi
osobou, kterd kdy dosahla doktoratu na Var$avské univerzité. To uz ale
zménil jméno na Tarski, tedy na jméno, pod kterym ho zna odborna
komunita a zménil i viru: od Zidovské konvertoval na Fimsko-katolickou.
Bylo to v dobé vlny polského nacionalismu a zfejmé i doufal, Ze jeho
univerzitni kariéra bude snazsi. Uvidime ovSem, Ze tomu tak nebylo.

Z roku 1924 pochazi velice zndmy spole¢ny ¢lanek s Banachem o tom,
co se dnes nazyva Banach-Tarského paradox. Ukazuje se¢, Ze pii pouZiti
axiomu vybéru lze kouli rozdélit na koneény pocet ¢asti a ty lze slozit do
koule o vét§im poloméru, nebo z téchto ¢asti lze slozit dvé koule o stejné
velikosti, jakou ma ptivodni koule.

Tarski vyucoval logiku na polském Pedagogickém institutu ve Var-
Savé od r. 1922 do 1925, kdy byl jmenovan docentem matematiky a
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logiky na VarSavské univerzité. Pozdéji se stal Lukasiewiczovym asis-
tentem, ale toto univerzitni misto mu neposkytlo dostatek prostfedkd,
takze byl nucen si vydélat na Zivobyti druhou praci. V r. 1925 se stal
profesorem matematiky na eromského lyceu ve Var$avé. V ¢ervnu 1929
se Tarski oZenil s Marii Witkowskou, kterd byla také ucitelkou na erom-
ského lyceu. Dva plné pedagogické ivazky musel zastavat az do r. 1939.
Toto pretiZzeni pedagogickou praci znamenalo i ztratu nékterych odbor-
nych prvenstvi, kterych by byl byval patrné dosahl. Nicméné z druhé
strany se Tarského zajem priblizil tém oblastem matematiky, které maji
i dnes znaény kontakt se stfedoskolskou vyukou.

Toto konstatovani se v plné mire tyka hledani vhodné axiomatizace
geometrie a téZ eliminace kvantifikatort v télese redlnych ¢isel, coz bude
hlavni oblast naSeho zdjmu. Poznamenejme jesté, Ze v predvale¢né dobé
sice vzristala Tarského mezinarodni reputace, ale jeho pokusy nalézt
profesorské misto a tim i ekonomické zazemi zistavaly nelspésné.

Osud ale pomohl Tarskému alesponi zachovat holy Zivot: v dobé vy-
puknuti druhé svétové valky byl shodou okolnosti na dvoutydennim po-
bytu v USA. Vratit doml se samoziejmé nemohl. Za valky zahynuli
jeho otec, matka, bratr a §vagrova. S rodinou se mohl setkat az po
vélce, protozZe jeho pokusy zafidit s pomoci svych evropskych pratel jeji
vycestovani neuspély. Sam také dlouho nemohl najit ve Spojenych sta-
tech odpovidajici univerzitni post. Stalé misto ziskal az na Kalifornské
univerzité v Berkeley v r. 1942. Mimofadnym profesorem se zde stal
v 1. 1945 a fadnym profesorem matematiky v r. 1949. V Berkeley zlstal
po zbytek své kariéry (emeritnim profesorem se stal r. 1968). Vyucoval
pak do r. 1973 a vedl doktorandy a vyzkumné prace az do své smrti.
(Vice o této etapé Tarského Zivota napft. viz [5]).

Existuje vyrok, podle néhoz Tarski patii spolu s Aristotelem, Fregem
a Godelem mezi ¢tveftici nejvétsich logiktt v lidskych déjinach. Byl velice
¢inorody, uvadi se, ze pocet stran v jeho ¢lancich se blizi 2 500. Vidéli
jsme, Ze se nejprve zabyval riznymi oblastmi teorie mnozin. V dalsich
obdobich svého Zivota se vénoval i vyrokové logice, logice prvniho radu
a nekonecné logice, rozhodovacim problémiim, sémantice, teorii modeli,
univerzalni algebfe, booleovské algebfe a teorii svazi, algebraické logice,
teorii miry, zakladiim a metamatematice geometrie.

Reknéme ted trochu preciznéji, co budeme nazyvat eliminaci kvanti-
fikatoru v télese realnych ¢isel. Pracujeme ve struktuie R = (R, +,-,0,1, <
) a mizeme tedy vytvafet formule v x, y, z,... pomoci operaci s¢itani,
(od¢itani) a nasobenti, jsou ,povoleny® celoc¢iselné koeficienty (vzniknou
7 konstant 0, 1) a smime uzivat symbolu < a = (jde o teorii s rovnosti),
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a tedy i >, >, <. Prakticky to znamena, Ze miZeme zapisovat polyno-
mialni rovnice a nerovnice a z nich vytvaret logické kombinace pomoci
logickych spojek. Proménné obsazené v téchto formulich lze kvantifiko-
vat (3, V). OvSem kvantifikovat lze jen individualni proménné pro realna
¢isla, nikoli jejich soubory, jakymi jsou kupf. intervaly ¢i mnoZina vSech
prirozenych cisel. Tarski dokazal, Ze plati tato véta:

Véta 1: Necht G = (Qm+1Tm+1) ---(@nzn) F(z1,22,...,25) je
kvantifikované formule zapsana v prenexnim tvaru, v niZ jsou proménné
T1, T2, ..., Tm volné a proménné Tim+1, Tm+2, - - -, Tn vazané (tj. Q;,
i =m+ 1, ..., n znadi budto existen¢ni kvantifikdtor 3 nebo obecny
kvantifikitor V). F(z1,x2,...,zs) je pfitom logickou kombinaci polyno-
midlnich rovnic a nerovnic s celo¢iselnymi koeficienty v proménnych z;,
Ty, ..., Tn. Pak existuje formule H v proménnych x1, 23, ..., Tm, kterd
jiz neobsahuje kvantifikitory a kterd je ekvivalentni formuli G. (Tuto
formuli i dikaz ekvivalence lze ziskat vyhradné s vyuzZitim axiomu plat-
nych pro tzv. redlné uzaviena télesa, coz jsou usporadana télesa, v nichz
plati véta o stfedni hodnoté pro polynomy).

Matemati¢ti logici maji za to (ostatné Tarského vyjadieni z pted-
mluvy k [16] to potvrzuje), ze pravé uvedenou vétu musel Tarski znét
jiz v r. 1930. Bez ni by sotva mohl dokazat jisty dasledek o aritmeticky
definovanych mnozinach na ¢iselné ose (viz [12]).

Precizni formulaci a jasny naért dikazu ,Tarského véty o elimi-
naci kvantifikdtori“ muiZeme nalézt v praci The completness of ele-
mentary algebra and geometry, coz byl dokument z roku 1940,
jehoz publikovani pferusila véalka. Zustaly jen dva exemplafe sloupco-
vych korektur. Kli¢ovou zaleZitosti je zobecnéna forma Sturmovy véty,
totiz kritérium pro feSitelnost soustavy f(X) = 0, g1(X) > 0, ...,
9k (X) > 0 s racionalnimi koeficienty u polynomu f, g1, ..., gk, kde
X = (x1,29,...,Z,) je mnoZina realnych proménnych. (Pfipomerime,
7e Sturmova véta z r. 1835 umoziuje zjistit pocCet realnych korent po-
lynomu f jedné neurcité x s realnymi koeficienty v intervalu (a, b), kde
a < b jsou realna ¢isla takova, ze f(a) # 0 a f(b) # 0. OvSem i Sturmova
véta je zavrSenim linie vedouci od Descartova znaménkového pravidla
(1637) pres véty Budana (1807) a Fouriera (1831)). Dale je vhodné zafa-
dit Tarského objev z r. 1930 do celkového kontextu budovani ,obecné“
algebry, v niZz méla algebraickd konstrukce télesa realnych cisel dule-
Zité misto. Sem patii zejména vysledky libereckého rodaka E. Artina
a O. Schreiera, tykajici se uspofadanych téles, resp. redlné uzavienych
téles (viz [1]).

Ziskaného vysledku si zfejmé Tarski ani nijak zv1ast necenil: ,Re-
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lativné omezeny dosah této latky ukazuje, Ze je tfeba opustit budouci
zkoumani na tomto poli a zejména uGsili vedouci k zesileni vysledkt pred-
kladané prace.“

Jak je z nazvu patrné, Tarski se zde soustiedil na dusledky, které
obdrzime, kdyZ vétu 1 pouZijeme na sentence, tj. na formule neobsa-
hujici parametry. Po provedeni eliminace kvantifikatori tak obdrzime
»jednoduchou® formuli obsahujici jen konstanty, o jejiz pravdivosti lze,
jak Tarski rovnéz ukazal, snadno rozhodnout. (Ostatné ukazku toho, jak
takové vyhodnoceni v programu Mathematica® 5.0 dnes vypada, jsme
vidéli pfi ,,zjednoduseni formuli (1), (2), (3) na zacatku tohoto ¢lanku).
Tarski tak dokéazal, ze teorie (R, +,-,0,1, <) je aplna.

Tento velky vysledek zistal vinou valeénych udalosti nepublikovan.
Tarski, jak jiz vime, pfesidlil do Kalifornie. Druhou Sanci k publiko-
vani svych fundamentalnich objevi vysledku dostal za velice zajimavych
okolnosti.

Po skonceni obdobi, kdy byl védecky a primyslovy vyzkum oriento-
van na potfeby valky, vyvstala v USA potfeba feSit problémy povéalec-
ného obdobi. Tehdy se od firmy Douglas Aircraft v Santa Monica v Ka-
lifornii projekt oddélil RAND a dne 14. 5. 1948 byla vytvofena nezavisla
a neziskova organizace RAND Co. (research and development). Méla
podporovat védecké, vyzkumné a charitativni cile pro verejné blaho a
bezpefnost USA. Jeji pracovnici studovali mnohé otazky ptirodovédné,
sociologické, z oblasti zdravotni péce, odstranéni chudoby a upadku
méstskych ctvrti atd. Zaméstnani tu nasli také matematici a fyzikové
a tak vznikly prvni ideje z oblasti telekomunika¢ni techniky, moznosti
vyslani umélych druZic a téz i navrhy prvnich pocitaca.

Prostfednictvim svého amerického pritele J. C. C. McKinseye, ktery
zde byl zaméstnan, se Tarski rozhodl pfepracovat sviij predvalecny text.
Vznikla tak prace [15]. Jak bylo naznaleno, zalinala se jiz pocifovat
moznost sestrojeni pocitace, kterému se tenkrat jesté fikalo rozhodovaci
stroj (decision machine). V tvodu ke druhému vydani své prace v r. 1951
Tarski pise:

,Rozhodovaci metody ... byly predloZeny systematickym a detailnim
zpUsobem, takZe pfinaseji moznost zkonstruovani fungujiciho rozhodo-
vactho stroje. Dalsi vice teoretické aspekty diskutovaného problému byly
pojednany méné dikladné a pouze v poznamkach.“

Nazev prace A decision method for elementary algebra and
geometry signalizuje, Ze otazek uplnosti se tu prechazi k rozhodnu-
telnosti. Citujme opét z Gvodu k druhému vydani: ,,Casto jsme se za-
byvali nikoli sentenci elementarni algebry, nybrz podminkou obsahujici
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parametry a, b, ¢,... a formulovanou v termech elementarni algebry;
...zajimali jsme se o jeji redukci do standardniho tvaru, ve kterém se
objevuje kombinace algebraickych rovnic a nerovnosti v a, b, ¢,... Roz-
hodovaci metoda vyvinuta nize dava jistotu, Ze takovato redukce je vidy
mozna.“

Tarski nebyl prvnim, kdo uZil eliminaci kvantifikatori, to uéinili jiz
pred nim Léwenheim, Skolem a Langford pfi analyze jednodussich teorii.
Tarski z ni v8ak vytvofil obecnou metodu a objevil, Ze v téch pfipadech,
kdy studovand teorie pripousti eliminaci kvantifikdtord, ji lze pouzit
k hlubsi analyze této teorie.

Celkové vsak lze Fici, Ze i kdyz Slo o velké védecké vysledky, nebyly
Tarského prace publikovany v matematiky nejvice ¢tenych casopisech.
Nebyly tedy zprvu ani docenény a lze fici, Ze ani znamy v Siroké ma-
tematické komunité. Dale, i pfes vySe naznaCenou snahu otevfit cestu
k jejich implementaci, k tomu nikdy nedoslo, protoze Tarského metoda
nemuze obstat z pohledu vypocetni slozitosti. Prvni zjednoduSeni nalezl
Tarského kolega z Berkeley, A. Seidenberg, ktery publikoval v r. 1954
jiny dtkaz Tarského vysledku v Annals of Mathematics, tedy v dostup-
néjsim pramenu pro matematickou komunitu (viz [9]). (Zadalo se pak
dokonce hovofit Seidenbergové vété ¢i o Tarského-Seidenbergové vété).
Pfesto v8ak i po nésledujicim vylepSeni (Cohen 1969) vSe mélo vyznam
pouze z pohledu teoretického.

Zasadni snizeni vypocetni sloZitosti pfinesla metoda cylindrické al-
gebraické dekompozice (CAD), ktera byla navrzena Georgem Collin-
sem (x10. 1. 1928 Iowa, USA) v r. 1973 (publikovano v r. 1975). Metoda
CAD byla v pozdéjsich letech vylepSovana zejména Hoon Hongem a byl
vytvoren interaktivni program QEPCAD. Zasluhou prof. Christophera
W. Browna nalezne zdjemce bohatou dokumentaci o tomto programu
na adrese http://www.cs.usna.edu/ qepcad/B/QEPCAD.html. O moz-
ném uziti programu QEPCAD pfi feSeni stfedoSkolskych tloh vice v [7].
Naznac¢me stru¢né ideu CAD.

Priklad 1: Zjistéme, jakych znamének nabyva polynom
f(z) = z* — 323 — 922 + 23z — 12

na realné ose, tj. ur¢eme podmnoziny M., My, M_, mnoziny redlnych
¢isel takové, Ze f(x) > 0 pro véechna z € M, resp. f(z) == 0 pro vSechna
x € My, resp. f(x) < 0 pro vSechna z € M_.

Reseni: Lze nahlédnout, piip. zjistit s vyuzitim pocitade, ze

f(@) = (& + 3)(x — 1)2(z — 4).
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Polynom f ma4 tfi redlné koteny — 3, 1, 4, které si lze znazornit na Ciselné
ose (viz obr.1). Pfirozenym zptsobem ziskdvdme rozklad ¢iselné osy na
buriky (cell decomposition):

(_007"3)) {—3}7 (—3’ 1)? {1}7 (1’4)’ {4}7 (4,+OO),

na kterych jiz ma polynom f stalé znaménko sgn f. O znaménku poly-
nomu f(z) ve vzniklych otevienych intervalech lze rozhodnout vypoétem
funkénich hodnot ve vhodné zvolenych vnitinich bodech.

Vezméme kupf. testovaci body —4 € (—o00,-3), 0 € (-3,1), 2 €
(1,4), 5 € (4,00). (Testovaci body jsou na obr. 1 zndzornény krouzky).
Je f(—4) =200, f(0) = —12, f(2) = —10, f(5) = 128.

+
f(~4) = 200 £(0)

4 -3 0 1 2 4 5 X

Muzeme ulinit zavér, ze polynom f nabyva kladnych hodnot pro
x € My = (—00,-3)U (4, +00),
nulovych pro
z € My = {-3}U{1} U {4},

zapornych hodnot pro
z e M_=(-3,1)U(1,4).

Poznamenejme, Ze tato technika je v pfipadé rozkladu realné osy
dobfe znama. Neni ale zdaleka tak jasné, jak postupovat ve vyssi di-
menzi.

Priklad 2: Pomoci metody cylindrické algebraické dekompozice na-
leznéme formuli ekvivalentni s formuli (3y) [z? + 3% <4 A y? > z].

ReSeni: Naznad¢ime (a budeme pfitom sledovat obr. 2), jak lze tento
ukol zvladnout.
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Obr. 2
Pracujeme s polynomy Pi(z,y) = 22 + y? — 4, Py(z,y) = y? — z.
Provedeme projekci do osy z, pfi¢emz si zvlasté viimame bod, v nichz
maji kfivky o rovnicich Pi(z,y) = 0, Py(z,y) = 0 tedny rovnobézné
s osou y, resp. pruseciki téchto kfivek. Tyto body maji z-ovou soufadnici
Tz = -2,0, %‘@ = p, 2. (I kdyZ vSe miZeme sledovat na obr. 2, lze
tyto body nalézt Cisté algebraicky pomoci rezultantd a diskriminanti).
Tim zaroven obdrzime rozklad redlné osy na nasledujici 1D buriky:

(“OO,—Q), {—2}’ (”2,0)’ {0}7 (O,p),

{P}, (p,2), {2}> (2,+OO).

Uvniti téchto bunék si zvolime testovaci body, napf. —3, —2, —1, 0,
1, p, %, 2, 3. Tyto body (= algebraicka ¢isla) tvoti pro redlnou osu tzv.
cylindricky algebraicky vzorek (cylindrical algebraic sample, CAS). Nyni
se chceme vratit do roviny a sestrojit rekurzivné odpovidajici CAS v R2.
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Predstavime si, ze nad kazdou 1D burikou b; je vybudovan vélec b; x R.
Tento véalec je jeSté rozdélen na 2D bunky tak, Ze v kterékoli z nich maji
polynomy P;, P, konstantni znaménko. Kupf. mnozina (—oo, —2) x R
tvofi jedinou buiiku a v ni mizeme zvolit testovaci bod [—3,0]. Vilec
{-2} x R (,,pfimku®) rozdélime na t¥i buiiky {—2} x (—o00,0), [-2,0] a
{—2} x (0,400). V téchto buiikach si zvolime testovaci body: [—2, —3],
[—27 0]7 [-27 3]

Vélec (—2,0) x R je rozdélen na pét 2D bunék: vidy je z € (—2,0)
a navic je postupné

y< —Va-—122, y=-Vd-122 —Vi-22<y<V4-2a2
y=11V4-x2 y> V4 - z?

(viz obr. 2). Zbyva zvolit pét testovacich bodtd do CAS. Protoze ale v 1D
burice (—2,0) jsme si jiz pfedtim zvolili testovaci bod —1, je jejich prvni
soufadnice jiZ uréena. Vezméme proto body [—1, —3], [-1, —v/3], [~1, 0],
[-1,V3], [-1,3].

Ted je jiz zfejmé, jak by se zkonstruoval CAS v R2. V obr. 2 byly
jeSté vzaty body
[0» "‘3]: [Oy '—2]) [0) _1]) [O: O]y [Ov 1]7 [Oy 2]1 [0» 3],

7 7

[17 —3}v [1v _\/g]l [11 _'g] ) [11 "1]y [1y0]7 [11 1]1 [L g] ) [lv \/g]» {1)3]y

[p7 _3]7 [P1 —\/1_7]7 [P, 0]7 [p7 \/ﬂa [p7 3]) kde p= %@7

V5 V19 V5
20 (2 -2 29 (2 20 (2 ) 2.8 [2 20 2,
[27 _3]7 [27 _\/511 [21 _1]) [2)011 [2y 1]) [27 \/517 [21 3]v

(3,-3],[3, —v3],[3,0], 3, V3], [3,3]-

V bodech tohoto vzorku bychom my nebo radéji po¢itac zkontrolovali
splnéni podminek Py (z,y) < 0, Pa(z,y) < 0. Tim by se zaroveri rozhodlo
o jejich platnosti v celé buiice. A protoze nase ptvodni formule méla tvar
(Fy) [Pi(z,y) <0 A Py(z,y) < 0], je tieba najit takové buiiky b; na ose
x, ze ve valci b; X R se nachézi alespon jedna 2D burika, v niz soucasné
plati Pi(z,y) <0, Py(z,y) < 0. Zjistime tak nakonec, ze 0 < z < 2, tj.
zadana formule je ekvivalentni s formuli p(xz) ~ 2 >0 A z < 2. Stejny
vysledek obdrzime i v programu Mathematica® verze 5.0:

Resolve[Exists[y, X2 + yv'2 <= 4 && y 2 <= x 1]
0 <x <2

Pro podrobny popis metody odkazme ¢tenafe na [18]. Obecné pro-
bih4 metoda valcové algebraické dekompozice v nasledujicich fazich:
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1. normalizaéni faze (polynomy P; se faktorizuji, resp. normalizuji)
2. projekéni faze
3. faze ,zdvizeni“

4. konstrukce formule ¢ (sestaveni oteviené, tj. kvantifikitory neob-
sahujici formule)

Z predchozi ukdzky bylo zfejmé, v ¢em je Achillova pata metody.
Zranitelnym mistem je zejména vypocetni slozitost, kterd je mj. dvoj-
nasobné exponencialni v poétu proménnych. (Uvédomme si jen, jak by
se zkomplikoval vypocet pro formuli obsahujici tfi proménné z, y, z.
Museli bychom postupné realizovat dvé projekce (tj. nejprve kupft. eli-
minovat z, pak y), pfifemz by obecné podstatné vzrostl pocet bunék,
stupné polynomi, komplikace s pfipadnymi redlnymi kofeny polynomi
vyssich stupnt atd.). Je proto nezbytné minimalizovat pocet promén-
nych jesté pred zahdjenim vypoctu, coz nékdy lze dosdhnout vhodnou
substituci, zménou systému soufadnic atd. Nepfijemné a Casové velmi
narocné mohou byt vypocty v algebraickych rozsifenich télesa racional-
nich ¢isel (v naSem ilustra¢nim pfipadé k témto problémim vede vyskyt
¢isla '—1%@ = p, ale obecné mlzZe byt nutné pracovat s realnymi ko-
feny polynomi vys$Sich stupnii a tyto kofeny separovat, tj. mit k dis-
pozici interval s racionalnimi koncovymi body, v némz tento kofen lezi.
Zaokrouhlovat ve vypoctech vSak nelze). Metoda cylindrické algebraické
dekompozice samoziejmé neni vSemocnd, miize se velice snadno stat, ze
zdanlivé jednoduché dloha nebude fesitelna v rozumném case.

7 druhé strany jsme vSak ziskali pozoruhodny pohled na vlastnosti
t€lesa realnych Cisel, které je zfejmé nejpouzivanéjsi matematickou struk-
turou. Urcité ulohy stfedoskolské ¢i vysokoskolské matematiky mohou
byt zvladnutelné. Nékteré ukazky vypocta v programu QEPCAD na-
lezne ¢tenaf v [7]. MizZe jit napt. o problémy vyZzadujici feSeni algebraic-
kych nerovnic a jejich soustav, pfip. mizeme dokonce ziskat pocitacové
dikazy jednodussich vét.

Zéavérem jesté predvedme nékolik vypoétt v Mathematica® 5.0, kde
je mj. nové implementovan povel CylindricalDecomposition.
Poznamenejme jesté, Ze pii zapisu formuli lze v tomto programovém
baliku uzit i odmocniny a funkci Root. Zafazujeme variaci na priklad
2, aby ¢tenafr mohl sledovat integracni oblast na obr. 2.

CylindricalDecomposition
[{x°2 + y"2<=4, y 2<=x, y>=0},{x,y}]
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x==0&& y==0110<x<3(-1+V17) && 0 <y < vx ||
-1+ VIT) < x <2&& 0<y <Va—x? || x ==2 && y ==

Pfipomerime si problematiku vypoctu dvojného integralu (integrace
pres oblast zadanou algebraickymi nerovnostmi) a Fubiniovu vétu. Miru
rovinného ttvaru vymezeného podminkami z? + y%2 < 4,42 <z, y >0
spoéteme v Mathematica® 5.0 jako souéet dvou dvojnasobnych integralt
nasledovné:

Integrate[l,x,0,1/2*(-1+Sqrt[17]),Yy.,0,Sqrt[x]] +
+ Integrate[l,x,1/2*(-1+Sqrt[17]1),2 , v.,O0,
Sqrt[4-x-2]]

Novinkou je, Ze po zadani

Integrate[Boole[x"2 + y " 2<=4 && y 2<=x && y>=0],
{xl 'OOIOO}I {YI 0100}]

dostaneme stejny a dosti komplikovany vysledek. Tentokrat vsak byla
veskera prace s nalezenim mezi a uzitim Fubiniovy véty pfedana pocitaci.
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