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DRUHA KRIZE MATEMATIKY
ANEB POTIZE RUSTU
DIFERENCIALNIHO A INTEGRALNIHO POCTU

STEFAN SCHWABIK

Uvob

O rtznych krizich ve védé se mluvi v souvislosti s rozvojem jednotlivych véd-
nich disciplin. Samotné slovo krize méa ponékud katastrofickou pfichut a uzivat
takové slovo pro oznaceni nebo charakteristiku etapy vyvoje védy mi nepfipada
prilis stastné.

Matematika se takovym hodnocenim jednotlivych svych oblasti rovnéz nevy-
hnula. Mluvi se o tfech krizich v jejich d&jinach. Ukolem této Gvahy je pojednat
o tzv. druh€ krizi matematiky. Ta se tyka matematické analyzy ve smyslu di-
ferencialniho a integralniho podtu, jak se tento nazev u nas vzil a v anglosaské
literatufe byva oznacovan slovem ,kalkulus“. K pochopeni vyznamu zminéné
krize je tfeba néco védét o discipling, kterad se do krize dostala. Proto je nutné
zabyvat se jejim vznikem a dal$im rozvojem. Do krize se lokdlné dostane pfi
praci kazdy védec, kromé snad nékolika absolutnich génit. V pfipadé matema-
tické analyzy, kterd bude pfedmétem naseho zajmu, by pfihodnéjsi bylo uzit
slov ,,potize ristu“. Podstata problému je v tom, Ze teoretické zdklady pro-
stfedkl analyzy, které projevily svoji mimoradnou silu pfi poznavani pfirody,
byly dlouho nepevné; pfinejmensim se to tak jevi z dne$niho pohledu na véc.
Potfeba popisovat pfirodu exaktnim jazykem matematiky vedla k velkému néa-
ristu poznatkd. Kalkulus kratce po svém vzniku pfipominal rychlenou rostlinu
s ponékud chabou kostrou, to je divod, pro¢ v této souvislosti se mi zd4 byt
vhodné uzit spojeni ,potiZe ristu“. Upevnéni zadkladi matematické analyzy se
stalo véci cti nejen téch, kdoz matematiku péstovali a prostfedky vytvéreli, ale
i téch, ktefi je pouzivali k jinym éelim.

Tato préace byla zpracovdna za podpory grantu GA CR 201/97/0218.
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Predmét, ktery zkouma diferencialni a integralni pocet, je zndm uz od sta-
rovéku; do téchto davnych déjin se v8ak poustét nebudeme. Zistaneme v no-
voveéku zejména proto, Ze v ném se tato oblast matematiky postupné utvorila.

V' obdobi renesance se vyraznéji pocaly projevovat protischolastické ten-
dence, lidsky duch projevil svoji zvidavost, dogmata hldasanad zejména cirkvi
byla zpochybnovana. Prirodni védy, zaloZzené na pozorovani a raciondlnich tva-
héach, byly pro .fundovanou revoltu jako stvorené.! 14. - 16. stolet{ je moino
charakterizovat jako dobu, kdy se vytvarela filosofic prirody; snaha poznat
a popsat prirodu vedla k navratu k poznatkiim starych Rekd. Myslenky antiky
v evropském prostredi nezistaly zachovany, do obeeného evropského povédomi
se vracely pres arabsky svot. Projevovaly se snahy popsat prirodni jevy a ma-
tematika se stale vice stavala vhodrym jazykem pro realizaci téchto snah.

V" renesancni matematice se postupné vytvarel velmi prakticky a pragma-
ticky pristup. Projevovalo se to hleddanim jednodussich technik napf. pro vypo-
cet obsah a objemu. Eudoxovské techniky znamdé 2 antiky byly dosti tinavné
a tezkopadné. Obeceny piistup se projevoval v zijmu o rychlé ziskani novvch
vysledkit a metod. Divazny recky sozadavek rigordznich dikazt matematic-
kvch tvrzeni ustoupil do pozadi. Praktickym potfebam byl na obtiz, zdrzoval.
Staci jen pripomenout krdsné, zatc v8ak pracné recké dikazy pro nekoneéné
objekty nebo dikazy nesoumdritelnosti Gsecek (viz napt. znamy diikaz nesou-
metitelnosti strany a ihlopticky ¢tyverce).

Obeeny nazor vyslovil zretelnd Christian Huvgens. kdyz v r. 1657 napsal:

K ziskani davéry odborniki neni dilezite, zda jim ddme absolutni diraz.
nebo takove zdaklady pro nej. Ze po r.ahlédnuti nebudou pochybovat, Ze dokonaly
dukaz je mozno provdst. Jsem ochoten pripustit, Ze dukaz by mél byt poddn
v jasné. elegantni a prosté podohé ijako v pracich Archimedovijch. Ale prvotni
a nejdulezitéjsi je zpusob objevu semotného, takového, ktery vzdélance potési
poznanim. Zdd se proto. Ze predevsin musime sledovat tu metodu, pomoci které
lze wSe pochopit a strucné a jasné wylozit. Sobé usetiime prdci se sepisovdnim.
Jingm pak se ctenim - tém, kteri nemagi cas zaznamenat mimorddné mnozstui
geometrickych ndpadii. kterd se ze dne na den mnozi a v tomto uéeném stoleti
prerostou vsechny meze, pokud by méla byt uzita rozvldénd a dokonald metoda
starovéku.

Huvgensiav nazor je pozoruhodny kupf. tim. zc se mu zdd zbytecné pred-
klddat presné a uplné dikazy tvrzeni. Jde tedy o prijimani poznatkd, u nichz
pak postaci. ze ,odbornici budou véfit tomu. ze dikaz je mozny“. Tomu by
s¢ dnes mohlo rikat, Zze se prejimi ,know-how*. Ma to vSak — a v dobéach
po¢atkiu matematické analyzy take mélo — jeden hacek. Po ¢ase se mnozstvi
poznatkl zvétsi a tivahy se stanou slozitymi do té miry, ze odbornici neznali
pozadi (a tedy vlastné dikaz) nejsou uz schopni poznatkiim porozumét, na-
toz pak jich pouzivat. Zistane nékolik genidlnich tvarcl, vytvarejicich pojmy
a metody, kterym rozumi jen oni sami, zédklady nejsou prilis pevné a je dén
dobry zaklad pro vznik ..krize“.

"To je jev, ktery je nam i dnes blizky, ideologickych zasaht do oblasti pfirodnich véd -
a sem tradi¢né patfi i matematika —- je obecné méné, nez do oblasti véd jinych.
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Za poviimnuti stoji i Huygenstiv povzdech nad mnozstvim informace. To je
ve srovnani s jeho dobou dnes pfekondno o n&kolik fadu. Citdtem Huygense
jsme vSak siln& pfedb&hli dobu. Vratime se k po€atkim vzniku matematické
analyzy.

Nové etapa renesanéni matematiky spoé&ivala v znovuobjeveni Euklida a Ar-
chimeda, byly potizeny pieklady jejich dé&l do latiny (napf. Commandiniv pie-
klad Archimedovych praci (1558), Apolloniovych praci (1566), Claviiv pieklad
Euklidovych Zékladt s komentafem (1574), Xylander pfelozil Diofanta (1575),
atd. - $lo vétsinou o preklady z arabitiny).

Vedle toho stoji nové tivahy, napf. heliocentricky vyklad pohybu planet
M. Kopernika (De revolutionibus orbium coelestium (1543)), Eetna pozorovani
hvézd, kterd potvrzovala Kopernikiiv ndzor a pochopitelné odmitani ze strany
katolické cirkve, v3e to totiZ bylo ve sporu s Pismem. V této souvislosti snad
sta¢i pfipomenout Galileovo - byt asi legendérni - revoltujici: ,,A pfece se toéi!“.

Zdokonalovaly se pfistroje uréené k pozorovani, zvySovala se pfesnost, hro-
madila se data. V r. 1576 postavil Tycho Brahe observatof na tenkrat danském
ostrivku Hven a pomoci rozmé&rnych a pfesnych pfistroji zde zaznamendaval
data svych astronomickych pozorovani. Posléze se objevil v Cechéch ve sluzbé
cisafe Rudolfa II. a pfizval do Prahy Johanna Keplera. Tycho Brahe nebyl za-
stancem Kopernikovy heliostatické teorie, doufal, Ze rozsdhlymi pozorovanimi
potvrdi svij kosmologicky model, v némz je Zemé& s Mésicem, ktery ji obih4,
ve stfedu univerza a Slunce obih4 kolem Zemé& (planety pfitom obihaji kolem
Slunce).

KEPLEROVA MATEMATIKA

Johannes Kepler (1571 - 1630) se dal do zpracovavani obrovského mnoz-
stvi dat, kterd byla k dispozici od Tycha Brahe. Nesdilel Tychiiv kosmologicky
nézor, byl zastdncem toho, co hldsal v kosmologii Kopernik. Ke zpracovani dat
bylo tfeba mnoho poéitat, mit po ruce vypocetni techniky a v neposledni fadé
také teoreticky aparat.

Kepler jako pfesvédéeny zastance Kopernikovy teorie vysvétloval zprvu jeji
spravnost pomoci pravidelnych platénovskych téles v Mysterium cosmogra-
phicum z roku 1596. Hledal matematické vztahy v pozorovatelném svété. Vy-
sledkem bylo velmi mystické vepisovani a opisovani pravidelnych téles do kouli,
po nichZ se planety-na své pouti kolem Slunce pohybuji. V r. 1600 se Kepler
dostal do Prahy jako pomocnik Tycha Brahe a po jeho smrti v r. 1601 se dal
do vyuzivani dat, kterd pozorovanim ziskal Tycho, pfiéem% pocital drahy pla-
net s presnosti na tu dobu nevidanou. Je souéasné t¥eba pfipomenout i to, zZe
vzhledem k velkym rozmérim pfistroji a k jejich peélivé konstrukci byla i data
Tycha Brahe velmi pfesna.

Zékonitosti pohybu planet formuloval Kepler ve svych znadmych zakonech:

(1) Planety se pohybuji po eliptickych drahach, v jejichZ spoleéném ohnisku
je Slunce.

(2) Radiusvektor od Slunce k planet& ,,vymet4“ plochu konstantni rychlosti
(nebo jinak: plochy opsané privodi¢em planet jsou ve stejnych &asovych
intervalech stejné).
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1. Ke druhému Keplerovu zdkonu

(3) Ctverce period obéhu kazdych dvou planet Jjsou imérné tfeti mocniné
hlavnich poloos jejich drah.

Tyto zdkony Kepler odvodil z experimentalnich dat, pozdéji je Newton od-
vodil z gravitaéniho zédkona. Newtoniv gravita¢ni zdkon oviem byl inspirovan
pravé Keplerovymi zikony.

UkaZeme nékteré Keplerovy avahy souvisejici s jeho druhym zédkonem. Prvni
zdkon formuloval aZ po ném.

Z pozorovanych dat Kepler usoudil, ze kdyz je planeta nejblize (nejdale)
od Slunce na své eliptické draze, je jeji rychlost imérns prevracené hodnoté

vzdalenosti od Slunce, tj. je
k k
V=, U2 = —
T1 T2

(v1 je rychlost v Py, vs je rychlost v Pz, k je kladn4 konstanta).

hll

P

2. Ke Keplerové tivaze

Odtud - bez odivodnéni - Kepler usoudil, ze takovs zakonitost plati v kaz-
dém bodé P drahy planety, tj. Ze pro rychlost v v bod& P plati
k

*) v="
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(7 je vzdalenost bodu P od ohniska elipsy S, ve kterémr je Slunce).

Tato Gvaha neni spravnd, plati vztah v = =, kde 7 je vzdalenost S od tecny

k elipse v bodé P. K tomu vSak poznamenejrme, ze dré¢ha Marsu, pro kterou
to Kepler pocital, je ,témér“ kruhova a Gvaha je proto ,skoro spravnd“. To je
dosti ziejmé, v tomto pripadé je totiz hodnota r velmi blizka hodnoté 7.
Kepler véak dale pokraduje na zdkladé ptivodniho vztahu (*) s r = |PS]|.
Otézkou je, jak dlouhy ¢as t je potfebny pro projiti oblotku PQ. Kepler oblouk
rozdéli na velky pocet podobloukd stejné délky As, které spojuji po sobé jdouci
body P; a Pi+1, i = |SPi|, v; je rychlost v bodé P; at; je ¢as potiebny k projiti

oblouku PiPi-H- A
s 1
t:E t; ~ -’U_i_:EETi.AS.

Odtud pak dostane vztah pro celkovy cas

3. Ke Keplerové infinitezimalni tveze

Dalsi chybny Keplerav krok spo¢iva v prohlageni, ze ,soulet” 3" r; je Gmérny
velikosti A plochy SPQ. Zde se projevuje tivaha, kterou bychom mohli nazvat
cavalieriovskou: s¢itaji se usecky, je jich mnoho a dostane se plosné velikost. Za
to se Keplerovi dostalo z riznych stran dost kritiky. Je mozné, Ze kriti¢ti ¢tenari
1 z novéjSich dob jenom neuméli Keplera néalezité ¢ist. Nedovedli asi oddélit
myslenku od toho, jak byla predlozena. Je nabiledni, Ze zpiisob prezentace
u Keplera neni prili§ zfetelny, myslenka vSak pfitomna je a proto miiZzeme
mluvit o ,Keplerové matematice“.

Z hledisek analyzy, kterd pozdéji byla rozpracovédna a provozovana v poz-
déjsich pracich i samotnym Keplerem, lze uvazit, ze v piipadé hodné (infinite-
zimalné) malého As je oblouk P, P;y; ,skoro“ tsefka a utvar SP; P,y ,skoro“
trojihelnik, jehoz zdkladna je As, vyska je r;, protoZze A s je malé a rameno r;
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onoho ,trojihelnika“ se od vysky lisi malo. Z obrazku 3 to sice piili§ patrné
neni, sta&i si véak predstavit odpovidajici obrazek se skuteiné velmi malym
As, & spiSe s navzajem ,velmi blizkymi“ body P; a Pj,-.

1 ° ’ «
Obsahem utvaru SP;P;y; proto je —2-r,-As a soudet obsaht takovych ,skoro
trojahelnikt d4 dost pfesné hodnotu A, tj. '

A~ %ZnAs

a z vy$e uvedeného vztahu pro celkovy Cas ¢ pak je

l -2A neboli A = Et.

t=% 2

To ovSem znamend, 7e plocha A s ¢asem narista linearng, jinymi slovy: plo-
cha, kterou ,,vymeta“ radiusvektor planety se méni s konstantni rychlosti. Pfes
dvé avahy, které je tieba prohlasit za chybné, dochazi Kepler ke spravnému
zévéru, ktery lze dnes v rdmci analyzy odvodit zcela pfesné. Mnoho nejasného
je také v tom, Ze neni zfejmé, co pfesné je infinitezimalni veli¢ina. To v tomto
okamZiku pomineme, bude o tom niZe fe¢. V aritmetizované analyze Weier-
strassové, a tedy analyze dneSni doby, je vSe upiesnéno pomoci pojmu limity.

Vytrhneme-li tuto Keplerovu uvahu z astronomického kontextu, lze obecné
k popsanému postupu Fici, Ze Kepler ve své prici Astronomia nova z roku
1609 predlozil svétu zpiisob integrace (vypoétu plo¥né velikosti Gtvaru) tak, Ze
problém prevedl k s¢itani nekoneéné mnoha nekoneéné malych veliéin, pfi¢emz
tyto pojmy nikterak nespecifikoval. Takovy ,infinitezim4lni“ pf¥istup k FeSeni
veskrze praktické dlohy je velmi podstatnym a dileZitym krokem pfi vzniku
matematické analyzy.

O néco pozdéji se Kepler k podobnym technikdm zncvu vratil. Na podzim
roku 1613 jej zaujala otdzka, kolik vina je ve vinném sudu. Podivil se, kdyZ
sledoval kupce, ktery pouhou méfici hilkou (opatfenou dilky) uréil mnoZstvi
vina tak, Ze htilku obvyklym nalevnim otvorem prostréil a opfel o spodni okraj
dna sudu. Keplerovi se zdilo byt zdhadné, Ze je objem sudu uréovin pomoci
délky sikmo do néj vpravené tsefky. Jeho tivahy jsou obsahem spisu Nova
stereometria doliorum vinariorum.

PROSTREDKY K VYPOCTUM, NAPIER
Kdyz se pod sebe napie aritmeticka fada pfirozenych &isel a geometricka

fada sestavajici z mocnin ¢&isla 2, ziska se tabulka

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10...
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024...

V této tabulce lze pozorovat, Ze souétiim v horni aritmetické fadé odpovidaji
souciny v dolni geometrické fad&. Kupf. 2 + 7 = 9 odpovid4 souéinu 4 x 128 =
512.
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Takovou konstrukci a tivahu lze nalézt v Arithmetica integra od M. Stifela
z roku 1544 a moZna uz i d¥ive. Z dne$niho hlediska jde o evidentni rovnost 22 x
27 = 22*7 a neni o ¢em mluvit. Z praktického hlediska 16. stoleti ale z uvedené
tabulky bylo patrné, Ze soudiny nékterych ¢isel vyskytujicich se v druhém radku
bylo mozno zjistit tim, Ze se sefetla jim odpovidajici ¢isla v prvnim Fadku
a zjistilo se, co tomuto soué¢tu odpovida v fddku druhém.

Je pochopitelné, Ze timto zptisobem bylo snadné nasobit, ale vadou Stife-
lovy tabulky bylo to, Ze mezery mezi jednotlivymi ¢isly v geometrické radé
s kvocientem 2 byly velké a tim mozZnosti nasobeni riznych ¢isel malé.

Myslenka vSak byla na svété a tim i inspirace pro to, co udélal John Napier
(1550 — 1617) v knizce Mirifici logarithmorum canonis descriptio (Popis podi-
vuhodného kénonu logaritmi) v roce 1614. K tomu, aby mezery mezi po sob&
néasledujicimi ¢leny geometrické fady v tabulce byly pokud mozno malé, zvo-
lil Napier kvocient 0.9999999(= 1 — 10~7) a s timto kvocientem spo&ital svoji
prvni tabulku, kterd sestdvala z prvnich 100 ¢lent geometrické fady s prvnim
¢lenem 10000000 a uvedenym kvocientem. Sepsal tedy posloupnost

a, =10°(1-10"")" pron =0,1,...,100,

pfitemz uvedl i prakticky vypocet jednotlivych €leni této posloupnosti. Ten
byl zaloZen na vztahu

an41 = an(l - 10_7) =an —Qan* 10_7,

ktery vede na postupné od¢itani.
Pro takto ziskana Cisla a,, nazval Napier jim odpovidajici celé ¢éislo n jejich
logaritmem. Tak napf. dostal posledni ¢islo své posloupnosti

aio0 = 9999900.0004950

a logaritmem tohoto ¢&isla tedy bylo &islo 100, zatimco logaritmem é&isla 107
byla 0.

Pivodni Napierovou myslenkou bylo toto:

logaritmus cisla x, které je nejuyse rovno 107, je nezbytny pocet ndsobeni
¢isla 107 ¢islem 1 — 1077, aby se ziskalo &islo .

KdyZ tedy napiSeme y = N loga ( N log zde v roli Napierova logaritmu),
pak a = 107(1 — 10~7)¥ a pro z = N logb, pak je b = 107(1 — 10~7)%. Pro podil
% dostaneme

¢ _(1-10"T)-*>

7 =(1-107)
a odtud je patrné, ze rozdil Napierovych logaritmi éisel a a b, tj. rozdil y — 2
zavisi jenom na podilu a a b.

Poznamenejme, Ze kdyby Napier mél ve své tabulce pokraovat tak, aby
postupné ve vypoctech klesl napi. k hodnoté& 5000000, musel by pracovat tak,

aby bylo (1 —10~7)" = 3 Jednoduchym vypoétem se lze pfesvédiit, Ze tomu
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odpovidajici pocet krokii n ma hodnotu 6931472, a to je dost vysoké ¢islo na
to, aby se tabulka v historicky kratké dobé vyrobila.
Ve své druhé tabulce Napier spoéital prvnich 50 ¢lead geometrické rady
s prvnim ¢lenem 10000000 a kvocientem 0.99999(= 1—10""%), t.j. geometrickou
posloupnost
10"(1 -=107%)? pro p =0,1,...,50.

Ob¢ tyto tabulky Napierovi ovéem poslouZily pouze jako nastroj k interpolaci
ve tieti tabulce, kterd ma 21 fadek a 69 sloupci a sestdvd v r—tém radku
a g-tém sloupci z ¢isla

1

—_— — T_l —_—
2000) (1

1

Crq = 107(1 m

)it

Kazdy radek této tabulky tedy je geometrickd posloupnost 6 69 ¢lenech s kvo-

1
cientem 1 — 100 = 0.99 a kazdy sloupec tabulky je geometrickd posloupnost

1
0 21 ¢lenech s kvocientem 1 — 2000 = 0.9995. Vse je udélano tak, ze posledni
¢islo v kazdém sloupci je pfiblizné rovno prvnimu é&islu ve sloupci nasleduji-
cim. Tabulka tedy obsahuje 21 - 69 = 1449 ¢isel od 10000000 v prvnim fadku

a prvnim sloupci do 4998609.4034 v poslednim fadku posledniho sloupce.

1
V" prvnim sloupci druhého fadku tabulky je &slo ¢, = 107(1 — 2—0%) =
9995000, ve druhém sloupci prvniho fadku pak je €islo ¢; 2 = 107(1 — m) =

9900000. Na zakladé toho, ze prvky tabulky jsou tvoreny geometrickymi po-
sloupnostmi, je Napiertiv logaritmus prvku v r—tém radku a g—tém sloupci tfeti
Napierovy tabulky dan ¢islem

(r — 1)N 10g9995000 + (¢ — 1)N 10g9900000.

K urceni Napierovych logaritmi N 1099995000 a N l0og9900000 poslouZzi jeho
prvni a druhd tabulka. Linedrni extrapolaci se dojde k hodnotdm

N 1099995000 = 5001.24506 a N 10g9900000 = 100503.36

a odtud pak uz k hodnoté logaritmu prvku v r—tém fadku a g—tém sloupci treti
tabulky

N loge,, = (r — 1) - 5001.24506 + (g — 1) - 100503.36.

Odtud pro posledni dva €leny v 69 sloupci dostaneme

N logcap 69 = N 10g5001109.96 = 19 - 5001.24506 + 68 - 100503.36 =~ 6929252.14

a

N logear,69 = N 1094998609.4 = 20 - 5001.24506 + 68 - 100503.36 = 6934253.38
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IOANNE NEPERO,
Barone Merchiftonii,
or¢. Scolo,

| Ex oficina ANDREZ HART

Biblopvle, c12. Dc. x1V,

Titulni list Napierova dila

Mirifici logarithmorum canonis descriptio
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Linearni aproximaci mezi témito dvéma hodnotami se lze dostat k hodnoté&
N log5000000 =~ 6931472.12,
ktera se od skute¢né hodnoty
N log5000000 = 6931471.81

li§i aZ na sedmém misté.

Napier svych vypoéti pouZil ke zpracovani své hlavni tabulky, tzv. kdnonu
logaritmi sind Ghli od 0 do 90 stupiii po minutach. Je tfeba poznamenat, ze
pro Napiera sinus thlu byla délka protilehlé odvé&sny v pravotihlém trojihelniku
s pfeponou 10000000 = 107. Jeho siny tedy nabyvaly hodnot mezi 0 a 10000000.
Sinus 90 stupit se tedy rovnal 10000000, sinus 45 stupiii byl 10000000/+/2 =
7071067.8. Dnesni pojeti sinu — a vibec trigonometrickych funkci — zalozené na
pomérech stran pravouhlého trojihelnika je ponékud pozdéjsiho data, pochazi
od L. Eulera.

Vytrzeno z kontextu by se mohlo takové usili zdidt samoucéelnym. Je ale
nasnadé, Ze §lo o vypocty, pfevedeni sloZitého a pracného nasobeni na jedno-
dussi a rychlejsi s¢itani. Logaritmy trigonometrickych funkci pak byly urdeny
k vyhodnoceni astronomickych pozorovéni, kterd polohu nap¥. planet udavala
pomoci dvou thld, a proto bylo zapotfebi providdét trigonometrické vypodty
(do podrobnosti se zde nebudeme pouitét). K tomu bylo nutno mj. i nisobit
hodnoty trigonometrickych funkci naméfenych ihld. Misto nasobeni se tedy séi-
talo a pohledem do Napierova kdnonu bylo moZno odecist vysledek s potfebnou
presnosti. Této techniky se chytili vyhodnocovatelé astronomickych pozorovani
s velkou a pochopitelnou chuti. Patfil mezi né& i velky poétaf J. Kepler.

LEIBNIZ A JEHO NOVA ANALYZA

NapiSme si pod sebe posloupnost pfirozenych &isel, posloupnost jejich dife-
renci, posloupnost diferenci diferenci:

N 0 1 2 3 4 5 6
1. dif. 1
2. dif. 0 0 0 0 0 0 0

—
—
—
e
[
[u—y

N? 0 1 4 9 16 25 36
1. dif. 1 3 5 7 9 11 13
2. dif. 2 2 2 2 2 2 2
3. dif. 0 0 0 0 0 0 0

a zopakujme celou proceduru pro tfeti mocniny pfirozenych &isel

N3 0 1 8 27 64 125 216
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1. dif. 1 7 19 37 61 91 127

2. dif. 6 12 18 24 30 36 42

3. dif. 6 6 6 6 6 6 6
4. dif. 0 0 O 0 0 0 0

Pohledem na takové tabulky Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)
postiehl, Ze druhé diference pro pfirozena éisla jsou 0, Ze pro ¢tverce pfirozenych
Cisel jsou tfeti diference nulové, Ze ¢tvrté diference pro tfeti mocniny se rovnéz
nuluji a souéasné také to, Ze pro k—-té mocniny se podle stejné zakonitosti nuluji
vzdy diference Fadu k + 1. Také je vidét, Ze soucet n po sobé& nésledujicich prv-
nich diferenci da n+ 1-ty €len posloupnosti, z niz posloupnost diferenci vznikla.
Jinymi slovy: z posloupnosti po sobé& nasledujicich (celkem libovolnych) hodnot
Ize vytvofit posloupnost diferenci a z posloupnosti diferenci lze s¢itanim ziskat
pivodni posloupnost. Toto pozorovani je u Leibnize poéitkem Givah o tom, Ze
diferencovani a sumace jsou vzajemné inverzni operace.

Z uvedené tabulky pro drubhé mocniny je patrné, ze 1. diference sestivaji
z lichych ¢&isel. Z toho, co jsme fekli plyne, Ze je napf.

1+3+5=9
a obecné pro souéet prvnich n lichych &isel plati zajimavy vztah
1+3+5+--+(2n-1) =n’

Uvahy o diferencich tohoto druhu vedly Leibnize k odvozeni mnoha jinych
zajimavych vztahl. Tyto postupy pochézeji z Leibnizova raného mladi.

V prvnim obdobi svych ivah Leibniz pohliZel na funkci jako na posloupnost
hodnot po sobé nésledujicich veli¢in, které odpovidaji ,po sobé nasledujicim
hodnotam nezavisle proménné“, na ,,po sobé nasledujici hodnoty nezavisle pro-
ménné“ pohliZel jako na hodnoty, které se od sebe lisi o infinitezimdini veli¢inu

"dz, kterou (pracovné) povaZoval za 1 a pro ,diferenci po sob& jdoucich funkéd-
nich hodnot“ uZival oznafeni dy a misto toho €asto psal | (tj. dy =1).

Jak bylo fefeno tvodem, z uvedenych tabulek usoudil, Ze soudet prvnich
diferenci ,funkce“ je jeji funkéni hodnota, a tuto skuteénost zapsal ve tvaru
omn.l = y, pfiCemz omn. je jeho zkratka pro omnia, tj. pro ,veSkerenstvo“
neboli soudet. Pozorovani o diferencich posloupnosti mocnin pfirozenych ¢&isel
tak prenesl do oblasti funkci.

Novy problém2 pro Leibnize pfedstavuje ,soucet“ omn.yl. Dochazi k tomu,

ze je omn.yl = Y ama pfitom na mysli funkci y = . Z obrazku 4 je vidét, jak
Leibniz poéitad v tomto pfipadé souéet po sobé jdoucich obdélnikl o zdkladné
la vy§2ce Y, pro ,malé“ | je tento soutet obsahem trojuhelnika ABC, tj. hod-
nota L. Pochopitelné zde z na%eho hlediska miZeme vidét mnoho formalnich
nedostatkd. Co je vlastné y, které hodnoty se berou, ... ? Nicméné je mozno
vztah, ke kterému Leibniz doSel, interpretovat vzdneéni podobé tak, Ze vlastné

2
ziskal vztah [ zdz = % nebo jinak [zdr = %
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1 1
4. K Leibnizové uvaze

V ijnu 1675 se Leibniz rozhodl psat znak [ (jakési protahlé S jako vyjadient
toho, ze jde o sumu) misto omn. a tento jeho znak nas provazi matematickou
analyzou dodnes.

Trochu jiné postupy uzité Leibnizem souviseji s tzv. metodou charakteristic-
kého trojuhelnika. Jde o metodu, kterou ve specidlnim pifipadé uzil B. Pascal.
Je-li ddna kfivka (funkce y = f(x)), zvoli se na n{ bod P a utvofi pravothly
trojuhelnik o odvésnach dzx, dy a o preponé ds, ktera je kusem oblouku, ale z in-
finitezimalnich predstav je vlastné tak rovny, aZ je tisekou, protoze dz a dy jsou
malé. Bodem P se vede kolmice k useéce ds (jakdpak tsecka, jakdpak kolmice,
kdyz jde o néco nekoneéné malého?) a rovnobézka s osou y spolu s osou z tyto
piimky utvofi trojihelnik s pfeponou n a odvésnami y (ta je hodnotou funkce
v bodé z) a v, ta se nazyva subnormdlou kfivky. Z podobnosti trojihelnik
pak Leibniz usoudi napf. zZe je

d d
Y- _y’ tj. v = y—s—’ a také vdzr = ydy.
y dr dx

/l/d.’E :/ydy a téz /yj—ydz = /ydy.
x

Na prvni pohled ov8em neni patrné, jak prvniho z téchto vztahi pouZit.
Ukazeme postup, ktery zde (v jiné podobé&) Leibniz pouZil pro vypocet foa z"dz.
Predpokladal, ze najde funkci y = f(z) tak, Ze pro subnormalu kfivky, kterou
tato funkce urcuje, plati v = z™. Pak

¢ n . _ 1 a __ 1 2 2
| = [ty = 50%05 = 5US@F - (7O

Po ,sumaci“ pak
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v
5. Metoda charakteristického trojihelnika

Zkusime polozit y = f(z) = bz*. Odtud v = y d = b%kz?*~1 a m4-li toto se

rovnat " musi byt k = nt ‘/ tJ f(z) =

je F1(@)? = (FO)1 = % S ¥,y

:c+ Proto

n+1

nebo jinak

/:c"d:c: L z"
n+1

Postup je nalezité Sroubovany, ale na svété je formulka pro integrovani n—té
mocniny. Pozornosti hodna je snad avaha, kterou se tvar funkce f(z) nejdfive
pfedpovi (= uhodne) a pak konkrétné& spocita.

V roce 1676 Leibniz tuto posledni formulku pro integraci mocniny uvedl i pro
pfipad, Ze je n racionélni. Ve stejném spise pak diferencoval vyraz va + bz + cz2
tak, ze psal z = a + bz +c2? a

dva+bz+cz?  d(/z) dr 1 b+ 2cz

c—=—='b+2cz=

dz T ode  dy 2z 2Va + bz + 22

Predvedl tak — feceno dne¥nimi slovy — derivovani sloZené funkce. Derivovanim
obecnych vyrazl se zabyval Leibniz i jinak, v roce 1675 napi. doSel k tomu, Ze
je d(u - v) = du - dv. To je samozfejm& nespravny vysledek.




22 STEFAN SCHWABIK

V éervenci 1677 ale uz uvadi (bez dokazovani) spravné formulky pro d(u+v),
u
d(u-v) a d(;)

K Leibnizovu pfistupu se objevilo mnoho kritiky zejména poté, co soustav-
néji v Acta Eruditorum v roce 1686 vyloZil principy nového kalkulu (analyzy,
diferencidlniho a integralniho po&tu). Tam explicitné pro funkce pfedpokladal
spojitost (co tim asi mél na mysli?) a uZival infinitezimaly misto dne$nich limit.
Stiznosti (napf. B. Nieuwentijt, 1694) se zaméfily na to, Ze v pfipadé& infinite-

zimdl je veli¢ina d_y nesmyslné, protoze je to vlastné —. NardZely na zptsob,
jakym se s infinitezimalami pfi pocetnich manipulacich zachédzelo. Leibniz na

to odpovédél (stejné jako dfive Barrow), Ze na hodnotu d—: v geometrii nutno
nahliZet jako na pomér dvou koneénych veli¢in. Leibnizova snaha vyjasnit ob-
jekty a uzivané metody pro infinitezimdly je trochu obskurni; usiloval postavit
vSe na metafyzickém zdkladé a to k vyjasnéni rozhodné nesmérovalo. Ale sku-
tecnost, Ze vétsinu vysledkt dnesni analyzy lze vyjadfit jazykem, ktery Leibniz
zavedl, mu postavila pomnik.

NEWTONOVA ANALYZA

V roce 1669 napsal Isaac Newton (1643 — 1727) spis De analysi per equati-
ones numero terminorum infinitas (O analyze pomoci rovnic s nekoneénym
poétem ¢lent), ktery koloval mezi jeho pfateli, publikovan ale byl aZ v roce
1711.

Uvedme v modernéj§im pfevleku nékolik Gvah, které v tomto spise Newton
provedl.

Bud déana kfivka a plocha z pod touto kfivkou necht je didna ve tvaru

™ z=az™,
kde a je konstanta a m je bud celoéiselné nebo racionélni.

Infinitezimdlni pfiristek veli¢iny = (Newton jej nazyva ,,moment“ ) oznadéil
Newton znakem o. Plochu (resp. jeji velikost) oblasti vymezené kfivkou, osou
z, osou y a ordindtou z + o (tj. rovnobézkou s osou y vedenou bodem (z + o, 0))
oznafil z + oy, oy je ,moment“ plochy (= infinitezimalni pfiristek plochy). Pak
(**) z+oy=a(z+0)™.

Na pravou stranu vztahu (**) pouzil binomickou vétu a dostal nekonenou fadu
v pfipadé racionalniho m, odeétenim (*) od (**) pak ziska

z+oy—z=oy=a(r+0)™ —az™;
délenim Cislem o se ziska

-1
y=m-a-z™ " +...,
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kde + ... znamend &leny, ve kterych se jesté vyskytne o, ty Newton ovSem
,zanedba“ (tj. vynechd tim, Ze poloZi o = 0) a dospiva ke vztahu

y=m-a-z™ L

Receno dnesnimi slovy jde vlastné o

a(z + o)™ — az™

lim =limm-a-z™ ' +...
0—0 [o) 0—0
m-—1 d m m—1
=m-a-x :d—(az Y=a-m-z™ .
T

Ze souvislosti je vcelku zfejmé, ze Newton mél na mysli pravé toto; pojem
limity ale neznal, intuitivné jej v8ak v néjaké formé citil.

Kdyz naopak je kfivka ddna rovnici y = a - m - ™!, je plocha pod ni (ve
vy$e uvedeném smyslu) dana rovnici z = a - z™.

V uvedeném spise se viak Newton zaméFil hlavné na uZziti nekone¢nych rad.

a 1 s
Uvedeme jeho postup napf. pro integraci funkce y = s Po formalnim

(tzv. dlouhém) déleni se v tomto pfipadé dostane

a2 0,2.’17 (12.’1?2 02$3

2
=a”: (b = — - —

v bto) =3 -F 5
Je-li nyni k dispozici tato nekonecna rada, lze ji dle Newtona integrovat Clen

po ¢lenu a pro ,plochu® uréenou touto funkeci, tj. pro neurcity integral, Newton

tak dostava radu

a’z  a?z?  a%2®  a22t

R T

1 . .y
—, pro kterou z binomického
T

Podobné Newton pracuje napf. s funkci y = e

rozvoje dostane fadu

y=1:1+2)=1-22 42— 28 + 28 —
a tu integruje Clen po Clenu. Soucasné téZz poznamenéva, Ze kdyZz bude y =
———, pak binomicky rozvoj da
4+ 1
y=1:(2+1) =2 -zt +2 8-z 8+ ..

a zase se d4 integrovat ¢len po ¢lenu. Oba vyrazy pro y Newton vlastné zis-
kal formalnim délenim, vyrazy vpravo se ovSem od sebe lisi. K tomu vsemu
jesté poznamenava, ze kdyz je x dost ,,malé“, uZije se prvni fada, ale kdyz je



STEFAN SCHWABIK

V- ?yum-u

Libirns ta pratents Ot i e actipn erva memsen Fno
L emns spemeny worbiy pon ....{1, post i Mo Lo .“.7""‘1
opsetafin aliymedic e oy Tce 0 L SNTIE
wbogranam g s potlina i Lacn Ocnben o, y§ copmer-
wn~ U L& J{-u,:w- i lovr aitem st Céee 9, ‘1}‘2«
Hdvaicly ')-IL& "~ ‘-u—"v-riac-q Pt e Dl volerin il
e s um  confinlbd Efann goartia Voiming MoV Nae
s fante., Lhn Knsdinny Sk r<‘-‘~'\. /‘-/W\A ey e 9‘(“
Lo b f»(d.. —qay latint Ade = tandc. ')eau;o b m SR
b el pomin, coarlas puo YA S pam, ~aup /‘..L'
Vouhim )-/ﬁa“ c /cu./u-' e caciplana ‘da s ld"‘f‘ fams
pre D i etith ) ol af anee 1632 WO gt iy Atnsen
anny I[’I ‘;‘A“."} Wna e ’(‘“‘Jf\v\-—-\ .f"‘o'u.é 9ede
. Pvabar e Ko awifaton LA—-. ,uo’) Vdd aaves a’:.;‘.\.;
~a V, e emmca fuovaa A“;:.... M(‘v{g as, -t
. 9 - . nee txx Lpglila Cma
e~ A Y I it~

!‘ - Q M, o 0 y...‘ D ~4-.4:(ot —tsr ke -~
S ’, S bl | cmed b ged u t-};ué(q 7--9 D 4
3le loa 4 reads - ava Mm

: g Yf‘ o o "4 D. Debltr~en

e ¢ on k8 Rimand S w Pk { i
‘C}:M .7}‘_\ D. Halleas "-A—‘, e wd ‘;-CA/"{M‘*,"{:
LG. -\J-A.- “ A""M W Nm.‘,[q, kv—:‘.. -
5 > POU SPY Vyepe -.l‘—l)“: e A_le.um.‘
o “‘A’L\Q‘A M"‘ ,‘ . S) LAt
e T e % jrm tntgelacibn pum L1 e insis
J o= ; N . 4&}_'39':""’ %W/{M\k ’-ct)m D A
-ul‘/t‘ ‘Lh.'f' '. h; . r‘\‘ f ¢ / -!r Qii&./r_/“ q/ow-s
’~'M-“ AN A ,”')»L-J- ’ud -’ug' » ~ .'-‘-IK(;«
O e U bl aridor donstle LS py Wtayla
V" L "L ot ,:;.;& 3.-: /‘r‘\ﬂL o “*M/V“”‘f';—u
by IA.‘ 0 mans A S A JSTON M' nown (4(' iu:) ad wu
i S gD W tadie Ll i N e s
fl“"".“ ‘B{;{ : il Diien vmarrr AL A B LV N
{.Am. a.«[l.‘) M’( Ao avt

,‘;“_ 4I‘w\l. .

lmlw /-‘u tey 7 LM*L'»\M,»‘
- Y

//mcan et on

Fabdan. Condalngem.
1o Kad. Drecens. )%’7

Newtontv dopis Menckemu



DRUHA KRIZE MATEMATIKY ANEB POT{ZE RUSTU ... 25

,velké“, je tfeba uZit druhy rozvoj. Tedy na tomto misté si Newton do jisté miry
uvédomil, Ze je dilezita konvergence fady. Pfesny pojem o tom, o co z dneSniho
pohledu jde, vSak patrné nemél.

R
1
0
(0] x P 1

6. K Newtonové fadé pro sinus

V souvislosti s témito metodami obratme pozornost k jesté& jedné véci, kterou
se Newton zabyval. Podivejme se na kruznici 2 +y2? = 1, jak je namalovana na
obrazku 6. Kruhova vyse¢ ORQ bud déana thlem 6. Potom pro prvni soufadnici

z bodu P plati z = cos(g —0) = sinf a je § = arcsinz. M&ime-li ahly
v radidnech, je plo§na velikost kruhové vyse¢e ORQ déna vztahem A (ORQ) %0,
tj. je

0=2-A(ORQ).
Ale je (viz obrazek 6.)

A (ORQ) = /O VI=2dt — A (AOPQ) = /0 V1= t2dt - %z Vi,

tj.
0=2-A(ORQ)=2/ V1-t2dt—z-/1- 22
0

Z binomické formule (1 — z2)™ =1+ 377, (-1)*(7)z%* méme

oo 1 2
\/1—x2=1+2(—1)*<z>z2k= L0
k=1
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a po integraci ¢len po ¢lenu

[ \/r:ﬁdt—ﬂz( % ( )2k+1

I A A (N NN
- 6 40 112 1152 o
takZe
3 g5 47 5
=(r-—=— - - = - = g% —z-V1-22=
6=20c 20 112 1152 )-= T
2 ® 5 2 g4 8 5
=r-—-T 2 _ S_ . )—z(1- -2 2 _ 8 =
(C- %~ 20 112 1152 A I B T vT )
1 3 5 35
=z+ -2+ 2%+ —1"+——z

6 40 112 1152

Z takové rfady dovedl Newton vyjadfit z pomoci 6. Podivejme se na jeho
postup v tomto konkrétnim pfipadé. Prvni rozhodnuti spodivd v tom, Ze se
pouZije jen nékolik prvnich ¢lend fady, napf. uZijme mocniny aZ do paté véetné,
tj. prvnich 5 ¢lent (nékteré maji nulovy koeficient) a napiSme

1 3
0=z+ 23+ —2°
tET T
tj.

1 3
9:+6z +Ez —-0=0.

Prvni aproximaci Newton dostavé zanedbanim ¢lenti vys$§iho fadu, tj. md z = 6.
Provedeme-li substituci £ = 6 + p, dostaneme

1 3, 3 5 _p_
9+p+-6(0+p) +40(0+p) =0,
tj.
p+l(9+p)3+i(0+p)5=0
6 40 :

Provedenim pfislusnych mocnin pak je
13, 3 1o, 3.4 2,1 3 03 —
(+) 60 +400 +p(1+29 +80)+p(20+409)+ =0.

Zanedbanim vy$§ich mocnin p potom

1 3
~6% + —6°
p:_G__40_3_

i
292 4 24
T3 *3

R
|

(=
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a tim se dostaneme ke druhé aproximaci
1
=0- =6
’ 6
1
Dalsi substituci p = _603 + g, kterou dosadime do (+), se zisk4

s B, (_lg o2 3oy _los L ov2loy B8y, ... =
e Tl T (gl T +567+26%) + (—£6 +q) (20+409)+ =0,
a po Gpravach

3 5 5 7 1 4 1 6 —
400 129 80 +q(1 60 +40)+ =0.

Zanedbanim vy$8ich mocnin ¢ se dojde k

1 3

2 g5 S
- _ 1200 480 ___05
7= 120
_lo 1o
1 69 +40
a odtud pak
_ —o_ Ll o—p_lp3, Ly
z=0+p=90 60 +qg=260 60 +1200.

Pokradovanim této procedury lze Newtonovym postupem dospét k fadé

1 _5__7 _
sinf=z=20 9 +1200 50400

1 1
___3 5 _ 2T ... Y& p2%k+1 4
=6 3'0 +z 9 7!0 +-4+(-1) (2k+1)!0 +

k 2k+1
_Z( 1 2k+1)'0 ’

kterd je mocninnou Fadou pro funkci sin.

Newton si byl védom toho, Ze roz3ifil integrovani ¢len po ¢lenu z pfipadu
mnohodlenu na fadu, ale soulasné si byl védom obtiZzi z toho plynoucich.
Uvedme ve volném pfekladu to, co v De analysi per equationes numero ter-
minorum infinitas k tomu napsal:

A cokoli obecnd analyjza dokdZe pro rovnice s koneénym poétem élenii (jestli-
Ze se to udélat dd), dokdZe totéz i pro rovnice s nekoneénym poétem élend, takze
jsem se nerozpakoval tomu rovné# fikat analyza. Uvahy v tomto pipadé nejsou
méné urdité nei v pfipadé prunim; ani rovnice nejsou méné presné, ackoliv
my smrtelnici, jejich# sila uvafovdni je seviena v maljch mezich, nemiZeme
vyjddfit, ani si predstavit vSechny éleny téchto rovnic, natoZ odtud zndt pFesné
hodnoty, které potrebujeme.
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Tim Newton vyjadrfil svoji ideu o manipulacich s mocninnou fadou, které
se neli§i od stejnych manipulaci s polynomem. Obava z nekone¢nosti fady je
pfitomna, soucasné vSak také pocit, Ze stejné se potfebuje vysledek jen s uréitou
pfesnosti, které 1ze v pfipadé konvergentni fady dosdhnout tim, Ze se vezme
v tivahu jen koneény, byt znaéné velky, polet jejich ¢leni.

Predvedené druhy Newtonovych avah jsou zhruba tim, co lze nazvat ,me-
todou infinitezimal“. Jeho momenty jsou nekone¢né malé veli¢iny, nedélitelné
nebo infinitezimaly. Logika toho, co Newton délal z dne$niho pohledu prili§
jasna neni mnohdy také proto, Ze jsme vedeni aritmetizovanou a vice méné
definitivni podobou weierstrassovské analyzy. Ke zptsobu svého vykladu sim
Newton fekl, Ze je ,,spiSe kratce vyloZena neZ pfesné dokdzana“ (shortly expla-
ined rather than accurately demonstrated).

Druhy obsirnéjsi a definitivnéjsi vyklad svych my$lenek podal Newton v kniz-
ce Methodus fluzionum et serierum infinitorum (knizka byla napsina v roce
1671 a publikovana v roce 1736 po Newtonové smrti). Zde Newton fik4, ze jeho
proménné jsou vytvoreny jako spojité pohyby bodi, pfimek a rovin spiSe nez
staticka seskupeni infinitezimalnich prvkd, jak tomu bylo v prvni préci.

Proménnou veli¢inu nazyva fluentou a veli¢inu popisujici jeji zménu fluzi.
Symboly & a y oznaduji fluxe fluent z a y. Fluxi fluxe z je Z; fluenta, jejiz fluxe
je ¢, je oznacena z', fluenta s fluxi z’ je oznacena z".

Ztetelnéji zde Newton formuluje zdkladni lohu analyzy:

Je-li ddn vztah mezi dvémi fluentami, md se uréit vztah mezi jejich fluzemi
a naopak.

Newtonova predstava je takova, Ze jeho veli¢iny se méni s asem; povazuje
to za uZiteCnou predstavu, souasné vSak pravi, Ze to neni nutné; vSe muize
zaviset i na néfem jiném, nez na Case.

Kdyz je o ,nekonefné maly Casovy usek“, pak jsou o a yo neurdité malé
prirtstky z a y, neboli ,momenty z a y“. Bud kupf. vztah mezi fluentami z
a y dan ve tvaru

y=z".

Newton z tohoto nejdfive vytvori
y+yo=(z+zo)"

a pak postupuje jako dfive: pravou stranu rozvine dle binomické véty, odecte
y = z™, déli o, zanedbd €leny obsahujici o a dostane

y = nz"lg;

v Leibnizové symbolice to je

dy ne1dT
dt dt
dy dy
a protoze pr g—;, nalézi Newton znovu
T
& _ nz™1.

dz ~
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Newtontiv novy pohled zde je dynamicky (= pohybovy) a sleduje v podstaté
dynamucky zpisob uvaZzovani pochézejici od Galilea. Starsi Newtonlv pfistup
byl poplatny spiSe statickym nedélitelnym ¢astem jak byly pojaty u B. Cava-
lieriho. Newton se zfejmé snazil zmirnit tvrdou doktrinu nedélitelnych casti,
nicméné zo a yo jsou stale nekoneéné malé veliiny. Navic fluxe  a y fluent z
a y nejsou ve skuteénosti vitbec definovany; zakladnimu problému se tedy New-
ton ob-atné vyhnul. Je ale celkem jasné, ze fluxe & a y maji pro néj vyznam
okamzitych rychlosti, jakymi se méni fluenty z a y.

Je-li dan vztah mezi  a g, je uréeni vztahu mezi fluentami = a y obtiznéjsi.
Podstata véci je v tom, Ze jde o integrovani funkce proménné z.

New ton rozlisuje jednotlivé pripady:

{1) ve vztahu se vyskvtuje . y a  nebo y,

(2) ve vztahu sc vyskytuje . y a = a y,

{3) ve vztahu se vyskytuje z, y, 2 ataké z,y a z .

. . - ] . d
Preni pripad je docela jednoduchy, jde vlastné o reseni rovnice d—y = f(x) ato
z
vede, [Fi snaze vyjadrit y v zavislosti na z, k integraci y(z) = [ f(z)dz.

Ve druhém pripade se zabvva Newton vztahem

1 . 2
S=1-3z+y+a” +2ay
&
(jednd se tedy v dnesni fedi o diferencidini rovnici y' = 1 -3z + y + 22 + xy)
a 1031 jej postupné (aproximacemi); zacne s

y . 2
= =1-3r+ T,
i
dostane y jako funkei x, dosadi do pivodni rovnice a pokracuje dal. Udava
popis : v¢ého postupu. zdivodnéni (dikaz) ovSem chybi.

Tre 1 pripad rozebird opét na ptiklade

20 -2 +yr=0.

Predpoklddd vztah mezi ¢ a y. napt. ¢ = y?, takze © = 2yy; pak pavodni
rovnice prejde do rovnice

ze které se ziska

2, Y
2= 2Y° 4 .
3
KdyZz se na ptivodni rovnici podivame jako na parcialni diferencialni rovnici
0z Jy
2—- —+o0r===0,
oxr Jr

dostal Newton jeji .partikuldrni integral*. Obecné postupy tedy popsal na kon-
kratnich pripadech.
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V Tractatus de quadratura curvarum (Traktat o kvadratufe kiivek - napsano
1676, publikovano 1704) Newton pravi, Ze vylouéil infinitezimaly ¢&ili nekone¢né
malé veli¢iny a kritizuje to, jak dfive zanedbaval ¢leny obsahujici 0. Nové pojeti
je zaloZeno na, ,metodé& prvnich a poslednich poméri“: Newton vySetfuje funkci
y = z™ k nalezeni fluxe y nebo z™ necht = ,tokem“ piejde v  + o. Potom z™
piejde v

n?—n
(x +0)" = 2™ + noz™~ ! + —2—02:1:”‘2 +...,

2
n?—n <
piirtistky veli¢in z a y, tj. hodnoty o a noz™~! + —2—029:"_2 +... se k sob&

maji jako
p, n2-n 2
1 ku nz"'+ To:c"‘ +...

Zaver je: jestlize nyni priristky vymizi, potom se veli¢iny k sobé maji jako
1 ku nz" L.

Je to jinak slovné popsany postup pro urceni zndmé derivace funkce z™; snad
je zde méné metafyziky nez dfive, podstata problému ovSem je stejnd — ne-
koneéné mala veli¢ina se nakonec proméni v 0. Vyhoda, kterou zde Newton
pravdépodobné spatiuje, je v tom, Ze ,posledni pomér“ uz neobsahuje déleni,
pfi kterém by déleni nulou vadilo; odstranil to slovnim vyjadfenim poméru, ve
kterém ovSem ke kraceni veli¢inou o uz doslo.

Newtonovo mistrovské dilo Philosophiae Naturalis Principia Mathematica
(Matematické zaklady filozofie pfirody) bylo poprvé publikovdno v roce 1687.
Jde o obsahlou Newtonovu knihu, ve které verejné predlozil svou analyzu. Diive
sepsané préce oficidlné zvefejnil pozdéji nebo je nezvefejnil viibec; ty kolovaly
v opisech mezi jeho prateli a spolupracovniky. Pokud jde o Newtontlv zakladni
pojem, tj. o fluxi (nebo jinak feleno derivaci), o tom v Principiich uginil ng-
kolikero prohld$eni. Odmitl infinitezimaly a nedélitelné veliéiny ve formé, ve
které se objevily v jeho drivéjSich pracich a dal pfednost veli¢inam, které lze
libovolné zmenSovat. O poslednich pomérech, o kterych jsme se zminili vyse,
psal:

Posledni poméry, v nichZ veliciny vymizi, nejsou presné feceno poméry ko-
necnych velicin, jsou to mezni hodnoty, ke kterym se poméry téchto neomezené
klesajicich hodnot pFibliZuji . ..

V tomto Newtonové vyjadieni uz lze tusit pfedzvést pojmu limity, kterym
se kritickd nejasnost a neupfesnénost pojmu infinitezimalni veli¢iny nakonec
vysvétlila a privedla do dodnes prijatelné podoby.

V Principiich se Newton vénoval zdkladim analyzy jen v malé mife. Dilo
bylo hlavné zaméfeno na upfesnéni zakladnich pojmid mechaniky (setrvaénost,
momens, sila) a na odvozeni zdkladnich zakond (newtonovské) mechaniky. Pti-
pomeneme jen slavné Newtonovy pohybové zidkony. Newton v knize pojednal
o centrilnich sildch, gravita¢nim zdkonu a mnohych dal8ich vécech a jednim
z jeho cild bylo odvozeni zdkladnich poznatki o pohybu planet a jinych téles
ve slunecni soustavé.
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Velmi jasné nesrovnalosti matematické analyzy v jeji rané fazi predstavil
George Berkeley (1685 — 1753) ve spise The analyst, or a discourse addres-
sed to an infidel mathematician (Analytik, neboli rozprava uréena nevéficimu
matematikovi) z roku 1734. Onim matematickym bezvércem byl Newtoniv
74k, astronom Edmund Halley (1656 — 1742). Anglikansky biskup Berkeley se
pustil do diskuse o tom, zda jsou zdklady matematiky pevnéjsi nez zdklady
naboZenstvi. Celkem s porozuménim pro podstatu véci pochyboval o podilech
Newtonovych fluxi nebo diferencidli u Leibnize. Ty byly dle potfeby nenulové
(pokud jimi bylo tfeba délit) anebo pak byly nulové, kdyZ to bylo vhodné pro
zjednoduSeni vyrazi. Pfidal se tak k dfivéjsim kritikim pojmi nové analyzy
a zpusobd, jak se s nimi zachazelo. Berkeley usuzoval, ze kdyz vysledky zis-
kané prostfedky néilezité neupfesnénych pojmi daji skuteéné pouzit a vedou
ke spravnym poznatkim, muselo se postupovat tak, Ze se prohfesky vzdjemné
kompenzovaly.

Podivejme se pro ilustraci na jedno misto Berkeleyova spisu, v némz kri-
tizuje Newtonovy vyvody v Principiich. Newton v Lemmatu II. pojedniva
o momentech ,vytvofenosti“ (momentum genitae) a uvaZzuje napf. o ,vytvore-
nosti“ AB, kdyz se faktor A zméni o a a faktor B o b. UvaZuje o tom, jaka je
zména (dnes diferenciél) soufinu AB a fiki, Ze tento moment je dian vztahem

1 1
aB + bA. Pro dikaz nejdfive A zmensi o 2 a B zmens§i o —2-b a dostane vy-

sledek AB — %aB - —;—bA + iab.Pak A zvétsi o %a a B zvétdi o %—b a dostane

AB + %aB + —;—bA + %ab. Odeétenim prvniho vysledku od druhého usoudi, ze

zména souinu AB pfi zméné A o a a B o b je pravé aB + bA. Je to samo-
zfejmé provedeno velmi Géelové, aby nebylo tfeba mluvit o tom, pro¢ je soudin
ab tak maly, Ze se poloZi rovnym nule, zatimco je aB a bA rovnéz sice malé,
ale vynechat se nemize.

Berkeley k tomu namit4, Ze spravné se ma provést souéin (A + a)(B + b),
ktery vede k ,,proméné“ AB+aB +bA+ ab a celkovy pfirtustek je aB+bA + ab.
ATika ... a to plati at uZ jsou veli¢iny a, b jakékoli, malé ¢ velké. Nedovoluge to
ani fici, Ze ab je mimorddné mal€, ponévadz vime, Ze v otdzkdch matematickijch
chyby, af jsou jakkoli mal€, nelze pominout.

Newton se samoziejmé uchylil k celkem prihlednému aritmetickému triku
a kritikim, ktefi s nejasné popsanymi infinitezimalnimi veli¢inami pracovali dle
pravidel normélni aritmetiky, poskytl tu¢né a snadno dosaZitelné sousto.

ANALYZA Vv 18. STOLET

Matematickd analyza vstupovala do osmnéactého stoleti s velmi Géinnym
a silnym aparatem. Jeho nejpodstatnéj$im znakem bylo to, Ze zakladatelé nové
védy spojili navzdjem dva dosti nesourodé a na prvni pohled cizi véci: integro-
vani (vypodet plodnych obsaht, objemtl) a derivovani (uréovani tefen ke kfiv-
kdm). Formalni postupy Newtona a Leibnize oteviely dfive netusené moznosti
vypo¢til, k dispozici byly algoritmy obecné povahy, které daly moZnost zpra-
covani nejruznéjsich prirodovédnych problému jednotnou technologii. Zaklad
vSech avah vSak byl vic nez chatrny. Tim byl pojem infinitezimalni veli¢iny
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NEWTONOVA POSMRTNA MASKA

a zejména zpusob, jakym se s ni manipulovalo. Naplnilo se to, co psal Huy-
gens a co jsme na pocatku tohoto pojednani citovali. Tvirci nepochybné védéli
o ¢em je re¢, nedali vSak véci v obecnou zndmost, usetrili si praci se sepisova-
nim, a vénovali se hlavné objevovani. K tomu dluzno také fici, ze napt. New-
ton byl co do sdélovani svych myslenek velmi skoupy a mnohdy tajniistkarsky.
Anagramy jeho objevi spiSe zdrzovaly, nez sdélovaly. Ke viemu pak pristoupil
jesté Newtonuv znamy prioritni spor s Leibnizem, ktery snad dodnes, ke skodé
diferercialniho a integralniho poétu, jesté plné neodznél.

K vyvoji analyzy v osmnéactém stoleti pfispélo mnoho matematikii, ale z hle-
diska matematiky je to stoleti, které byva oznacovano jako ,stoleti Eulerovo®.
Vénujme proto pozornost hlavné této postavé.

Leonhard Euler se narodil v Basileji 15. dubna 1707 a zemfel v Petrohradé
7. zai{ 1783. Byl vychovan a vzdélavan ve své rodném mésté ve Svycarsku pod
vedenim Johanna Bernoulliho, s jehoz syny Danielem a Nicholasem jej pojilo
celozivotni pratelstvi. Kdyz v roce 1725 mladsi z Bernoullii odjel do Ruska
na pozvani carevny, zaridil tam misto pro Eulera, ktery jej posléze v roce 1733
vystrical na stolici matematiky. Neprizen klimatu v Rusku ptisobila na Eulertuv
zeslably zrak do té miry, ze v roce 1735 zcela prestal vidét na jedno oko. V roce
1741 se prestéhoval do Berlina na zadost, ¢i spiSe prikaz Bedficha Velikého
a setrval zde do roku 1766. Poté, co jej v Berliné vystiidal Lagrange, se vratil
do Ruska. Dva €i tfi roky po navratu do Petrohradu oslepl zcela. Navic v roce
1771 znicil pozér jeho diim véetné jeho rukopisti. Mél 13 déti, 5 z nich se dozilo
dospélosti. Rikaval, ze své nejvétsi objevy udélal, kdyz mél v naruéi nemluvné
a u jeho nohou si hraly ostatni déti. Byl dvakrat zenat a v roce 1783 po mrtvici
zemiel 2

Euler napsal mimoradné velké mnozstvi praci k nejriznéj§im matematickym
tématim, jeho produkce ¢itd 886 pojednani (véetné knih). O jeho hlavnich
pracech tykajicich se matematické analyzy nyni pojedname trochu podrobnéji.

2Tyto stru€né zivotopisné idaje uvadim dle knizky W. W. Rouse Balla A Short Account
of the History of Mathematics (4th edition, 1908)



34 STEFAN SCHWABIK

INTRODUCTIO

IN ANALTSIN

INFINITORUM

AUCTORE

LEONHARDO gULERO,
Profeffore Regio BEROLINENSY, €8 Academia In-

pm'alia Scientiarsm PETROPOLITANE
Socto.

TOMUS PRIMUS

L AUSANNA

Apud MARCUM-MICHAELEM BOUusQUET & Socios.

T — =

MDCCXLVIIL

Titulni list Eulerovy knihy

Introductio in Analysin Infinitorum



DRUHA KRIZE MATEMATIKY ANEB POTfZE RUSTU ... 35

V prvni fadé napsal v roce 1748 Introductio in Analysin Infinitorum, byla to
kniha kterd méla slouzit jako tvod do &isté matematické analyzy. Je rozdélena
do dvou ¢asti.

Prvni ¢ast Analysis Infinitorum obsahuje vétSinu informaci, které dnes na-
lezneme v klasickych uéebnicich algebry, teorie rovnic a trigonometrie. V alge-
braické &asti Euler v&noval pozornost rozvoji riznych funkci do fad a scitani
fad. Zretelnd vyjadril to, ze nekoneéné fady nelze zcela bezstarostné uzit, pokud
nejsou konvergentni. Pokud se jednd o trigonometrické funkce, rozvinul Euler
myslenku Johanna Bernoulliho, podle které tato véc je ¢ast analyzy a ne jenom
dodatek k astronomii nebo geometrii. Zavedl rovnéz trigonometrické funkce
pomoci obecnych definic, tak jak je zndme i dnes.

Euler se v knize vénoval nekoneénym fadam, sou¢inim, fetézovym zlomkim.
Kupf. zde nalezneme soulty fady

1 1 1 1
1—k+§—+§—+"'=2mzs(k)

n=1

pro sudd k od 2 do 26. DluZno zde poznamenat, Ze pro k = 2 objevil Euler
2

soudet, této Ffady v roce 1736. Dokazal, ze je s(2) = .

V knize se poprvé objevuje to, Ze pojem funkce je Gstfednim pojmem mate-
matické analyzy. Euler uvadi, Ze ,funkce proménné veliiny je analyticky vyraz,
ktery lze néjakym zpusobem sestavit z proménné veli€iny, ¢isel a konstantnich
veli¢in.“ Podobnou definici udal uz Johann Bernoulli, Euler ji ale uvedl v obecné
povédomi ve své knize, ktera velmi dlouho udavala v analyze tén. Euler rovnéz
poprvé zavedl oznaéeni f(z) pro obecnou funkci, kterd vyhovuje jeho definici.

V Introductio ... Euler poprvé obraci pozornost k &islu e a k funkci e®. Uvadi
definici, kterd je nezavisla na logaritmu. Do té doby byla exponencialni funkce
funkci inverzni k logaritmu (pochopitelné v dobové interpretaci a symbolice).

Euler prichézi k tomu, Ze je

e’ = lim (1+ E)" alnz = lim n(z* - 1).
n—o0 n n=00

To, ze takto definované funkce jsou navzajem inverzni, odvodil z toho, ze kdy%
je dar: vztah
z\N
v=(+5)
potom z néj lze uréit x, tj. psat
1
z=N (yN - 1)
a tim vyjadfit inverzni funkci. Euler v t&chto vztazich pismenem N oznaduje
nekoneéné velkou veli¢inu.

Obtiz z dnesniho pohledu je jen v tom, Ze pro limity (v tomto eulerovském
oznaceni pro N — 00) neni zfejmé, zda jsou také navzijem inverzni. Subtilnost
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takového limitniho pfechodu je v tomto pfipadé nahrazena dobovou velkory-
sosti a véc se ma za jasnou.

Uvedme kratkou ukazku toho, jak Euler zachéizel s nekoneéné& malymi, resp.
velkymi veliéinami. Byl si védom (to je zfetelné z toho, jak s nimi zachéazel), Ze
pfevricend hodnota nekoneéné velké veliiny je nekoneéné mala, a naopak.

Vyslovil kupf. definici logaritmu éisla = o zdkladu a tak, Ze to je exponent
y, pro ktery plati a¥ = z a poznamenal, Ze je a® = 1 pro jakékoliv a, to jest
logaritmus ¢isla 1 je vzdy roven nule.

Uzijme zde oznaceni € pro nekonetné malou veli¢inu. Potom Euler pfedpo-
klada, ze je

a® =1+ke

a k je nezndma hodnota. Jinak fefeno, hodnota a° se od hodnoty a® = 1 1isi
maélo a to ,,malo“ Euler pfedpoklada ve tvaru ke.

Kdyz bude = kone¢né ¢&islo, potom je N = g nekoneéns velka veli¢ina.

PiSme N
z _  Ne _ (e\N _ N _ z —
a® =a"* = (a°)" = (1+ke) —(1+kN)
3 kz NN -1) (kz\? NW-1)(N-2) (kz\>
=IHNT Y= (F) + 3l ~)*
1NN-1 I1INN-1)(N-2
=1+k£+ﬁ——(w—)'(kz‘)2+ﬁ ( N)3( )(k.’l?)3+....

Jelikoz je N nekoneéné velké, je
N-1 N-2_

l=——=——

N N
-1
(tim Euler fik4 v dnesni Fedi, Ze lim, o Zl—n— =1 pro koneéné 1), a proto

k222 K3%3

a’=1+kx+—2!——-+—3!——+....
Prox =1 je
—1 k. k2 K
a = +ﬁ+5!-+§+“'
a pro k = 1 Euler zavedl oznadeni
-1 1 1 1
e= +ﬁ+ﬁ+§+“”

Udal pro hodnotu e desetinny rozvoj e = 2.71828 ... na 23 desetinnych mist.
S touto hodnotou e pak je
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a to dnes (vzhledem k tomu, Ze N je dle Eulera nekonetné velké) miZeme psat
jako
= lim (1+ )"

n—00

na druhé strané ze souctového vyjadieni pak Euler dostane

z2 28

e“‘=1+x+—2—!+§+....

V dalsim vykladu Euler rychle pfejde k logaritmim: poloZi
1+y=a®=a" = (1 +ke)V,
tj. log,(1 + y) = Ne. Odtud dostane
1+ke=(1+y)¥,

a proto
_(+y* -1
=
Dale pak

(l+y)¥ -1 _N

log,(1+y) = Ne = N-———— = [(1+9)¥ - 1].

Polozime-li a = e a k = 1, dostaneme podle vySe uvedenych tivah pro pfirozeny
logaritraus (pfi zédkladé& e) rovnost

In(1+y) = N[(1+y)¥ — 1]
a tento vztah lze - s licenci o nekoneéné velkém N - chipat v dne¥nim zpisobu
zapisu jako

In(1+y) = lim n[(1+ y)» —1].

Binomickym rozvojem pro (1 + y)¥ se ziské

1 1.1 1
~(x -1 —(——1)(——2)
—y)N = N_N N_N -
1-yv) 1+ Ny+ ol y + 30 34
1 1N-1 1(N-1)(2N -1)
=1 el 2 3
TNV TN VT N3
Z toho, Ze pro nekoneéné velké N je N]; 1 =1, 2N -1 =2, ... (to znamen4,

N

ze je limp 00 k":l

= k) pak dostaneme

In(l+y)=N[1+y)¥ -1] =
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_ 1 1N-1, 1(N-1)@2N-1), ~
=N 1+Ny—ﬂ N2 +§ B Y 1
_ _AN=1, 1(N-DEN-1),
VTN 3! NZ y
1(N-1)@N-1)(3N-1) ,

_4_i. N3 y -

— 12 13 14 15
= 2y +3y 4y +5y

a to je vyjadfeni funkce In(1 + y) ve tvaru nekone&né ~fady.
Retézové zlomky Euler pojednal napf. takto:

1
5 1+ =
5
PP S Y . Y -
) 1+ L 1+ L 1+ 1
1+2 1 1 1 1
s T
2 2

Ukazal, Ze raciondlni ¢islo 1ze psat ve tvaru koneénéeho zlomku, iraciondlni é&islo
pak di nekonecény fetézovy zlomek, napf.

vV2=1+

2+

2+
1

24...

Euler se z hlediska matematiky, kterou vykladal v poloviné 18. stoleti, jevi
jako velky experimentator (skoro se chce Fici ,hrai¢ka“) s formulemi. Svédéi
o tom jeho knihy a toho druhu je i jeden z jeho nejvétsich objevii. Vénujme se
mu chvili.

2+

2 3
Viadée* =142+ z + z + ..., kterou Euler ziskal vy$e uvedenym
2! 3!

postupem pro exponencidlni funkci, nahradil z vyrazem iz, kde i = +/-1.
Vsude dfive pracoval s redlnymi hodnotami, zde se ndhle, bez jakéhokoli blize
popsaného cile, provede takova ,schvalnost®. Euler dostane
- - (ig)? | (iz)®

w2 __

e =141+ o + 3 +...
a vyuZije to, co o mocninach i = /=1 vi, tj. Ze i2 = -1, i3 = —4, i* = 1,
i =1, ... a %e se cyklus s periodou 4 opakuje. Dospé&je k

1 2 ¢ ot | L
e’ = +2$_§_Z§+Z+1+E_
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a dopousti se dalsiho ,hfichu“: zaméni pofadi ¢lent v fadé tak, ze oddéli re-
4lné a imaginarni ¢leny (dnes vime, Ze timto ,pferovnanim“ lze obecné z kon-
vergentni fady vytvofit fadu divergentni, zde tomu tak v3ak naSt&sti neni).
Vysledkem je

2 4 3 5
e _1_% 0% et 4 E
e —1—5+Z—-+z(z 3!+5! ol
pfi¢emz uz od Newtona bylo zndmo, Ze
z?
1—F+:1-|——---=cosx
* z3 1’
:c—~3—'+§—---=sin:z:.
Koneéné pak se dostane
™ e’® =cosz +1 sinz.

Tim Euler spojil exponencialni funkci (byt s imaginidrnim argumentem) s trigo-
nometrickymi funkcemi. JestliZe se nyni v poslednim vztahu nahradi iz vyrazem
—iz, dostane se na zakladé vlastnosti funkce sin a cos, Ze je

e =cosz —1i sinz.
a pak uZ se také snadno dostanou vztahy pro funkce sin a cos:

eiz + e—ia: . eiz _ e—i:z
COSr = ————a smr= —————
2 21

Euler neodvodil své formulky z dne¥niho pohledu zcela rigorézné&; piesto jeho
vzorce obstaly ve zkouSce Casu, jsou slavné a dodnes v hojné mife uZivané.
Pfesné a spravné odvozeni Euler pfenechal nové generaci matematiki (Jean
d’Alembert, Joseph L. Lagrange, A.-L. Cauchy, atd.).

PoloZime-li nap¥. v Eulerové formuli (*) z = m, dostaneme

e™ = -1 nebo jinak téz2 €™ 4+1=0

a to je formule povaZovana za ,nejkrasnéjsi formuli matematiky“. Svazuje 5
nejdilezitéj$ich matematickych konstant, tj. 0,1,%, 7 a e. VS8ak také byla pred-
métem mnoha, filozoficky zamé&fenych tivah matematiki.?

3Cisla e a 7 jsou velmi zvl4Stni, v matematické analyze by se objevila, at u% se k ni
pfistoupi z kterékoliv strany. Cislo 7 mimo jiné pFedstavuje pom&r obvodu kruznice k jejimu
primé&ru, je ale viceméné& ndhodné, Ze se definuje pravé takto. De Morgan ve své kniZce Budget
of Paradozes uvadi anekdotu, kterd ukazuje, jak mélo takovato jednoduché definice vypovida
o pravé podstaté Cisla w. Vyklddal jistému pojistnému matematikovi, jakd je nad&je, %e na
konci né&jakého &asového tseku n&jakd ¢4st dané skupiny lidi je§t& bude naZivu. A odvolal se
pfitom na statisticky vzorec, v ném% 7 vystupuje. Na otizku, kter4 se pravé = tykala, odv&til,
Ze to je pomé&r obvodu kruZnice k jejfmu primé&ru. Jeho zndmy, ktery do toho okamZiku jeho
vykladu pozorné& naslouchal, jej pferusil a prohlasil ,, Mily pfiteli, to musi byt podvod; co
miZe kruZnice mit spoletného s poltem lidi, ktefi na konci n&jakého &asového useku jsou
jest& naZzivu?«
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Druhé ¢ast Analysis Infinitorum se tykd analytické geometrie. Euler tuto
partii zahajil klasifikaci kfivek na krivky algebraické a transcendentni a uvedl
soustavu tvrzeni platnych pro vSechny algebraické kiivky. Uzil jich pak pro
obecnou rovnici druhého stupné ve dvou dimenzich. Pfedvedl, Ze reprezentuje
rizné kuZeloseCky a z obecné rovnice odvodil jejich vlastnosti. Uvedl rovnéz
klasifikaci kubickych, kvartickych a dalSich algebraickych kfivek. Pak se zabyval
otazkou, jaké plochy jsou popsiny obecnou rovnici druhého stupné ve tfech
dimenzich a jak je 1ze od sebe odlisit. .

Po Analysis Infinitorum v roce 1755 nasledovala kniha Institutiones Calculi
Differentialis. Toto je prvni ucebnice diferencidlniho po¢tu, kterou lze povazo-
vat za uplnou, i kdyZ ne v3e co v ni je obsaZeno lze povazovat za pfesné a dobie
vyloZené z dnesniho pohledu.

Tyto knihy byly ziplnény publikaci tfidilné knihy Institutiones Calculi In-
tegralis z let 1768 az 1770. Tam Euler zafadil vysledky ze svych dfivéjsich praci
o integralnim poétu a také o diferencidlnich rovnicich. Dilo shrnulo vSe znamé
o pfedmétu, mnohd tvrzeni v8ak byla upravena a dikazy vylepSeny. Euler zde
zaved| funkce Beta a Gama a diskutoval jejich vlastnosti, vie v ramci metod re-
dukce a integrovani. Eulerovy spisy mély ¢etna dalsi vydani a po velmi dlouhou
dobu udéavaly tén v matematice.

Klasické tlohy o izoperimetrickych kfivkach, brachystochroné v nehomogen-
nim prostiedi a teorie geodetik byly ve stfedu Eulerova zidjmu hned zpodatku
jeho matematické prace; Slo u alohy, ke kterym jej pfivedl jeho ucitel Johann
Bernoulli. Pfi jejich feSeni se dostal k variaénimu podtu. Zakladni myslenku
v této oblasti formuloval v praci Curvarum Mazimi Minimive Proprietate Gau-
dentium Inventio Nova ac Facilis, kterou publikoval v roce 1744. Uplny vyklad
pak podal v roce 1759 J. L. Lagrange.

V roce 1770 Euler publikoval svou Anleitung zur Algebra ve dvou dilech.
Francouzské vydani s Cetnymi dodatky Lagrangea vyS$lo v roce 1794. Zde lze
nalézt také binomickou vétu pro redlny exponent, Euler se v§ak nepokusil vySet-
Fit konvergenci pfislusné fady, pfestoze sim rozeznal uz dfive, Ze to je nezbytné.

Uvedena ¢tyfi Eulerova dila shrnuji vétSinu toho, co Euler vykonal na poli
Cisté matematiky. Napsal vSak také mnoho pojednini z matematické fyziky
a aplikované matematiky své doby. Dotkl se téméF vSech oblasti, které se ten-
krat zkoumaly.

V mechanice pevnych bodi uréil obecné pohybové rovnice télesa kolem pev-
ného bodu. Uvedl obecné rovnice pohybu volného télesa.

Obhajoval a rozpracovaval také teorii ,,nejmensi akce* pochézejici od Mau-
pertuise z roku 1751 v jeho Essai de cosmologie.

V hydrodynamice Euler rovnéZz uvedl obecné rovnice pohybu.

Tésné pred smrti se zabyval sepisovinim pojedndni o hydromechanice,

v némz hodlal své drivéjsi vyklady zcela predélat.
Cometarum z roku 1744, Theoria Motus Lunaris (1753) a Theoria Motuum
Lunae (1772). Tam se zabyval problémem tfi téles. Pfedpokladal, ze vy$etfo-
vané téleso (kupf. Mésic) s sebou ,nese“ tfi pravoihlé soufadnicové osy, vzhle-
dem k nimZ se vztahuji vSechny zkoumané pohyby.
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Zaby val se také optikou, v letech 177071 zvefejnil vysledky svych optickych
vyzkumr 4 ve tfech svazcich s titulem Dioptrica.

Napsal téz elementarni praci o fyzice a zakladech matematické filozofie. Ta
meéla sviij piivod v pozvani k pfednaskam pro princeznu z Anhalt-Dessau. Pred-
nasky tyly zvefejnény v letech 1768-1772 ve tfech svazcich s ndzvem Lettres ...
sur quelques sujets de physique ... (zndmé jsou také pod nazvem , Dopisy né-
mecké princezné“) a staly se po dobu puldruha stoleti standardnim pojednanim
o techto vécech.

Jule- je nejvice zndm svym vkladem do matematiky; zabyval se v§im, co
bylo dulezité. Jeho srdci v8ak byla blizka i filozofie. V dobé, kdy byl v Berliné,
ucastnil se stale filozofickych rozprav, zejména s Voltairem. Filozofickd zdat-
nost Eulerova méla v8ak své hranice, Casto se mylil k zdbaveé ostatnich. Pfijemné
pocity pfitom asi neprozival - Voltaire byl prosluly Skodolibou ostrosti svého
jazvka. Kdyz se vratil do Ruska, dostalo se mu jistého zadostiuc¢inéni. Kate-
fina Velkd pozvala na svij dviar povéstného francouzského filozofa D. Diderota,
ktery se k carevniné vzteku pokouSel pfivést ji k ateizmu. Carevna pozadala
Eulera, aby jej umléel. Jednoho dne se francouzsky filozof, ktery nemél ma-
tematic<é znalosti, dozvédél, ze kdosi matematicky dokazal, Ze Bih existuje.
Euler pfedstoupil a ekl ,Pane, je €™ = —1, a proto Biih existuje; co vy na
to?" Diderot nemél ani potuchy o ¢em Euler mluvi, pochopil v8ak velky smich,
ktery potom nésledoval a brzy poté se vratil do Francie.

Eulertv spis Introductio in analysin infinitorum z roku 1748 je prvnim a za-
kladnimr odivodnénim moderni analyzy po fundamentalnich objevech Newtona
a Leibn ze. Euler se v této knize vyporadal svym zptisobem s novym kalkulem
tak. aby byl pouzitelny v ostatnich védach.

V" narnaku jsme vidéli, ze Euler pripustil komplexni ¢isla v rovnocenné poloze
s realnymi éisly, jako argumenty, resp. hodnoty, funkci. To byl velmi vyznamny
Euleriv krok z hlediska dalsiho vyvoje matematiky. Uz na zacatku 18. stoleti
ved] Lebniz s Johannem Bernoullim diskusi o smyslu a existenci logaritmu
zapornych ¢i komplexnich Cisel. Euler se do této problematiky pustil v roce
1749 a rapr. tvrdil, Ze kazdé ¢islo méa nekonefné mnoho logaritmu. Jeho tvahy
byly velmi blizké dne$nim Gvaham o logaritmu komplexniho éisla.

Pripecmenme, ze Euler také provedl standardizaci trigonometrickych funkci.
Pred nin byly funkce sin a cos Ghlu « vztazené vzdy ke konkrétni kruznici
o polonréru R tak, Ze sina bylo déno jako polovina tétivy, kterd odpovida
stfedovému thlu 2a a cos a bylo dano jako vzdélenost stfedu kruznice od této
tétivy.

Eulerova standardizace spocivala v tom, Ze tyto definice vztahl ke kruZnici
s R = 1. Tim podal definice funkci sin a cos v té podobé, jak je zndme dnes.

PROJEVY KRIZE ANALYZY

Matematickd analyza vkrocila do osmnactého stoleti se znaénymi nejisto-
tami, pckud jde o jeji logické zdklady. Tyto nejistoty se v priib&hu stoleti neod-
stranily, nebranily v§ak pfitom velmi rychlému rozvoji novych metod vypoéti,
které slavily velké ispéchy v oblasti pfirodnich véd a v matematickém zptisobu
vysvétlovani a klasifikovani jevl napf. ve fyzice, astronomii a technice.
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JEAN-BAPTISTE LE ROND D’ALEMBERT

(1717 - 1783)
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R
sin o
o
o l\
N cosa

7. K definici funkci sin a cos.

Po celé 18. stoleti se na integrovani hledélo jako na operaci opa¢nou k derivo-
vani, jak to odhalili Newton s Leibnizem. Integrovani bylo pojednano jako zcela
formalni pocetni manipulovani s vyrazy. Zdokonaleni a leckdy velmi divtipné
uzivani technik pro formdlni vypoéty je pro Eulerovu dobu pfiznaéné.

Prvnim krokem k odstranéni potiZi, na které poukazal uz Berkeley, byla
explicitni definice derivace jako limity podilu pfiristkid. K tomuto kroku se
odhodlal Jean d’Alembert (1717 — 1783) v ¢&lanku Différentiel ve &tvrtém
svazku slavné francouzské Encyclopédie. D’Alembert zde mimo jiné napsal:

Newtonova metafyzika v kalkulu fluzi je velmi piesnd a prihlednd piesto, Ze
ndam umoznil do svijch dvah nahlédnout jen velmi 2bézné ... diferencidlni po-
éet (tj. matematickd analyza) nepfedpoklddd nutné ezistenci nekoneéné malgjch
veli¢in, ty slouZi jen ke zkrdceni a zjednoduseni tivah, analyza ve skuteénosti
spocivd v algebraickém uréeni limity podilu, pro ktery vidy mdme vyjddieni
pomoci uselek ... diferencidly jsou limity podilu dvou konecnijch veliéin.

D’Alembert ve svém encyklopedickém ¢&lanku tedy predstavuje derivaci ve
tvaru, ktery bychom v podobé dnes pfijatelnéjsi mohli jednoduse psat jako

dy _ .. Ay
dz = Al AL

kde Az a Ay znamenaji pFirtistky nezavisle a zévisle promé&nnych veli¢in danych
vySetiovanou funkci.

D’Alembert pro Encyklopedii rovnéz napsal ¢ldnek Limite, kde se vénoval
pojmu limity, ktery uz v té dobé mezi matematiky latentné& koloval. V d’Alem-
bertové ¢lanku se setkdvame s touto formulaci:

Rikdme, Ze jedna velidina je limitou jiné velidiny, kdyZ se druhd velidina
madZe pribliZit k pruni natolik, Ze se od ni bude ligit méné nez o libovolné piedem
danou a jak jen tieba malou velidinu, i kdyZ velidina, kterd se k jiné pribliZuje,
Ji nikdy nemize prekrocit ... V tomto slovnim vyjad¥feni limitniho pfechodu
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je vtélena jista predstava, kterd je z dne$niho pohledu pochopitelné velmi ne-
pfesnd a nejasné. Neni napf. zfejmé, co se mysli tim, Ze velidina, kterd se k jiné
priblizuje, ji nikdy nemiZe prekrocit. MlZe se na to napf. hledét jako na jed-
nostrannou limitu v redlném oboru?

Pojem limity d’Alembert nepopsal s tou pfesnosti, jakd se objevila pozd&ji
v 19. stoleti, nicméné dost zfetelné definoval derivaci jako limitu podilu p¥i-
ristkd a ne jako podil fluxi ¢ diferencidli. Podal tim vysvétleni Newtonovych
a Leibnizovych zkratek pro totéz. D’Alembertiiv ndhled na v&c v3ak nemél
okamzity vliv na vyklad zdkladd matematické analyzy. VétSina knih a uéebnic
setrvala hlavné na Leibnizové pfistupu s celym bludi§tém diferencidli a jim
pfislusnou nejasnou metafyzikou.

Jinou velmi vyraznou osobnosti matematiky 18. stoleti, Joseph Louis
Lagrange (1736 — 1813). Predlozil souvisly vyklad matematické analyzy, ktery
byl zamyslen tak, aby byly odstranény veSkeré odkazy na diferencidly, infinite-
zimalni veli¢iny a limity. Lagrangeova kniha z roku 1797 méla nizev Théorie
des Fonctions Analytiques. Lagrange prezentoval pfistup zaloZeny na rozvoji
funkce f(z) do mocninné fady. Jestlize nezavisle proménnou z nahradi hod-
notou z + 7 (zde je ¢ néco jiného neZ imaginarni jednotka), pak z ,teorie fad*
dostane

(*) flx+i)=f@)+pi+qi®+rid+...,

pficemz koeficienty p,q,r,... jsou nové funkce proménné z, odvozené (de-
rivé) z plivodni funkce f(z). Lagrange usiloval o dikaz toho, Ze s vyjim-
kou né&kolika specidlnich hodnot z, lze pro kaZdou funkci psit f(z + i) =
f(z) + pi + qi% + ri®..., kde se vyskytuji jenom pfirozené mocniny veli¢iny
i. Jde tedy z dneSniho pohledu o funkci, kterd je v bodé z analytickd. Kdyz
se na to podivame z hlediska dne$ni matematiky, jde skute¢né o teorii analy-
tickych funkci, nejsou to ale libovolné funkce. Cauchy velmi brzy poznamenal,
Ze existuji jednoduché funkce, napf. funkce e_f’, které v Lagrangeové smyslu
analytické nejsou.

Prvni koeficient p v fadé (*) Lagrange oznalil p(z) = f'(z) a nazval prvni
funkci odvozenou (derivé) z funkce f(z). Pochopitelné se ukazalo, Ze tato funkce
f'(z) je derivaci funkce f v bod& z, mame-li to fici v dne3ni fe€i a symbolice.
Lagrangeova kniha je oviem zdrojem oznafeni f’(z) pro derivaci funkce f(x)
stejné tak, jako zdrojem pro nazev derivace.

K uréeni dalsich koeficientt pak Lagrange ve vztahu (*) nahradil ¢ vyrazem
i + o a dostal

fz+i+o)=f(x)+pii+0)+q(i+o)2+r(ii+0)3+...

f(z+i+0)=f(z)+pi+qi® +7ri®+---+po+2pio+3rilo+....
Daéle pak v (*) nahradil z vyrazem z + o a dostal trochu jiny vztah
fiz+i+o)=f(x+0)+px+0)i+qxz+o)i®+r(x+0)i®+-- =
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= f(z) = f'(z)o+ - + [p(z) + P'(z)o + ...Ji + [q(z) + ' (z)o +...]i%,
tj.
f(z+i+0) = f(z)+p(x)i+q(x)i® +r(x)id +...p' (z)io+q¢ (z)i%o+1 (2)il0+. ...

Srovnanim koeficientii v t&chto dvou riznych vyjadienich pro f(z+1i+o0) dostal
_ 1 / _ 1 n
a(e) = 37/(2) = 5:1"(2),

(@) = 50(@) = 1" (@),
s(z) = —r'(z) 1, @) (z), atd.

Pfitom f”(z) oznatuje prvni funkci ,odvozenou“ z funkce f'(z), tj. derivaci
derivace f'(z), atd. Odtud pak se ihned dostane — zcela formaln& — vztah

f’( )i 1@ (@)

flx+1) = f(z) + o1 3 eee,

a to neni nic jiného, neZ Taylorova fada pro funkci f(z).

Nakonec pak Lagrange uvedl, Ze pouze malo znalosti z diferencidlniho po&tu
je potfeba k tomu, aby se rozeznalo, Ze ,,odvozené“ funkce, tj. derivace f'(z),
f"(z), f""(x), ... jsou postupné derivace funkce f(z) ve smyslu stargich definic.

Lagrangeiv pokus vytésnit vSechny infinitezimalni a limitni Gvahy z analyzy
nebyl Gspé&sny. Byl to projev jistého purismu, na ktery dnes musime hledét tak,
7e zdkladni problém obeSel jenom formélné. Infinitezimalni a limitni dvahy
jsou pfitomné, zistavaji ovSem nevysloveny v pozadi. Lagrangeova kniha ale
obsahuje velké mnozstvi podstatnych pfispévki k analyze. Toho druhu je kupf.
vyjadfeni zbytku pro Taylorovu fadu, kterému se dnes fik4 Lagrangetv zbytek.
Odvozeni jeho tvaru v dne$nich uéebnicich diferencidlniho poétu je pfesnou
kopii Lagrangeova postupu.

Celé osmnécté stoleti v zdkladech matematické analyzy nepfineslo podstatny
pokrok, ktery by v ucebnicich a jim podobnych zakladnich textech vylozil pres-
néjsi zdiivodnéni Newtonova a Leibnizova postupu zaloZeném na infinitezimal-
nich veli¢indch. Na druhé strané toto stoleti pfineslo mimofddné velky nérist
poznatki v analyze, o nichZ jsem se zde nezminil skoro viibec. Slo o poznatky,
které velmi obohatily pfirodovédné poznani a ve srovnani s po¢itky u New-
tona a Leibnize §ly do subtilnéjich detaili — toho druhu jsou napf. zdklady
variaéniho poétu pochézejici od Eulera.

Vedle toho vSak v obecné povédomi ve$lo to, Ze stav matematické analyzy
neni uspokojivy.

Eulerovy knihy rovnéz uvedly pojem funkce do role centralniho pojmu a ob-
jektu vySetfovani v matematické analyze. D’Alemberttv pfispévek do francouz-
ské encyklopedie naznaéil prvni krok k upfesiiovani analyzy, ukazal, Ze problém
Ize Fedit pomoci (z dnesniho hlediska) ne zcela upfesnéného pojmu limity. Ale
zdkladni pfedstavy byly na svét&, smér byl vytylen.
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Otéazkou je, co vlastné mélo byt onim upfesiiovianim pojmi. Od renesané-
nich dob a pfistupt (viz Huygensovo vyjadfeni citované v ivodu) lze sledovat
vice méné heuristicky (nebo metafyzicky) pfistup, véci jsou takové, jaké jsou,
je tfeba jich uZivat a o fundamenty se pfili§ nestarat. Dlikazy jsou zbyteéné
zdrZzovani na cesté k novym poznatkim. Konec osmnéactého stoleti viak uz
déva znat, kudy matematickd analyza bude déile postupovat. Je nutno upfes-
nit pojmy, tj. uvést definice. Dalsi v&ci pak z definici odvozovat. V tom lze
spatfit snahu navrétit se ke starym Feckym postuptim: z definici logicky odvo-
zovat vlastnosti objektd, o kterych definice mluvi. Dlouhy &as, ktery uplynul od
pocatkd danych Leibnizem a Newtonem, pfinesl velmi velké mnoZstvi novych
a efektivné pouzitelnych postupl. Bylo jasné, Ze viem z nich je tfeba dat jasny
a dokonale logicky zéklad. Veho bylo moc. Ukol pro nadchizejici epochu byl
velmi velky a naro¢ny.

K POJMU FUNKCE

VySe jsme se zminili o tom, Ze Eulerovou zasluhou se pojem funkce stal
ustfednim objektem diferencialniho a integralniho poétu. Podivejme se struéné
na chronologicky vyvoj tohoto pojmu.

Definice pochézejici od Johanna Bernoulliho z podatku 18. stoleti:

Funkci proménné velidiny se nazjud kvantita sestavend libovolngm zpiisobem
z této proménné velidiny a z konstant.

Neupiesnéna Bernoulliova ,kvantita“ se s postupem doby upfesifiovala.

Euler v Introductio in analysin infinitorum v roce 1748 fika:

Funkce proménné veli¢iny je analyticky vijraz, ktery lze néjakym zpisobem
sestavit z proménné veliciny, Cisel a konstantnich velidin.

Nedlouho potom Euler v roce 1755 v Institutiones Calculi Differentialis
uvadi:

Kdyz néjaké kvantity zdviseji na jingjch tak, Ze pii zméné poslednich se samy
také méni, pak se pruni nazijvaji funkcemi druhijch. Toto pojmenovdni md mi-
mofddné Sirokou povahu, zahrne v sobé vSechny mozZné zpisoby, jakymi lze
jednu kvantitu urcéit pomoci jinyjch.

Co vlastné mél Euler na mysli, kdyZ psal vSechny mozné zpisoby, jakymi lze
jednu kvantitu urcit pomoci jinych, je trochu nejasné. Na druhé strané lze vSak
odsud vy¢ist definici funkce skoro ve stejné podobé, v jaké ji podal Dirichlet
v 19. stoleti.

S. F. Lacroix (1765 — 1843) v dvoudilném Traité du calcul différentiel et du
calcul intégral z let 1797 — 1798:

Stafi analytici obecné pod ndzvem funkce néjaké veli¢iny chdpali vSechny
mocniny této veli¢iny. V dalsim pak rozsitili smysl tohoto slova tak, Ze jej uzili
na vysledky algebraickyjch operaci: funkci jedné nebo nékolika velidin nazvali téZ
libovolnyj algebraicky vyjraz, sestaveny néjakym zpisobem ze souétu, soucind,
mocnin a odmocnin téchto veliéin. Koneéné nové myslenky, které vznikly diky
rozvoji analyzy, vedou k ndsledujici definici funkce:

Kazdd velidina, kterd zdvisi od jedné nebo nékolika jinijch velicin, se nazyjvd
funkci téch posledné jmenovanych, kdyZ zndme nebo nezndme, jaké je nutno
provést operace, abychom z nich pruni veli¢inu dostali.
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Jde o novou formulaci Eulerovy definice s tim, Ze operace, které s nezavislymi
veli¢inami nutno provadét pro ziskéni ,funkéni hodnoty“, nemusi vlastné ani
byt znamé.

M.J.A.N. Condorcet (1743 —-1794) v roce 1779 (v nezvefejnéném druhém
vydan{ uéebnice):

Predpokldddm, Ze je ddn jist§ poéet velidin z,y,2,...,F a Ze pro kaZdé ur-
cené hodnoty z,y, z atd. md F jednu nebo nékolik uréengjch hodnot, které jim
odpovidagi; Tikdm pak, Ze F je funkci z,y,z,....

Condorcet pak je$té dodal, Ze funkdni zavislost F' na z,y,z2,... existuje
i v tom ptipadé, Ze nezndm ani zpisob vyjddieni F a nezndm ani rovnici,
kterou je ddna. (V prvnim pfipadé& se u n&j jednd o matematicky pfedpis ana-
lytickym vzorcem pro funkéni hodnotu a ve druhém pfipadé€ mé zfejmé& na mysli
implicitni vyjadfeni funkce.)

I kdy? v Eulerové formulaci z roku 1755 Ize vytu$it pojem funkce jako obec-
ného predpisu, ktery hodnotdm nezavisle proménné pfifadi libovolnym zptso-
bem hodnotu zavisle proménné a v Lacroixovych a Condorcetovych formulacich
to je patrné jesté vice, stale setrvival stav mysli, dle kterého bylo mozné me-
tody diferencidlniho a integralniho poétu opravnéné uzit jen tehdy, kdyz funkce
je vyjaddfena vSude pomoci jedné a téze algebraické ¢i transcendentni rovnice.
Pozadavek na funkce tohoto druhu byl popsan slovy, Ze ,funkce se chova dle
zdkona spojitosti formy“. Ale Euler sim uZ rozeznal tu skute&nost, Ze poZada-
vek je nerealisticky ve vztahu k uZiti metod matematické analyzy. Kupfikladu
pro kmity struny, které lze popsat parciilni diferencidlni rovnici a pocatecéni
podminkou, je vhodné udat tuto podminku pomoci riznych (napf. linedrnich)
funkci na rdznych intervalech. A takova funkce se evidentné nemusi chovat ,dle
zdkona spojitosti formy“. Euler z tohoto divodu pfipou$tél do matematické
analyzy funkce, kterym bychom dnes mohli fikat po éastech hladké.

Obecné vzato pfijatelné a pro matematickou analyzu vhodné byly funkce
»,Spojité“ v tom smyslu, Ze pro jejich zadani slouzil staly analyticky vyraz.
V protikladu k tomu stala moderni varianta pojmu, jehoZ intuitivnim pozadim
je nsouvislost grafu funkce, k niZ se za chvili dostaneme. Nespojitost tedy
byla koncem 18. stoleti chdpana jako jistd nestalost popisu funkce vzorcem,
»Spojitost“ mohla byt porusena v n&kterych bodech, kde se zménil analyticky
tvar vyrazu, kterym byla funkce uréena. Toto pojeti se na pfelomu 18. a 19.
stoleti zcela proménilo.

Z potatku 19. stoleti pochazeji zdkladni vysledky J. B. Fouriera (1768 -
1830), ke kterym dospél pfi zkouméni rovnice pro vedeni tepla. Slavna Fourie-
rova kniha Theorie analytique de la chaleur vySla v roce 1822, polatky Fourie-
rova vyzkumu se viak datuji rokem 1807.

Typickou Fourierovou tilohou je ur&eni funkce u(z,y), kterd udava ustalenou
teplotu v nekoneéném pasu 0 < z < m, y > 0 a je ddna rovnici

&y O%u
—+—=0
oz? = 0y?

s okrajovymi podminkami

u(0,y) = u(m,y) =0
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u(z,0) = p(z),

pfiemz p : [0, 7] — R udava teplotu na zédkladné popsaného nekone¢ného pasu.
Fourier podotkl, Ze funkce

e ™Wsinnz pron =1,2,...
0%u 8%u

322 + a7 = 0 a téZ okrajovou podminku u(0,y) =

spliuji Laplaceovu rovnici

u(m,y) = 0. Zjistuje, Ze
o0
u(z,y) = }: bne ™ sinnzx
n=1

tuto vlastnost rovnéz ma a zkoum4, jak naplnit volbou vhodnych konstant
b1, b2,... v tomto poslednim vztahu podminku u(z,0) = ¢(z). Touto tivahou
dospivé ke vztahu

(o <]
o(z) = E by, sinnz.
n=1

Po dosti zdlouhavém vypoc¢tu pak Fourier pfiSel na to, Ze musi byt

2 ™
b = —/ ¢(z) sin nzdz,
T Jo
tzn. ur€il dnes dobfe zndmou formulku pro Fourierovy koeficienty sinové Fou-
rierovy fady pro funkci ¢.

Dospél také k tomu, Ze pro jeho postup je zcela nevyznamné, jaka je funkce
. Dulezitd v této souvislosti je jenom to, aby (FeCeno dne$nimi slovy) exis-
toval integral fo7r () sin nzdz. Fourierovy formulace jsou pochopitelng trochu
jiné, pfiméfené dobé, kdy o tom psal. Zdirazihuje v3ak také, Ze neni nutné,
aby funkce ¢(z) sin nz mély primitivni funkce, které pfipadné umoZni vypocet
integralu na Eulertiv (Newtoniv) zplisob, staéi existence ,plochy“ vymezené
témito funkcemi.

O néco pozdéji pak Fourier uzivd pojem ,libovolné“ funkce a dle toho, jak
s nim pracuje, je zfejmé, Ze jej chape v Dirichletové smyslu. Ve své knize o tom
pise:

Obecné vzato funkce f(z) predstavuje posloupnost hodnot nebo ordindt,
z nich? kaZdd je libovolnd ... .

Vibec se nepiedpoklddd, Ze se tyto ordindty podiizuji obecné zdkonitosti;
mohou ndsledovat zcela libovolné a kaZdou z mich lze zadat jako by to byla
jedind velicina.

Z povahy problému (jde o reprezentaci funkce Fourierovym integralem)
a z pouzité analyjzy by se mohlo zddt, Ze prechod od jedné ordindty ke druhé se
uskutecriuje spojitym zpiusobem. Pak ale jde o specidlni podminky ... . Postup
lze oprdvnéné poufit i v pfipadé nespojitych funkci. (Co Fourier ma na mysli,
kdyZ mluvi o ,nespojitych funkcich“, neni zfejmé.)
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Trigonometrické fady ve Fourierové pojeti vzbudily velkou pozornost u ma-
tematikt. Poznalo se, Ze trigonometrickd fada dana jednotnym piedpisem (tj.
chova se ,dle zdkona spojitosti formy*“) miiZze pfedstavovat funkci, kterd v riz-
nych intervalech da ,rizné“ funkce. Kupf. soucet fady

(o<}

Z sin(2n + 1)z
2n+1
n=0

mé pro 0 < z < 7 hodnotu §, pro 7 < z < 27 hodnotu —% a pro z = 7 ma
hodnotu 0. Tim se definitivné narus$ila od Eulerovych dob vzit4 pfedstava.

Jasné a v jistém smyslu kone&né slovo o pfedstaviach o pojmu funkce udal
v roce 1837 P. G. Lejeune Dirichlet (1805 - 1859):

Pod a a b budeme rozumét dvé pevné hodnoty a pod x proménnou velidinu
nabyjvajici vSech hodnot mezi a a b. Jestlife kaZdému x odpovidd jedno jediné
koneéné y a pritom tak, Ze kdyZ x spojité probihd interval od a do b, pak se
y = f(z) méni rovnés spojité, pak se y nazyjvd spojitou funkci x pro tento
interval.

Dirichlet timto definuje sice spojitou funkci, soucasné ale zfetelné uréuje
pojem funkce jako pfifazeni jediné hodnoty y hodnoté z, ktera lezi v intervalu
mezi a a b. To je zdklad pro urdeni funkce v dnesni podobé&. Definice se sice
dle potfeb a oblasti, ve kterych se funkce vy3etfuji, rizné miZe obméhovat,
podstata ale je vice méné stejna.

19. STOLETS

Vratme se v8ak na pocéétek 19. stoleti a k dal$imu vyvoji pfedstav o zdklad-
nich pojmech matematické analyzy. Vénujme se aktivitdim na nasem tzemi,
které prezentoval na pocatku 19. stoleti B. Bolzano (1781 - 1848). Ve spise
Der binomische Lehrsatz, und als Folgerung aus thm der polynomische, und die
Reihen, die zur Berechnung der Logarithmen und Ezponentialgroessen dienen,
genauer als bisher erwiesen (uvedu pfeklad celého titulu: Binomick4 véta a jako
jeji dusledek véta polynomicka jakoz i fady, které slouzi k vypoétu logaritmt
a exponencialnich veliéin, vyloZzené pfesnéji nez doposud Bernardem Bolzanem,
doktorem filozofie, c. k. profesorem naboZenské védy na Karlo - Ferdinandové
université a fadnym €lenem kral. spoleénosti véd v Praze) z roku 1816 v tivodni
partii vysvétluje svij pfistup k nekoneéné& malym veli¢inadm:

. nejenom v tomto spise, ale i vSude jinde jsem si stanovil zdkon, podle
néjZ mi misto takzvanych nekonecné malyjch velidin viude stejné ispésné po-
slouzi veli€¢iny, které mohou byt mensi neZ kazd4 dand (veli¢ina), nebo
(jak je, abych se vyhnul monotdnnosti vikladu, i kdyZ uZ méné presné rovnéz
pojmenovdvdm) velidiny, které mohou byt tak malé, jak prévé chceme. Doufim,
Ze rozdil mezi velicinami tohoto druhu a tim, co si jinak pfedstavujeme pod nd-
zvem nekonecné malého, nebude pominut. PoZadavek, piedstavovat si velidinu
(myslim tim (veli¢inu) proménnou), kterd mize bijt vidy mensi, ne? jak uz jsme
ji zvolili a vibec miZe byt mensi nes kazdd dand (velitina), neobsahuje prece
skutecné nic, co by nékoho mohlo zardZet. ... Naproti tomu predstava velidiny,
o které nelze predpoklddat, Ze ji lze vzit mensi, nyjbrz tato uZ (rovnou) md byt
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mensi neZ nejenom dand, ale jenom idajnd, tj. myslitelnd velidina, neméla by
ta byt spornd? Nicméné takto zni obvyklé vysvétleni nekoneéné malého.

Do vyvoje matematické analyzy se velmi vyrazné zapsal dalsi Bolzaniv spis
Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwey Werthen, die
entgegengesetztes Resultat gewdhre, wenigstens eine reelle Wurzel der Glei-
chung liege (Ryze analyticky dikaz poucky, Ze mezi kazdymi dvéma hodnotami,
které davaji opaény vysledek, lezi aspoi jeden redlny kofen rovnice) z roku 1817.
Jde o préci, ve které Bolzano dokazal tvrzeni uvedené v jejim nazvu. Reéeno ji-
nak: jde o tvrzeni, dle kterého spojita funkce na intervalu nabyva viech hodnot,
které lezi mezi funkénimi hodnotami v krajnich bodech onoho intervalu.

Je to nevelky dokument o 60 stranach malého formétu, mnohé obecné nazory
elitnich matematikti oné doby vSak ilustruje velmi ndzorné.

Uvedeme z néj nékolik citaci. Nejprve néco obecného:

Skuteéné, kdokoli kdyZ wvdzi, Ze dikazy ve védé nikterak nejsou pouhiymi
ujisténimi, ale daleko vice maji byt oduivodnénim, tj. predloZenim onoho ob-
jektivniho divodu, ktery je pridinou dokazovan€ pravdy, tomu se samo od sebe
ujasni, Ze pravy védecky dikaz nebo objektivni divod néjaké pravdy, kterd plati
pro viechny veliciny, lhostejno, zda jsou v prostoru ¢i nikoli, nemiZe spocivat
na pravdé, kterd jednoduse plati jen o veli¢indch, které€ jsou v prostoru. Pokud
se pfijme tento ndzor, lze daleko vice pochopit, Ze tohoto druhu geometricky
dikaz, s jakymi se setkdvame ve vétsin€ pripadi, a tak je tomu i v nasSem
pripadé, je ve skuteénosti kruhem (dikazem v kruhu). Je-li toti# geometrickd
pravda, které se zde dovoldvdme (jak jsme to uZ zde uznali) nanejvyse evidentni,
a jako ujisténi nepotrebuje dikazu, potrebuje nicméné odivodnéni.

Na tomto misté je u Bolzana zfetelné citit konflikt mezi ,ujisténim“ a ,o-
divodnénim“ (Gewiffmachung a Begriindung). Svym ndzorim, které se tykaly
védeckych metod a zpisobli uvazZovani Bolzano vénoval velkou pozornost a na-
psal o téchto vécech nesrovnatelné vice nez o matematice, a zejména o analyze.
Jde o jeho rozséhlé dilo Wissenschaftslehre.

Obratme ale pozornost k Bolzanovym postupim v analyze tak, jak se jevi
v jeho vyse citovaném spise. Poté co rozebral tvorbu pojmu a zpisoby uvazovani
drivéjsich matematiki, dostava se k tomuto:

... poznamenejme nejdiive, Ze zikladem dvah je nespravny pojem spojitosti.
Po 7ddném vykladu se totiZ réenim, Ze funkce fx se pro vSechny hodnoty x, které
jsou v rdmci nebo mimo rdmec jistijich omezeni,* méni podle zdkona spojitosti,
rozumi jen to, Ze kdyZ je x takovd hodnota, lze rozdil f(z + w) — fz udélat
mensim nez je kazdd dand veliina, kdyZ lze w vzit tak malé, jak jen si piejeme.

Poznamenejme, Ze v uvedenych dvou spisech B. Bolzana o analyze neni
zminka o tom, co rozumi pod pojmem funkce. Na jeho predstavu nebo lépe
feSeno definici lze soudit jen na zdkladé kontextu. A ten napovidé, Ze pojem
funkce byl pro Bolzana dostateéné obecny, pravdépodobné to byl obecnéjsi

4 Existuji funkce, které se pro viechny hodnoty svého koiene méni spojité, naps. az + fz.
Jsou ale i jiné, které se méni podle zdkona spojitosti jenom v rdmci nebo mimo rdmec jistych
hraniénich hodnot svého korene. Tak se méni z + /(1 — z)(2 — ) spojité jen pro viechny
hodnoty x, které jsou < +1, nebo > +2; nikoliv ale pro hodnoty, které lezi mezi +1 a +2.
(Tato pozndmka pod &arou je Bolzanova.)
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Eulertv pojem z roku 1755. Nicméné jak je vidét z uvedeného citdtu, udadvd na
tomto misté i dnes piijatelnou definici spojitosti funkce v bodé.

V kritice praci starSich autort Bolzano pokracuje:

Ale to, Ze se v dikazu Tikd, Ze spojitd funkce se nikdy nedostane k vyssi hod-
noté, uniZ by predtim prosla vsemi niZsimi hodnotami, tj. Ze f(x + nAzx) miZe
nabyt vsech hodnot leFicich mezi fx a f(z + Azx), kdyZ se n vezme libovolné
mezi ( a +1, to je sice velmi pravdivé tvrzeni, nelze je vSak povaZovat za vy-
svétleri pojmu spojitosti, je daleko vice pouckou o ném, a sice takovou, kterou
lze dordzat pFedpokliddnim (platnosti) samotné véty, k jejimuZ dukazu by z2de
méla Lyt pouZita.
autort. To mohlo napftiklad byt zptisobeno i tim, Ze nebyla dana jasna definice
spojitosti funkce. Bolzano ji udal a pokracoval z ni dale logickymi dedukcemi.

Samotnou vétu, o kterou v préci jde, Bolzano formuluje takto:

Jes*lize se dvé funkce fr a pr (proménné) x méni budto pro viechny hodnoty
x, nebo pro ty, které lezi mezi o a B dle zakona spojitosti; a je-li ddle fa < pa
a f3 > o8, pak existuje vidy jisté hodnota (proménné) z lezici mezi o a 3,
pro kterou je fx = pz.

Dnes vime, ze jde o jednu z hlubsich vét matematické analyzy, kterd vyzaduje
dobron znalost struktury redlnych ¢isel. K tomu problému se obraci i Bolzano
a v téro souvislosti formuluje v §7. citované prace poucku:

Ma-li fada velicin

n n—+r

12 3
F.FF,....,F...., F,...

n n+r
tu vlastnost, Ze rozdil mezi jejim n-tym clenem F a kaZdym pozdéjsim F |
at je jakkoli od néj vzddlen, ziustane mensi neZ kaZdd dand velicina, kdyZ bylo
zvoleno n dosti velk€, pak existuje vZdy jistd stdld velidina, a sice jenom jedna,
jiz se cleny této Tady stdle vice blizi, a jiZ se mohou pribliZit tak, jak jenom
chceme, budeme-li v fadi pokracovat dost daleko.

Jde samozifejmé o dost $roubované podanou tzv. Bolzanovu - Cauchyovu
n

podminku pro existenci limity lim,_,~ F' posloupnosti hodnot

n n+r

3

My

1
F.

neboli. fe¢eno v dnedni fedi jesté jinak. jde o uplnost mnoziny redlnych éisel.

Jinnu véc nalezneme v poucce v §12.

Kd iz vlastnost M nepfislusi vSem hodnotdm promeénné veliciny x, kdyZ ji
vsak maji vSechny hodnoty, které jsou mensi nez jist€ u, pak vidy existuje veli-
cina U, kterd je nejvétsi z téch, o nichz lze turdit, Ze vSechna mensi x vlastnost
Al megi.

Po:zornéjsim prectenim se dostaneme k poznatku, ze Bolzano tvrdi, Ze exis-
tuje infimum (ona veli¢ina U) mnoziny v8ech realnych ¢isel u takovych, ze
véechna z < u maji vlastnost M. Jedna se tedy také o zcela fundamentéalni
poznatky souvisejici s pojmem redlného ¢isla, které zde Bolzano predklada.
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AvucusTIN Louis CAUCHY
(1789 — 1857)
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Dalii z matematikd pocatku 19. stoleti A.-L. Cauchy (1789 - 1857) poprvé
v ucelené podobé pojednal matematickou analyzu na zékladé pomérné jasného
vymezeni pojmu limity. Ve své uéebnici Cours d’analyse de I’Ecole Royale Po-
lytechnique z roku 1821 kupf. Fika:

Kdyz se postupné hodnoty prifazené k néjaké proménné neuréitym zpisobem
priblizugi k pevné hodnoté tak, Ze se nakonec od ni odliSuji tak mdlo, jak si
jen lze prdt, je tato (pevnd) hodnota nazvdna limitou téch ostatnich. Proto je,
napfiklad, iraciondlni ¢islo limitou riznych zlomki, které se stdle vice a vice
priblizuji k jeho hodnoté.

Prostfedek, kterym Cauchy ,usmifil pfesnost s infinitezimalami“, byla nova
definice infinitezimalné malych velidin, jeZz se vyhnula pevné danym infinitezi-
malné malym veli¢éindm. Cauchy definoval infinitezimélu (,,nekoneé¢n& malou*)
nebo nekone¢né malou veli¢inu jednoduSe jako proménnou veli¢inu s nulovou
limitou:

Rikime, e proménnd velidina se stdvd nekonecné malou, kdy? jeji ¢iselnd
hodnota klesd tim zpisobem, Ze konverguje k hodnoté nulové.

I pro Cauchyho, stejné jako pro Bolzana, ,infinitezimaly“ pfestavaji byt ne-
kone¢né malymi pevnymi ¢&isly, kterd dfive zpisobila tolik sporid, neporozumeéni
a nesrovnalosti. Stavaji se ,potencidlné“ malymi veli¢inami.

Pokud jde o pojem spojitosti, zavadi jej Cauchy skoro stejné jako to udélal
Bolzano:

... pridejme proménné x nekoneéné maly piiristek a, funkce samotnd za-
znamend jako piiristek rozdil

flz+a) - f(z),

ktery bude zdviset jak na nové proménné a, tak i na hodnoté z. Je-li tomu tak,
funkce f(z) bude spojitou funkci proménné mezi hranicemi uréenymi pro pro-
ménnou z, kdyZ pro kaZdou hodnotu x mezi témito hranicemsi, ¢iselnd hodnota
f(z + @) — f(x) bude nekoneéné klesat s klesajicim a.

Jingmi slovy, funkce f(x) bude spojitd vzhledem k = v dangjch mezich, kdyz
v rdmci téchto mezi nekoneéné malyj piiristek proménné vidy vytvori nekonecné
maly piiristek funkce samotné.

K slovnimu popisu, ktery uvadi Bolzano i Cauchy, se dnes miiZeme tvafit
velmi skepticky, pfili§ mnoho slov popisuje celkem jednoduchou skute¢nost. Je-
jich prace vSak byla pionyrska a na%e pfipadné skepse miiZe pramenit jen z toho,
ze uz vime jak_b&hem 19. stoleti byly pojmy zjednoduSeny do aritmetické po-
doby. Porovname-li Cauchyovo vyjadfeni s Bolzanovym, musime konstatovat,
Ze ze soutasného pohledu byl Bolzano struéné&jsi a pfesnéjsi nez Cauchy. Cauchy
ale tim, Ze ptisobil v Pafizi, centru tehdej$i matematiky, a tim jak udéval t6n
matematice, rozhodné ovlivnil rozvoj matematické analyzy vice nez Bolzano.

K derivaci (Cauchy v Résumé des legons données a I’Ecole Royale Polytech-
nique):

Kdyz je funkce y = f(z) spojitd mezi dvémi hraniénimi hodnotami proménné
z a kdyZ takové proménné piisoudime hodnotu mezi dvéma zpocdtku zadanymi
hodnotami, potom infinitezimdlné malyj piiristek pro proménnou vytvori ne-
koneéné maly priristek ve funkci samotné. Proto, kdyZ poloZime Az = i, oba
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cleny poméru diferenci
Ay _ f(z+i) - §(z)
Az i

budou nekonecéné malé velidiny. PiestoZe tyto dva éleny dosahuji limitu nula
neurcité a soucasné, jejich pomér miZe konvergovat k jiné limité, kladné nebo
zdporné. Tato limita, kdyZ existuje, md urcitou hodnotu pro kaZdou partikuldrni
hodnotu z; ale ta se méni v zdvislosti na z ...

fz+1) - f(=)
1

vychozi funkce y = f(z). Abychom tuto zdvislost vzali v ivahu, nazveme tuto
novou funkci odvozenou (derivovanou) funkci a oznadime ji, uZitim &drky, zna-
kem y' nebo f'(z).

Zde uz je zcela zfetelné naznadeno, jak se na derivaci ma pohliZet. ZapiSeme-
li Cauchyho ponékud komplikované tvrzeni v dne¥ni symbolice, dostaneme de-

finici .
@) = lim &) = @)

i—0 ]

Tvar nové funkce, kterd je limitou podilu , 24visi na tvaru

pro derivaci funkce f v bodé z. Tim z hlediska dne$ni analyzy kon¢&i nejasnosti
kolem definice derivace a také vSechny spory kolem Newtonova nebo Leibnizova
kalkulu. Ustfednim pojmem je limita. Podil dvou (dle Berkeleye) ,umirajicich
veli¢éin“, tj. podil f(z + %) — f(z) a i budto ma pro 7« — 0 smysl (kdyZ existuje
limita), nebo jej nem4. V prvnim pfipad& lze mluvit o derivaci jako o limité
tohoto podilu, ve druhém neni viibec o éem mluvit. Toho se tykaly Newtonovy
a Leibnizovy tavahy a niceho jiného. Jejich avahy byly v zdsadé spravné, jina
byla jenom jejich fe¢ nebo predstavy.

Ve vztahu k tomu, co biskup Berkeley vycital Newtonovi a jeho néasledov-
nikiim, by bylo mozné v tomto okamziku udélat tecku. Nejasnosti se v daném
okamziku vyjasnily a jsou plné srozumitelné i matematikim, ktefi své vzdélani
ziskavaji na univerzitach dnes.

»PotiZze ristu“ tim ale zdaleka nekonéi.

V ulebnici Cours d’analyse de I’Ecole Royale Polytechnique z roku 1821
mimo jiné Cauchy téz predlozil prvni soustavny vyklad konvergence nekonec-
nych (zejména mocninnych) Fad v&etn& formulace a dikazu zndmych kritérii
(podilového a odmocninového). Zde rovné&z uvadi své slavné nespravné tvrzeni
o tom, Ze soulet konvergentni fady spojitych funkci je spojitd funkce. Tak se to
jevi z dnedniho hlediska, kdyZ sledujeme Cauchyiv text v zorném thlu pojmi
dnesni doby. Jeho pfedstavy mohly byt i jiné, jen je jasné nepopsal.

K té véci v roce 1826 N.H. Abel opatrné poznamenal, Ze ,tato véta ma
ovSem jisté vyjimky“ a uvedl piiklad rady

ad sinnz
nz_:l(_l)n-l_n—’

sinnz

ktera konverguje pro kazdé z, je Fadou spojitych funkci , ale jeji soucet

je funkce, kterd v bodech tvaru z = (2k + 1)« neni spojita.
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Dnes vime, Ze soucet konvergentni fady spojitych funkci je spojitd funkce
pokud je konvergence fady stejnomérna. Pojem stejnomérné konvergence vSak
znam nebyl a v prvni polovin& 19. stoleti se teprve postupné rozvijel (napf.
Ph. L. Seidel: Note tiber eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuirliche
Functionen darstellen (1847) nebo G. Stokes: On the critical values of the sums
of periodic series (1848)) a do povédomi matematikli se dostdval pomalu. Po-
zornosti unikla i Cauchyova priace Note sur les séries convergentes dont les
divers membres sont des fonctions continues d’une variable réelle ou imagi-
naire entre des limites données (1853), kde sviij omyl z roku 1821 napravil
a vyslovil a dokazal sprdvnou vétu dokonce pro funkce komplexni proménné
spolu s tim, Ze pfesné popsal pojem stejnomérné konvergence fady. VSechna
tato ,pfehlédnuti“ vedla k tomu, Ze se pojem stejnomérné konvergence
fady nebo posloupnosti funkci do obecné zndmé a pfednisené matematiky pro-
pracoval az s osobou K. Weierstrasse.

V roce 1875 uvefejnil G. Darboux (1842 - 1917) praci Mémoire sur les
fonctions discontinues, kde znovu dikladné dokazal tvrzeni o tom, Ze soucet
stejnomérné konvergentni fady spojitych funkeci je spojita funkce a na piikladé
fady

o0
E[n22:2e_"2’2 —(n+ 1)2x2e—(n+1)2:¢2] — z2e_’2
n=1

predvedl, Zze stejnomérna konvergence fady pro spojitost jejtho souétu neni
nutnd. Tato Fada spojitych funkeci stejnomérné konvergentni neni, a pfesto je
_ g2 .. oy . . ‘ Y .

jeji soudet z2e~%" spojit4 funkce. V téZe praci pak jest& ukazal, Ze napt. fada

o0
X:[—2n2:r:e‘"2“’2 +2(n + 1)2ze~("tD?2%) = _9ge—=’

n=1

ma tu vlastnost, Ze kazdy jeji €len ma Riemanniv integrél, Ze jeji soudet ma
rovnéz Riemanntv integril, ale

o0
/Z[—2n2xe‘"2zz +2(n + 1)2ze_("+1)2’2]dz = /—2ze_’2dx #
n=1

oo

> /[—211%(3‘"2“”2 +2(n + 1)2ze~ ("1 gg

n=1

piestoze €leny fady i jeji souéet jsou spojité funkce. To je varovny piiklad
ukazujici, Ze ne vzdy lze ) a [ zaménit.

Predtim oviem Darboux dokazal, Ze stejnomérné konvergentni fadu funkci,
které jsou integrovatelné v Riemannové smyslu, lze integrovat €len po €lenu
a dostat tak integral jejiho souétu.

Pojem stejnomérné konvergence fady funkci se tak stal pojmem, ktery v 19.
stoleti byl pri¢inou jistych nesrovnalosti, jeZ bylo posléze nutno napravovat.

Do této kategorie patii i dalsi jevy v analyze. Zastavime se u jednoho z nich.
Na francouzskou matematiku konce 18. a poéatku 19. stoleti mél velky vliv
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J. L. Lagrange a zejména pak jeho kniha Théorie des fonctions analytiques,
ktera vysla v roce 1797 a pak jesté v roce 1813 ve druhém vydéani. Jak uZ bylo
dfive podotknuto, $lo skuteéné o teorii analytickych funkci v dne¥nim smyslu
slova. Zavadé&jici byly oviem pfedstavy o tom, Ze kazda (libovolni) funkce je
analytickd v Lagrangeové smyslu, a Ze je tedy

f(z+h)=f(z)+il(f—)h+ f';(!z)h2+...

f'(z) f'(z)

) LR T
Lagrange urcoval a takto oznadil. Bylo sice zndmo, Ze ne kazd4 funkce je v tomto
smyslu analyticka, ale to vefejné miné&ni pfili§ neovlivnilo v pfesvédéeni, Ze tomu
je naopak. V této situaci pfichéazi se svou praci Recherches sur quelques points
de la théorie des fonctions derivées qui conduissent ¢ une nouvelle démon-
stration de la série de Taylor, et a Uexpression finie des termes qu’on néglige
lorsqu’on arréte cette série a¢ un terme quelconque v roce 1806 A.M. Ampere,
v niz vychazi z toho, Ze derivace je limitou vyrazu

pfiemZ je vhodné pfipomenout, Ze koeficienty u mocnin h

fz+1) - £(z)

)

pro ¢ jdouci k nule a analytickym postupem ukazuje, Ze kaZd4 funkce tuto de-
rivaci musi mit. Je vcelku z kontextu zfejmé, Ze Ampére mél na mysli funkce,
o kterych pojednéval Lagrange, tj. funkce analytické, které tuto vlastnost sku-
te¢né maji. Pfesvédceni, Ze kazda funkce je analytickd, pak vedlo zkratem
k tomu, Ze se mélo za to, Ze na zdkladé Amperovy véty ma kazda funkce de-
rivaci, a aby se evidentni nesrovnalosti daly do pofddku, oslabilo se tvrzeni
v tom smyslu, Ze kaZda spojitd funkce ma derivaci ve v8ech bodech snad jen
s vyjimkou néjakého kone¢ného poctu bodl. Vzhledem k tomu, Ze se predstavy
o spojitosti funkce v dne$nim zpiisobu chdpani teprve formovaly, je i toto pocho-
pitelné, ale v jednom okamZiku se Ampeérovo tvrzeni formulovalo pro spojitou
funkci v dne$nim smyslu (nebo lépe fefeno v tom smyslu, jak spojitost chapal
Cauchy ¢ Bolzano) a stalo se tak nespravnym. Neni jasné, komu patfi prven-
stvi v této zaleZitosti. Napiiklad J. L. Raabe ve své knize Die Differential- und
Integralrechnung mit Functionen einer Variabeln z roku 1839 tak ucinil zcela
zietelné a Ampeérovu ,,vétu“ prohlasil za zaklad celého diferencidlniho poctu.
Nebyl s timto nidzorem osamocen, mnoho matematikt prohlaSovalo totéz. Ob-
¢as se objevovala jistd omezeni, ale obecné pfesvédéeni o spravnosti Amperovy
,véty“ bylo dosti pevné.

Tento stav véci trval po celou prvni polovinu 19. stoleti. Postupné se vSak
polaly objevovat pochybnosti. K tomu znovu musime pfipomenout osobu B.
Bolzana. Ten kolem roku 1830 psal knihu Functionenlehre. Bolzanova kniha,
jako i mnoho dalich jeho praci, zistala rukopisem, ktery se s jeho pozista-
losti dostal do Vidné. Rukopisy byly prozkoumdny aZ na konci prvni svétové
valky a veliké bylo pfekvapeni, kdyZ v nich byl nalezen Bolzantv piiklad spo-
jité funkce, o ni% on sdm dokizal, Ze nem4 derivaci v husté spofetné mnoziné
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bodi. (Redeno presné&ji, Bolzano ukézal, Ze pro jeho funkci plati, Ze kdyz ve
dvou rtznych bodech nemé derivaci, existuje mezi nimi daldi bod, v némz
funkce derivaci rovnéz nema4.) Posléze se prizkumu Bolzanovy funkce vénovali
¢esti matematikové (K. Rychlik, K. Petr, V. Jarnik, ... ) a V. Jarnik v préci
O funkci Bolzanové v roce 1922 dokazal, Ze Bolzanova funkce nemd derivaci
v z4dném bodg svého defini¢niho intervalu [0,1], v ném?% je oviem spojitd. Uz
i ten samotny fakt, ktery o své funkci dokdzal Bolzano, tj. Ze spojitd funkce
nemusi mit derivaci v husté spoetné mnoZiné bodi, mohl v dobé svého vzniku
narudit pfedstavy o derivovatelnosti spojité funkce. Nevydany rukopis spolu
s Bolzanovou izolovanosti v prostfedi ne pfili§ chdpajicim jeho matematické
tvahy vSak na rozvoj matematiky v 19. stoleti nemély Zadny vliv.

V roce 1854 ve svych berlinskych predndskdch Dirichlet poznamenal, Ze
obecné nelze dokazat existenci derivace pro libovolnou spojitou funkci a do-
dal, ze lze Cisté graficky udat spojitou funkci, kterd nemé nikde derivaci.

Slozity osud méla funkce

>, sinn?z
f@)=3 =5
n=1

o niz B. Riemann tvrdil, Ze je protipfikladem k tvrzeni, Ze spojita funkce ma de-
rivaci vSude aZ na mozny koneény poéet bodi. Riemann to nepublikoval a o vé&ci
nebylo nalezeno nic ani v jeho pozistalosti. Touto funkci se zabyvalo mnoho
matematiki (Hardy, Littlewood) a aZ v roce 1971 byla kone&né& J. Gerverem
popsana mnoZzina bodi, v niZ uvedend Riemannova funkce derivaci ma.

V sedmdesétych letech 19. stoleti se H. Hankel zabyval metodou zahu$tovani
singularit a dospél tak ke spojitym funkcim, které nemély derivaci v husté
mnoziné racionalnich bodd. Prikladem je funkce f dana fadou

— 1 1
_ 1 s
f(z) ; — sinnmz m(sinmrz)
pro s > 1.
Kone¢ny verdikt nad pfedstavami o derivovatelnosti spojitych funkci vynesl
Karl Weierstrass (1815 - 1897). V roce 1872 pfednesl v berlinské akademii
priklad spojité funkce

f(x) = i a" cos(wb" ),
n=1

kde b je liché celé &islo, a € (0,1), ab > 1 + %71'. Ukazal, Ze tato funkce nema
v Z4dném bodé derivaci. Pfikladl toho typu se posléze objevilo mnohem vic.
Matematickd komunita, kterd Zila v krdsném svété funkci, které lze viude, az
snad na kone¢ny polet bodl, hezky derivovat, byla pochopitelné zklamana.
Funkce toho typu jako Weierstrassova funkce byly v predstavidch mnoha lidi
zridami a je mozné, Zze mél pravdu E. Picard, kdyz v roce 1905 prohlasil, Zze
»kdyby Newton a Leibniz v&déli, Ze spojité funkce nemuseji mit nikde derivaci;
diferencidlni podet by nikdy nevznikl“.
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Poznamenejme k tomu je$té, Ze moderni teorie redlnych funkci pochézi pravé
z téchto pfikladli. K novému sméru vyzkumu se v8ak vyvinula velki nedivéra
Casto i ze strany vedoucich matematickych autorit. H. Poincaré se napf. vyjadril
takto:

Drfive, kdyZ byla objevene novd funkce, stalo se tak z praktickijch divodi;
dnes se objevuji nové funkce vyslovené kvili tomu, aby poprely vijvody nasich
predchidci a nikdy se k niemu jinému nepouiji.

Ch. Hermite pak napsal v dopise T. J. Stieltjesovi:

S hrizou a odporem se odvracim od tohoto ubohého viedu; od funkci, které
nemaji nikde derivaci.

Na vyzkum orientovany timto smérem se pohliZelo jako na $ifeni anarchie
a chaosu tam, kde dfivéjsi generace hledaly harmonii a f4d. Kritika zakladda
matematické analyzy v tomto sméru ale v zidjmu daldiho rozvoje byla zcela
nezbytnd. Je nepochybné, Ze i tento jev patfil ve své dobé& do kategorie jevu
»krizového“.

O POJMU REALNEHO ¢fsLa

Dalsi mezera analyzy byla v tom, Ze pfedstavy o tom, co je redlné &islo, byly
velmi intuitivni a postradaly teoreticky zaklad.

Matematickd analyza ve svych pocatcich z dob Newtona a Leibnize méla
vyrazné geometrickou povahu. Veliiny byly zfetelné svazany s geometrickymi
objekty (kfivkami, plochami) a rovnéZ vé&tSina matematickych vah zavisela
na geometrické intuici a predstavé. Tento jev si lze vysvétlit snad i tim, Ze
obecnd predstava byla vedena absolutni pfesnosti starovékych geometrickych
avah a snahou se ji pfiblizit i s novymi koncepcemi. Od dob Eulera a Lagran-
gea vSak je patrnd snaha nahradit v zdkladnich pojmech matematické analyzy
geometrickou intuici aritmetikou. To se v 19. stoleti hned zpocatku velmi zvy-
raznilo; pfipomenime jen Bolzanuv protest proti geometrickym pohlediim pfi
dikazu véty o mezihodnotach spojité funkce. Pokusy o aritmetizaci analyzy
jsou velmi patrné napt. i v ucebnicich Cauchyovych. Nenalezneme v nich ani
jeden obrazek, ktery by eventudlné mohl sviadét ke geometrickému nazoru. Ale
pokus o aritmetizaci analyzy zistal az do konce 19. stoleti na pili cesty; du-
vodem bylo intuitivni a neupfesnéné chipéani pojmu redlného ¢isla. Chybéla
presnost ve stanoveni pojmu.

Bylo vcelku jasné, co je racionalni &islo, iracionalni &isla jako v/3 viak byla
uZivéna, aniz se védélo néco o jejich povaze. Pro ucely vypocCti se pak uZilo
toho, Ze se k iraciondlnimu éislu lze libovolné pribliZit ¢islem raciondlnim. Au-
tomaticky se uZivalo toho, zZe iraciondlni &isla existuji a Ze se podfizuji stejnym
pravidlim aritmetiky, jako &isla raciondlni. Je nasnadé, Ze bez pochopeni sys-
tému realnych &isel a vybudovani pevného systému bylo obtiZné polozit pevny
zéklad pro diferencialni a integralni pocet.

Matematici o t&chto otdzkich a o problémech spojenych s pfesnym zavede-
nim redlnych ¢isel pfemysleli. V tomto sméru lze jisté pokusy zaznamenat uz
u B. Bolzana. Podrobné pfislu$né ¢asti z jeho nepublikované pozistalosti vydal
a rozebral K. Rychlik ve spise Theorie der reellen Zahlen im Bolzanos hand-
schriftlichen Nachlasse z roku 1962. Nepublikovany rukopis pochopitelné na



DRUHA KRIZE MATEMATIKY ANEB POT{ZE RUSTU ... 59

cesty matematiky vliv nemél, sv&d¢i viak o Bolzanové skvélé intuici a erudici.

K vlastnimu vysledku ve sméru zavedeni redlnych &isel doslo zhruba v obdobi
1860 — 1872. K. Weierstrass o ném pfednésel od r. 1860, Ch. Méray pfispél v r.
1869 a kone¢né kroky v r. 1872 udélali G. Cantor a R. Dedekind. Pristupy
obou posledné jmenovanych jsou dodnes b&Zné a je tieba konstatovat, Ze oba,
Cantor i Dedekind, dospéli k cili zcela rozdilnymi prostfedky.

Dedekindtiv postup byl zaloZen na teorii ¥ezi, dnes jim fikdme Dedekindovy
fezy. Vychézi z toho, Ze mnoZinu vSech raciondlnich &isel Q 1ze rozdélit do dvou
disjunktnich mnozin D a H tak, Ze kazdy prvek D je mensi nez libovolny prvek
z H. Libovolné raciondlni ¢&islo uréi takovy disjunktni rozklad Q. Dedekindovy
fezy mnoziny racionélnich &isel pak tvofi zdklad teorie redlnych &isel; jsou nékdy
urcené raciondlnim ¢islem, nékdy ovSem tomu tak neni. Kupf. fez, pro ktery
je v D mnoZina v8ech nekladnych racionalnich ¢&isel a vSech kladnych z € Q
takovych, Ze z2 < 2 a v H jsou viechna ostatni racionélni &isla, neuréuje racio-
nélni &slo; tento Fez lze ,intuitivn&“ povaZovat za Fez uréujici redlné &islo v/2.
Podle Dedekindovy teorie pak mnoZina vSech fezi mnoZiny racionélnich &isel
Q je prohlaSena mnoZinou redlnych éisel. Tento pojem pak je pro Dedekinda
vychodiskem pro dikaz platnosti vSech potfebnych vlastnosti redlnych éisel,
souvisejicich s aritmetikou.

Jiny je postup, ktery se pfipisuje G. Cantorovi. Vychodiskem pro Cantora
je pfedstava, Ze realné €islo je limitou posloupnosti racionalnich ¢&isel. MiZeme
si pfedstavit kup¥. Ze redlné &islo 7 je limitou posloupnosti

{3,3.1,3.14, 3.141, 3.1415, .. . },

ktera je vytvorena pfibiranim vzdy dalsich cifer desetinného rozvoje .

Cantor redlnj ¢isla identifikuje s cauchyovskymi posloupnostmi racionalnich
&isel. Pfitom se tyto posloupnosti rozpadaji do ekvivalentnich t¥id: dv& po-
sloupnosti (a;)$2, a (b:)$2, jsou ekvivalentni, kdyZ lim;_,(a; — b;) = 0. Dnes
bychom fekli, Ze mnozina redlnych &isel je ziplnénim mnoziny racionalnich éisel.
K tomu je tfeba poznamenat, ze rukopisny pokus Bolzaniv sméfujici k vybu-
dovéni teorie redlnych Eisel je zaloZen na myslence, kterou nakonec pouzil i G.
Cantor.

Vybudovanim logicky dokonalé teorie redlnych &isel byl ddn pevny zdklad
pro dilezity objekt, kterym se matematickd analyza zabyva a v jehoZ rdmci se
pohybuje. Tim objektem je redlné Cislo, resp., redlna osa a vSe, co s tim souvisi.
Soucasné byla oteviena i cesta vedouci k aritmetizaci matematické analyzy v té
podobé, jak ji do vSech detailt provedl K. Weierstrass.

Zikladni pojmy Weierstrass prezentoval ve statické, aritmetické podobé&. Od-
stranil d¥iv&jsi ,,dynamické“ popisy pojmi. Abychom toto ilustrovali a sou¢asné
ukézali poateéni a koncovy stav matematické analyzy v 19. stoleti, konfron-
tujme napf. pojem spojitosti u Bolzana a u Weierstrasse.

Bolzano o spojitosti funkce f v bodé z fika, ze

... funkce se méni podle zdkona spojitosti ... kdyZ lze rozdil f(z+w)— f(z)
udélat mensim neZ je kaZdd dand velidina, jestliZe lze w vzit tak malé, jak jen
81 prejeme. :
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Naproti tomu pro Weierstrasse je

funkce f(z) spojitd v bodé c, kdyZ ke kazdému € > 0 ezistuje § > 0 tak, Ze
je |f(z) — f(c)| < € pokud je |z — ¢| < 4.

Podobné to je i s pojmem limity funkce a dalsimi typy limit. Matematicka
analyza pfeformulovand v feli € — § je jeji aritmetizovanou podobou. V té
je znadma dodnes. ,Krize matematiky“, o které jsme zde pojednali a kterd
nastala v podstaté na samotném pocdtku vzniku analyzy byla timto zptisobem
napravena.

Néiprava se ma dodnes za definitivni. Pevné aritmetizovany Weierstrassiiv
systém G€inné odstranil vechny pochyby, diferencidlni a integrilni pocet lze
dobfe a pohodlné prednaset, lze se mu dobfe nauéit, spokojenost by mohla
byt v§ude. Potize byly ,ristem“ védni discipliny postupné odstranény, dnesni
rigidni systém se vydava za upfesnéni pfedstav Newtona, Leibnize a vSech jejich
pfemyslivych predchidci.

Je véci ndzoru, jak na soucasny stav nahliZet. Systém, ktery se ustélil je
relativné pevny, umoZiiuje provést viechny vypoéty, které byly po dobu vice nez
300 let provadény leckdy s ,nejasnym“ zikladem. To jsou pozitiva soudasného
stavu.

Z matematické analyzy (diferencidlniho a integralniho poétu) se viak v pri-
béhu onoho ristu a napravovani postupné vytratila geometrie a posléze i fy-
zika. Pro fyzikalni problém se dnes hledaji prostfedky analyzy, vyvoj pfestal
byt soubézny. Leckdy se prostifedky hledaji obtiZné, o analyze bylo pfece uz to-
lik napsano, Ze ,neni mozné, aby to uz nékde nebylo“. Situace, kdy poznavani
pfirody §lo s matematikou ruku v ruce, je pry¢. Vazby jsou zpietrhiny, pokusy
o0 nové propojeni jsou mnohdy nasilné a marné. K tomu viemu pfistupuje dnes
stale vice dostupnda a velmi vykonna vypocéetni technika. Jaka je budoucnost
diferencialniho a integrilniho poctu? Je matematika jesté pfirodni védou, jak
se to snazily evokovat doneddvna udélované akademické tituly matematikim?
Jsme pfed novou krizi? Jaka je jeji podstata, kdy a jak bude pfekonana?

I v domnéle konsolidované oblasti matematiky ize klast mnohé obecné otéaz-
ky, na néZz jsou odpovédi nejasné. Je to projev krize matematiky? Nebo to jsou
jen b&zné potize ristu“?

A nakonec jesté zdroje, ze kterych jsem cerpal rozumy:

C.H. Edwards, Jr.: The Historical Development of the Calculus. Springer
Verlag 1979,

H.G. Zeuthen: Geschichte der Mathematik im XVI. und XVII. Jahrhundert,
B.G. Teubner, Leipzig 1903.
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