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BIRKHOFFUV KOMBINATORICKY PROBLEM
POCTU USPORADANI A JEHO HISTORIE

JIRf KLASKA

1. UvOoD A FORMULACE PROBLEMU

Cilem tohoto ¢lanku je poskytnout &tenafi zadkladni informace a orientaci
v doposud otevieném kombinatorickém problému nalezeni po¢tu vSech koneé-
nych uspofaddanych mnozin. Historie tohoto problému je pomérné kratka. Jedna
se o jeden z kombinatorickych problémi, které pfineslo az 20. stoleti. Pojem
uspofddani vznikl historicky zobecnénim pojmu nerovnosti < mezi redlnymi
éisly. V soudasné dobé nejcastéji pouZivana definice uspofddani vyuZivd zé-
kladnich vlastnosti nerovnosti < : reflexivity, antisymetrie a tranzitivity. Pojem
uspofddané mnoZiny mé puvod v pracich G. Boola, C. S. Peirce, E. Schriédera
a R. Dedekinda. Prace zminénych autord pochézi z druhé poloviny 19. sto-
leti, zejména z jeho konce. V kombinatorické teorii uspofddani vznika cela fada
pfirozenych a lehce formulovatelnych problémi, na nichZ se napliiuje zndma
a pro kombinatoriku typicka skuteénost, Ze snadné formulovatelnost problému
nemusi zdaleka znamenat snadnost a jednoduchost fe§eni. P¥ikladem problému
tohoto typu je napfiklad prosta otdzka, kolik riznych uspofddani na dané ko-
neéné mnoziné existuje. Historie této problematiky je stard pfiblizné 50 let
a v mnoha smérech je stile oteviena. Vyzkum v teorii uspofddanych mnozin
zalina v pravém slova smyslu aZ v roce 1930 publikovinim praci Garretta Bir-
khoffa, zvlasté pak v r. 1940 s prvnim vydanim jeho slavné knihy Teorie svazu
[1]. Pravé zde byl zfejmé& poprvé formulovan (v druhém pifepracovaném vydéani
z r. 1948) kombinatoricky problém nalezeni po&tu vSech uspofaddani na koneéné
mnoziné. Uvedme nyni pfesnou formulaci tohoto problému a pfipomeifime né-
které zakladni pojmy.

Bud A koneénd mnoZina. Bindrni relaci p na A rozumime jako obvykle li-
bovolnou podmnozinu kartézského soucinu A x A. Zamé&fme nyni pozornost na
nésledujici ¢tyri vlastnosti binarnich relaci. Relace p se nazyva:

(1) reflexivni, kdyz Vz € A : [z, z] € p,

(2) symetrickd, kdyz Vz,y € A: [z,y] € p = [y,z] € p,

(3) antisymetrickd, kdyz Vz,y € A: [z,y] EpAy,z]€Ep=>z =1y,
(4) tranzitivni, kdyz Vz,y,2 € A : [z,y] € pA[y,2] € p = [z,2] € p.

V centru pozornosti kombinatoriky se ocitly zejména relace majici souéasné
vlastnosti (1) a (4) (tzv. kvaziuspofadani), (1), (2), (4) (ekvivalence) a (1), (3),
(4) (uspofadani). Mnozina A spolu s relaci uspofddani p se nazyva usporddand
mnoZina nebo téz indezovand usporddand mnozina. Rekneme, %e dv& uspofa-
dané mnoziny (A, p) a (B, o) jsou izomorfni, kdy% existuje bijektivni zobrazeni
f : A = B, které zachovava uspofddani, tzn. [z,y] € p & [f(z), f(¥)] € o.
Bijekce f se pak nazyva izomorfismus. MnoZinu v8ech indexovanych uspofa-
danych mnozin, které lze na dané mnoziné definovat, rozkldd4 izomorfismus
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na tfidy ekvivalence, které se nazyvaji neindezované usporddané mnoZiny nebo
téZ neizomorfni usporddané mnoZiny.

Centralni problém, ktery se z riznych sméri studuje, lze formulovat na-
sledovné. Kolik existuje uspofddani na dané koneéné n-prvkové mnozing, tzn.
kolik existuje n-prvkovych indexovanych uspofddanych mnozin (p,=?) a kolik
existuje neizomorfnich uspofddanych mnoZin, tj. t¥id ekvivalence (P,=?). Césti
tohoto problému je uréit hodnoty p, a P, pro mala n a nalézt asymptotickou
formuli, tj. nalézt jednoduchou funkci, ktera pfiblizn& popisuje, jak rychle po-
et t&chto kombinatorickych konfiguraci roste. Do dne$ni doby viak neni znidma
z4dna exaktni ani rekurentni formule, podle které by bylo moZno uvedené po-
¢ty rozumné pocitat. Problém byl zkouman z rtznych smért a v prib&hu let
bylo pfi jeho feSeni dosaZeno celé fady vyznamnych a mnohdy i pfekvapivych
vysledkii. Pomérné brzy se ukédzalo, Ze pozadi celého problému je daleko %irsi,
nez by se na prvni pohled dalo olekdvat. Problém totiZ zasahuje do celé fady
daldich matematickych oborid. V nésledujicim odstavci objasnime zakladni ob-
jevena fakta a souvislosti na ndzornych piikladech. Zdiraznéme, zZe veSkeré nase
uvahy se budou tykat vyhradné koneénych uspofaddanych mnozin.

2. REPREZENTACE KONECNYCH USPORADAN(

Cilem nésledujiciho odstavce je ukdzat zndmé souvislosti uspofddanych mno-
Zin s algebrou matic, teorii grafii a kone¢nymi topologiemi. V obecné roviné m4a
vzdy objeveni souvislosti néjakého matematického problému s jinym oborem
matematiky zidsadni vyznam. Objeveni souvislosti totiz umoziuje pfeformulo-
vat problém a pouZit pfi jeho feSeni matematicky aparat jiného typu. Tato
heuristika &asto vede k vyfeSeni ptivodniho problému, nebot umoziuje v rdmci
jiného oboru novy ihel pohledu. Poznamenejme v8ak, Ze v naem pfipadé& tato
situace nenastala a Zadn4 z dale uvedenych formulaci nepfispéla vyznamné&jsim
zpuisobem k vyfeSeni problému.

Nejprve uvedme souvislost mezi uspofddanymi mnoZinami a maticovou al-
gebrou. Binérni relaci p na n-prvkové mnoziné A = {z,,...,z,} lze reprezen-
tovat pomoci matice M = (m; ;) typu n/n, jejiz prvky jsou nuly a jednitky
(tzv. Booleovskd matice). Vzajemné jednoznaénd korespondence mezi takovymi
maticemi a bindrnimi relacemi je ddna vztahem

mi; =1 [zi,z;]€Ep a m;;=0& [z;,z;] ¢ p.

Uvedenou korespondenci lze nalézt napf. v €lancich [16], [25] a [34] z let 1966
a 1967. Pro pohodIné&jsi sledovani textu uvedme nézorny pfiklad.

Priklad 1. Necht A = {1,2,3,4} a p = {[1,1],(2,2],[3, 3], [4,4],[1,3],[1,4],
(2,4]}. Pak maticové reprezentace M binarni relace p je tvaru

C OO -
O O = O
O = O
O
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Lze snadno ovéfit, Ze p je uspofddani. Podle zndmé véty z linedrni algebry
plati, Ze determinant matice M ve schodovitém tvaru je roven souéinu prvkia
na hlavni diagonéle. V naSem pfipadé je zfejmé, Ze det(M) = 1. Je to ndhoda
nebo zakonitost? V roce 1971 nalezl odpovéd na tuto otdzku Kim Ki-Hang
Butler [8]. (viz také ¢lanek [9]). Butler dokédzal nésledujici zajimavé tvrzeni:

Véta 1. Booleovskd matice M typu n/n je maticovou reprezentaci usporddani
na koneéné n-prvkové mnoziné, pravé kdy? M? = M a det(M) = 1, tj. M je
nesingularni idempotent.

Pro tGplnost poznamenejme, %e maticovy soudin M? ve vété 1 se pocita po-
moci obvyklych Booleovskych operaci 0+0=0,1+1=14+0=0+1=1,
1:1=1a0-1=1-0=0-0=0. Problematika nesinguldrnich idempotentnich
Booleovskych matic vede k zajimavym a obtiZznym otizkam z teorie pologrup,
zejména k teorii Greenovych relaci. Podrobnéji viz [9].

Jina moZnost jak reprezentovat kone¢né uspofddané mnoziny souvisi s teorii
graft. Libovolnou binarni relaci p na n-prvkové mnozin& A = {z1,...,z,} lze
reprezentovat standardnim zpisobem pomoci orientovaného grafu G = (V, E)
s mnozinou vrchold V a mnoZinou hran E. Idea reprezentace je nasledujici.
Mnozinu vrcholi V' ztotoZnime s mnoZinou A, tj. V = A a vrcholy z;,z; € V
spojime orientovanou hranou pravé kdyz [z;, z;] € p. Specidln& pokud z; = z;
umistime kolem vrcholu z; smycku.

Piiklad 2. Reprezentujme binarni relaci p z pfikladu 1 pomoci orientovaného
grafu. Viz obr. 1.

Obr. 1

Uvedenym zpusobem lze prifadit kazdé binarni relaci na n prvcich z,,...,z,
orientovany graf s n vrcholy. Naopak kazdému orientovanému grafu s vrcholy
Zi,...,Zn odpovid4 jedina bindrni relace. Piesto pro reprezentaci uspofadani
se pouziva graft jiného typu, tzv. hasseovskych diagrami. Indexovany hasse-
ovsky diagram vznikne z vySe popsaného orientovaného grafu binirni relace p
pomoci nasledujicich dprav. Protoze kolem v¥ech vrcholi grafu G uspofadéni
p jsou umistény smyZky (vlastnost reflexivity), 1ze je pro zjednoduseni odstra-
nit. Déle v orientovaném grafu vynechame vSechny orientované hrany, které
vynucuje vlastnost tranzitivity. To znamend, pokud v grafu G vede hrana z vr-
cholu = do y, a déle hrana z vrcholu y do z, pak jsou nutn& vrcholy z a 2
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spojeny hranou vedouci z z do z. Proto miizeme hranu vedouci z z do z vy-
nechat (vlastnost tranzitivity). Koneéné zménime umisténi vrcholi v roviné.
Pokud plati [z,y] € p, pak vrcholy z,y umistime tak, Ze hrana spojujici vr-
choly z a y smé&fuje zdola nahoru. KdyZz nyni vime, Ze orientace kazdé hrany
sméfuje zdola nahoru, miZeme na kazdé hrané vynechat Sipku, ktera orientaci
znazorfiuje (vlastnost antisymetrie). Timto postupem ziskime neorientovany
graf, tzv. indezovany hasseovsky diagram. Poznamenejme, Ze nazev hasseovsky
neni zcela korektni. JiZ v roce 1895 pouzival grafy tohoto typu H. Voght a
pravdépodobné byly pouZivany je§té dfive. Jind moZnost, jak definovat hasse-
ovsky diagram souvisi s pojmem pokryti pochazejicim od R. Dedekinda. Je-li
dana uspofddana mnozina (A, <), pak jeji hasseovsky diagram definujeme jako
neorientovany graf G = (A, E), kde {z,y} € E pravé kdyz y pokryva z, tj.
T < y a pfitom vztah £ < z < y neplati pro Zddné z € A. Plati nésledujici
elementarni tvrzeni.

Véta 2. Existuje vzdjemné jednoznacna korespondence mezi mnozinou viech
usporadani na dané n-prvkové mnoziné a mnoZinou vsech indexovanych hasse-
ovskych diagrami s n vrcholy.

Priklad 3. Reprezentujme Casteéné uspofadani p z piikladu 2 pomoci inde-
xovaného hasseovského diagramu. Viz obr. 2.

Obr. 2

Hasseovské diagramy jsou velmi uZite¢né pro reprezentaci neizomorfnich
usporadanych mnozin. K jejich realizaci staéi totiz vynechat popis vrcholi in-
dexovaného diagramu. Pokud napiiklad vynechdme popis vrcholi na obr. 2,
ziskdme neindexovany diagram, ktery reprezentuje tfidu 24 riznych uspofa-
déni na 4-prvkové mnoziné.

Uspofadani na mnoziné A lze rovnéZz reprezentovat pomoci systému pod-
mnozin 7 mnoziny A. Systém podmnoZin 7 koneéné mnoZiny A se nazyva
topologie na A, je-li uzavien vzhledem k operacim prinik, sjednoceni a pokud
obsahuje mnoZiny @) a A. Prvky systému se pak nazyvaji otevfené mnoziny a
komplementy otevienych mnoZin se nazyvaji uzaviené mnoziny. Okolim O(a)
prvku nebo téZz bodu a € A, rozumime kaZzdou otevienou mnoZinu, kterd bod
a obsahuje. Déile topologie T na A se nazyva Ty-topologie, kdyZ pro viechna
a,b € A,a # b existuje okoli O(a) tak, ze b ¢ O(a) nebo existuje okoli O(b) tak,
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ze a ¢ O(b). V roce 1937 P. S. Alexandrov dokizal existenci vzdjemné jedno-
znaéné korespondence mezi topologiemi na A a kvaziusporddanimi. G. Birkhoff
dokézal tuto skuteénost nezivisle pfiblizné ve stejné dob&. Uvedme nyni dobie
znamé Birkhoffovo tvrzeni o reprezentaci usporfddanych mnoZin pomoci topo-
logii (viz [1], str. 117).

Véta 3. Existuje vzdjemné jednoznaénd korespondence mezi mnozinou vSech
usporddidni < na n-prvkové mnoZiné a mnoZinou vSech Ty-topologii na n-
prvkové mnoziné. Tato korespondence je ddna vztahem

a < b<& cl{a} C cl{b},

kde cl{a} je uzdveér prvku a, tj. nejmensi uzaviend mnozina, kterd a obsahuje.

Lze snadno dokazat, Ze cl{a} = {z € A;z < a} a Ze kazd4 uzaviend mnoZina -
mé tvar kone¢ného sjednoceni cl{z;} U --- U cl{zx}, kde z1,...,zx € A.

Piiklad 4. Reprezentujme bindrni relaci p z pfikladu 1 pomoci Tp-topologie.
Predné plati cl{1} = {1}, c1{2} = {2}, {3} = {1,3} a cl{4} = {1,2,4}.
Déle zkonstruujme systém C vSech uzavienych mnozZin topologie 7. Zfejmé
C = {iLEJI cl{i}; I € expA}, pfitemz pro I = @ se pfisludné sjednoceni klade

rovno @. V naSem pripadé dostadvame

C ={0,{1},{2},{1,2},{1,3},{1,2,4},{1,2,3},{1,2,3,4}}.

Oteviené mnoZiny topologie 7 nyni ziskdme jako mnoZinové komplementy uza-
vienych mnoZin, tedy 7 = {A— X; X € C}. Odtud plyne, Ze topologie T urfena
usporadanim p je tvaru

7 ={0,{3},{4},{2,4},{3,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}.

Po shrnuti zdkladnich informaci o vztahu kone¢nych uspofddanych mnoZin
k jinym oborim matematiky se budeme dale v&€novat historii zndmych enume-
racnich formuli a dal$im teoretickym vysledkim.

3. ZAKLADNf ENUMERACNf VYSLEDKY A FORMULE.

V tivodni kapitole bylo uvedeno, Ze neni zndma #4dni ,rozumn&“ exaktni
ani rekurentni formule pro vypocet hodnot p, resp. P,. To vak zdaleka nezna-
men4, Ze nejsou znadmy zadné formule. Napfiklad explicitni formule pro vypocet
hodnot p, zndma je (viz napf. praci [15] M. Erného). Erné uvadi exaktni for-
muli

2"? _1n-1
z Hmnz+1 H(l zm+_7 nJ-H)H(l zm+] n1+k(1 znz+k))v
m=0 i=0 k=0

kde
(2) " = [27'm] - 2[27" 'm]
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je i-ta cifra v bindrnim rozvoji &sla m (0 < i £ n?). Kazd4 binérni relace na

mnoziné {0, ...,n—1} je reprezentovana jednim s¢itancem, pfi¢emZ m probiha
2 . . . 3
od 0 do 2™ — 1. Hodnota z7};,; je 1, pokud i a j jsou v relaci, 0 v opatném

pfipadé. Soulin pifes index ¢ kéduje reflexivitu, souéin pfes j antisymetrii a
soudin pfes k tranzitivitu. Tedy cely souéin je roven 1, je-li relace uspofadani a
0 v opa¢ném piipadé. Uvedena formule tedy opravdu uréuje pocéet viech uspo-
fadani p, na koneéné n-prvkové mnoziné. Je vSak evidentni, Ze pro prakticky
vypoéet neni formule vhodnd. Poéet aritmetickych operaci nutnych k prove-
deni vypoétu p, totiZ s rostoucim n exponencidlné vzristd. Poéitat pomoci
uvedené formule prakticky znamend vzit postupné vSechny binarni relace na
dané mnoziné a provéfovat pfisluiné vlastnosti uspofddani. Takovyto vypocet
hodnot p, je i pro nejrychlejsi poéitate i pro mald n naprosto nemozny. Jiz pro
n = 20 by bylo nutno testovat 2400 binarnich relaci. Jak obrovské je to é&islo
si lze zhruba pfedstavit, uvédomime-li si, Ze napiiklad od vzniku Zemé, coz je
asi cca 5 miliard let, neuplynulo ani 27° sekund a poéet atomt vodiku, z nichz
vznikla celd nade galaxie, je odhadovan &islem 2240, Vypoéet hodnot p, podle
formule (1) naréZi tedy na nepfekonatelné ¢asové bariéry.

Uvedme nyni hlavni zndm4 fakta o formulich pro vypoéet p,. V roce 1966
L. Comtet [11] jako prvni uvedl dileZitou a &asto citovanou formuli

n!
®3) Pn= Y, mv(l’l,---,zm),
(11,...,1"‘)
v niz se séitd pres viechny kompozice &islan a V(z1,...,Tm) je polet uréitych

uspofadani specidlniho typu zavisejicich na kompozici z; + - + =, = n.

Pro aplnost pfipomefme, Ze rozkladem pfirozeného ¢isla n € N na s€itance
rozumime posloupnost (z1,...,7x) € N¥, kde 1 £ k £ n, takovou, e r; +
otz =mnaxz 2 2 k. Kompozici &sla n pak nazyvame posloupnost
(z1,...,7x) € N¥, 1 < k £ n s vlastnosti 21 + - - - + T = n. M4-li posloupnost
(z1,...,zx) pravé k &lent, mluvime o k-rozkladech, pfip. o k-kompozicich.

Formule (3) byla v r. 1979 znovuobjevena Z. 1. Borevi¢em. NevyfeSenym pro-
blémem v8ak zlistava uréeni hodnot V(z1,...,zm). V €lancich (3] a [4], které
navazuji na préci [2], odvodil Borevié specialni pfipady V (zi,...,Zm) a pomoci
nich uréil n&které hodnoty p,. Dokazal také, ze viechny hodnoty V(z1,...,zm,)
jsou licha é&isla. V ptivodnich Borevi¢ovych pracich ma formule (3) topologic-
kou interpretaci. Podobné je tomu u nésledujici formule (4). Necht g, znaéi po-
Cet viech kvaziuspofddani na n-prvkové mnoziné. V roce 1967 Evans, Harary
a Lynn odvodili formuli svazujici poet vSech kvaziusporddani na n-prvkové
mnoziné s po¢tem vSech usporddani. V [16] dokazali tito autofi nasledujici for-
muli

n
(4) g =Y _ S(n,k)p.

k=1

Jejich vysledek vyvolal v souvislosti s topologiemi také zvySeny zdjem o pocet
usporddani na kone¢né mnoziné€. Koeficienty S(n,k), které se ve formuli (4)
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vyskytuji, jsou tzv. Stirlingova {isla 2. druhu. Pro poéiteéni Cleny této po-
sloupnosti plati S(n,0) = 0, S(n,1) =1 a S(0,0) = 1. Uvedme nyni n&kolik
vice & méné znadmych vztahid, podle nichZ lze tato &isla poéitat:

(5) S(n,k) =kS(n—-1,k)+S(n—-1,k - 1),
n—1
(6) S(n, k) = ; (" A 1) S(i,k—1),
k
[k
7) S(n,k) = (k)71 ) (-1FF( T )an,
( n X (5):
(8) S(n,k)= Y 1mTigEsl.. gl

z1+ - +ZTp=n

Soucet v posledni uvedené formuli (8) probih4 pfes viechny k-kompozice &isla
n. Nelspésné pokusy odvodit formuli vhodnou pro vypoéet hodnot p,, pfispély
ke zvy$enému zdjmu o problém asymptotického chovéni této posloupnosti. Vy-
znamny vysledek byl v tomto sméru prezentovan v roce 1970 D. J. Kleitmanem
a B. L. Rothschildem. V [23] tito autofi odvodili formuli

1
(9) log, pn = an + o(n?).

Déle v préci [24] z roku 1975 dokazali, Ze plati

(10)  pa=(1+ 0(%)) ini: (’z‘) (";’) (2 — 1)7(29 — 1)n—i-3,

i=1 j=1

Asymptotickd formule (10) byla v roce 1981 zjednodu¥ena K. H. Kimem a
F. W. Roushem [19]. V souvislosti s asymptotickym chovanim p, je nutno
rovnéz zminit vysledek M. Erného z roku 1974, kdy v préci [14] ukézal, Ze
podet kvaziuspofddani je asymptoticky roven poétu uspofadani, tzn.

(11) ‘\\ I" 4,1 pro n- oo
N n
V roce 1987 H. J. Promel [29] dokézal obecné tvrzeni, %e podet neindexovanych

struktur je asymptoticky roven 1/n! ndsobku své indexované kvantity. Z tohoto
vysledku specidlné pro uspofddané mnoZiny plyne:

Dn
12 -1 .
(12) niP, pro n — oo
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Problém dokazat tento ofekavany vztah formulovali jiz v roce 1981 K. H. Kim a
F. W. Roush (viz ¢lanek [19], problém 3). Problémem vztahu mezi uspofaddanimi
a tranzitivnimi relacemi se zabyval autor &lanku v préci [22]. Symbolem ¢,
ozna¢me podet tranzitivnich relaci na n-prvkové mnozing. V [22] je dokazano,
Ze plati

k

(13) th = Z(xk(n)pk, kde ag(n) = Z (Z)S(n -5,k —3).

k=1 §=0

Vyznam formuli (4) a (13) je analogicky. Pomoci (13) uréil autor hodnoty ¢,
pro n < 14. Hodnota t14 tvofi v soudasnosti nejvétsi zndmy ¢len posloupnosti
t, a prevysuje &islo 1028, Z formule (13) lze dile pomoci elementarnich Gprav
odvodit vztah

n—1
(14) Pn = %(tn =Y ar(n)pr).
k=1

Formule (14) dava navod, jak uréovat &leny posloupnosti py, znérﬂe-li ¢leny
posloupnosti tranzitivnich relaci t,,. Na zdkladé formule (13) autor v [22] rovnéz
dokazal asymptoticky vztah

(15) 22" —1 pro n— oo.
n

Ze vztahu (15) zejména plyne, Ze polet tranzitivnich relaci roste asymptoticky
rychleji, nez pocet uspofddani. Ctenar necht pro zajimavost srovna vztahy (11)
a (15).

Velmi dilezité a svym zplisobem ojedinélé vysledky odvodil Z. I. Borevi¢
v obdobi let 1979-1982. V ¢&lancich [5], [6] a [7] Borevi¢ postupné dokazal
nésledujici tvrzeni: Bud m = p libovolné prvoéislo. Pak je posloupnost {p,
mod m}32; periodickd a délka periody je rovna p — 1. Je-li m = p?, kde a je li-
bovolné pfirgzené &islo, pak {p, mod m}3, je periodick4 pron 2 p*~! a délka
periody je rovna ¢(p?) = p® — p3~!. Déle pokud m = p; ... pk, kde p1,...,Px
jsou riznd prvodisla, pak posloupnost {p, mod m}32, je periodicka a délka
jeji periody je rovna nejmen$imu spoleénému nasobku ¢isel p; — 1,...,px — 1.
Koneéné v obecném ptipadé plati: Bud m libovolné pfirozené &islo. Pak exis-
tuje index mng, od néhoZ potinaje je posloupnost {p, mod m};2, periodicka.
V [22] autor upozoriwje na viditelny fakt periodi¢nosti posloupnosti poslednich
cifer p,,. Tato skutenost plyne z obecnych Borevi¢ovych vysledki, v Zadné jeho
préaci v8ak nebyla explicitné zdtiraznéna. Délka periody této posloupnosti je 4 a
jeji ¢leny jsou 1,3,9,9. Tuto pé&knou a zajimavou zdkonitost 1ze vidét v tabulce 1.

Po pfehledu informaci o zdkladnich enumera¢nich formulich pfejdeme ke
shrnuti poznatkd o numerickych hodnotédch ¢lend posloupnosti p, a Py,.
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4. NUMERICKE HODNOTY

Jak jiz bylo fedeno, ptivodni podnét pro poéitadni hodnot p, pro mald n po-
chézi od G. Birkhoffa z roku 1948. Nalezeni hodnot p2,ps a ps neni obtizné.
Spoditat tyto hodnoty se dnes &asto pfedklada &tenéfi za cvi€eni. V roce 1966
L. Comtet nalezl v €lanku [11] hodnoty ps a pg. Déle v roce 1967 J. W. Evans, F.
Harary a M. S. * _ nn nalezli v [16] hodnoty p, pron < 7. Spotitat a ovéfit tyto
hodnoty pfedklad4 Birkhoff ve tfetim vydéani své knihy [1]. Vypo&et hodnot p,
provadénych na poéitagich byl zaloZen vétSinou na maticové reprezentaci binar-
nich relaci. V roce 1974 M. Erné publikoval duleZity &lanek [14], kde spotital
hodnoty p, do n £ 9. Dalsi vyznamny pokrok nastal v roce 1977 publikovanim
8lanku [13] S. K. Dase, kde jsou vy¢isleny hodnoty p, aZ do n < 11. Ve své
dobé tvofila tato price Gplny seznam zndmych hodnot p,. V naSem historic-
kém prehledu je nutno zdiraznit prace sovétskych matematikii v obdobi let
1978-1982. V ¢&lancich 3] a [4] z let 1978 a 1979 Z. 1. Borevich, V. I. Rodionov
a jejich spolupracovnici spo€etli hodnoty pg a p1po. V té dobé v3ak byly tyto
hodnoty jiz zndmy. Déle v [31] a [32] pokraZoval Rodionov v préci samostatng.
V roce 1982 spoéital hodnoty p;; a py2. AZ v roce 1991, po dlouhé odmlce,
urdili M. Erné a K. Stege v [15] hodnoty p, az do n £ 14. V soudasné dobé
tvofi p14 nejvétsi zndmy €Elen posloupnosti p,,. Pfehled viech zndmych hodnot
¢lend posloupnosti p, je uveden v tabulce 1.

Tabulka 1. Numerické hodnoty p, pro n < 14.

po= 1 (folklér)

p2 = 3 (folklér)

p3 = 19 (folklér)

Py = . 219 (folkldr)

ps = 4231 (1966) L. Comtet

P = 130023 (1966) L. Comtet

pr = 6129859 (1967) Evans, Harary, Lynn
ps = 431723379 (1967) Evans, Harary, Lynn
po = 44511042511  (1974) M. Erné

P1o = 6611065 248 783 (1977) S. K. Das

P11 = 1396281677 105899 (1977) S. K. Das

P12 = 414864951 055 853 499 (1982) V. I. Rodionov

P13 = 171850 728 381 587 059 351 (1991) M. Erné, K. Stege

p1a = 98484324257128207032183 (1991) M. Ermné, K. Stege

Pocet praci, které se zabyvaji problematikou vypoétu hodnot P,, je mnohem
mensi neZ pocet praci zabyvajicich se vypoétem hodnot p,. Tento fakt je mimo
jiné zptisoben i vét3i obtiZnosti této problematiky. Podle G. Birkhoffa [1] byly
hodnoty P, pro n < 6 nalezeny I. Rosem a R. T. Sasakim. V roce 1981 se N.
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P. Chaudhuri a A. A. J. Mohammed [10] zabyvali nalezenim metody, ktera by
ové&fila spravnost téchto vysledki. V jejich ¢lanku se v8ak objevuje verifikace
pouze pro n = 4. Hodnoty P, pro n < 6 lze také najit v praci [33] R. A.
Rozenfelda z roku 1985. Pro n < 7 byly uéinény pokusy nakreslit viechny has-
seovské diagramy piislu§nych neizomorfnich uspotfddanych mnozin a vytvofit
jejich katalogy. Jak nesnadny je to tikol lze ¢4steéné pochopit napiiklad z prace
[33]. Hodnotu P; objevil v roce 1972 v ramci své disertace J. A. Wright [35].
V roce 1977 S. K. Das nalezl v [13] hodnotu Ps. O sedm let pozdé&ji v roce
1984 R. H. Mohring nalezl hodnotu Py. K dal$imu pokroku dochazi az v roce
1990, kdy J. C. Culberson a G. J. E. Rawlins uréili poéty neizomorfnich uspo-
fadanych mnozin pro n £ 11. V roce 1990 se poéty P, zabyval rovnéz A. M.
Kutin v préci [26]. Kone¢né C. Chaunier a N. Lygeros nalezli v roce 1991 hod-
notu P, a posledni znamy vysledek pochdzi z roku 1992, kdy tito autofi urcili
v (12] hodnotu Py3. Clen Py3 je tedy v soudasnosti poslednim zndmym &lenem
posloupnosti P,. Uvedme nyni pfehlednou tabulku zndmych hodnot P,.

Tabulka 2. Numerické hodnoty P, pron < 13.

P = 1 (folklér)

P, = 2 (folklér)

P = 5 (folklér)

P, = 16 (folklér)

P = 63 (folklér)

P = 318 (1967) I. Rose, R. T. Sasaki

P, = 2045 (1972) J. Wright

P = 16999 (1977) S. K. Das

P, = 183 231 (1984) R. H. Mohring

Py = 2567284 (1990) J. C. Culberson, G. J. E. Rawlins
P = 46 749427 (1990) J. C. Culberson, G. J. E. Rawlins
P, = 1104891746 (1991) C. Chaunier, N. Lygeros

Pz = 33823327452 (1992) C. Chaunier, N. Lygeros

Na z3vér naseho historického informa¢niho pfehledu se zmifime je$té o pro-
blematice souvislych uspofadanych mnozin.

5. SOUVISLE USPORADANE MNOZINY

Bud (A4, p) uspofddand mnozina, r,y € A. Rekneme, Ze prvky z a y jsou
srovnatelné a piseme z —~ y, kdyZ [z, y] € p nebo [y, z] € p. Pro z,y € A kla-
deme z ~ y praveé, kdyz existuje pfirozené &islo k a k prvki zy,...,zr € A tak,
7e t —~ Z1,...,T —~ y. Uspofddand mnozina (A, p) se nazyva souvislé, kdyz
pro libovolné dva prvky z,y € A plati £ ~ y. Symbolem ¢,, oznaéme pocet
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viech souvislych indexovanych uspofddanych mnoZin na n-prvkové mnoZiné A.
Z¥ejmé& izomorfismus rozklad4 mnoZinu véech n-prvkovych souvislych uspofada-
nych mnoZin do bloki, které nazyviame neindexované souvislé uspofddané mno-
Ziny nebo téZ neizomorfni souvislé uspofddané mnoziny. Jejich poéet oznaéme
Chr. Pro lep3i pfedstavu a snadné&jsi orientaci v nisledujicim textu uvedme pie-
hled vSech 4-prvkovych souvislych neizomorfnich uspofddanych mnozin. Neni
obtiZné ovéfit, Ze C4 = 10. Na nasledujicim obrazku 3 jsou nakresleny jejich
pfisluéné hasseovské diagramy.

o

g g w—

LY O wa v

Obr. 3

I )

Prvni zminka o poétech souvislych uspofddanych mnoZin pochéazi pravdépo-
dobné od R. A. Rankina [30]. V [30] jsou uvedeny hodnoty ¢, pron < 4. Teprve
o 11 let pozd&ji v roce 1974 M. Erné [14] nalezl hodnoty ¢, pron < 9. V roce
1991 spolu s K. Stegem [15] uréili tyto hodnoty pro n £ 14. O hodnotéch Cy,
viak neexistuji témé&r Zadné reference. Poznamenejme, Ze G. Birkhoff se v [1]
o pottech c, a Cy, nezmifiuje. V roce 1985 R. A. Rozenfeld uvédi v [33] hodnoty
C, pro n £ 6. Autorovy préice [20] a [21] prokézaly, Ze problematika uréovéni
¢lent posloupnosti P, v z4vislosti na &lenech posloupnosti C,, souvisi s teorii
rozkladii pfirozenych &isel na s¢itance. Podrobnéjsi informace o teorii rozkladi
1ze ziskat napf. v monografii [28]. Necht p(n) zna&i podet vech rozkladi &isla
n. V [20] autor uvadi elementdrni kombinatoricky diikaz zapomenuté formule

n-—1

(16) p(n) = = 3 aln ~ Kp(k).

k=0

Koeficienty o(n), které ve formuli (16) vystupuji, jsou soudty viech pfirozenych
délitel ¢isla n. Vztahy pro vypolet koeficientdi o(n) lze nalézt v &léncich [17]
a [18], Déle je v [21] na z4klad& diikazovych metod pouZitych p¥i odvozeni (16)
dokazana formule

n—1
17) P, = 1 Za(n — k)P, kde a(m)= Z kCy.
n k=0 k|lm

Strukturalni podobnost formuli (16) a (17) je na prvni pohled zfejm4. Na z4-
kladé zndmych vysledkid o P, a formule (17) autor rovn&% nalezl hodnoty C,
pro n < 13. Viz tabulka 3.
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Tabulka 3. Numerické hodnoty ¢, a Ch,.

aq = -1 C, =

Cy = 2 02 =

c3 = 12 C; =

¢y = 146 Cy = 10
cs = 3060 Cs = 44
c6 = 101 642 Ce = 238
cr = 5106612 Cr = 1650
cg = 377 403 266 Cs = 14512
cyg = 40299 722 580 Cy = 163 341
Ci0 = 6138497261 882 Cio = 2360719
c1 = 1320327172853172 Cn = 43944974
ci2 = 397 571 105 288 091 506 Ci2 = 1055019099
€13 = 166 330 355 795 371 103 700 Cis = 32664484238
c1a = 96036130723 851671469482

V préci [21] lze nalézt také nésledujici formuli

(18) P,=-— ’an_kPk kde Qn=) (=1)k1t-+kn (ill) (f:)

k=0 S

V posledné uvedeném vztahu se s¢ita pfes mnoZinu S viech feSeni [ki, ..., kn] €
{0,1,...,n}" linearni diofantické rovnice 1k; + 2k; + - - - + nk, = n. Zakladni
dikazové prostfedky potfebné k ditkazu (18) lezi v teorii formalnich mocnin-
nych fad. Viz napf. [27]. Lze fici, Ze problematika souvislych uspofddanych
mnozin neni prozatim systematicky zpracovana, a lze proto oéekavat, Ze této
oblasti bude v budoucnu vénovéna vé&tsi pozornost.

Zavérem ¢lanku poznamenejme, Ze existuje celd fada dalSich specidlnich
problémi kombinatorické teorie uspofadani. Pfikladem téchto problémi jsou
napf. alohy tykajici se po¢tu uspofddani nékterych specialnich typt, jako nap¥.
svazii, polousporadani, slabych uspofadani a intervalovych uspofddani. N&které
z téchto problémi jsou jiz v soufasnosti definitivné vyfeSeny, jiné zistanou
pravdépodobné, vzhledem ke své sloZitosti, dlouho nevyfeSeny. Protoze teo-
rie uspofddéani zasahuje ve své obecnosti do fady aplikovanych disciplin, jako
napf. do sociologie, archeologie, ekonomie, teorie preferenci, computer science
a optimalizace, 1ze ofekdvat, Ze zdjem o teorii uspofddini nadéle poroste.
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