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CISELNE RADY U BERNOULLIU
PAVEL TROJOVSKY

I. Zivotopisné tidaje o rodin& Bernoullit

Rodina Bernoullii od 15. stol. Zila v oblasti dnesni Belgie (zpo&atku v pro-
vincii Flandry a poté v provincii Antverpy), odkud uprchla pfed nidboZenskym
utiskem na Gzemi dnesni SRN do Frankfurtu nad Mohanem. Tam se také v roce
1598 narodil budouci kupec JACOB BERNOULLI (1598 — 1634), ktery se v roce
1622 presté€hoval do Basileje. Jeho syn, kupec MIKULAS (1623 — 1708), mél
11 déti, z nichZ se stali vyznamnymi matematiky JAcOB I. (1654 — 1705) a
JOHANN I. (1667 — 1748). Z dal3ich Bernoulliti jsou pro nés nejdilezit&jsi pre-
devsim DANIEL I. (1700 - 1782) a MIKULAS 1. (1687 — 1759). Je pozoruhodné
a v matematice ojedinélé, Ze se ¢lenové rodiny Bernoulliti st¥idali ve vedeni
katedry matematiky na univerzité v Basileji bez pferudeni celych 100 let a pro-
fesory zde byli plnych 250 let. Pro vét3i piehlednost si uvedme i rodokmen
Bernoullily; ti o nichZ budeme déle hovofit maji pfed jménem znak e.

Jacob Bernoulli
(1598 — 1634)

Mikul4s
(1623 — 1708)
|

| ! I
e Jacob I. Mikul43 e Johann I.
(1654 — 1705) (1662 — 1716) (1667 — 1748)

|
I ! |
e Mikuls31. Mikuls$II. e Daniel . Johann II.
(1687 - 1759) (1695 — 1726) (1700 — 1782) (1710 - 1790)

I |
- Jacob IL Johann III.
(1759-1789) (1744-1807)

Jacob I. Bernoulli se mél podle pfani otce stat protestantskym knézem,
proto vystudoval filozofii na Basilejské univerzit&. V roce 1671 viak zacal sa-
mostatné studovat matematiku a postupné& se rozhodl, Ze se ji bude plné& véno-
vat. Velky vliv na jeho matematickou tvorbu mél ¢lanek WILHELMA LEIBNIZE
(1646 - 1716) Nova methodus pro mazimis et minimus z roku 1684. Spole¢nd
s Johannem I. tento ¢lanek dikladné prostudovali a zadali uZivat , po&et neko-
netné malych“ na feSeni riznych dloh, napf. ,4lohy o isochron&“ nebo ,Glohy
o brachystochroné&*, které byla jednim z rozhodujicich podn&tti pro vznik vari-
a¢niho poétu. Jacob se zabyval i diferencislnimi rovnicemi a pokusil se sepsat
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i prvni udebnici pravdépodobnosti Ars conjectandi. Od roku 1687 aZ do smrti
byl profesorem matematiky na Basilejské univerzité. Roku 1692 t&%ce onemoc-
nél; podle popisu nemoci $lo pravdépodobné o tuberkulézu. Pfesto se nadéle
az do smrti plné vénoval matematice.

Johann I. Bernoulli se stal na radu bratra Jacoba I. 1ékafem a matemati-
kem, pfestoZe si otec pfal, aby byl kupcem jako on. Byl velice nadany, béhem let
1685 — 1687 prostudoval pod vedenim Jacoba I. veSkerou tehdejsi dileZitou ma-
tematickou literaturu. V roce 1691 odjel do PafiZe, kde se seznamil s markyzem
DE L‘HOSPITALEM (1661 — 1704). Lehce Fe&il ulohy, které pokladal 1‘Hospital®
za velice obtiZné ¢i dokonce nefeSitelné. L‘Hospital ho tedy pozadal, aby se
stal jeho ufitelem. V roce 1696 1‘Hospital vydal na zdkladé poznatkh z dis-
kusi s Johannem uéebnici Analyse des infiniments petits. Brzy poté vydal dvé
ucebnice i Johann Bernoulli (Lectiones mathematicae de methodo integralium
aliisque conscriptae in usum ill. Marchionis Hospitalli a Predndsky o vyjpocétech
diferencidhi). Roku 1694 ziskal titul doktor mediciny na zéklad& disertace O
pohybu svali, kterd byla spi$e matematicka, nebot pohyby svall jsou feSeny na
zékladé ,analyzy nekonecné malych veli¢in“. ProtoZe byla katedra matematiky
na Basilejské univerzité obsazena Jacobem 1., odeSel v roce 1695 na univerzitu
do Groningenu. Po smrti Jacoba I. zaujal jeho misto na katedfe matematiky
v Basileji a pusobil zde celych 42 let. Jeho Zadkem byl napf. LEONHARD EULER
(1707 - 1783). Zivotopisci o Johannovi shodn& uvadéji, Ze mél $patny charakter.
Byl samoliby, nedivéfivy a zavistivy, coz se projevovalo ve sporech s riznymi
matematiky. Od roku 1694 a7 do smrti Jacoba I. trval spor mezi bratry, ne-
bot Johann si stéZoval, Ze jeho matematické zasluhy na spoleénych vysledcich
jsou prehliZzeny. V roce 1698 si Johann stéZoval v dopisech Leibnizovi, Ze ves-
keré matematické vysledky obsaZené v 1‘Hospitalové praci Analysa ..., jsou ve
skute¢nosti jeho dilem.?

Vedl také velky spor o prvenstvi v Cisté matematizaci hydrodynamiky se
svym synem Danielem I. Velky vyznam Johanna spociva v tom, Ze podal prvni
systematicky vyklad diferencidlniho a integralniho podtu. Nalezl také nové me-
tody feSeni obyCejnych diferencidlnich rovnic a jako prvni formuloval i Fesil
alohu o geodetickych krivkach. Jeho podstatné vysledky z oblasti ¢iselnych fad
jsou velmi izce propojeny s vysledky jeho bratra Jacoba I.

Mikulas I. Bernoulli. Syn MikulaSe, bratra Jacoba I. a Johanna I. Stal
se pravnikem a matematikem. Od roku 1716 byl profesorem matematiky na
univerzité v Padové; od roku 1722 pak pisobil v Basileji nejprve na katedfe
logiky a pozdé&ji na katedie prav. Zabyval se kromé jiného pravdépodobnosti
(je napf. autorem slavné ,petrohradské Glohy* - viz [4], str. 43), diferencidlnimi
rovnicemi a ¢éiselnymi fadami. Pfedevim jeho zasluhou vysla v roce 1713 prace
Jacoba 1. Ars conjectandi.

Daniel I. Bernoulli byl synem Johanna I. Vystudoval medicinu, ale véno-
val se i matematice, pfestoZe si to jeho otec nepfal. V letech 1725 — 1733 pisobil
v Petrohradské akademii véd, na katedfe fyziologie. Od roku 1733 aZ do smrti
pak vedl katedru botaniky a anatomie v Basileji. V oblasti matematické se

1PovaZovany jiZ v té dob& ve Francii za velkého matematika.
28 touto stiZnosti vystoupil v8ak na vefejnost a¥ po smrti I‘Hospitala.
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vénoval napf. matematizaci hydrodynamiky, diferencidlnim a diferenénim rov-
nicim, pravdépodobnosti, ale i problematice ¢iselnych fad.

II. Price, zabyvajici se &iselnymi fadami

Jacob I. Bernoulli v letech 1689 aZ 1704 napsal pét praci o fadach, které
vySly pod nazvem Aritmetické véty o nekoneényjch vaddch a jejich konecnych
souctech (viz [1]).

V avodu této knihy vyslovuje nésledujici tfi axiomy, které jsou zdkladem
manipulace Jacoba i Johanna I. s fadami:

1. axiom: KaZdou veli¢inu lze rozdélit na &asti, které jsou mens$i nez ona

sama.

2. axiom: Ke kazdé kone¢né veli¢iné 1ze zvolit veli¢inu vétsi.

3. axiom: Odebereme-li od zadané veli¢iny to co zbude, kdyZ odebereme od

zadané veliéiny jistou jeji ¢4st, pak ndm zlstane privé jen tato jeji €ast.

Slovni formulaci 3. axiomu muZeme pfepsat do této symbolické formy

A-(A-B)=(A-A)+B=8B.

V prvnim dile této préce nalezl soulty fad Y oo n2", 3°° n?2°" a
Yoo n®27™ (viz XIV. v&ta). UkaZme si, jak napiiklad uréil soudet Ffady

Yoo, n27™ Oznagil

n 1 2 3 4
A: _—= - e —_— —_
n;zn Tt tat
1 1 1 1
a uzival fad —_———t —_—tee =

1val Ta B st@Eta tout 1,
c= 1,1,1.._1
227903 " 24 2

1 1 1
D = 2—3+2—4+"'—2,

Po vertikalnim seéteni ¢lend téchto fad obdrzel A=B+C + D + ---, tedy

2 3 4 1 1
+'2—2+2—3+§Z+"'—1+§+2+---—2.

1

2

Ukazme si dnes pouZivany zpiisob uréeni souétu fady Y o>, n2~": Budeme

uvaZzovat dokonce obecn&jii tvar Y .2 | an bn, kde ap = ap +nd a b, = boq",

lg] < 1. UkaZme nejprve, Ze je tato Fada absolutné konvergentni. PouZijeme
limitni d’Alembertovo kritérium:

lim (ao + (Tl + l)d)boq"'H
n—oo (ap + nd)bog™

ao+ (n+1)d
ap +nd

'=Iq|<1
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Uréime nyni jeji soudet:

s = aobo+(ao + d)boq+(ao + 2d)boq2+(ao + 3d)boq3+ ee
sq = aoboq +(ap + d)boq*+(ao + 2d)bog®+ - -+ ,

a po vertikdlnim odeéteni dostdvame

s(1—q) = aobo+ dbog + dbog® + dbog® +--- .
Tedy
_ 1 2, .3 _agbo dbog
s= 1_q[aobo+db0q(1+q+q +@+-)) = e T g

Proao =0, bp =d =1 a g =1/2, pak ziskidvame také } >° n2™" =

V XV. vété pak na zdkladé 3. axiomu Jacob pocita soudet fady takto:

_e,e.,a a a
¢ 2 3¢ 4c 5¢ ’

=£ i i+i +£ +...—_—N_2
2¢c 3¢ 4c 5¢ 6¢c c’

Po vertikdlnim odeéteni €lend fady P od fady N ziskal

Q —i i+i+i+i+ — E
"2 6c 12¢c 20c  30c T’
tedy
R=%4;8,8,06. 08 _2
T ¢ 3¢ 6¢c 10c 15¢ T e

Jacob tento vysledek &asto pouZiva, napf. pro soudet fady Y .-, (n(n+1))~!,
ktery je ziskdn z fady @ volboua = ¢ = 1, tedy Y oo, (n(n+1))~! = 1. Jacob si
byl pravdépodobné védom ,,08idnosti“ svych manipulaci. Podobnou manipulaci
totiz odvodil

g+§+é+§+§+...—A
12 3 4°5 o
3 4 5 6 7
§+§+2+g+6+"'—A—2.

Po vertikalnim odeéteni téchto fad tedy ziskava nespravny vysledek

i;—L+L+L+L+L+...—2
nfn+1) 1.2 2.3 3.4 4.5 5.6 oo

n=1
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V&iml si v3ak i toho, Ze v prvnim pfipadé pro uZivanou fadu platia, =n-! = 0
a ve druhém a, = (n + 1)n~! — 1 # 0. Uv&domil si dokonce, Ze pro moznost
uzivani fady pro tuto manipulaci je pravé podminka a, — 0 velmi podstatni,
jak uvidime dale.

Podivejme se tedy nyni podrobné&ji, pro které fady jsou manipulace Bernoul-
litt pfipustné. Uvazujme obecnou fadu tohoto tvaru:

a, + a + a3 + a4 +---=A,
a; + a3 + ay + as +---=A-a.

Po vertikalnim odeéteni téchto fad ziskdvame:

(a1 — a2)+(az2 — a3z)+(as — as)+(as —as)+--- =ay ,
t.

[o o]
Z(an —Qpt+1) =071 .

n=1

Toto je v8ak dobfe zndm4 teleskopickd fada, o niZ vime, Ze pro jeji soudet plati:

[o ]

E (an — @ny1) = a1 —a, kde a = lim a, .
1 n—o00

n=

Tedy bernoulliovské manipulace vedou ke spravnému vysledku pouze pfi uZi-
véani fady Y .2 | an, pro jejiz n-ty &len plati limp_,o0 an = 0.

V XVI. vété Jacob dokazuje, Ze harmonick4 Fada

(1) 1+1+1+1+1+
1 2 3 4 5
ma nekoneény soucet. Jacob zde konstatuje, Ze jako prvni to dok4zal jeho bratr
Johann 1., ale podava i rizné dalsi dikazy.
Johann I. podal nepfimy ditkaz; vertikdlnim seétenim fad

-1+1+i+1+1+ 1
12 " 23 "34 45 56 -
LIS S S AT T g
23 34 45 56 - 27 27
1,1, 1 _1_1_1
34 45 5.6 2 6 3’
1,1, 111
45 5.6 ~3 127 4°
ziskal
l+l+l+1+l+ —1+l 1+1+
2 T3t 31tT5 s =ltatsty '
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Pfi oznadeni A = % + % + % + .-+ pak Johann I. fikd, Ze by muselo platit
A = A+1, coZ neni pro konetné A mozné, a tedy fada (1) musi mit nekoneény
soucet (diverguje).

Velikost zaujeti Jacoba pro manipulace s fadami je zfejma i z toho, Ze se
nespokojil s ditkkazem Johanna I., Za fada (1) je divergentni, nybrZz podava i
dalsi dva vlastni dikazy:

V prvnim dikazu divergence fady (1), viz XXIV. véta, uvaZuje fady

1 1 1 1
A—i+§+z+§ +-- 2,
11 1 1 1 2
B=s+s*tntat =233
1 1 1 1 1 2
C=s*utmtn T 575
1 1 1 1 1 2
D=tutmtee v =27 7
Odtud
2 2 2 2 1 1 1 1
=2 i s = S D4
A+B+C+D+ Tt3+te+o+ (1+3+5+7+ )
nebo-li
ro1 11 111 11
1 3 5 7 T2\1 2 3 4 )
Tedy
l+l+1+1+ —1+1+1+1+
2 4 6 8 1 3 5 7 )
Zaroven plati, ze
11 1.1 1.1
172 374 576
tudiz
l+l+'_1.+l+...<l+l+l+l+...
2 4 6 8 1357 :

Toto Jacob komentoval nasledovné: tyto dva vysledky mohou byt splnény za-
rovel, jen kdyZ obé fady maji nekoneény soucet a tedy mé nekoneény soudet i

celd harmonicka fada.“
Posledni &ast Jacobova diikazu v8ak vyZaduje drobné upfesnéni: pro kazdé
n € N skuteéné plati

1
2n -1
Na zékladé poslednich dvou vztahi v3ak jisté plati:

l>l a .1_+1+l+...>1
17 2 3 5 7 =4

1 . 1 . 1
> g dle lim oo = lim o= =0.

oot

(=T
Qo | =
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Odtud ov3em skuteéné

1737577 27176 8 '

Druhy Jacobtiv diikaz divergence fady (1) nalézame v XVI. vét&. Uvazoval
soudet n? — n &lend, nasledujicich za 1/n:

LI S
n+l n+2 n?’

k ¢emuz dodévi, Ze kazdy séitanec tohoto souétu je vétsi nebo roven ¢lenu
1/n?, tedy
1 1
n+1 + n+2

1 1
++;’l—2 > (nz—n)m .
Po dpravé dostaneme

LIRS S
n+l1 n+2 n2 n’

Pfi¢teme-li k této nerovnosti 1/n, pak ziskdme

LRI S R
n n+l1 n? )

Ziskany vztah komentuje takto: ,MtiZeme tedy seskupit €leny fady do skupin
tak, Ze kazda skupina mé soudet v&tsi nez 1. ProtoZe v8ak takto vytvofenych
skupin je nekoneéné mnoho, je i soudet vzdy vétsi nez libovolné éislo, a tedy je
nekoneény!“

Jacob zde v podstaté dokdzal divergenci tak, Ze prokazal neplatnost dne3ni
Bolzanovy—Cauchyovy podminky konvergence éiselné fady pro fadu harmonic-
kou.

Pii studiu harmonické fady si v8iml i nésledujicich dvou poznatki.
Nejen Fada (1), ale i kaZd4 dal$i harmonick4 fada, napf. fada

LR SIS S S
1000 © 2000 ' 3000 ' 4000 = 5000 ’

kterd ma jednotlivé ¢leny tisickrat mensi, bude mit nekoneény souéet, nebot
tisicina nekoneéna je také nekone¢no. Cini z toho zavér, Ze lim, 00 an = 0 je
pouze nutnou podminkou konvergence.

Diusledkem divergence harmonické fady (1) je téZ nekoneénost ,,plochy pod
hyperbolou y = 1/z“:
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Na zakladé této Jacobovy tvahy lze Fici, Ze se jiz v jeho dile objevuji zarodky
dnesniho integrdlniho kritéria.

Ve XXIV. vété odvodil vzorec

2 m—1):
( ) Z (2n - l)m Z (2 )m (2 1) 1
takto
_ 1 1 1 1 1 1
z —l—n_{+2m+3m+:17n—+5—m+€1;+
_ 1 1 1
] =1m +3—m +‘5—; +--- .

Po vertikalnim odeéteni ziskal

_ 1 1 1
TTVE m Tt +6—m+"' )
1 1 1 1 1 1
(z—y)2™ =tmtgmtgmtmtgmtgnt

Tedy po tpravé

y:(az—y):(z—i) 21:(1—%):%:(2'"—1):1.

Jacobova tivaha je samoziejmé spravnd jen v piipadg, Ze fada ) .o, n™™ je
konvergentni, tedy pro m > 1. UZival v8ak vzorec (2) ipro0 < m < 1 a
dosel tak k paradoxtm. Napf. ho uzil pro m = 1, tedy pro fadu ;> ,1/v/n a
dochézi k zavéru, Ze souéet lichych €lent ku souétu ¢élend sudych je v poméru
(v/2 = 1) : 1. Toto vSak povaZuje sdm za podivné, protoze dod4va, ze fada

1 1 1 1 1

it R BT AT
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musi mit nekoneény soudet (diverguje), nebot jeji &leny jsou v&t3i nez &leny
harmonické fady (1) (pro n > 1 je 1/4/n > 1/n). Jacob zde tedy pouZiva jako
jeden z prvnich tzv. srovndvaci kritérium pro fady.

Ve tfetim dile (z roku 1696) odvodil rozvoj vyrazu l/(m — n) v fadu na
zdkladé opakovaného déleni

l l In In? Ind
3 m-n - m Tmtmt
Dosazenim —n za n obdrZel

l l In In? Ind
(4)

m+n m mE md mt
Volbou n = m pak ziskal
l l l l l

(5) S L AL

coz povaZoval za paradox. Je ziejmé, Ze zde obdrZzeny paradox vzniki proto, Ze
vztahy (3) a (4) plati jen pro n < m a Jacob do vztahu (4) dosadil n = m.
Dosazenim | = m =1 do (5) bychom dospéli k fad&

%:1—1+1—1+1—1+1—1+~-,

ke které dospél téz GUIDO GRANDI (1671 — 1742) (viz [3], str. 445) v roce 1703.
Tato fada méla velky vliv na formovani pojmi konvergence a divergence Fady.

Ve XXI. vété Jacob odvodil vzorec

00 2 )
Yerm= o
2 n+1)! nl
Postup odvozeni je zaloZen na manipulaci s fadou A:
A= 4 L L 1 +-
T 1-2 1-2-3 1-2-3-4 ’
1 1 1 1
B=1m*t1o3t T2 34123257 =471
Vertikalnim ode¢tenim A — B ziskal
1 2 3 4
C=13*1a3t133at123a5" =!
Tuto fadu déile pouZival nasledovné:
1 2 3 4
C=13tie3tT23 4 123457 =1
2 3 4 1 1
D= [ - -
1237234712345 =¢° 13 12’
3 4 2 1
E= =D — —
| 123412345 D- 133 =133
4 3 1
F= Tz3as5 ' =F =

4.5 T 1-2-3-4 1-2.3.4°
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Vertikalnim seétenim jiZz dostal hledany vzorec:

1.2'1.2.3'1-.2.3.41-.2.3.45 1'1.2'1.2.3'1-2-3-4

V XVII. vété Jacob v podstate dokézal, Ze fada Y .., n~ 2 je konvergentni.
Dokézal zde, ze fada ) oo ,(n? — 1)~! je konvergentni. Jeji sou€et odvodil po-
moci manipulaci s harmonickou fadou A

A=ty
12345
Vytvoril fadu Bz A
11 1 1 1 1 1
B=gtyts+tgtzt=4-1-3-
Vertikalnim odeétenim A — B
C—2+2+2+2+2+ _1+1_3
38 15 24 35 1272
Po déleni ¢islem 2 ziskdme
i—l —l+1+l+—1—+—1—+ =3
n2—-1 3 8 15 35 4'

n=2

K dikazu konvergence fady Y oo, n~2 by tedy statilo, aby nyni pouZil srov-
ndvaci kritérium, nebot pro n > 1 plati 1/n? < 1/(n? — 1). Pro souéet fady
Yoo . n~2 odtud ziskdme dokonce tento odhad:

[o <]
1
LS

.m«:

Mikulas I. Bernoulli. Ciselnymi fadami se zabyvala jeho diserta¢ni prace
O nekonecényjch faddch a jejich pouZiti pro vijpocet velikosti ploch a délek kitvek
(viz [4], str. 42). Mikula3 ostfe vystupoval v dopisech Eulerovi proti jeho pou-
zivani divergentnich (rozbihavych) fad pf¥i odvozovani riznych vztahti. Odmita
definici souétu Fady, kterou Euler podal v dile Institutiones (viz [3], 463). Euler
zde fika: ,,Problém je v samotném nazvu souéet. Obvykle rozumime souétem
fady vysledek, ktery vznikne se¢tenim vSech jejich ¢lenti. Pak maji soucet jen ty
nekonelné fady, které se jevi sbihavymi (konvergentnimi) a davaji vysledek tim
bliz#{ jisté hodnoté, &im vétsi podet éleni vezmeme. Rozbihavé (divergentni)
fady, tedy Fady, jejichZ €leny se nezmensuji, nemohou mit obecné odpovidajici
soulet pfi tomto pojeti souctu. Jestlize vSak pripiSeme sloviim soucet rady jiny
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vyznam ne% je b&Zny, pak i rozbihavad fada miZe mit soudet. MiZeme soucet
fady definovat takto: Sou¢tem libovolné nekoneéné Fady je kone€ny vyraz, jehoz
rozloZenim ziskdme tuto nekone¢nou fadu.“

Mikuld3 namital, e Eulerova definice souétu ¥ady je nepiipustna, nebot se
miZe stit, Ze jedna Fada vznikne rozvojem dvou riznych koneénych vyrazi.
Z4dny konkrétni piiklad v8ak nepodal, ale napf. v dopise Eulerovi z roku 1743
psal, Ze pfi dosazeni z = 2 do fady

1 2, .3, 4
—=14+z+z°+z°+2°+---,
l-z
ziskdme —1=1+2+4+8+16+---.
Dosadime-li podobné £ = 1 do fady

1 1+z+222 +32% + 5z + .-,
l1—z—x2
obdrzime -1 =1+1+2+3+ 5+ ---. Skutetnost, Ze dvé& odlisné fady maji
soudet —1 povaZoval za nefeSitelny problém.
A% o vice nez 40 let pozdéji FRANGOIS CALLET (1744 — 1799) (viz [3], str.
463) vytvofil protipfiklad k Eulerové definici souétu ve tvaru

l+z+---+z™! 1—g™
= =1-z™+g" —g"™ g2 ...
l+z+--+z1  1-2n0 + + ’

tedy pro z = 1 ziskdme
B o 1—141-141—1+---,
n

kde m, n jsou zcela libovolnd pfirozena &isla (m < n).

Daniel I. Bernoulli. V mladi byl Daniel, spolu s Mikuld$em I., PIEREM DE
VARIGNONEM (1654 - 1722), JEANEM D* ALEMBERTEM (1717 — 1783) a dal3imi,
odptlircem uzivani divergentnich fad ve vypoétech, ale pod vlivem Eulera svij
nézor pozdé&ji zménil.

V roce 1772 Daniel vydal praci O séitdni paradozné sprdévngjch tad, jejich
vysvétleni a pouZivdni (viz [4], str. 135), kde se zabyval pouZitim rozbihavych
(divergentnich) fad. Naptiklad zde uvazuje o fad&

1 =l-z+z2-2%34-...

1+¢z
Ukazuje, zZe integrovanim fady €len po &€lenu a naslednym dosazenim z = 1
ziskdme sprévny vysledek In2 =1-1/2+1/3-1/4+---. K &muZ dodavi, Ze
pravdivy vysledek nemiZzeme pfece ziskat z nepravdivého pifedpokladu. Vraci
se opét k fad& Y o2 ((—1)", jejiZ sudé E4steéné soulty jsou O a liché jsou —1.
Souhlasi s tim, Ze jeji soudet je %, ale nesouhlasi s Lejbnizovym ,,pravdépodob-
nostnim“ vypodtem. Zavadi novy zplsob séitani fad Y o, ux s periodicky se



124 PAVEL TROJOVSKY

stfidajicimi znaménky, kde pfi daném p a libovolném n bude platit un+p = Up
aup +uy + -+ + up—y = 0. Definuje soucet s téchto fad takto:

. So+S1+--+Snp1
s = lim )
n—oo0 n

kde So = ug, S1 = up +uy, -+, Sp—1 = Uy + Uz + -+ + up_1. Pro fadu
1-1+1—1+--- mu pak vychzi pravé ;.

Je tedy zfejmé, Ze se timto Daniel fadi (spoleéné s Eulerem) mezi pfedchiidce
teorie, zabyvajici se séitdnim divergentnich fad, kter4 se rozvinula v 19. stoleti
a je uZiteéna pro aproximace n&kterych funkei & s¢itani Fourierovych fad, ale
nasla dokonce vyuZiti i v astronomii. GEORG FROBENIUS (1849 — 1917) definuje
odlidny zptlsob séitani fad ve smyslu, jak ho zavadél jiz Daniel:

[o <]
. So+Si++8a
(F) 2 on = Jim ==y

O zobecnéni a dali uZiti této mySlenky se pak zaslouZili postupné matematici
OTTO HOLDER (1859 - 1937) a ERNESTO CESARE (1859 — 1906) (napf. viz
[6], 179), ktery zavedl s¢itaci metodu (pokud existuje limita vpravo) takto:

00 (k)

. n
(C,k) E Qn =n1520m )
n=1 k

kde k € N, t8) = So+ 81 + -+ + Sp a t9) = {71 446D g D),
Skute¢nost, Ze tento zptisob soudtu vznikl zobecnénim pfedchozich, je nejlépe
patrnd jiz z toho, Ze pro k = 1 obdrZime dfive uvedenou metodu Frobenia.
Na vSechny nové definované souéty fad se klade podminka, aby byly regu-
ldrni, tedy musi pfifazovat konvergentnim fadam jejich (oby&ejny) soudet.
Daniel jako prvni ve svych tivahdch dochazi i k €islu e. 30. 1. 1729 pise
v dopise CHRISTIANU GOLDBACHOVI (1690 — 1764) o &islu, pfi kterém funkce
z1/% nabyva maxima (jde tedy pravé o &islo e). Zapsal toto &islo ve tvaru

(A}l)A pfi A = 0o a nésledné& vyjdfil pomoci fady

14—+
1-2 1.

1 + 1 +...
3712347
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