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[1I.cast

Uloha o rozdéleni sazky v Pascalové

Pojednant o aritmetickem
trojuhelntku

1 Uvod ke IIL.¢asti

Mluvi-li se o Pascalové Pojedndni o aritmetickém trojihelniku (Traité du tri-
angle arithmétique), je vhodné na zacatku upfesnit, o ¢em vlastné bude fec,
protoze uvedeny ndzev mize byt chapan (pfinejmensim) ve dvojim smyslu.

Aritmeticky trojuhelnik (v dneSni terminologii: Pascaliv trojahelnik) je
problematika s dlouhou prehistorii (viz napf. (2], str. 42 a nasl.) a Pascal ur¢ité
nebyl jeho objevitelem, neni ale jasné, které prace jinych matematikt o aritme-
tickém trojuhelniku znal. Je jisté, Ze se touto problematikou zabyval v r. 1654,
tj. v dobé, kdy si dopisoval s Fermatem o uloze o rozdéleni sazky. Fermat v do-
pisu Pascalovi z 29. srpna 1654 totiz piSe ([5], str. 417) %

Nase vymeéna ndzori stdile pokracuje a stejné jako vy se obdivuji tomu, Ze
se nase myslenky shoduji tak presné, jako by Sly stejnou cestou a dosly stejného
cile. Vase posledni pojedndni (v origindlu plural!) o aritmetickém trojihelniku
a jeho pouZiti jsou toho autentickym dikazem; a jestlize mé mij vypocet ne-
klame, vas dvandcty disledek Sel postou z Patize do Toulouse, zatimco mée tur-
zeni o figuralnich c¢islech, které je ve skutecnosti totéz, slo z Toulouse do Patize

Je tedy zfejmé, 7e néjaka varianta Pascalova Pojednani existovala uz v 1été
1654, Pascal ji ale neuvetejnil. Po jeho smrti (1662) vyslo r. 1665 v Pafizi
vydani jeho spisi, obsahujici Pojednani o aritmetickém trojihelniku s nékolika
dalsimi malymi pojedndnimi o téze ldtce 3, které vydavatel uvedl nésledujicim
Upozornénim:

Tato pojedndni dosud nebyla vyddna, trebazZe byla napsina uZ pred delsi
dobou. Byla nalezena vytisténa mezi listinami pana Pascala, coz svédéi o tom,

IProtoze existuje nékolik edici Pascalovych spist, které se od sebe ponékud lisi, povazu-
jeme za nutné hned na zagatku znovu pfipomenout, Ze v celé nasi praci vychézime z vydani [5].

2Nos coups fourrez continuent toujours et je suis aussi bien que vous dans [’admiration
de quoy nos pensées s’ajustent si exactement qu’il semble qu’elles ayent pris une mesme
route et fait un mesme chemin. Vos derniers Traitez du Triangle arithmetique et de son
application en sont une preuve authentique: et si mon calcul ne me trompe, votre douz
consequence couroit la poste de Paris a Toloze, pendant que ma proposition des nombres
figurez, qui en effet est la mesme, alloit de Toloze a Paris.

3 Traité du triangle arithmétique avec quelques autres petits traitez sur la mesme matiere
par Monsieur Pascal. A Paris, chez Guillaume Desprez, rue Saint-Jacques, a Saint-Prosper,
MDCLXV.
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Ze je zamyslel publikovat. Kdyz ale krdtce poté opustil zcela tento druh studii,
nedbal na vyddni téch dél, kterd posoudil jako vhodnd ke zverejnéni po své smrti,
aby si ponechal moznost, Ze se k nim bude moci vratit. To je jediny divod, pro¢
Jjsou v této publikaci; nebot tiebaze tato pojedndni byla obdivovdina vsemi, kteri
je cetli, nebyla nicméné povaiovina za zpisobild ke zvyseni vdinosti, kterou
pan Pascal ziskal mezi vSemi ucenymi muZi svymi znamenitéjsimi dily, kterd
jsme od néj vidéli. A prosime dtendie, aby se na né také dival jako na wvéc,
na kterou (pan Pascal) sim nedbal a které si hledél jen lehce, spise k zotaveni
ducha neZ k jeho zaméstndni, zdleZitost nehodnou vdiné a silné pozornosti,
kterou byl zvykly vénovat dilezitéjsim vécem, o kteryjch casto Tikal, Ze pouze
ony si zaslouzi zaméstndvat ducha lidi rozumnyjch a kiestanskyjch *.

Jedna se tedy o soubor pojedndani, ktera nebyla napsana jako souvisly celek;
nékterd jsou napsana francouzsky, néktera latinsky, obsahové se ¢asteéné pire-
kryvaji a na nékterych mistech neni ani zcela jasné, zda se jedna o dvé rizna
pojednani nebo o dvé ¢asti téhoz pojednéani. Protoze ani p¥istup francouzskych
editort Pascalovych spist k této otdzce neni stejny, uvedeme zde piehled néa-
zvl a rozsahu viech pojednani celého souboru podle vydani [5] a tento prehled
doplnime malymi komentari:

I Traité du triangle arithmétique ... ... ... ..o .. 20 str.
II. Divers usages du triangle arithmétique dont le generateur est ['unité.

1.1 Usage du triangle arithmétique pour les ordres numeriques ........ 3 str.
1.2 Usage du triangle arithmétique pour les combinaisons ............. 8 str.
11.3 Usage du triangle arithmétique pour determiner les partys qu’on doit faire
entre deux joteurs qui jotent en plusieurs parties .................... 20 str.
11.} Usages du triangle arithmétique pour trouver les puissances des binomes
€l dES APOLOTIIES ...\ttt et e e e e e 4 str.

KOMENTAR: Cel4 tato ¢ast ma ve vydani [5] stejné strankové zahlavi Traité
du triangle arithmétique, vydavatel ji tedy povazuje za jeden celek; ¢ast IT ma
ale samostatnou titulni stranku, takZe je asi povazovana za relativné samostat-
nou ¢ast onoho celku.

III. Traité des ordres MUMETIQUES ..o \vvr vt 8 str.

41’ Avertissement: Ces traitez n’ont point encore paru, quoy qu’il y ait desja longtemps
qu’ils soient composez. On les a trouvez tous imprimez parmi les papiers de Monsieur Pas-
cal, ce qui fait voir qu’il avoil eu dessein de les publier. Mais ayant, peu de temps apres,
entierement quitté ces sortes d’estudes, il negligea de faire paroistre ces ouvrages, que l'on
a jugé a propos de donner au public apres sa mort, pour ne le pas priver de l’avantage
qu’il en pourra retirer. C’est l'unique but que l'on a eu dans cette publication; car quoy que
ces traitez aient esté admirez par toutes les personnes qui les ont lues, on ne les juge pas
neantmoins capables de pouvoir beaucoup adjouster da la reputation que Monsieur Pascal
s’est acquise parmi toutes les personnes savantes par les ouvrages plus considerables qu’on
a veus de lui. Et l'on supplie le lecteur de les regarder aussi comme une chose qu’il a neg-
ligée lui-mesme, et & laquelle il ne s’est appliqué que legerement, et plutost pour delasser
son esprit que pour l’employer, la jugeant indigne de cette application forte et serieuse qu’il
avait accoutumé d’apporter dans les choses plus importantes, et qui meritent seules, comme
il le disoit souvent, d’occuper l'esprit des personnes raisonnables et chretiennes.
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IV. De numericis ordinibus tractatus ......... ... . 8 str.
V. De numerorum continuorum productis seu de numeris qui productuntur ex

multiplicatione numerorum serie naturali procedentium ................ 8 str.
VI. Numericarum potestatum generalis resolutio ....................... 6 str.
VII. Combinationes ............ouueoiie e 23 str.

KOMENTAR: Néasledujici dvé pojednéni byla zahrnuta do vydani r. 1665, ve
vydani [5] jsou ale uvedena na jiném misté, protoze byla napsana drive nez
pojednéni I.

VIII. Potestatum numeriCarum SUMMG .. ......uuuuereeeininneeeeennn. 11 str.
IX. De numeris multiplicibus ez sola characterum numericorum additione agnos-
CENAIS vttt e e 13 str.

KOMENTAR: Nésledujici t¥i pojednani byla nalezena dodate¢né v rukopise,
protoze se v3ak tykaji stejné problematiky, jsou ve vydéani [5] pfipojena jako
dodatky.

X. Triangulus arithmeticus ... e 15 str.
XI. Numeri figurati sew ordines NUMETICT .. ......ouuuruinieneaan. . 7 str.
XII. De numericorum ordinum compositione. ..............ouveeunu.... 3 str.

Nyni se muzeme vratit k otdzce, kterou jsme naznacili na zacatku: co je
vlastné tfeba rozumét pod ndzvem Pojedndni o aritmetickém trojuhelniku.
Mohlo by to byt pouze tvodni pojednédni (v naSem piehledu oznadené jako
I) celého souboru, miize to ale byt i vétsi celek (v naSem prehledu I + II)
a mohlo by to byt i oznaceni pro cely soucasné publikovany soubor pojednani.

V této nasi praci se budeme vénovat pojednani, které je v uvedeném pre-
hledu oznaceno I1.3; pouze v tomto pojednani se Pascal vénuje tloze o rozdéleni
sazky, tj. pravdépodobnostni problematice. Protoze Pascal zde tesi tlohu o roz-
déleni sazky uzitim aritmetického trojihelnika, uvedeme nejprve Pascalovu de-
finici tohoto pojmu, kterou za¢ina pojednani I, dal se ale vlastnim aritmetickym
trojihelnikem nebudeme zabyvat; z hlediska historické zajimavosti si povsim-
neme pouze dikazu jednoho tvrzeni, na jehoz zdkladé je Pascal povazovan za
objevitele metody uplné indukce. Pro lepsi orientaci je v nasledujicich ¢astech
preklad Pascalova textu tistén kurzivou, na§ komentar oby¢ejnym typem pisma.

2 Aritmeticky trojahelnik
2.1 Definice

ARITMETICKYM TROJUHELNIKEM nazyjvdm obrazec utvoreny takto:

Z néjakého bodu G vedu dvé navzdjem kolmé primky GV, GC a na kaZdé
z nich vezmu libovolnyj pocet stejnych a navazujicich casti zacinagjicich bodem
G, ktere oznacim 1, 2, 3, 4 atd.; tato cisla jsou UKAZATELI rozdéleni onéch
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primek.

Ddle spojim body pruntho déleni, které jsou na kazdé z obou p¥imek, jinou
primkou, kterd utvori trojuhelnik, jehoz je zdkladnou.

Spojim takto dva body druhého déleni jinou piimkou, kterd utvori druhy
trojuhelnik, jehoz je zdkladnou.

7 2 3 4 5 6 7 L 8] 9 10
1 S o 7r A I o ¢
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 | ® A R S N
1|/ 3 4 5 6 7 8 9
3 A B S w ¢
1 31 /% 10 15 21 28 36
4 D E F P Y
1 4 10| /5 35 56 84
s H M K
1 5 15 35| /70 124
6 P Q
1 6 21 56 124
Y,
7 1 7 28 84
T
8 1 8 36
9 1 9
10 |

Takovym spojenim vSech délicich bodd, které maji stejn€ ukazatele, z nich
utvorim TROJUHELNIKY a ZAKLADNY.

Kazdym délicim bodem vedu primky rovnobéiné s bocnimi, tvofict svymi
priseciky malé tverce, které nazvu BUNKAMI.

Buiiky, které jsou mezi dvéma rovnobézkami jdoucimi zleva doprava, se na-
zyjvaji BUNKAMI STEIJNEHO RADKU °, jako napriklad buriky G, o, m atd. nebo
@, P, 0 atd. '

5V originalu: , d’un mesme rang parallele; viz té% nésledujici pozndmku.
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Buriky, které jsou mezi dvéma primkami jdoucimi shora doli, se naziyvaji
BUNKAMI STEJNEHO SLOUPCE 8, jako napfiklad buriky G, ¢, A, D atd. a o, 1,
B atd.

Buniky, kterymi whlop¥iené prochdzi stejnd zdkladna, se nazyvaji BUNKAMI
STEIJNE ZAKLADNY, jako nap¥iklad D, B, 6, X\ a A, 9, 7.

Busiky stejné zdkladny stejné vzddlené od okraji se nazgvaji OPACNE, jako
naptiklad E, R a B, 0, protoZe ukazatel vadku jedné z nich je stejny jako uka-
zatel sloupce druhé, jok je vidét na wvedeném prikladu, kde E je ve druhém
sloupci a cturtém tddku, a R jako bunka opacnd k E je naopak ve druhém
radku a cturtém sloupci; snadno lze ukdzat, Ze buniky s opacné usporddanymi
ukazateli maji stejnou zdkladnu a jsou stejné vzddlené od okraji.

Snadno lze také ukdzat, Ze ukazatel sloupce kterékoli bunky secteny s uka-
zatelem jejiho Tadku prevysuje o jednicku ukazatele jeji zdikladny 7. Napriklad
burika F' je ve tretim sloupci, ¢turtém tdadku a leZi na Sesté zdkladné, a soucet
obou jejich ukazateld 3+4 prevysuje o jednicku ukazatele zakladny 6, coz plyne
z toho, Ze obé€ strany trojuhelnika jsou rozdéleny na stejny pocet dili; snadnéji
se to ale pochopi neZ dokdze.

Stejné povahy je i pozndmka, Ze kazdd zdkladna md o jednu buriku vice neZ
predesld a md jich prdvé tolik, cemu se rovnd jeji ukazatel; takZe druhda wo md
dvé butiky, treti Avm ma tri bunky atd.

Cisla, umisténd do kaZdé burky, se najdou touto metodou:

Cislo v proni butice, kterd je v pravém 1hlu ®, je libovolné, ale jakmile je v ni
umisténo, jsou urcena vsechna ostatni; z tohoto divodu je nazyvino GENERA-
TOREM trojuhelnika. Viechna dalsi ¢isla jsou urcena timto jedinym pravidlem:

Cislo v kazdé burice je rovno souctu &isla v burice v prededlém sloupci s Cis-
lem v burice v predeslém vadku. Tedy bunka F', tj. ¢islo v burnce F, je rovno
burice C' plus burika E, a stejné v dal§ich butikdach.

KOMENTAR

Porovname-li Pascalovu definici aritmetického trojuhelnika s dnesnim po-
jetim Pascalova trojuhelnika, zjistujeme (kromé rozdilu v symbolice a v ,nato-
Ceni“ trojuhelnika) nékteré dalsi rozdily.

Z4sadni rozdil spo¢iva v tom, Ze dnes se Pascaliv trojihelnik definuje jako
jisté schéma utvorené z kombinacnich ¢isel (binomickych koeficientlt), zatimco
Pascal definuje aritmeticky trojihelnik zcela obecné pomoci pravidla jeho po-
stupného vytvéareni z jednoho zvoleného ¢isla (generdtoru); souvislost takto
vytvoreného schématu s binomickymi koeficienty a kombina¢nimi ¢isly je od-
halena teprve v dal§im zkouméni vlastnosti tohoto schématu.

Z moznosti volby generdtoru aritmetického trojuhelnika plyne dalsi rozdil.
Dnes je Pascalliv trojihelnik uréen jednoznacné, ale u Pascala existuje neko-

6V originalu: ,d’un mesme rang perpendiculaire®; k pielozeni Pascalovy terminologie bylo
pouZito termind, které jsou dnes obvyklé v teorii matic.

"Pojem UKAZATEL ZAKLADNY Pascal nedefinuje, ale jedna se zfejmé o ukazatele krajnich
bodid zakladny.

87tejmé je minéna buiika u vrcholu Z, tj. buiika G.
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ne¢né mnoho aritmetickych trojihelniki podle toho, z jakého &isla (generatoru)
se pii jeho vytvafreni vychazi. VSechny tyto trojuhelniky maji sice stejné vlast-
nosti a Pascal v dalSich pojedndnich na toto téma pracuje snad bez vyjimky
pouze s ,dne$nim“ aritmetickym trojihelnikem, tj. s trojihelnikem, jehoz gene-
ratorem je jednicka, pfesto ale povaZujeme za vhodné tento fakt pfipomenout.

Z dnesniho hlediska by bylo zcela pfirozené vyuZzit ,pootocené“ polohy
aritmetického trojihelnika k ,maticovému® popisu jeho prvkd pomoci dvo-
jice indext (u Pascala ukazateli). Pascal misto toho uzivd oznaceni kazdého
prvku jednim pismenem (latinskym nebo feckym), coz dalsi praci s aritme-
tickym trojuhelnikem rozhodné neusnadiiuje. To se projevuje v celém dalsim
obsahu pojednéni, kde je postupné odvozeno osmnact tvrzeni ? tykajicich se
vztahll mezi ¢isly v aritmetickém trojihelniku; z dnesniho hlediska se vlastné
nejednd o obecné ditkazy, nybrz o pouhé ilustrace danych tvrzeni na prikladech.
Tento nazor budeme dokumentovat v nasledujici ¢asti citaci jednoho Pascalova
dukazu, ktery je povazovan za prvni diikaz provedeny metodou tplné indukce.

2.2 Metoda uplné indukce
DVANACTY DUSLEDEK
V kaZdém aritmetickém trojihelniku pro dvé sousedni bunky téZe
zdkladny plati, Ze vyssi ku niZsi je ve stejném poméru jako pocet
bunék od vyssi az k vrcholu zdkladny ku poctu bunék od niZsi az

k paté zdkladny, véetné téchto bunék.

Uvazujme naptiklad dvé sousedni buriky na teéZe zdkladné E, C. Pravim, Ze

E jeku C  jako 2 ku 3
— = - ~ -
nizsi vySsi protoZe protoZe jsou tri
jsou dvé buriky od “buriky od C k wvr-
E k paté, totiz E, cholu, totiz C, R,
H; .

Protoze toto tvrzeni by mélo nekonecné mnoho pripadi, podal jsem kratsi
dikaz vychdzejici ze dvou lemm.

Pruni, které je zcela ziejmé, Ze tato uméra se vyskytuje na druhé zdkladne,
protoZe je vidét, Ze ¢ je ku o jako 1 ku 1. '

Druhé, ze nachdzi-li se tato uméra na nékteré zdkladné, nachdzi se nutne
také na ndsledujici zdkladné.

7 toho je vidét, Ze tato iméra je nutné na vsech zdkladndch: protoZe je na
druhé zdkladné podle pruni lemmy, je podle druhé lemmy na treti zdkladneé,
tedy i na cturté, a tak do nekonecna.

9V originalu se mluvi o disledcich (Consequence) plynoucich z definice aritmetického
trojuhelnika
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Staci tedy dokdzat pouze druhou lemmu. Nachazi-li se tato uméra na nékteré
zdkladné, naptiklad na cturté DA, tj. jestlize D je ku B jako 1 ku 3, a B ku 6
jako 2 ku 2, a 6 ku X\ jako 3 ku 1, atd., pravim, Ze stejnd uméra se nalézd na
ndsledujici zakladné Hu a Ze nap¥iklad E je ku C jako 2 ku 3.

Nebot D je ku B jako 1 ku 3 podle predpokladu.

Pak D+ B  jekuB jako 143 ku8
——r N——
E je ku B jako 4 ku 3.
Stejné B je ku 0 jako 2 ku 2 podle predpokladu.
Pak B+6 jekuB joako 2+2 ku?2
N — ——
c je ku B-jako 4 ku 2.
Ale B je ku E jako 3 ku 4. Tedy C je ku E jako 3 ku 2, coZ mélo byt
dokdzdno.
Tim je dokdzdno totéz pro vse zbyvajici, nebot tento dikaz neni zaloZen na
nicem jiném neZ na tom, Ze se tato umeéra nachdzi na predeslé zakladné a Ze

kazda bunka je rovna souctu t€, ktera ji predchdzi, s onou, ktera je nad ni, coZ
je pravda vZdy.

KOMENTAR

Pravé ocitovany dikaz lze povazovat za typickou ukazku zptsobu, kterym
Pascal v Pojednani o aritmetickém trojihelniku pracuje. Neni pochyb o tom, ze
Pascaliv diikaz by bylo mozné provést zcela obecné, ale v Pascalové pojednani
tyto obecné dikazy chybi.

Pii dnes$ni definici Pascalova trojuhelniku pomoci kombinaé¢nich ¢isel by
uvedeny dvanécty disledek mél tvar

() n+l1-k
(") k ’

coz je samoziejmé pravda.

3 Uloha o rozdéleni sazky

V této ¢asti nasi prace ukdzeme, jak Pascal Fesil tilohu o rozdéleni sazky ve svém
pojednani PouZziti aritmetického trojihelnika pro stanoveni rozdéleni sizky mezi
dvéma hrdci hrajicimi na vice her. Protoze jsme formulaci tlohy uvedli uz
v kap.I.1.2 a zdkladni myS$lenku Pascalova feSeni v kap.[.2.2.2, povazujeme za
mozné prikrocit pfimo k prekladu Pascalova textu, ktery pouze na dvou mistech
doplnime komentéarem.

Dle naseho nazoru by bylo mozné Pascalovo pojednani rozdélit do nékolika
Casti:

1. ¢ast: Formulace problému a zakladniho principu reeni.

2. ¢ast: Pouziti uvedeného principu pfi feSeni konkrétnich tuloh.
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3. ¢ast: Piechod k obecnému FeSeni: ditkaz pomocného tvrzeni.

4. ¢ast: Obecny navod k FeSeni tlohy o rozdéleni sazky.
Toto nade ¢lenéni uvadime po strané textu. P¥ipominame jesté, ze viechny Pas-
calovy tvahy se tykaji hry dvou ,stejné dobrych® hraét, tj. (v dnesni termino-
logii) pravdépodobnost vyhry v kazdé jednotlivé hie je pro oba hrace stejnd.

POUZITI ARITMETICKEHO TROJUHELNIK A
PRO STANOVENI ROZDELENI SAZKY MEZI DVEMA HRACI
HRAJICIMI NA VICE HER

Pro pochopeni pravidel rozdéleni je tieba v pruni fadé uwvdzit, Ze penize,
které hraci vsadili do hry, jim uz nepatii, protoze se vzdali jejich vlastnictvi;
na opldtku ale ziskali pravo ocekdvat to, co jim miZe prinést ndhoda '° podle
podminek, na kterych se predem dohodli.

ProtoZe je to vsak dobrovolné pfijaty zikon, mohou ho dohodou zrusit; tedy
- at se hra nachdzi v jakémkoli stavu - mohou ji zanechat a jako opak k tomu,
co ucinili na zacatku, mohou se vzddt ocekavini na ndhodu a vzit si kazdy
néco do vlastnictvi. V takovém pripadé vyrovndni toho, co jim md ndleZet,
mad byt takovym zpisobem umérné tomu, co pravem ocekdvali od ndhody, Ze
kazZdy z nich shledd zcela stejnym wvzit to, co mu je urdeno, nebo pokracovat
v dobrodrustvi hry; a toto spravedlivé rozdéleni se nazyjvad rozdélenim sdzky. '

Pruni zdasada, kterou je treba védét o tom, jakym zpusobem mda byt délena
sdazka, je ndsledujici.

Je-li jeden z hraci v takové situaci, Ze - at se stane cokoli - jistd cdstka mu
md pripadnout v pripadé prohry i vijhry bez toho, Ze by ho o ni mohla pFipravit
ndhoda, pak nemd provadét zZadné déleni sazky, ale vzit vse jako jisté, protoze
déleni sdazky md byt umérné nahodé, a vzhledem k tomu, Ze zde neni Zddné
nebezpeci prohry, ma vzit vse bez déleni.

Druhd zdsada je nasledujici: Jsou-li dva hraci v takové situaci, Ze vyhraje-li
jeden, pFipadne mu jistd cdstka, a prohraje-li, pfipadne druhému, a je-li hra
zcela ndhodnd, takZe je stejnd ndhoda pro jednoho jako pro druhého a neni
tedy Zddny divod pro vijhru spise jednoho nez druhého, pak - chtéji-li se rozejit
bez hrani a vzit si, co kaidému spravedlivé ndleZi - déleni sdzky je takové, Ze
édstka podléhajici ndahodé se rozdéli napil a kaZdy si vezme svou polovinu.

10V originalu ,le hazard“; toto slovo je v dalsim textu velice frekventované a vidy ho
budeme piekladat slovem ndhoda, i kdyZ na nékterych mistech bychom dnes dali pfednost
slovu jinému.

UProtoZe tento nazor je kliCovym pro FeSeni této ulohy v celé dalsi historii poétu prav-
dépodobnosti, uvedeme zde originalni znéni posledni véty: Et en ce cas, le reglement de ce
qui doit leur appartenir doit estre tellement proportionné a ce qu'’ils avoient droit d’esperer
de la fortune, que chacun d’euz trouve entierement egal de prendre ce qu’on luy assigne ou
de continuer l'aventure du jeu: et cette juste distribution s’appelle le Party. Slovo le party
se v této souvislosti stalo matematickym terminem, ktery nelze do CeStiny preloZit jednim
slovem; v &eitiné se pro tuto tlohu vZil nazev dloha o rozdéleni sdzky.
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DUSLEDEK PRVNI

Hraji-li dva hrdaci zcela mdhodnou hru za podminky, Ze vyhraje-li
pruni, pripadne mu jistd édstka, a prohraje-li, pfipadne mu mensi,
chtéji-li se rozejit bez hrani a vzit si kaZdy, co mu ndlezi, pak déleni
sdzky je takové, Ze pruni si vezme to, co mu pripadne v pripadé
prohry a mavic polovinu toho, o¢ ziskand castka v pripadé vyhry
presahuje to, co mu piipadne v pFipadé prohry.

Hraji-li naptiklad dva hrici za podminky, Ze vyhraje-li pruni, ziskd 8 pistoli
a prohraje- li, ziskd 2 pistole, pak turdim, Ze rozdéleni sazky je takové, Ze pruni
dostane ony 2 pistole plus polovinu toho, o¢ 8 pfesahuje 2, tj. plus 3, nebot 8
presahuje 2 o 6, tedy polovina jsou 8.

Nebot - podle predpokladu - vyhraje-li pruni, ziskd 8, tj. 6 + 2, a prohraje-
li, ziskda 2; tedy 2 mu pripadne v pripadé prohry i vyhry a podle pruni zdsady
nemd provadét Zddné déleni, ale vzit vSe. Pro dalsich 6 ale zaleZi na ndhodé;
bude-li mu pfiznivd, vyhraje je, jinak pripadnou druhému, a podle piedpokladu
neni zZadny divod pro to, aby pripadly spise jednomu neZ druhému: déleni sazky
je tedy takové, Ze se rozdéli napil a kazdy si vezme svoji polovinu, coZ je to, co
bylo navrzeno.

Rekneme-li totéz jinymi slovy, pFislusi mu pripad prohry a polovina rozdilu
mezi pripadem prohry a vyhry. Tedy pFipadne-li mu v pripadé prohry A a v pFi-
pade vyhry A + B, pri déleni sazky bere A + —g—.

DUSLEDEK DRUHY

Jsou-li dva hrdci v takové situaci, o jak€ jsme prdavé mluvili, pak
turdim, Ze déleni sdzky lze provést ndsledujicim zpiusobem, ktery
vede k témuz vysledku: sectou se castky odpovidajici vyhie a prohre
a pruni si vezme polovinu tohoto souctu; tj. naptiklad kdyz secteme
2 a 8, bude to 10, tedy polovina 5 bude patFit prunimu.

Polovina souctu dvou cisel je totiz totéZ jako soucet menstho s polovinou
jejich rozdilu. DokdZe se to takto:

Necht A je to, co se ziskd v pFipadé prohry, a A+ B to, co se ziskd v pripadé
vyhry. Turdim, Ze rozdéleni sazky se provede sectenim téchto dvou cisel, coz je
A+ A + B a odevzddnim poloviny prunimu hrdci, coz je A+ 1A + 1B.
Ale tento soucet je roven A + %B, o ¢emz bylo dokdzdano, zZe je to spravedlive
rozdélent sazky.

Kdyz jsme stanowvili tato zdkladni pravidla, snadno prejdeme ke stanoveni
rozdéleni sazky mezi dvéme hraci, hrajicimi na libovolny pocet her a nalézaji-
cimi se v libovolném stavu, napriklad hraji-li na dvé hry a proni uZ jednu hru
vyhral, nebo hraji-li na tii hry a pruni uz vyhrdl jednu hru nebo dvé hry nebo
prund uz vyhrdl dvé a druhy jednu hru; a obecné, hraji-li na libovolny pocet her
a pruni i druhy uz vyhrdli jakykoli pocet her.
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V pruni tad€ je treba upozornit na to, Ze dva hraci hrajici na dvé hry, z nichz
proni uZ vyhral jednu hru, jsou ve stejn€ situaci jako dva jini hrajici na tii hry,
z nichZ pruni vyhrdl dvé a druhy jednu hru; maji spolecné€ to, Ze k vyhie chybi
pronimu hraci jen jedna hra a druhému dvé, a to je ono, v éem spocivd rozdil
ve vyhlidkdch a co must rozhodnout o rozdéleni sdzky. Staci tedy mit na zretel
jenom pocet her, které zbyva vyhrdt jednomu a druhému hrdaci, a ne pocet her,
ktery uZ vyhrdli, protoze - jak jsme uz fekli - dva hraci hrajici na dvé hry, z nichZ
jeden uz jednu hru vyhral, se nalézaji ve stejné situaci jako dva hraci hrajici na
dvanact her, z nichz jeden uz vyhral jedenact her a druhy deset.

Otazku tedy lze vyslovit v této podobé:

Jsou dani dva hraci, z nichZ kazdému chybi jisty pocet her k vyhie, a ma
byt provedeno rozdéleni sdzky.

K tomu zde poddm metodu, kterou predvedu jenom na dvou nebo trech pri-
kladech, v nichz bude tak snadné pokracovat, Ze vic uz nebude treba uvddét. Aby
vse bylo obecné a nic nebylo opomenuto, zacnu prunim prikladem, ktery je tro-
chu nevhodny, protoze je prilis jasny; presto ho uvedu, abych zacal od zacdatku.
Je to tento priklad:

Pruni pripad

Kdyz jednomu z hraciu nechybi Zadnd hra a druhému néjakd hra chybi, celd
castka malezi prunimu; vyhrdl ji, protoZe mu nechybi Zadnd z her, které mél
vyhrdt.

Druhy pfipad

Kdyz jednomu z hracu chybi jedna hra a druhému také jedna, pak déleni
sazky spociva v tom, zZe se penize rozdéli napil a kaZdy si vezme svij dil; to je
2rejme podle druhého principu. Je to totez, jako kdyz jednomu i druhému chybi
dvé hry a totéz, jako kdyzZ prunimu chybi jakykoli pocet her, jestlize chybi také
druhému.

Treti pripad

Kdyz jednomu hrdci chybi jedna hra a druhému dvé hry, lze nalézt rozdéleni
sdzky nasledujicim zpisobem.

Uvazujme, co by ndlezelo pronimu hrdci (kterému chybi jen jedna hra) v pFi-
padé vijhry nasledujici hry, a pak vvaiujme, co by mu ndlezelo v pFipadé prohry.

Je zrejmé, Ze vyhraje-li ten, kterému chybi jen jedna hra, pak mu uz nebude
chybét nic; ndlezi mu tedy vse podle pruniho pripadu. Jestlize ale naopak nd-
sledujici hru vyhraje ten, kterému chybi dvé hry, bude mu chybét uz jen jedna;
budou tedy v situaci, kdy jednomu chybi jedna hra a druhému chybi také jedna
hra. Pak by tedy méli rozdélit penize napil podle druhého pFipadu.
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Kdyz# tedy pruni vyhraje ndsledujici hru, nalezi mu vse, a kdyZ ji prohraje,
ndlezi mu polovina,; kdyby se tedy chtéli rozejit bez hrani této hry, ndlezi mu %
podle druhého disledku.

Bude-li ddn p¥iklad ¢dstky, o kterou hraji, véc bude jesté jasnéjsi. Necht je to
8 pistoli; pak pruni v pripadé vihry md dostat vse, coZ je 8 pistoli, a v pripadé
prohry md dostat polovinu, coZ jsou 4 pistole. V pfipadé déleni sazky mu tedy
ndle#i polovina z 8 + 4, tj. 6 pistoli z 8, nebot 8 + 4 je 12, z éehoZ polovina je 6.

Cturtyj pripad

Kdyz jednomu z hrdcéi chybi jedna hra a druhému tii, délent sazky se nalezne
op€t vysSetienim toho, co ndleZi prunimu v pfipadé vyhry a prohry.

Vyhraje-li proni, bude mit vSechny hry a tudiz vSechny penize, coZ je napf. 8.

Prohraje-li pruni, bude druhy, ktery potieboval tii hry, potrebovat uz jen
dvé. Budou tedy ve stavu, kdy pruni bude potfebovat jednu hru a druhy dvé,
a prvnimu tedy dle predeslého bude ndleZet 6 pistoli.

V pfipadé vijhry tedy pruni md dostat 8 a v pFipadé prohry 6, v pripadé
délent sdzky mu tedy prislusi polovina téchto dvou édstek, tj. 7; nebot 6 + 8 je
14, z ¢ehoZ polovina je 7.

Paty pripad

KdyZ jednomu z hraéi chybt jedna hra a druhému ctyri, vse je stejné.

Pruni v pripadé vyhry vyhrdvd vse, coZ je napt. 8, v pfipadé prohry prunimu
chybi jedna hra a druhému tri, tedy mu ndlezi 7 pistoli z 8 a tedy v pripadé
déleni sdzky mu nalezi polovina z osmi plus polovina ze sedmi, tj. 7%,

Sesty pripad

Stejné je tomu, chybi-li jednomu jedna hra a druhému pét her, a tak do
nekonecna.

Sedmy pFipad

Stejné je tomu, chybi-li pronimu dvé hry a druhému tii, protoZe vidy je
treba vysetrit pripad vyhry a prohry.

Jestlize pruni vyhraje, bude mu chybét jedna hra o druhému tri, tedy podle
¢turtého pripadu mu ndlezi 7 z 8.

Jestlize pruni prohraje, budou mu chybét dvé hry a druhému dvé, tedy podle
druhého pripadu kaZdému ndlezi polovina, coZ jsou 4; tedy v pripadé vijhry proni
bude mit 7 a v pfipadé prohry bude mit 4, takZe v pripadé déleni sdizky bude
mit polovinu téchto dvou zdroveri, tj. 5%.
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Touto metodou se provede déleni sdzky za viech podminek, vezme-li se vidy
to, co prislusi v pripadé vyhry, a to, co pfislusi v pFipadé prohry, a stanovi-li
se k vyplaté v pripadé rozdéleni sdzky polovina téchto dvou cdstek.

To je tedy jeden zpusob, jak provést rozdéleni sdizky. Jsou jesté dva dalsi,
jeden pomoci aritmetického trojuhelnika, dalsi pomoci kombinaci.

METODA ROZDELEN{ SAZKY MEZI DVA HRACE,
HRAJfCf NA VICE HER,
POMOCI ARITMETICKEHO TROJUHELNIKA.

Drive nez bude podana tato metoda, je tieba uvést ndsledujici lemmu.

LEMMA

Hraji-li dva hrdci zcela ndahodnou hru za podminky, Ze vyhraje-li
pruni, pripadne mu jisty dil castky, o kterou hraji, vyjddieny néja-
kym zlomkem, a prohraje-li, pripadne mu mensi dil stejné castky,
vyjadreny jingym zlomkem, a chtéji-li se rozejit bez hrani, pak pod-
minka pro rozdéleni sdazky se nalezne ndsledujicim zpusobem. Uve-
deme oba zlomky na spolecného jmenovatele (nemaji-li ho) a utvo-
rime zlomek, jeho Citatelem je soucet obou citateli a jmenovatelem
dvojndsobek predeslého jmenovatele; tento zlomek vyjadiuje, jaky
dil ¢astky, o kterou se hraje, prislusi prunimu.

Kdyby mu napfiklad v pripadé vyhry prislusely % cdstky, o kterou se hraje,
a v pripadé prohry by mu prislusela lg, pak turdim, Ze to, co mu prislusi v pri-
padé déleni sazky, se nalezne tak, Ze se vezme soucet Citatelu, coZ je 4, a dvoj-
nasobek jmenovatele, coz je 10, a utvori se z toho zlomek T46
Protoze podle toho, co bylo dokdzdno ve 2. disledku, je treba secist pripad

vyhry a prohry a vzit polovinu; soucet nasich dvou zlomki —g— + % je %, coz

se ziska souctem Citateld, a polovina se nalezne zdvojndsobenim jmenovatele,
a tedy je 7. Coz bylo treba dokdzat.

Tato pravidla jsou obecnd a bez vyjimky, at se v pFipadé vyhry nebo prohry
stane cokoli; nebot naptiklad kdyz v pripadé vyhry obdrzi % a v pripadé prohry
nic, pak prevedenim obou zlomki na spolecného jmenovatele bude % pro pripad
vghry a g pro pfipad prohry, takze v pripadé déleni sazky je treba vzit zlomek %,
jehoZ citatel je souctem obou Citateld a jmenovatel je dvojnisobkem predeslého
jmenovatele.

Stejné, kdyz v pFipadé vyhry obdrzi vie a v pfipadé prohry %, pak prevedenim
téchto zlomki na spolecného jmenovatele budou % pro piipad vghry a % pro
pfipad prohry, takZe v pripadé déleni sdzky mu prislusi fé—.

Stejné, kdyz v pripadé vyhry obdrZi vse a v pripadé prohry nic, déleni sdzky
bude ziejmé L, nebot piipad vyhry je T a piipad prohry je ¢, tedy déleni sdzky
je 5. A stejné ve viech moZnyjch piipadech.
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KOMENTAR

Az do této chvile nebylo nutné Pascaltiv text nijak komentovat (s vyjimkou
drobnych pozndmek tykajicich se pfekladi nékterych termint), pred dalsi ¢asti
Pascalova textu ale musime ucinit nékolik dopliujicich poznamek.

Pokracovani piekladu (Uloha 1. Turzeni 1.) obsahuje feSeni tlohy o rozdé-
leni sazky, které jsme uvedli uz v kap.1.2.2.2. Nésledujici Pascaliv text je uspo-
fadan tak, Ze v prvnim odstavci je formulovana tloha, dalsi odstavec obsahuje
feSeni Glohy a cely zbytek citatu je diikaz spravnosti tohoto feSeni. V ditkazu
je opét pouzito Uplné indukce; pro celkovy styl diikazu plati to, co uz bylo fe-
¢eno v predeslé ¢asti: je to ilustrace obecného tvrzeni na konkrétnim ¢iselném
prikladu, nikoli obecny dtikaz.

V zéavéru diikazu se Pascal odvolava na sedmy a desaty dusledek z Pojed-
nani o aritmetickém trojuhelniku, jejichz znéni je nasledujici:

DUSLEDEK SEDMY. V kaZdém aritmetickém trojihelniku je soucet bunék
kazdé zakladny dvojnasobkem souctu bunék predeslé zakladny.

Z dnesniho hlediska je to zndmé tvrzeni

£0)-r

k=0

DUSLEDEK DESATY. V kaZdém aritmetickém trojuhelniku je soucet libovol-
ného poctu sousednich bunék téze zdkladny, zacinajici od okrajové buriky, roven
témuz souctu bunék na predeslé zdikladné plus jesté jednou tento soucet zmen-
seny o posledni buriku.

Pascal ilustruje toto tvrzeni pfikladem D+ B+6 = 2A+ 2y + 7. Z dnesniho
hlediska je to disledek zndmé vlastnosti kombina¢nich éisel

(1) (i) = (ii1)

Nyni miZeme pokracovat v prekladu Pascalova textu.

ULOHA 1. TVRZENI 1.

Predpoklddejme dva hrice, z nichz kaZdému chybi jisty pocet her
k dokonceni. Pomoci aritmetického trojuhelnika ma biyjt nalezeno
rozdéleni sdzky, které je treba udélat (chtéji-li se rozejit bez hrani)
s ohledem na hry, které kazZdému chybi.

Vezmeéme v trojihelniku zdkladnu, na které je tolik bunék, kolik chybi obéma
hrdéim dohromady. Potom vezméme na této zdkladné tolik bunék za sebou po-
¢inage pruni, kolik chybi her prunimu hrdci, a stanovime soucet jejich cisel. Zu-
stane prdvé tolik bunék, kolik her chybi druhému hrdci. Stanovime také soudet

78



jejich cisel. Tyto soucty jsou jeden ke druhému ve stejném pomeéru, jako pre-
vracené hodnoty vyhod ? hrdci. Jestlize tedy cdstka, o kterou hraji, je rovna
souctu cisel ve vsech butnikach zdkladny, pak kaZdému ndleZi to, co je obsaZeno
v tolika burikdch, kolik her chybi druhému, hraji-li o jinou édstku, bude mu
ndleZet pomérnd éast.

Necht jsou napriklad dva hraci, z nichz prunimu chybi dvé hry a druhému
Ctyri; je treba najit rozdélent sdazky.

Jsou tedy ddna dvé ¢isla 2 a 4 a jejich soucet 6; vezméme Sestou zdkladnu
aritmetického trojuhelnika P, na které je po vadé Sest bunék P, M, F, w, S,
0. Vezméme tolik bunék pocinaje pruni P, kolik her chybi prunimu hrdci, tj.
dvé pruni P, M; zbgvd jich tedy privé tolik, kolik her chybi druhému, tj. ctyri
F,w,S,d.

Turdim, Ze vijhoda pruniho je k vyhodé druhého ve stejném poméru, jako
F+w+S +6 ku P+ M, tj. je-li ¢dstka, o niZ se hraje, rovna P+M+F+w+S +96,
pak onomu, kterému chybi dvé hry, ndlezi soucet ctyi bunék § +S +w + F,
a onomu, kterému chybi ctyFi hry, ndlezi soucet dvou bunék P + M. Hraji-li
0 néjakou jinou cdstku, ndalezi jim pomérné édsti.

A aby to bylo feceno obecné, at hraji o jakoukoli édstku, prunimu ndleZi ¢dst
vyjadrend zlomkem

F+w+S +4

P+M+F+w+S 496

, jehoZ citatel je soucet ¢tyr bunék druhého hrdce a jmenovatel je soudet vsech
bunék; a druhému nalezi cdst vyjddrend zlomkem

P+M
P+M+F+w+S +0

, jehoZ citatel je soucet dvou bunék pruntho hrice a jmenovatelem je stejny
soucet vsech bunék.

Chybi-li prunimu jedna hra a druhému pét, ndlezi prunimu soucet prunich
péti bunék P+ M + F +w + S a druhému obsah butiky §.

A chybi-li Sest her jednomu a dvé hry druhému, pak se déleni sazky nalezne
na osmé zdkladné, na které prunich Sest bunék obsahuje to, co ndlezi hrddi,
kterému chybi dvé hry, a dalsi dvé obsahuji to, co ndlezi hrdci, kterému chybi
Sest her; a tak do nekonecna.

Ackoli toto turzeni md nekoneéné mnoho pfipadi, dokdzu ho krdtce pomoci
dvou lemm.

Pruni lemma ikd, Ze druhd zdkladna obsahuje déleni sdzky pro hrdce, kte-
rym chybi celkem dvé hry.

Druhd lemma 7ikd, Ze obsahuje-li nékterd zdkladna déleni sdzky pro hrdde,
kterym chybi prdvé tolik her, kolik je bunék na zdkladné, pak ndsledujici zd-
kladna bude také takovd, tj. bude obsahovat déleni sdzky pro hrdce, kterym
chybi pravé tolik her, kolik je bunék na zdkliadné.

Z c¢ehoZ ¢inim zdvér, kratce Teceno, Ze vsechny zakladny aritmetického troj-
thelnika majt tuto vlastnost; protoze druhd zdkladna ji ma podle pruni lemmy,

12V originalu: les avantages.
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pak treti zakladna ji ma také podle druhé lemmy, v dusledku cehoZ ji md i cturtd
zakladna, a tak do nekonecna. CoZ bylo treba dokdzat.

Zbyjua tedy pouze dokdzat ony dvé lemmy.

Pruni je zrejmd sama o sobé, protoZe chybi-li jedna hra jednomu a jedna
hra druhému, pak ziejmé jejich podminky jsou jako ¢ ku o, tj. jako 1 ku 1,

a kazdému ndlezi zlomek 1
o

, coZ je —.
oto czye2

Druha se dokdze takto.

Jestlize néjakd zdkladna, naptiklad cturtda DX, obsahuje rozdéleni sdzky pro
hrdce, kterym chybi ctyri hry, tj. chybi-li prunimu hrdci jedna hra a druhému tri
hry, pak pronimu ndlezi z celé castky, o kterou se hraje, dil vyjadreny zlomkem

D+B+6
D+B+0+ X

ktery ma ve jmenovateli soucet vsech bunék na oné zdkladné a v citateli ma t7i
proni bunky; chybi-li prunimu hraci dvé hry a druhému hraci dvé hry, pak éast
nalezejict pronimu bude

D+ B

D+B+O+N

chybi-li prunimu hraci tvi hry a druhému jedna hra, pak ¢dast naleZejici pronimu

bude
D

D+B+60+X\
atd.
Pravim, Ze pdtd zdkladna obsahuje také rozdéleni sizky pro hrdce, kterym
chybi pét her, a Ze jestlize chybi naptiklad prunimu hrdaci dvé hry a druhému tri
hry, pak prunimu ndlezi z celé ¢astky, o kterou se hraje, dil vyjadreny zlomkem

H+E+C
H+E+C+R+pu

Abychom totiZ zjistili, co ndlezi kaZdému ze dvou hraci, kdyz mu chybi né-
kolik her, je podle predeslé lemmy tieba vzit zlomek, ktery by prislusel pronimu
v pripad€ vyhry a zlomek, ktery by mu prislusel v pFipadé prohry, uvést je na
spolecného jmenovatele (nemaji-li ho) a utvotit zlomek, jeho Citatelem je soudet
obou citateld a jmenovatelem dvojnasobek predeslého jmenovatele.

Prozkoumejme tedy zlomky, ktere by prislusely nasemu prunimu hraci v pri-
padé vyhry a prohry.

Jestlize prunt, kterému chybi dvé hry, vyhraje tu hru, kterou pravé maji hrat,
bude mu uZ chybét jen jedna hra a druhému hrdci stile tii, obéma dohromady
tedy chybi ctyri hry; podle predpokladu se tedy jejich hra nachdzi na céturté
zdkladné a prvnimu pfislusi zlomek

D+B+96
D+B+6+ X
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KdyZ naopak pruni hrdc prohraje, budou mu stdle chybét dvé hry a druhému
také dve hry; podle predpokladu tedy prunimu bude prisluset zlomek

D+ B
D+B+6+\
V pripadé déleni sazky tedy prunimu bude ndleZet zlomek
D+B+6+D+B . H+E+C
to jest

2D+ 2B +20 +2)\ ° H+E+C+R+u’

coz bylo treba dokdzat.

Totéz se dokdzZe mezi vsemi dalsimi zakladnami bez jakéhokoli rozdilu, pro-
toze podstatou tohoto dikazu je, Ze néjakd zikladna je vZdy dvojndsobkem pie-
deslé podle sedmého disledku, a podle desdtého disledku libovolny pocéet bunék
na néjake zdkladné je roven pravé tolika bunkam na predeslé zakladné (coz je
vidy Citatel zlomku v pFipadé vyhry) plus jesté jednou tyto burniky kromé jedné
(coZ je vidy citatel zlomku v pripadé prohry); protoze to md obecnou platnost,
bude dikaz vidy obecny a bez ndmitek.

KOMENTAR.

Pascaliv vysledek by se v dne$ni symbolice zapsal takto:
Chybi-li jednomu hra¢i do celkové vyhry m her a druhému n her, pak sazku je
treba rozdélit v poméru

mi_l (m+n—1> mz_:] <m+n——1>
. i "4 J
i=m 7=0

Tento vysledek se sice formalné 1isi od naseho vysledku uvedeného v kap.1.2.2.2,
uvazime-li ale zndmou vlastnost kombinacnich ¢isel

@ZQ%)’

vidime, Ze oba vysledky jsou stejné.

Pascal jesté pokracuje déle feSenim tii Gloh, které vSak dle naseho nézoru
nejsou zajimavé a nebudeme se jimi zde zabyvat. Celé toto pojednani konci
Pascal néasledujicim zavérem:

Z tohoto vijkladu o uZiti aritmetického trojihelnika na rozdéleni sdzky, které
md byt ucinéno mezi dvéma hraci, muzeme snadno ucinit zaveér, Ze uméry mezi
burnkami, které byly poddny v pojednani o aritmetickem trojihelniku, maji di-
sledky vztahujici se k hodnotam rozdéleni sazky, ktere lze zcela snadno ziskat,
a Ze mald rozprava, ve které jsem pojednal o rozdéleni sdzky, poddvd dovednosti
a prostredky k jejich dalsimu rozvinuti.

SO0V M
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