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IV. cast

Bernoulliova véta,

IV/1 Komentar

1 Uvod ke IV. &asti
1.1 Jakob Bernoglli

Osobnost a dilo Jakoba Bernoulliho neni pfedmétem nasi prace, protoze vSak
o ném byla Tec jiz velice casto, povazujeme za vhodné uvést v ivodu této Casti
aspon jeho zakladni Zivotopisné tidaje.

O Bernoulliich existuje rozsahl4 specialni literatura '. Rod Bernoulliti po-
chazel z Antverp, ale v rdmci raznych nabozenskych nepokoji se v prabéhu
XVI. stoleti nékolikrat stéhoval a od r. 1620 se usadil v Basileji. Protoze byli
matematicky ¢inni po nékolik generaci, rozlisuji je historikové poradovymi ¢is-
licemi (jako panovniky).

Teorii pravdépodobnosti se zabyvali tfi z nich: Jakob I (1654 - 1705), Nic-
laus I (1687 - 1759) a Daniel T (1700 - 1782); protoZe o Bernoulliich s vy3simi
pofadovymi ¢isly v dalsim nebude Fe¢, budeme ¢islici I vynechavat. Pokud se
pravopisu kfestnich jmen Bernoulliti tyce, pfidrzujeme se zptisobu pouzivaného
v [3], IIL

Jakob Bernoulli se narodil a zemfel v Basileji; od r. 1687 az do smrti byl
profesorem matematiky na basilejské université 2. Od r. 1690 publikoval spolu
se svym bratrem Johannem v névaznosti na Leibnize celou fadu praci z in-
finitesimalniho poctu a lze fici, Ze tato trojice méla veliky podil na rychlém
rozvoji této ¢asti matematiky. Ze vSech Bernoullii se zapsal nejvyraznéji do
déjin teorie pravdépodobnosti svym spisem Ars conjectandi, z jehoZ prvni ¢asti
jsme hojné citovali pfi rozboru spisu Christiana Huygense.

Niclaus a Daniel Bernoulliové byli synovci Jakoba Bernoulliho; z hlediska
na$i prace je podstatné, ze Niclaus v r. 1713 vydal spis svého stryce Jakoba
Ars conjectandi. Oba jsou v déjinach teorie pravdépodobnosti uvadéni hlavné
v souvislosti s ilohou, zvanou (podle mista publikace) petrohradsky paradox

LU nas byl publikovan stru¢ny piehled v &lanku ZICHOVA, J.: ,Co moind nevite o rodiné
Bernoullit“, Informace MVS JCMF 38 (zafi 1992). Specialn&jsi problematice je vénovan
¢lanek SIERKSMA, G.: ,Johann Bernoulli (1667 - 17/8): Deset neklidngch let v Groningen*,
PMFA 39 (1994), 1, 14-26, kde je také uvedena dal3i specidlni literatura. Celkovy prehled
o Bernouliich lze nalézt napf. v knize NIKIFOROVSKIJ, V.A.: Velikije matematiki Bernulli.
Nauka, Moskva 1984.

2Toto misto zaujimali Bernoulliové nepfetr#ité vice ne sto let: Jakob I v letech 1687 -
1705, Johannn I v letech 1705 - 1748 a Johann II v letech 1748 - 1790.

3Niklaus v korespondenci s jiZ dfive zminénym P. Montmortem tlohu zformuloval, Daniel
Jji publikoval a fesil.
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1.2 Ars conjectandi

Jak uz bylo feCeno, hlavnim vkladem Bernoulliti do teorie pravdépodobnosti
byl spis Jakoba Bernoulliho Ars conjectandi, napsany mezi lety 1679 - 1685
([3], 111, str. 339) a vydany Jakobovym synovcem Niclausem v r. 1713. Uvedme
zde zakladni ddaje o tomto spisu.

Vlastni spis [7] (bez pfedmluvy a pod.) ma 239 stran * formatu (pfiblizné)
A5 a je ¢lenén do Ctyf ¢asti; podrobny vyklad lze najit napi. v 1, 2]. Prvni
¢ast (str. 1 - 71) obsahuje plné znéni Huygensova spisu De ratiociniis in ludo
alee s podrobnymi komentafi a obsdhlymi doplhky Jakoba Bernoulliho a byla
uz o ni fe¢ v Casti 1I/1 nasi prace. Druha ¢ast (str. 72 - 137) je v podstaté
ucebnici kombinatoriky, tfeti ¢ast (str. 138 - 209) lze charakterizovat jako sbirku
kombinatorickych loh s herni motivaci; témito dvéma ¢astmi se nebudeme
zabyvat. Z hlediska historie po¢tu pravdépodobnosti byla nejdilezitéjsi ctvrta
¢ast knihy (str. 210 - 239), a to i piesto, Ze zlistala nedokonéend; jejim hlavnim
prinosem byla prvni formulace a dikaz zakona velkych ¢isel, kterému se nyni
budeme vénovat.

Plny nazev této ¢asti je Artis conjectandi pars quarta, tradens usum &
applicationem precedentis doctrine in Civilibus, Moralibus & (Economicis. Je
rozdélena do péti kapitol; zdkon velkych ¢isel je uveden v posledni z nich. Ber-
noulliova formulace tohoto zakona byla samoziejmé jin, nez formulace uZivana
dnes; z hlediska pouzitého matematického aparatu je pozoruhodné, ze Bernoulli
vystacil s binomickymi koeficienty.

Predmétem této ¢asti nasi prace bude vyklad Bernoulliovy formulace a di-
kazu tvrzeni, nazyvaného dnes Bernoulliovou vétou, které bylo prvni exaktni
formulaci tzv. zakona velkych ¢isel. Budeme pritom sledovat strukturu Bernoul-
liova textu, nebudeme ale jeho postup doslova prekladat; pro zdjemce o his-
torické matematické texty uvadime v priloze kopii celé této Casti Bernoulliovy
préace 5.

2 Pomocna tvrzeni

2.1 Znacdeni

Symboly n, r, s budeme znagit pfirozena (tj. celd kladna) ¢isla. Standardné
budeme znadit t = r + s.
V binomickém rozvoji

t nt
(r+s)™=r"+ (nl )r’”“ls + <2>r"‘“232 +

4Ke spisu jsou pfipojeny dva dodatky: na str. 241 - 306 je to Tractatus de seriebus infi-
nitis, earumque summa finita, et usu in quadraturis spatiorum & rectificationibus curvarum
a potom se samostatnym strankovéanim 1 - 35 Lettre @ un Amy, sur les Parties du Jeu de
Paume.

5Dékujeme Narodni knihovné Ceské republiky v Praze za souhlas k publikaci této kopie,
ktera byla pofizena z exemplafe Bernoulliova spisu, chovaného v této knihovné pod signatu-

rou 14 F 43.
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nt 2 nt—2 nt nt—1 nt
1
+(nt_2>rs +<nt_1>rs +s (1)

oznacime
M — nt . T’I"LT Sns
ns '
déle oznadime postupné Ry, R, ..., Ry, Cleny néasledujici za M a analogicky
Ly, Ly, ...., L, ¢leny predchazejici pred M v poradi vzdalujicim se od M 6.

2.2 Zakladni struktura dikazu

Bernoulli nejprve dokazuje pét lemm, na jejichz zakladé pak dokaze hlavni tvr-
zeni. Lemmy se vesmés tykaji binomického rozvoje (1), ale hlavni tvrzeni se
tykd binomického rozdéleni s po¢tem pokust nt a pravdépodobnosti sledova-
ného jevu 7 p = +, coz je az na soucinitele -t% totéz jako rozvoj (1); bylo by
tedy mozné lemmy pieformulovat tak, aby se tykaly pfimo onoho binomického
rozdéleni, o které vlastné Bernoullimu jde.

Jak zndmo, lze pro velkd n binomické rozdéleni s parametry nt a p aproxi-
movat normalnim rozdélenim s parametry p = ntp a 02 = ntp(1—p); pouzijeme
proto k objasnéni zakladni struktury Bernoulliova dikazu nasledujiciho grafu
hustoty norméalniho rozdé€leni.

M

6Binomicky rozvoj ma tedy tvar Lns +---+ Lo+ L1+ M+ R +Ro+ -+ Rp, .
7Zde se pon&kud odchylujeme od Bernoulliova znaleni; viz k tomu prvni odstavec nasle-
dujici kap. 3.
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Ponechame-li stranou prvni dvé lemmy, které maji pouze pomocny charak-
ter, pak ve tieti lemmé Bernoulli dokédZe, ze M je nejvétsim ¢lenem v binomic-
kém rozvoji (1) a vySetfi poméry dvou sousednich ¢len?t v binomickém rozvoji
(1) v zavislosti na vzdalenosti od M.

Ve ¢tvrté lemmé Bernoulli dokaze, Ze poméry %L a % mohou byt s rostou-
cim n ucinény libovolné velkymi. Uvédomime-li si, ze mocnina dvojélenu v roz-
voji (1) (v binomickém rozdéleni: pocet pokusl) je rovna nt, pak je zfejmé, ze
v tomto rozvoji pocet ¢lent od L, (inklusive) az do M (exklusive) pfedstavuje
stale stejnou pomérnou ¢ast ze viech ¢lent rozvoje (1) (totéz plati pro R,, a M);
¢leny od L, do R, by bylo mozno nazvat ,prostiedni ¢asti“ rozvoje (1).

V paté lemmé Bernoulli dokaze, Ze soucet Clent této ,prostfedni ¢asti mize
byt s rostoucim n uéinén libovolndkrat vétsi nez soudet Clent zbyvajici ¢asti.
Prechod od této lemmy k formulaci véty je uz jenom technickd otdzka.

Podstatné je, ze Bernoulli nepodavé pouhy existenéni ditkaz, ale dokazuje
i tvrzeni, které lze povazovat za piedchiidce CebySevovy nerovnosti, coz mu
umozni odhadnout hodnotu ¢&isla n potfebnou k dosazeni pozadované ,preva-
hy* prostiedni ¢asti rozvoje nad zbyvajicimi ¢leny (v binomickém rozdéleni:
umozni mu odhadnout pocet pokust potfebny k dosazeni pozadované shody
mezi empirickou ¢etnosti a pravd&podobnosti).

2.3 Bernoulliovy lemmy

Dvé prvni lemmy 8 uvedeme bez dikazu, protoZe jsou jednoduché.

Lemma 1. V kone¢né posloupnosti
0,1,2,...,ns—n,...,n8,...,ns+n, ..., ns+nr

plati:

a/ pocet Clenti posloupnosti vétsich nez ns + n je roven n(r — 1);

b/ pocet ¢lent posloupnosti mensich nez ns —n je roven n(s — 1).

Lemma 2. Binomicky rozvoj vyrazu (r + s)™ ma n + 1 ¢lend.

Lemma 3. Clen M je nejvétsim ¢lenem binomického rozvoje (1) a plati

M>L;y >Ly>Lg> > Ly,

M_L L L
Ly Ly Ls Lyps
M >Ry >Ry>R3> Ry,
M_ R _R R
R, Ry Rs R,

8V prvni lemmé se ponékud odchylujeme od Bernoulliova znafeni; viz k tomu prvni od-
stavec nasledujici kap. 3.
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DukAz. Dtkaz provedeme pouze pro ¢leny piedchazejici pied M, protoze pro
Cleny nasledujici za M je dlikaz analogicky.
Oznaéime-li Ly = M, pak

nt . _:
Li — ) ,rnr+1sns 7 ,
ns —1

1=0,1, ---, ns,
a plati
Li nr+i+1 s
Liyn  ns—i r’
protoze nrs + s(i + 1) > nrs —ri, je L; > L;y;.
Analogicky
Ly _nr+1i +2 s
Li+2 _’I’LS—i -1 r
a protoze
nr+i +1 nr+i +2
. < . b
ns —1 ns—i —1
je
Ls <2 o
Liv1 Ly

PozNAMKA. Pokud se lemmy 4. a 5. ty¢e, Bernoulli nejprve podava jejich di-
kazy pomoci ivah o nekoneénych posloupnostech a pak v poznamce (Scholium,
str. 233) podava dikaz odlisny. ProtoZe jeho prvni dikaz neni (dle naseho na-
zoru) zcela korektni a protoZe ve druhém dikazu (ktery dle naSeho nézoru
korektni je) dospiva ke vzorcim, kterych pak pouZivé pfi fefeni piikladu, pro-
vedeme zde druhou variantu ditkazu.

Lemma 4. Poméry
M
L.’ R,
mohou pii rostoucim n nabyvat libovolné velké hodnoty.
DUkAz. Dikaz provedeme pouze pro prvni z uvedenych poméri, protoze pro

druhy z nich je analogicky. Zakladni my8lenka dtikazu spo&iva v tom, Ze zvolime
libovolné ¢ > 0 a hleddme ngy tak, aby

M
— > ¢(s — 1) pro viechna n > ng.

Ly
Plati
M (ns—n)! (nr+n)! s*
L, (ns)! (nr)! T
_(r+n)nr+n-1)(nr+n-2)---(nr+n-(n-1) s"
N (ns)(ns —1)(ns —2)---(ns — (n — 1)) o
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Roznésobime-li ¢itatele i jmenovatele prvniho zlomku druhym zlomkem a obratime-
li ve jmenovateli poradi souéinitelil, lze cely vyraz napsat ve tvaru

M . nrs+mns nrs +mns —s nrs+mns—(n—1)s
Ln_m‘s—nr—l-r nrs —nr + 2r nrs — nr -+ nr -
nrs-+ns —(m—1)s
= H ) (2)

nrs — ’I’I, - m)r
m=1 § )

rs+s

Vsichni tito soucinitelé jsou vétsi nez 1 a mensi nez . Pfi pevném n hodnota
téchto soucinitelt monoténné klesid s rostoucim m7 pri pevném m hodnota
téchto soudinitelt monoténné roste,

. nrs+ns—(m-—1)s rs+s
lim =
n—oo  nrs — (n —m)r rS—T

a protoze T < I=te Cexistuje ng takové, ze pro viechna n > ng je

nrs+ns—(m—1)s S r+1
nrs — (n —m)r r

Oznaéme nyni nyni mg nejmensi pfirozené ¢islo, pro které plati °

r+ 1\ logc + log(s — 1)
>c(s—1 =
( T ) zels=1) = mo [log('r—f—l)——logr

Déle ozna¢me ng nejmensi prirozené ¢islo, pro které plati

nors + ngs — (mo —1)s _ r+1

= ng = [mo +

(_"19:_12]

nors — (ng — mo)r T r+1

Pro pomér Li plati, Ze v sou¢inu (2) vSichni soucinitelé s m < myg jsou v&tsi
no

néz f—f—l a protoze navic jsou v8ichni soucinitelé vétsi nez 1, je

M (7‘—%—1
>
r

mo
>c(s—1).
. ) 2
Protoze podle lemmy 3 je L; > L;; pro vechna i, j, plati
M
— >c(s—1

pro viechna n > ng, ¢im? je dokdzana prvni ¢ast lemmy.
Zcela analogicky se dokaze lemma pro pomér TzALv pouze se bere

M
iR > ¢(r — 1) pro vSechna n > ng ,

9Symbol [x] znamena nejmensi prirozené &islo v&tsi nebo rovné z; Bernoulli pochopitelné
tohoto symbolu nepouZiva, ale z pfikladu, ktery fesi na str. 238 latinského textu, je zfejmé
ze fakticky takto pocita.

)
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e — logc+ log(r — 1)
%7 |log(s+1) +logs
(mo—l)r] o

s+1

Lemma 5. Pomér sou¢tu L, +Lp_1+---+Li+ M+ R +---+R,_1+ R, ku
souctu vSech zbyvajicich ¢lenii mtZe pfi rostoucim n nabyvat libovolné velké
hodnoty.

ng = [mo +

DUKAz. Podle ditkazu predeslé lemmy stanovime ¢isla ng pro poméry —2—’[—, T?,M
a polozime N rovné vét§imu z nich. Pak podle lemmy 4

M M
E>c(s~1), m>c(r—1),

v pokracovani diikazu se budeme vénovat jen prvni z uvedenych nerovnosti.
Z lemmy 3 plyne (oznacime opét M = Lg)

L; Lnyi L; Lip
< < )
Liyy  Lyyirn  Lnyi  LNyin
takze proi =0, 1, 2,..., Ns — N — 1 dostavame
M L L Lys—
_.<____1___< 2 <...<_1l__£"_’ (3)
Ly Lyy1  Lyye Lys
a protoze
M
_— > -1),
> e 1)

dostavame z (3)
L;>c(s—1)Lyy; pro i=0,1, --- ,Ns— N,

z ¢ehoZ plyne

N N
ZLi > C(S - I)ZLN-H ;
i=1 =1

z toho podle lemmy 3 dale plyne

N N N N
ZLi>C(S—1)ZLN+1'>c(s—1)ZL2N+i> >C(5_1)ZL(s—1)N+i7
=1 1=1 =1 3

=1

takZe setenim dostavame

N Nr
(s—=1)Y Li>c(s—1) Y L
=1

i=N+1

a protoze c je podle dikazu lemmy 3 libovolné kladné &islo, je tim dokédzano
tvrzeni lemmy 5 pro ¢leny vlevo od nejvétsiho ¢lenu M; diikaz pro ¢leny vpravo
je analogicky. O

88



3 Bernoulliova formulace a diukaz Bernoulliovy
veéty

Driive nez uvedeme Bernoulliovu vétu v plivodni formulaci, povazujeme za
nutné upozornit na jednu odchylku ndmi pouzitého znaceni od znaceni Ber-
noulliova. Dnes se pfi definici pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni
bere jako nezdvisle proménnd pocet GspéSnych pokuslt; v binomickém rozvoji
(1) by tedy pocet uspéinych pokust mél byt roven exponentu u s a pocet ne-
aspésnych pokusti exponentu u r. Bernoulli ale ve formulaci véty voli znaceni
opacné nez v rozvoji (1) a oznacuje pravdépodobnost tispéchu % a pravdépo-
dobnost netspéchu $. S prihlédnutim k dneSnim zvyklostem jsme sjednotili
znaceni v lemmaéch se znadenim ve vété, takZze v této kapitole naseho textu je
symboll r a s uzito v opa¢ném vyznamu nez u Bernoulliho.

Nyni uvedme Bernoulliovu formulaci jeho hlavniho tvrzeni ( Propositio prin-
cipalis na str. 236 latinského textu; vynechavame terminologickou ¢ast tvrzeni
a terminologii ponékud prizpusobujeme dnesnim zvyklostem):

Necht je tedy pocet pripada pfiznivych ku poétu pripadi nepfiz-
nivych v poméru 2, tedy ku poc¢tu vsech pripadi v poméru - ¢ili 7,
kteryZzto pomér ohrani¢uji meze ' & ==L, Ma byt dokazano, Ze je
moZné ucinit tolik pokusi, aby vyslo libovolnékrat pravdépodobnéji
(kuptikladu c-krat, kde ¢ je ddno), Ze pocet pfFiznivych pozorovani
padne mezi tyto hranice nez mimo né, tj. pocet pozorovani prizni-
vych ku poc¢tu vSech pozorovani nebude v poméru ani vétsim nez
Sfl, ani mensim ne# =1,

P11 dtikazu Bernoulli vychézi z toho, Ze je provadéna série nt pokust, pfi-
¢em?Z v kazdém pokusu je t moznych vysledki, z nichz s je pfiznivych a r
nepiiznivych 1°. Pak se odvolava na binomicky zdkon rozdéleni, ktery odvodil
pfi komentovani ' Huygensova Propositio XII a konstatuje, Ze pravdépodob-
nost pravé k ptiznivych vysledkt v sérii nt pokusud je rovna

(TLt) Sant»lc

k tnt

Pravdépodobnost toho, Ze pomér poctu pokust s priznivym vysledkem ku po-
¢tu viech pokust lezf mezi (inklusive) - a 1, bude proto podle lemmy 5 pfi
velkém poctu pokust c-krat vétsi nez pravdépodobnost toho, ze uvedeny pomér
bude leZet mimo uvedeny interval; ¢islo ¢ pfitom muze byt zvoleno libovolné
velké.

Tim Bernoulli sviij diikaz kon¢f; celou kapitolu (a tim vlastné i cely svij spis)
uzavira piikladem, ke kterému se za chvili vratime. Pfevedme nyni Bernoulliovu
formulaci do dnes$ni podoby.

Bernoulli fakticky rika toto:

10K tomu je tfeba poznamenat, Ze z dnesniho hlediska Bernoulli ml¢ky predpoklada neza-
vislost pokusti a stejné pravdépodobnosti viech moznych vysledkd kazdého pokusu.
11Viz nage kap. II. 2. 4; v latinském textu (str. 237) je chybn& uvedeno Propositio XIII.
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Necht m je polet vyskytl jevu A v sérii n nezdvislych pokusti, z nichz
v kazdém miZe jev A nastat s pravdépodobnosti p = 3. Pak pro jakékoli
(velké) ¢ > 0 lze najit N, takové, Zze pro viechna n > N, plati

Ps—lsmss—lrl >cPE<3_1 +P m>s+1 .
t n t n t n t

Tento vysledek lze prepsat do jednodussiho tvaru

. 1
P(!T—p’gl) >cP<lE—pl>—)
n t n t

a protoze

1 1
n t n t

coz vlastné odpovida soucasné formulaci Bernoulliovy véty.
Bernoulli ale ve svych lemmach fakticky dokéazal vic. Z jeho lemmy 4 totiz
plyne, Ze pro dana &isla ¢, r a t 1ze odpovidajici N, najit ze vztahu (v dne$nim

zapisu)
logc +log(s — 1) s st
c = 1 t — :
N max(Hbg(T+1)—logr T r+1

logc+ log(r — 1) 14T ' rt
log(s +1) — log s s+1 s+11|/’

kde s =t — r, symbol [z] znamena nejmensi celé ¢islo vétsi nebo rovné z.

Jak uz bylo feceno, Bernoulli uzavird sviyj dikaz prikladem. V tomto pfi-
kladu se fakticky jedné o vyuziti pfedeslého vztahu (i kdyZ v odli§né formulaci);
Bernoulli pocitd N, pro ¢ = 1000, s = 30, t = 50 a zji§tuje, Ze

N, = may [ [[4:2787536)] 51, 1000] [4,4623980] 51 15007\ _
° 0,0142405 | 31 31 |’|]0,0211893 | 21 21 =
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301.2550 — 1000 211.2550 — 1500
= max ; =
31 ! 21

= max(24728;25550) = 25550.

Kondme-li tedy sérii pokusi, z nichz v kazdém muze sledovany jev nastat
s pravdépodobnosti %, pak pii provedeni (aspoi) 25550 pokusi mame zaruceno,
7e pomér poctu pripadi, v nichZ sledovany jev nastal, ku po¢tu vSech pokust

bude lezet v intervalu 09 31
—,— ) =(0.58,0.62
<5O 50> ( )
s pravdépodobnosti tisickrat vétsi nez mimo tento interval. Kdybychom ovsem

chtéli tuto pravdépodobnost stanovit, museli bychom pfi pouziti Bernoulliho
metody vypocitat soucet (dolni mez pro séitani je %%25550, horni mez pro

séitani je %25550)
1%1 25550\ /3\* /2 25550—k.
k 5 5 ’
k=14819

to je prakticky neproveditelné (a navic by se v tomto pfipadu vyslednd prav-
dépodobnost jen nepatrné lisila od 1, takze z pedagogického hlediska se tento
piiklad nejevi jako piili§ vhodny '?). ReSeni takovych tloh je prakticky mozné
aproximaci binomického rozdéleni rozdélenim normalnim, prvni kroky v tomto
sméru ale udélal az Abraham de Moivre (1667 - 1754).

4 Zavérecna poznamka

Zakon velkych €isel je povazovéan (a to jisté pravem) za hlavni Bernoullitiv vy-
sledek v oblasti teorie pravdépodobnosti. Pfi ¢etbé jeho spisu ale vznika dojem,
ze Bernoulli mifil dale (coz miZe souviset s tim, Ze spis zlistal nedokoncen),
¢emu? nasvédcuji nékteré tvahy a priklady ze ¢tvrté kapitoly posledni ¢asti
spisu. Jeden z téchto piikladt lze zformulovat takto ([7], latinsky text str. 225
a nasl.):

V urné je umisténo 3000 bilych a 2000 ¢ernych kamend. Experimentator
tyto idaje neznd a chce stanovit pomér bilych a cernych kamenti na zakladé
pokusu, pfi kterém postupné vytahuje kameny z urny a sleduje, jak Casto vy-
tahl bily a jak Casto erny; pfitom vytazeny kdmen vzdy vrati zpét drive, nez

12Pomoci programového produktu MAPLE a aproximace binomického rozdéleni normalnim
rozd&lenim bylo zjisténo, Ze hledand pravdépodobnost je rovna 0,999999999935092, takzZe
Bernoullitiv odhad &isla N je piilis vysoky; stejnym postupem bylo zjisténo, Ze k dosaZeni
pozadované pfesnosti stadi ,jen* asi 6500 pokust.
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vytahuje dalsi 13. V dalsim vykladu Bernoulli dod4véa, 7ze tento pomér nechce
stanovit absolutné pfesné, ale pouze s jistym pfiblizenim 4. Z dne$niho hle-
diska lze o tomto piikladu Fici, Ze pocet bilych (nebo fernych) kameni vytazeny
v sérii n pokust je ndhodné veli¢ina s binomickym rozdélenim, jehoZ parametr
p nezndme a chceme ho odhadnout na zdkladé vysledku série pokust; to je
typicka tloha matematické statistiky.

Domnivame se proto, Zze Bernoulli mifil k feSeni lloh matematické statistiky
a dikazem zakona velkych ¢isel potvrdil, Ze intuitivni ndzor na moznost feSeni
téchto aloh pomoci dostateéné dlouhé série pokust je objektivné opravnény.
Nedospél sice aZ k FeSeni statistickych tiloh, pfesto lze ale jeho spis povazovat
za prvni vykroceni timto smérem.

X

13 1]t exemplo constet quid velim, pono in urna quadam te inscio reconditos esse ter mille
calculos albos € bis mille nigros, teque eorum numerum ezperimentis exploraturum edu-
cere calculum unum post alterum (reponendo tamen singulis vicibus illum quem eduzisti,
priusquam sequentem eligas, ne numerus calculorum in urna minuatur) & observare, quo-
ties albus €4 quoties alter ezeat.; v dalsim se u? nemluvi o potu kamendl (numerus), ale
o poméru (ratio) (viz téZ néasledujici citat).

14 Ne autem hec secus intelligantur quam oportet, probé notandum est, quod rationem
inter numeros casuum, quam ezperimentis determinare aggredimur, non precisé & in indi-
vistbili acceptam velim ...
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