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PRIBLIZNE REKTIFIKACE KRUHOVEHO OBLOUKU

MARTINA KASPAROVA

V prvni ¢asti nasledujiciho textu se budeme vénovat konstrukcim tusecek,
jejichz délky jsou priblizné rovny délce daného kruhového oblouku. Popiseme
predevsim rektifikaci znamou jako Sobotkova a stru¢né se zminime o rektifi-
kacich téch autord, které J. Sobotka uvedl v historickych poznamkach uceb-
nice [S36]. Z mnoha dalsich konstrukei budeme vénovat pozornost rektifikacim
A. Pleskota jakozto ¢eského autora, d’Ocagneové konstrukcei, ktera patii mezi
nejznaméjsi, a Rankinovym rektifikacim, které vynikaji jednoduchosti a dobrou
presnosti.

V druhé ¢asti se budeme zabyvat pribliznymi rektifikacemi obvodu kruznice
¢i jeho poloviny, o nichz Jan Sobotka piSe v odstavcich 438—-440 ucebnice [S36]
(Archimédova aproximace 7, ,,¢inskd presnd hodnota“ 7, Spechtova konstrukce,
uvedeme pfiblizné rektifikace poloviny, pfipadné ¢tvrtiny obvodu kruznice pu-
blikované nékterymi nasimi autory.

V zavéru provedeme porovnani teoretické ptresnosti rektifikaci v zévislosti
na délce rektifikovaného oblouku, pokusime se také o porovnani slozitosti jed-
notlivych konstrukeci.

Sobotkova rektifikace (rekS1)

Popisme nyni pfibliznou rektifikaci kruhového oblouku a jeji zpfesnéni tak,
jak ji uvadi J. Sobotka na str. 614-618 ucebnice [S36] v odstavci 441.

Predpokladejme, ze je dan kruhovy oblouk AB o poloméru r prislusny stie-
dovému thlu <ASB, |<<ASB| = ¢. Na polopfimce AS je sestrojen bod C tak,
ze |AC| = 3 - |AS|. Ozna¢me D prusecik poloptimky C'B s te¢nou sestrojenou
v bodé A k oblouku AB. Usecka AD udavéa pfibliznou délku oblouku AB.!
(Viz obréazek.)

(Pfevzato z [S36], str. 614, obr. 469)

I Konstrukce je popsana napf. v odstavci 245 na str. 493 ucebnice [7], jako prvni Feseni
ulohy 15.8 na str. 17 ucebnice [23], v odstavci 7,6,2 na str. 96 uéebnice [2], na str. 50-53
publikace [4]. Pod ozna¢enim Sobotkova rektifikace ji najdeme i v prehledech matematiky
(viz nap¥. str. 131-132 kompendia Rektorys K. a kol., Prehled uzité matematiky, 1. vyd.
1963).
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Délku tsecky AD vypoc¢teme z podobnych trojuhelniki ADC a ByBC,
kde By je pata kolmice spusténd z bodu B na AC. Plati |BoB| = rsiny,
|BoC| = rcosp + 2r, |AC| = 3r, a tedy

3rsin g

|AD| = ——— .
24 cosp

(%)

Nazna¢me nyni, jak J. Sobotka pomoci rozvoju funkce sinus a kosinus zdi-
vodriuje vyse uvedenou konstrukci a odvozuje jeji zpfesnéni, které je pouzitelné
i pro stfedové uhly vétsi nez 30°.

Uvazujme kruhovy oblouk AB o poloméru r piislusny stfedovému thlu
<ASB a bod D na tecné sestrojené v bodé A k oblouku AB takovy, ze délka
usecky AD je rovna délce oblouku AB. Hledame bod C' jako prusecik polopti-
mek AS a DB.

J. Sobotka zvolil soustavu soufadnic tak, ze S = [0,0], A = [r,0], a tedy
B = [rcosp,rsiny|, D = [r,re]. Rovnici pfimky BD pak udava ve tvaru

(x —7)(p —sing) — (y —re)(1 — cosp) = 0. (1)

Smérnici k pfimky BD lze nyni vyjadiit dvéma zpusoby. Z predchoziho vztahu
je

R 2)
1 —cosgp
navic je
|AD| _ ry
k=tg|<DCA| = —— = . 3
§1<DCA|I= (4o = i 3)

Ve vyrazu na pravé strané (2) dosadil J. Sobotka za goniometrické funkce jejich
rozvoje v pocatku

3 5 7
o — oY v
smgp—<p—3!+5! 7!—1—..., (4)
2 4 6
so—=1_F ¥ _¥
cosp=1-— 51 + T + (5)
Délenim 5 . . ) . .
O et N (e
3! 51 7! )\ 4! 6!
se ziska podil
3 5
Y ¥ ¥
k=L +—
3 + 90 + 2520 +

Pokud se zanedbaji vSechny ¢leny s mocninou vyssi nez dva, bude k = ¥, a tedy
z (3) vyplyva rovnost
re L@

|AC| ~ 3’

odkud je
|AC| = 3r.
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V dalsi vaze J. Sobotka oznacil prusec¢ik AS a DB jako E. Jeho z-ové
soufadnice z g se vypocte ze vztahu (1), polozime-li v ném y = 0, tj.

1—
Tp=r-—r 7(3(,)8@.
@ —sinp
Po dosazeni ze vztaht (4), (5) a vydéleni &itatele zlomku jeho jmenovatelem
bude
© _e® e 2 4
S t+tE— - < © %) >
T — ar T e
Tp=T—T"3 = = =r—r|3—-——— +... .
e 10 4200
Pokud se velikost stfedového tthlu blizi nule, je xp = —2r a bod F splyne s bo-
dem C sestrojenym podle pfedchozi uvahy. Presnéjsi vyjadieni délky oblouku
2
AB ziskame, kdyz misto bodu C' vezmeme bod E, pro néjz je xp = —2r+r%;.
Je tudiz 5
ry
CE| = —. 6
cB| == (6)

Pro nalezeni pfiblizné hodnoty ? v ptredchozim vztahu J. Sobotka opét
sikovné pouzil rozvoj (5). Vzhledem k tomu, ze

2 4 6
L yo_¥v
a_l—cosg0+4! 6!+""

aproximuje
©* = 2(1 — cos ).

Po dosazeni za p? v (6) je

CB| = r(1 —cosgo)'
)
Odtud zaroveni plyne konstrukce bodu E (rekS2). Je totiz r cos ¢ prvni sou-
fadnice bodu B a také |ByS|, kde By je pata kolmice spusténd z bodu B na
tsecku AS, a tedy r — rcosp = |ABy|. Stadi tedy na polopfimku C'S nanést
od bodu C nalezeného dfive popsanym zptisobem pétinu tsecky ABy (viz ob-
rézek). Pfimka EB protne tetnu AD k oblouku AB v bodé F' a |AF| udavéa
pribliznou délku oblouku AB presnéji nez |AD|.
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Délku tsecky AF vypocteme z podobnych trojuhelniki AFE a ByBE.
Vzhledem k tomu, Ze |BoB| = rsing, [BoE| = rcosp + 2r — £(1 — cosp) =
= L(9+46cosp), |AE| = 3r — £(1 — cos ) = £(14 4 cos p), je?

14 4+ cosp

AF| =rsinp ———.
|AF] rsm<p9+6cos<p

(0)

Jan Sobotka uvadi v zavéru ucebnice [S36] cetné historické pozndmky k vy-
lozenym poznatktim. Na str. 643 piSe, ze pribliznou rektifikaci podle predpisu
(%) znal uz Mikulads Kusénsky (1401-1464), ptidal odkaz na str. 184 Cantoro-
vych prednasek Vorlesungen tiber Geschichte der Mathematik, Leipzig, 1892.
Jan Sobotka v souvislosti s pfibliznou rektifikaci kruhového oblouku uvedenou
na obrazku na str. 53 dale zmitiuje Willebrorda Snellia (1580-1626) véetné od-
kazu na str. 645 v Cantorové praci (1892), Christiaana Huygense (1629-1695)
s odkazem na vétu XIII v jeho praci De circuli magnitudine inventa a Auguste
E. Pelleta (1848-7), ktery konstrukei rozsitil pro obecné kiivky.

Mikulas Kusansky dospél roku 1450 v praci De mathematica perfectione
k predpisu (x), kdyz uvazoval, ze délku oblouku lze pro velké n nahradit po-
lovinou strany vepsaného pravidelného n-tihelnika a vzdalenost jeho strany od
stfedu vzdalenosti jeho vrcholu od stfedu.? Pro seznameni s dalsimi Kusanského
rektifikacemi 1ze zajemctim doporucit praci Nicolaus von Cues, Die mathema-
tischen Schriften, ptelozila Josepha Hofmann (ivod a pozndmky J. E. Hof-
mann), Hamburk, 1952 (2. vyd. 1980), na niz mé upozornil Z. Nadenik véetné
odkazu v Juskevicové knize Dé&jiny matematiky ve stiedoveku, Academia, Praha,
1978, kde se pise, ze Kusansky v obdobi 1445 az 1459 sepsal fadu dalsich praci
o rektifikaci.

W. Snellius uvedl ve své praci Cyclometricvs [19] z roku 1621 meze, v nichz
se pohybuje velikost kruhového oblouku. V odstavci Propositio XXXI na str. 46
ukazuje, Ze je (pfi naSem oznaceni) velikost kruhového oblouku AB vétsi nez
délka tisecky AD. Horni mezi se zabyva v ¢asti Propositio XXXIX na str. 83.
Pfi oznaceni stejném jako v nasledujicim obrazku* je horni mez dana délkou
usecky il. P¥imka m fu, jiz bod [ nalezi, se sestroji tak, aby délka tsecky m f byla
rovna poloméru kruhového oblouku. V takovém pripadé je velikost thlu umsi
rovna tfeting velikosti tthlu uei.> Délku tsecky il lze vypoéitat z trojihelniku
ilm. Trojtahelnik e fm je rovnoramenny s rameny délky r a thly pfi zdkladné

2 Podle [24], pozn. 1 na str. 203, napsal tento vztah I. Newton (1643-1727) v dopise
W. Leibnizovi (1646-1716) roku 1676. J. H. Lambert (1728-1777) vztah (¢) dokazal na str. 312
prace Beytrdige zum Gebrauche der Mathematik und deren Anwendung, I1. sv., Berlin, 1765
(viz [24], pozn. 2 na str. 203), navic vyvodil pfislusnou pfibliznou konstrukci.

3 Viz Cantor M., Vorlesungen iber Geschichte der Mathematik, 2. Band, 1200-1668,
2. vyd., B. G. Teubner, Leipzig, 1913, str. 199-201.

4 Podobny obrézek viz Cantor M., Vorlesungen tiber Geschichte der Mathematik, 2. Band,
1200-1668, 2. vyd., B. G. Teubner, Leipzig, 1913, str. 706, kde je také uvedeno omezeni délky
kruhového oblouku.

5 Viz napf. Beévar J., Stoll 1., Archimedes. Nejuétsi védec starovéku, Prometheus, Praha,
2005, str. 62—-63, nebo Yates R. C., The Trisection Problem, National Mathematics Magazine
15(1941), no. 6, str. 280.
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o velikosti . Je tedy em = 2rcos % a pro délku tsecky il plati

il:imntgg:r(2cos§+1)tg§:r(2sin§+tg§>.

Podle Snellia je tedy délka oblouku AB omezena takto:

Jdsinp
r
24 cosp

< |4B] <r(25m§+tg§>.

Lo P [ L
a n oid ¢ ¥ 4
(Pfevzato z [19], str. 83)

Ch. Huygens se mj. omezenim kruhového oblouku zabyva v préaci De cir-
culi magnitudine inventa (1654).5 Ve vété XIII na str. 29 popisuje konstrukei
rektifikace kruhového oblouku, ktera se u néas vzila pod oznac¢enim Sobotkova,
a tvrdi, ze takovym zpiisobem ziskana tisecka je kratsi nez prislusny oblouk.
Na str. 12 (Theor. VIII. Prop. VIII) omezuje délku oblouku shora. Dokazuje
(viz nasledujici obrazek), Ze soucet 2|CD|+ 5 |EF| je vétsi nez velikost oblouku
CE. Oznacime-li ¢ velikost thlu FAC, miazeme Huygensuv vysledek zapsat ve
tvaru

3sing N T [0
7<CE<7(' 4t 7).
T2—|—cosga | | 3 smet+ g2

- D
G
B A E

(Pfevzato z [5], str. 12)

6 Struény piehled jim dokdzanych vét v této préci viz [3].
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Pleskotova rektifikace (rekP)

Antonin Pleskot (1866-1935) popisuje v ptispévku O jist€ dloze, kterd fesi
pribliznou rektifikaci oblouku kruhového [14] rektifikaci kruhového oblouku od-
lisnou od Sobotkovy, ktera vSak také vede ke konstrukci tisecky, jejiz délka je
déna ptredpisem (x).

Necht je ddn kruhovy oblouk AB prislusny stfedovému tthlu <AO B; oznad-
me |[<AOB| = ¢ (viz obrazek). Na polopfimce opac¢né k polopfimce OA je
sestrojen bod D tak, ze |OD| = %-|OA|, bod C' je prusecik tisecky BD a kolmice
spusténé na tusecku BO z bodu A. Potom je délka usecky AC ptiblizné rovna
délce oblouku AB.

B

ED O

(Pfevzato z [14], str. 309, obr. 3)

Pti odvozeni popsané konstrukce fesi A. Pleskot nésledujici tlohu. Predpo-
klada, ze je dana kruznice se sttedem O a polomérem r a libovolnym stfedovym
thlem <tAO B, jehoz ramena protinaji kruznici v bodech A, B. Na kolmici k OB
vedené bodem A je sestrojen bod C' tak, ze |® = rp = |AC|. Ukolem je zjistit,
k jakému bodu se blizi prusecik D primek OA a BC, jestlize se délka oblouku
AB blizi k nule.

Podobné jako pfi odvozeni Sobotkovy rektifikace je zavedena soustava sou-
fadnic tak, ze O = [0,0], A = [r,0], a tedy

B = [rcos,rsin g, C =[r—resing, rpcos ).

7 vyjadirené z-ové souradnice bodu D pocitd A. Pleskot limitu pro ¢ — 0:

-1 i
lim (r cosp — TsinSDCOS.SO a SDSH]SD) =
©—0 sing — @ cosp

. %sin?gofsingoJrgosiano
=7 —rlim

»—0 siny — @ cosp

Uzitim I"'Hospitalova pravidla na druhy ¢len rozdilu se dostane

cosng—cosgo+sin2<p—|—2<psingacos<p _

r—r lim -
©—0 coS @ — oS + sin g
. cos?p —cosp . 2psingcosp
=r—rlm ——= —rlim ————L =
©—0 psing =0  sing
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. cosp(—2sin® £) . tg?¥ L N
=r—rlim ——————2=-—2r=—r+rlim = =-r+3r=—35r
¢—0 2psin £ cos & =0 28

Po vypoctech je D = [~7,0], odkud vyplyva jeho pfiblizna rektifikace oblouku
AB.

Pomoci podobnych trojuhelniki ACD a A’BD, kde A’ je priise¢ik piimky
OA a rovnobézky s primkou AC' vedené bodem B, se snadno vypocte délka
tsecky AC. Zjistili bychom, Ze pro OD = % je dana predpisem (x).

Autor déale omezuje délku oblouku AB shora. Na praméru OA voli bod
E= [—r@, 0], jemuz na kolmici k OB bodem A odpovida bod J. Vyjadifenim
délky tsecky AJ lze ziskat nasledujici omezeni délky oblouku AB.

3 si si 1 3
P38y sine(l+ V)
24 cosp cos<p—|—\/§

V zévéru ¢lanku A. Pleskot navrhuje pro oblouky stiedovych thla vétsich
nez 60° rozpuleni oblouku, rektifikaci poloviny oblouku a nésledné zdvojnaso-
beni ziskané tsecky. Ukazuje, ze délka takové tisecky udava pribliznou hodnotu
|@ | pfesnéji nez délka tsecky ziskané rektifikaci daného oblouku, tj.

3rsin 2 3rsine

re-2 2+ cos § < 2+ cose

Uvadi jesté dvé konstrukce, v nichz je ,skryta“ rektifikace poloviéniho oblouku
provedend vyse popsanym zpusobem. Oba postupy vedou pfimo k rektifikaci
daného oblouku bez nutnosti zdvojnasobovani délky usecky ziskané rektifikaci
polovi¢niho oblouku. Prvni konstrukce dokonce nevyzaduje ani ptileni oblouku:

Predpoklddejme opét, ze je dan kruhovy oblouk AB prislusny stiedovému
thlu <AOB, kde |[<AOB| = . Oznac¢me S prusec¢ik piimky OA a s kruznici
k= (O,r =|OA|) rizny od bodu A (viz obrazek). Necht D je bod poloptimky
OS takovy, ze |OD| = 2r. Z bodu S je opsan kruhovy oblouk o poloméru
|SA| = 2r. Pfimka SB se s nim protne v bodé E. Priise¢ikem DE a AB je bod
C, délka tsecky AC je ptiblizné rovna délce oblouku AB.”

Usecka AC je visledkem vyse popsané konstrukce pro kruhovy oblouk AE
kruznice se stfedem S o poloméru 2r, ktery prislusi sttedovému thlu <ASFE,
|[<XASE| = £. Bod D je totiz bodem polopiimky opacné k polopfimce SA
aplati |[SD| =r = % - 2r = $|SA|. Vzhledem k tomu, Ze B je bodem kruznice
k s prumérem SA, je pfimka AB kolmici k tsecce SE. Tim je jeji prusecik
s useckou DFE sestrojen stejnym zpusobem, jak bylo popsano na strané 58,
a plati

3sin &
2+cos§

|AC| = 2r

7 Viz [14], str. 312.
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(Pfevzato z [14], str. 312, obr. 4)

A. Pleskot publikoval roku 1918 v p¥ispévku [15] obecnéjsi postup rektifikace
kruhového oblouku. Riznou volbou bodat R a S (viz obréazek) lze ziskat tsecky
AC, jejichz délka s rozdilnou presnosti odpovida délce daného oblouku AB.

V dané kruznici K = (O, r) s kruhovym obloukem AB pfislusnym stfedo-
vému thlu <AOB, |<AOB| = ¢, je na polopiimce AO vyznacen bod S tak,
7e |AS| = a, ajr, a bod R, pro néjz je |AR| = r + d, kde d = |OR|. Spoleény
bod pfimky RB a kruznice K; se stfedem S a polomérem a v poloroviné RAB
oznacme C.

A,
(Pfevzato z [15], str. 193, obr. 1)

Autor hleda vztah mezi a, d tak, aby délku tsecky AC' bylo mozno pfiblizné
povazovat za délku 4AB. Po vypoctech, v nichz vyuZiva rozvoju funkci do
mocninnych fad, dospél ke vztahu
12k —3k* -8
o 3k2—-4
kde k = ~. V takovém piipadé je rozdil |AC|— |@ amérny r a paté mocniné .

d
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A. Pleskot ukazuje, Zze pro a — oo (kruznice K je tudiz te¢nou dané kru-
Znice v bodé A) je d = 2r, tj. |AR| = 3r, a popsand konstrukce predstavuje
rektifikaci (rekS1). V nésledujicich piikladech voli postupné d = 0, d = r,
d = r + a. Z vyseuvedeného vztahu ziskd hodnoty k, resp. a, a rtizné presné
priblizné rektifikace oblouku AB.

D’Ocagneova rektifikace (rekO)

Philbert Maurice d’Ocagne (1862-1938), Sobotkiv vrstevnik, zvetrejnil roku
1907 v préci [10] rektifikaci kruhového oblouku, kterou miizeme popsat takto
(viz obrazek).

Predpokladejme, Ze je dan kruhovy oblouk AB o jednotkovém poloméru
prislusny stfedovému thlu <AOB, |[<AOB| = w. Na tétivé AB je sestrojen bod
M tak, ze |[AM| = 2|AB|. Ozna¢me L prisecik polopiimky OM s obloukem
AB. Délka usecky AL tvori priblizné % délky oblouku AB. Pfiblizna délka
oblouku AB je tedy déna délkou usecky AP, kde P je prusecik piimky AL
a rovnobézky s piimkou OM vedené bodem B.®

(Pfevzato z [10], str. 1)

Autor ke konstrukci dospél nasledovné. Na tétivé AB uvazuje bod M, pro
ktery plati ||:44]\B4|| = m, a porovnava délku oblouku AB, tj. w, s délkou usecky
AL.

Usec¢ka AL je zékladnou v rovnoramenném trojihelniku ALO s rameny

délky 1 a thlem proti zakladné <AOL, |[<AOL| = «a. Je proto
|AL| = 2sin §. (7)

V dalsim d’Ocagne vyjadiuje w v zavislosti na m a |AL|. Nap¥. ze sinové
véty pro trojihelniky AMO a M BO plyne

sina sin(w — «)

|AM|  |MB|

8 Tato konstrukce je rovnéz popsana napf. v udéebnicich: [7], odstavec 70, str. 117-118,
[23], druhé feSeni ulohy 15.8 na str. 17, [2], odstavec 7,6,3, str. 96.
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Uzitim % =m, je
sin(w — o) = =2 sin o (8)
Vyjadieni w = |@ | z pfedchoziho vztahu se opird o rozvoj

1 3 1-3-5...(2n—1)
arcsiny = y + y +—y + -+

2n+1
67 T 40 i enenry? T ®

Autor v rozvoji uvazuje y = sin(w — «). Poté za sin(w — «) dosazuje vyraz na
. o s . . Y e p 1—m . .
pravé strané (8), pficemz pro zjednoduseni zapisu pise p misto ~1*, takze je

wfa:psinoﬁr%p3sin3a+%p5sin5a+...

Vzhledem k tomu, ze délka usecky AL je ve vztahu (7) Vyjédf"ena v Zévislosti na
sm 5 preplsuje predchozi vztah uzitim identity sin « = 2sin < 2 CoS 5 2 a oznaceni
0= sm 2 takto:

w—a=2p0(1- 027 + 8pPei(1 @2)% + %6p°05(1 — 0%)3 +... (10)

Funkce (1 — ©2)z, (1 — 02)5, (1 — ©2)2 d’Ocagne nahradil jejich rozvoji
v pocatku a ziskany vyraz pro w — « upravil vzhledem k mocninam ©O:

w—a:2p@—|—(%p3—p)®3+(%p5—2p3—ip)@5—l—... (11)
Pro y = sin § dostavame z (9)
3 5
=0+:0°+350°+ . .. (12)

Dvojnéasobek (12) pfi¢teny k (11) udava délku oblouku AB v zavislosti na p,
resp. na m (pfipometime, ze p = %) a ©, resp. |[AL| (JAL| = 2sin § = 20).
Autor uvadi tvar:
9m? — 12m+4
=200+ ————©° 13
mw + 32 + (13)
N 115m* — 360m® + 440m? — 240m + 48

@5
20m? *

Vsiml si, ze 9m? — 12m + 4 = (3m — 2)2. Pro m = 2 ma (13) tvar

2w=|AL| — 355|ALP +

Tim je zduvodnén vyse uvedeny postup, kterym lze sestrojit tsecku, jejiz délka
je piiblizné stejnéd jako délka daného oblouku. (Podle pfedchoziho vztahu je
takové tsecka nepatrné delsi nez rektifikovany oblouk.)

V zavéru ¢lanku d’Ocagne popisuje, jak sestrojit bod L, pokud je stied O
nedostupny, jak nanést danou délku na kruznici, zminuje se o moznosti trisekce
thlu a pocita relativni chyby aproximace pro oblouky jednotkové kruznice od-
povidajici stfedovym thlim 10°, 20°, ..., 90°. Pro jejich vypocet je vhodné
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urcit délku tsecky AP v zavislosti na délce oblouku @ tj. na w. Pro nalezenou
hodnotu m = % je
|AP| = 2|AL| = 3sin . (14)

Vyjadfeni « v zavislosti na w vyvodil autor ze vztahu (8), v némz za m dosa-
dil %, tj. ze vztahu

sin(w — @) = 3 sina.
Uzitim vzorce pro sinus rozdilu thli na levé strané rovnosti lze dospét po
jednoduchych tupravach ke vztahu

tgoy = ————. (15)

Pfedpis pro |AP| v zavislosti na w autor neuvadi, pro konkrétni hodnotu w
nejprve vypocetl odpovidajici hodnotu « podle vztahu (15), kterou posléze
dosadil do (14). Jim vypoctené odchylky od pfesné hodnoty jsou mensi nez
0,0064 pro oblouky se stfedovym thlem mensim nez 7. Poznamenejme, Ze
uzitim analytické geometrie 1ze dojit k pomérné komplikovanému ptredpisu pro

vypocet délky usecky priblizné rektifikujici dany oblouk zavislé jen na w:

3 2cosw + 1
APl = SV2 1 - —/—/—/—— = 16
| | 2 \/ Vb +4cosw (16)

3v2sinw
V5 +4dcosw(2cosw+ 1+ /5 +4cosw)

Rankinovy rektifikace

Stavebni inzenyr a fyzik, W. J. Macquorn Rankine (1820-1872) zvefejnil
v roce 1867 dvé konstrukce tisecky, ktera priblizné rektifikuje dany oblouk AB.
Prvni konstrukci (rekR1) uvedl jako dodatek k préci [16], v niZ fesi opacny
problém — sestrojeni kruhového oblouku dané délky. Uvedme popis jeho kon-
strukce.

Na tétivé AB prodlouZené za bod A je vyznacfen bod C tak, ze |[AC| =
= 1|AB| (viz obrazek). Z bodu C se opiSe kruznice o poloméru |CB| = 2|AB|.
Ta protne tecénu sestrojenou v bodé A k oblouku AB v bodé D, ktery nalezi
stejné poloroviné jako oblouk AB. Usecka AD piiblizné rektifikuje oblouk AB.

(Ptevzato z [16], str. 286, fig. 3, a upraveno)
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Délku tisecky AD vypocteme z trojuhelniku ACD. Stiedovy thel <ASB,
kde S je stfedem kruznice, jiz nélezi oblouk AB, je thlem proti zakladné
v rovnoramenném trojuhelniku ABS s rameny jednotkové délky. Oznacme
|<TASB| = ¢, pak je |AB| = 2sin ¥, a proto

|AC| = sin £, |CD| = 3sin %.

Velikost uhlt pfi zédkladné AB rovnoramenného trojthelniku ABS je rovna
5 — 5. Vzhledem k tomu, Ze pfimka AD je tecnou k oblouku AB v bodé A, tj.
prlmka AD je kolmé na rameno AS, platl |<BAD|= % . Uhly <BAD a <£DAC’
jsou vedlejsi, proto |[<DAC| =7 — £. V trojihelniku ACD nyni zndme délky
dvou stran a velikost jednoho thlu. Uz1t1rn kosinové véty dostavame vztah pro
neznamou délku usecky AD:

£)? =sin® £ + |AD|* — 2|AD|sin £ cos(r — £)

(3sin ¥

Po apravach ma predchozi vztah tvar

|AD| = sin £ (,/84— cos? & — cos %) ) (17)

s jehoz pomoci jiz snadno vypocteme chyby aproximace oblouku AB.

Druhd Rankinova konstrukce (rekR2) spo¢iva v rozdéleni stfedového tthlu
<ACB na ¢tvrtiny. Oznac¢me D stfed oblouku AB a E stfed oblouku AD
(viz obrazek). Necht je F prisecik pfimky C'E s tecnou sestrojenou v bodé A
k oblouku AB. Soucet |AF|+ |F B| udava ptibliznou délku oblouku AB.

(Prevzato z [17], str. 381)

Oznac¢me opét ¢ velikost stfedového thlu <AC'B piislusného oblouku AB.
Podle konstrukee je [<ACE| = |[<ACF| = %.V pravothlém trojihelniku CAF

proto plati

1
£)
cos 4

|AF| = tg ¢, |CF| =

vezmeme-li délku tsecky AC jako jednotkovou délku. Zbyva urcit délku tsecky
FB. Na trojihelnik BC'F pouzijeme kosinovou vétu, nebot zname délky dvou
jeho stran (JC'F| a |CB| = 1) a velikost uhlu <BCF, |<BCF| =2
L2
cos? ¥ cos ¥

|BF|? = cos 3¢
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Upravami pravé strany predchoziho vztahu ziskdme

|BF|* = tg? £ (8cos® £ +1).

|AF| + |FB| =tg ¢ <1+\/8c052%+1) (18)

je o néco vétsi nez velikost oblouku AB, ktery priblizné rektifikuje.

V dodatku k préaci [17], str. 382, pfipomind, Ze prvni konstrukce (rekR1)
dava tsecku, jejiz délka je mensi nez rektifikovany oblouk. Obé konstrukce
vhodné zkombinoval tak, aby vysledné chyba byla jesté mensi. Ke ¢tyfem péti-
nam tsecky ziskané konstrukei (rekR2) pfidal pétinu tsecky sestrojené podle
(rekR1). K takovému déleni tseCek dospél tvahami o chybdch aproximaci
vypoc¢tenych z rozvoju funkei na pravych stranich vztaht (17) a (18).

Obé konstrukce jsou popsany také napt. na str. 28 Rankinovy knihy A Ma-
nual of Machinery and Millwork, Charles Griffin and Company, London, 1869,
a na str. 113 Cremonovy prace Graphical statics, Claredon Press, Oxford, 1890.

Soudet

Rektifikace pomoci znamych pfibliznych hodnot =

vy v

Rektifikace kruhového oblouku a kvadratura kruhu jsou, jak védéli jiz fecti
matematikové, ekvivalentni problémy. Od starovéku se objevuji snahy o nale-
zeni hodnoty co mozné nejpfesnéji nahrazujici hodnotu .°

Pripomenme, ze iracionalitu ¢isla m poprvé dokazal J. H. Lambert roku 1767
a jeho transcendenci F. Lindemann (1852-1939) v roce 1882. Lamberttv dikaz
iraciontality ¢isla 7 je srozumitelné vysvétlen v ¢lanku Zackova J., Problém
kvadratury kruhu o Lambertiuv dukaz iracionality ¢isla m, Pokroky matematiky,
fyziky a astronomie 11(1966), ¢. 4, str. 240-250. Poznamenejme jesté, ze A. Le-
gendre (1752-1833) v Lambertové postupu doplnil dikaz iracionality urcitych
fetézovych zlomki a dokazal, Ze w2 je také iracionalni. Jinym zptisobem dok4zal
iracionalitu 7 a 72 Ch. Hermite (1822-1901) v p¥ispévcich Extrait d’une lettre
de Monsieur Ch. Hermite a Monsieur Paul Gordan, Journal fiir die Reine und
Angewandte Mathematik 74(1873), str. 303-311, a Extrait d’une lettre de Mr.
Ch. Hermite a Mr. Borchardt, tamtéz, str. 342-344. V praci Sur la fonction
exponentielle, Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des
sciences 77(1873), str. 18-24, 74-79, 226-233, 285-293, dokazal, Ze ¢islo e je
transcendentni. Hermiteovy vysledky se staly zdkladem Lindemannovy prace
Ueber die Zahl 7, Mathematische Annalen 20(1882), str. 213-225, resp. Uber
die Ludolph’sche Zahl, Sitzungsberichte der koniglich preussischen Akademie
der Wissenschaften zu Berlin (1882), str. 679-682, v nichZ je dokdzana transcen-
dence .10

9 Vig [1].

10 Diikazy iracionality a transcendence e a m viz 8. kapitola [24], str. 317-340. P¥istup-
néjsi formou je diikaz proveden napt. v Mayer S., The Transcendence of w, 2006 (dostupné
z http://sixthform.info/maths/files/pitrans.pdf), Dérrie H., Triumph der Mathematik, ka-
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Z mnoha aproximaci hodnoty 7 jsou nize uvedeny pouze takové, jez se
uplatnily v pfibliznych rektifikacich obvodu kruznice uvedenych J. Sobotkou
v [S36]. Navic jsou popsany konstrukce nasich autorit — Tilserova, Sriitkova,
Pleskotova a Jarolimkova rektifikace.!!

Pro grafické vyjadieni obvodu kruznice uvazuje J. Sobotka v odstavci 438
na str. 610 knihy [S36] jako piibliznou hodnotu 7 nejprve 3 1. Jiz Archimedes
v praci Méreni kruhu dokazal, Ze je tato hodnota vétsi nez . Usecka takové
délky se snadno sestroji (rekmA). Na obrazku je |AE| aproximaci poloviny
obvodu kruznice s prumérem AB, chyba této aproximace je mensi nez 0,001 3.

Presnéjsiho priblizeni se dosahne, pokud se za pfibliznou hodnotu 7 vezme

355 4, 1
13 7 T+

J. Sobotka vysvétluje na str. 611 prace [S36], jak uZitim této hodnoty'? se-
strojit (rekwC) tsecku, jejiz délka je piiblizné rovna délce obvodu kruznice
s prumérem AB. Ozna¢me j délku zvolené jednotky. Necht C' a D jsou body
vhodné zvolené polopfimky s pocatkem v bodé A takové, ze |AC| = 16j
a |AD| = 7|AC| + j (viz obrazek). Pak rovnobézka s piimkou BD vedend
bodem C protne prumér AB v bodé E tak, Ze

16 1

——|AB| =
1671 T+ 15

|AE| = |AB|.

Obvod kruznice s priumeérem AB je ptiblizné dén tiseckou, ktera je grafickym
souctem usecky AFE a tii praméria AB. Chyba je mensi nez 0,000 000 3.

pitola 25 Transzendenzsatz von Hermite-Lindemann, str. 128-137, Ferdinand Hirt, Bres-
lau, 1933, kde je uveden dikaz podle Weber H., Lehrbuch der Algebra, Friedrich Vieweg,
Braunschweig, 1896 (25. oddil, str. 751-759). Transcendenci ¢isla 7 populdrné objasiuje
Beckmann P., Historie ¢isla w, kapitola 16 Transcendence 7, str. 137-142, Academia, Praha,
1998.

11 v [24], str. 311, je k hodnoté 7 = 3 + (mlﬁ’%% uveden tento odkaz: ,,Ji¢insky,
s. Studnicka, Véstnik VIII, Nr. 6, p. 305“. Pfislusny prispévek se mné ve Véstniku nepodarilo
najit. Z dalsich nasich autort jmenujme Otakara Lemingera, jehoZ geometrické aproximace
hodnoty 7 pomoci v/5 jsou popsany v dodatku k praci [4].

12y Evropé je objev aproximace 7 hodnotou 353 (tj. ¢éinskou ,pfesnou hodnotou* )

113
pfipisovan Adrianu Anthoniszovi (1527-1607) zndmému téz jako Metius. Viz [18], str. 219.
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D

Odlisnou konstrukei tsecky délky % provedl Jakob de Gelder (1797-1872)
v praci uverejnéné v Grunert Archiv der Mathematik 7(1849), str. 98.13 T. Hug-
hes je autorem dalsi geometrické rektifikace ¢inské hodnoty 7. Jeho konstrukce
byla zvefejnéna v prispévku A Triangle that gives the Area and Circumference
of any Clircle, and the Diameter of a Circle equal in Area to any given Square,
Nature 93(1914), str. 110.1

V odstavci 440 popisuje J. Sobotka dalsi konstrukci (rekzwSo) pfiblizné
délky obvodu kruznice k o poloméru r. Vede k tseéce, ktera je 0,261/146 -na-
sobkem jejiho pruméru. Predesila, ze konstrukci lze jednoduchou a pomerné
krdatkou cestou provésti, uvazime-li ze

11
0,26v146 = 3 2—2\/ 52 +112.

V krajnim bodé U néjakého prumeéru UT dané kruznice k£ o poloméru r je
sestrojena tecna u (viz obrazek). V jednom sméru je na ni nanesen polomér
r dvakrat (|U1'| = [1'2'] = r), ve druhém tiikrat (|U1] = [12] = [23] = 7).
Déle jsou body 1 a 3 vedeny rovnobézky s UT, pficemz na druhé z nich je
vyznacen bod 4 tak, ze 34| = r. Rovnobézka s 2’4 vedena bodem T protne
sestrojené primky v bodech A a B. Oznac¢me C bod teény wu, pro ktery plati
|C3| = |Al]. Rovnobézka s C4 vedend bodem B protne teénu u v bodé D.
Usecka BD odpovida piiblizné obvodu kruznice k.

ffff
—

SRS

]
i
'
i
i
)
i
]
1
‘,L-*W______i__.ﬁ

R et/ St I R iz

(Pfevzato z [S36], str. 613, obr. 468)

V predchozi konstrukei jsou trojihelniky D3B a C'34 podobné. Pro vypocet
|BD)| je tieba nejprve uréit |B3| a |C4|. Trojuhelniky 2’34, T AgA, T By B, kde
Ag, resp. By jsou paty kolmice z T' na 1A, resp. 3B, jsou dle konstrukce také

13 Viz napt. [24], str. 310, [18], str. 227, [3], str. 34, [1], str. 404-405, [9], str. 22.
14 Vig [18], str. 282, [1], str. 304.
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podobné. Snadno se zjisti, ze [AAg| = Lr, [BBy| = 2r, a tedy [14] = lr
a |B3| = 2r. Vzhledem k tomu, Ze [3C| = |14, lze stanovit délku prepony
C4, |C4]* =r*(1+ (4)?), a tim i |BD|.

V historickych pozndmkéach na str. 642 v [S36] J. Sobotka pfipomind, Ze
aproximaci 7 = 0,261/146 a pifslusnou pfibliznou rektifikaci (rekwSp) kruz-
nice uverejnil uz C. G. Specht. Dodejme, zZe tak ucinil v prispévku Anndiherungs-
Construction des Kreis-Umfangs und Fldchen-Inhalts, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik 3(1828), str. 83. Spechtova konstrukee je odlignd od
Sobotkovy. Na jednom rameni pravého thlu s vrcholem B je vyznacen bod C
tak, ze jeho vzdalenost od bodu B je rovna poloméru r kruznice (viz obrézek).
Na druhém rameni je vyznacen bod D tak, ze |BD| = 2r a body a, b, ¢, pro
néz |Da| = |ab| = |bc| = %. Na polopiimce BC' je sestrojen bod A tak, ze
|BA| = |Cal. Nakonec se bodem A vede rovnobézka s pfimkou Ce, kterd na
rameni BD urc¢i bod FE, jehoz vzdalenost od bodu B udava piiblizné délku

obvodu kruznice.!®
A
C
g
cbad B

(Pfevzato z [20], Taf. I za str. 100, Fig. 13)

Poznamenejme, ze ve stejném casopise publikoval C. G. Specht na str. 405—
406 jesté v témz roce dalsi konstrukci (Zweite Anniherungs-Construction des
Kreis-Umfanges) vychézejici z aproximace 27 hodnotou

5V32 +62 +132 +152 . /439
V3% + 624132 + 82 278’

Kochanského rektifikace (rekmwK)

Z péti pribliznych rektifikaci uvedenych J. Sobotkou v posledni kapitole mo-
nografie [S36] jsme dosud neuvedli Kochaniského rektifikaci. Zndmou konstrukei
provadi Sobotka néasledovné. V dané kruznici k se stfedem S a polomérem r
zvoli ngjaky pramér UT a k nému kolmy polomér SA (viz obrazek). Oznac¢me
B takovy bod oblouku AB, pro néjz je |AB| = r. Sestrojme te¢nu ke kruznici
k v bodé T. Pfimka SB ji protne v bodé C. Na polopfimce C'T" vyzna¢me bod

15 Tuto rektifikaci popisuje napi. Vaclav Hiibner (1856-1937) v ptispévku Rozmanitosti,
Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 44(1915), str. 101-102.
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D tak, aby |CD| = 3r. Use¢ka UD uréuje piibliznou délku poloviny obvodu
kruznice.6

(Pfevzato z [S36], str. 612, obr. 467)

Z konstrukce plyne, ze |[<BST| = 30°, a tedy |CT| = |T'S| - tg30°. Délka
usecky UD se snadno vypoc¢te z pravotuhlého trojuhelnika U DT

2
|UD|? = 412 + (37 é) r? = (% 72\/3) r?

Tilserova rektifikace (reknT)

Jednim z nasich matematiki, ktefi se zabyvali pribliznou rektifikaci kruho-
vého oblouku, byl Frantisek Tilser. Na str. 40 préce [22] vydané 1870 popsal dva
zplsoby rektifikace kruznice. Uvedme druhy z nich, ktery byl dle [21], str. 84,
v té dobé nejuzivanéjsi konstrukei.!”

V dané kruznici K se stfedem s vyznacme néjaky
jeji pramér ab (viz obrazek). V bodech a, b se-
strojme tecny T, T’. Ozna¢me n prisecik teény T
s kruznici se stiedem a a polomérem ab a o bod
poloroviny abn, ktery je priisecikem této kruznice
s kruznici se stfedem v bodé b a polomérem bs. K o
Primka no protind 7" v bodé p. Soucet délek tisecek i
np a pb je priblizné roven poloviné obvodu kruz-
nice K.

Y S

Zjistéme nyni hodnotu souétu |np| + |pb|. Zave- @ s b
deme-li soustavu soufadnic tak, ze a = [0,0], b =
= [2,0], bude pro priise¢ik o kruznice x2 + y? = 4
se stiedem v bodé a a kruznice (x —2)? + 9% =1
se stiedem v bodg b platit o = [I, @] Snadno se

16 Kochanského rektifikace je popsana napf. v odstavci 245 na str. 493 uéebnice [7], v feseni
ulohy 15.7 na str. 16 ucebnice [23], v odstavci 7,6,1 na str. 95 ucebnice [2], na str. 45 ucebnice
Vojtéch J., Geometrie pro V. t¥idu redlek, Praha, 1911 (na str. 32 v 6. vyd. 1933), na str.
53-54 publikace [4], ale také v uéebnim textu Vesely J., Matematickd analyza pro udcitele,
prvni dil, Matfyzpress, Praha, 2. vyd., 2001, na str. 9.

17 Tilgerovu rektifikaci pfipomina V. Hiibner v piispévku Rektifikace kruinice publikova-
ném v Casopise pro péstovani mathematiky a fysiky 45(1916), str. 103-104.
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uréi bod p jako spoleény bod piimky no o rovnici (8—+/15)z+7y—14 = 0 a teény
T’, pro niz je x = 2. Po jednoduchém vypoctu dostaneme p = [2, %(\/ 15 —1)].
Odtud je

(4V8 — V15 +V15-1) =
(4/2(VI5E-1)2+ V15 - 1) =
(V15— 1)(2v2 4+ 1) = 7.

[np| + |pb| =

N Y NN

Sriitkova rektifikace (rekwS)

Jan Sriitek publikoval roku 1892 v praci [21] tii konstrukce (v zévislosti
na délce poloméru rektifikované kruznice) opirajici se o sestrojeni tisecek délek
V10 a /39, coZ jsou znamé aproximace 7 a 27. Nasledujici konstrukei doporuéil
pro oblouky kruznic s malym polomeérem.

Necht je dana kruznice K se stiedem c¢ a jednotkovym polomérem (viz
obrazek). Vezméme krajni bod o né&jakého praméru op kruznice K za stied
kruznice K7 s polomérem 1 a kruznice Ky s polomérem 2. Oznacme m, n
pruseciky kruznic K a K. Kruznice se stfedem v bodé p a polomérem délky
|mn| se s kruznici Ky protne v bodech a, b. Oznacme jesté r stfed tsecky ab
a d bod polopiimky ab takovy, Ze |bd| = |bc|. Usecka rd piedstavuje piiblizné
polovinu obvodu kruznice K.

R

(Pfevzato z [21], str. 84, obr. 1)

Vypoctéme délku tisecky rd. Délka tétivy mn je rovna dvojnasobku vysky
v rovnostranném trojihelniku onc, resp. ome, tj. |mn| = V3, z konstrukce
plyne, 7e je téz |pb| = v/3. Z Eukleidovy véty o odvésné pouzité na pravouhly
trojihelnik pbe ziskame |pr| = 3. Odtud jiz snadno vypocteme |rb| = @.
Zbyvé urcit délku usecky bd. Protoze |bd| = |be|, je

[bd|* = (1= [pr|)* +[rbf?,

a tedy |bd| = 3v/10. Usecka rb délky @ i tisecka |bd| = @ aproximuji 7.
Jejich soucet tudiz udava priblizné délku poloviny obvodu jednotkové kruznice.
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Pleskotovy rektifikace étvrtkruznice (rekwP1)

Rok po Srttkovych konstrukcich, tj. roku 1893, byla rovnéz v Casopise
pro péstovani mathematiky a fysiky zverejnéna Pleskotova rektifikace kru-

hového oblouku pfislusného stfedovému tihlu 7. Stejnou konstrukei publiko-
val A. Pleskot v r. 1895 v casopise Journal de Mathématiques élémentaires
(viz [13]).

Uvazujme opét jednotkovou kruznici K se stfedem o (viz obrézek). Jed-
notkova kruznice se stfedem v bodé m, ktery je koncovym bodem néjakého
pruméru km, protind danou kruznici v bodech a, b. Tétiva ab ma s pramérem
kEm spoleény bod s. Ozna¢me [ takovy bod poloptimky mk, ze |sl| = 2|ab|.
Graficky rozdil tsecky [b a praméru kruznice K dava usecku, jejiz délka je
ptiblizné 7.

Usecka sb je vyskou v rovnostranném trojihelniku omb, je tedy |sb| = @
Délka tisecky sl je dle konstrukce dvojnasobkem |ab|, proto |sl| = 2v/3. Z pra-
vouhlého trojuhelniku Isb se vypocte |Ib] = @, a tedy @ —2 je délka tisecky,

/ . s, 18
kterd aproximuje 5.

b

(Pfevzato z [12], str. 153, a upraveno)

Jinou rektifikaci (rekwP2) ¢tvrtkruznice prezentoval A. Pleskot v roce 1914
na str. 307 prispévku [14] jako jisty dodatek k rektifikaci kruhového oblouku,
jiz jsme se vénovali v predchozi ¢asti.

(Pfevzato z [14], str. 308, obr. 2)

18 Pleskotovu ptibliznou hodnotu &isla 7 zvefejnénou v [13] cituje napi. T. Vahlen v [24],
str. 311, E. Lemoine v [8], str. 137, 142-143.
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Bod F je temst ém rovnostranného trojuhelniku OBC se stranou délky r,

je tudiz |FO| = \ég fr Usecka OF je polomérem dané kruznice, proto

|EF| = (1+ @)r = I
Jarolimkova rektifikace (rekwJ)

7 na$ich autori uvedme jesté V. Jarolimka, ktery se svou konstrukei publi-
kovanou roku 1911 rovnéz ztéastnil ,,zavodu o nejpresnéjsi .19

V dané kruznici se stfedem o a polomérem délky r (zachovéno Jarolimkovo
znaceni) vyznaéme néjaky jeji primér (viz obrazek). V bodé o a v bodé a,
ktery je jednim z krajnich bodii primeéru, sestrojime kolmice k oa. Necht b
je priisecik dané kruznice s kolmici vztycenou v bodé o, ¢ bod dané kruznice,
priéemz |bc| = r, a d bod ob, pro néjz |od| = 3r. Ozna¢me e prusecik kolmice
vztyCené v bodé a s kruznici se stiedem v bodé ¢ a polomérem cd, ktery lezi
v poloroviné aob. Usecka ae pfiblizné rektifikuje polovinu obvodu dané kruznice.

a e

E: -

Délku usecky ae vypocteme uzitim analytické geometrie. Zvolme o = [0, 0]
aa=10,1], pak b = [1,0], ¢ = [3, f] d = [3,0]. Prvni soufadnici spoleéného
bodu kruznice se stfedem c a polomerem cd,
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19 3. Srutek v [21] na str. 84 poznamenéavé k odchylce 7 od jim nalezené rektifikace, ktera

¢ini 0,00079...:
U konstrukce aZ dosud nejvice uzivané (viz Tilser, Soustava deskript. geomet-
rie, pag. 40. Konstrukce druhd.) jest tento rozdil ... 0,00097...

O rok pozdéji pise A. Pleskot v [12] na str. 152
V predeslém rocniku (str. 83-88) wvedeny jsou nékteré konstrukce, tykajici se
rektifikace kruhu. Pri kruhu, jehoZ polomér jest 1, c¢ini chyba pro polovinu
obvodu 0-00079 a tedy pro cely obvod jiz vice nez 0 - 001. Nalezl jsem velmi
jednoduchou konstrukci, pri niz chyba pro cely obvod ¢ini méné nez 0 - 000 4
poloméru.

V. Jarolimek v [6] na str. 257 podotyka:

. Proto mize nase konstrukce dobte konkurovati s obvyklymi (prof. Tilser,
Desk. geom. p. 40., prof. Sritek, Cas. math. XXI., 83, prof. Pleskot, Cas.
math. XXII., 152 a j.), jeZto mnohé z nich svou jednoduchosti i predés.
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a kolmice vztycené v bodé a, y = 1, tj. prvni souradnici bodu e, snadno vypoc-
teme z prislusné soustavy:

ﬂ
B
I
\]

(x =3+

=1V21+4v3

Bod e nalezi poloroviné aob, jeho x-ova soufadnice je tudiz rovna

1+ 121443,

co? je zaroven délka tisecky ae, a tedy piiblizné hodnota 7.2

1
|z — 3

0

Srovnani

Na predchozich stranach jsme popsali fadu konstrukei tsecky, jejiz délka
se priblizné rovna délce daného oblouku kruznice. Chceme-li je mezi sebou
porovnat, nabizi se predné jejich srovnani podle relativni odchylky od skutecné
délky oblouku kruznice.

Uvazujme nejprve tsecky AX ziskané rektifikacemi kruhového oblouku AB. )
tj. konstrukcemi rekS1, rekS2, rekP, rekO, rekR1, rekR2. Z nasledujici tabulky
jsou patrné odchylky a relativni odchylky délek téchto tisecek vypoctenych
podle predpist (%) — rekS1, rekP, (o) — rekS2, (14) a (15), resp. (16) — rekO,
(17) — rekR1, (18) — rekR2 od délky oblouku jednotkové kruznice pfislusného
stfedovému thlu <ASB pro |<ASB| = 0,3 (0,6,0,9 a 1,2) rad., tj. hodnoty

AB| - |AX| a % pro |AB| = 0,3 (0,6, 0,9 a 1,2) jednotek. (Odchylky
|AB|—|AX| jsou v tabulce uvedeny vidy v prvnim ¥adku pro kazdou konstrukei,
AB |-|AX]

|AB |
hodnoty se vyskytuji v pripadech, kdy konstrukce vede k tisecce delsi nez je
aproximovany oblouk.)

relativni odchylky na druhém fadku jsou v procentech. Zaporné

AB'| (|<ASB| ve °)

0,3 0,6 0,9 1,2

Rektifikace (17°11,3)) | (34°22,6") (51°34") (68°45,3")

rekS1, rekP | 0,000013645 | 0,000450902 | 0,003611614 | 0,016 387038
0,004 548 % 0,075 150 % 0,401 290 % 1,365 586 %

rekS2 0,000 000105 | 0,000013908 | 0,000250853 | 0,00203121
0,000 035 % 0,002 317 % 0,027 873 % 0,169 268 %
rekO —0,000 001 505 | —0,000 048 68 | —0,000 375938 |—0,001 618 863
—0,000502% | —0,008113% | —0,041771% | —0,134905 %
rekR1 0,000 002254 | 0,000072507 | 0,000555253 | 0,002 365974
0,000 751 % 0,012 085 % 0,061 695 % 0,197 165 %
rekR2 —0,000 000563 | —0,000 018 162 | —0,000 139 495 | —0,000 597 41

—0,000188% | —0,003027 % | —0,015499 % | —0,049 784 %

20 V Jarolimkové vypoétu na str. 257 vypadl v pfedchozim souétu séitanec %, resp. %



74

Z tabulky je patrné, Ze pro oblouky pfislusné mensim stiedovym thlim (do
35°) je nejpresnéjsi Sobotkou upravena Kusénského rektifikace rekS2. S rostou-
cim stfedovym tthlem vSak tato konstrukce dava ¢im dal, tim horsi vysledky.
Uz pro stfedovy thel cca 39,1° je presnéjsi Rankinova konstrukce rekR2, pro
stfedové thly vétsi nez cca 62,13° d’Ocagneova konstrukce rekO a pro stiredové
thly nad 73,4° je konstrukce rekS2 druhé nejhorsi. Uz od nejmensich stiedo-
vych uhli za ostatnimi konstrukcemi v presnosti vyrazné zaostava sestrojeni
usefek AX podle rekS1. I presto je pro praktické tcely pro malé stiedové thly
dostacujici, uvazime-li, ze pro kruhovy oblouk o poloméru 1km prislusny stie-
dovému tihlu 34° je chyba mensi nez 45 cm.

Dalsi tabulkou jsou porovnany odchylky rtiznych aproximaci 7 od jeho ,,sku-
tetné“ hodnoty, tj. rozdily m — |AX|, kde AX je tisecka piiblizné rektifikujici
pilkruznici jednotkové kruznice. (Zaporné hodnoty opét naznacuji, ze délka
sestrojené usecky je vétsi nez hodnota 7.)

Rektifikace |AX| T — |AX]
rekmA 31 —0,001 264 489
rekmC 358 —0,000 000267
reknSo, rekm Sp 0,26/146 0,000 0007
rekmK VR 23 0,000059 315
rek7 T 2(V15—1)(2v2+1) | —0,000980 881
rek7S ¥® | V10 —0,000 795 676
rek7P1 V51— 4 0,000 164 225
rekmP2 2¥3 49 —0,013107 885
rekmJ 1+1v21+4V3 —0,000764 402

Nejpresnéji polovinu jednotkové kruznice, tj. 7w aproximuje tsecka délky %
S ni srovnatelnou chybu ma Sobotkova a Spechtova konstrukce rekwSo, rekmwSp.

Ostatni rektifikace jsou o nékolik ¥adu horsi.

Porovnani konstrukci pomoci odchylky ¢i relativni odchylky od skutecné
délky kruhového oblouku neumoznuje rozlisit vzajemné rizné postupy pro se-
strojeni stejné dlouhé tisecky tsecky.?! Uréitou moznost, jak kvantitativné vy-
jadiit slozitost geometrické konstrukce, nabidl Emile Lemoine (1840-1912) ve
svych pracich o geometrografii?? publikovanjch v letech 1888 az 1902. Zkoumal
slozitost konstrukei pfi pouziti pouze zékladnich pomucek (pravitko, kruzitko)
i pti jejich rozsifeni o dalsi nastroje. Pro urceni slozitosti konstrukce pomoci

21 Chyba aproximace je stejna pro Kusanského (rekS1) a Pleskotovou (rekP) pfibliznou rek-
3rsin ¢
2+4cos p °
Nerozlisitelné mezi sebou jsou téz Sobotkova (rekmSo) a Spechtova (rekmSp) priblizna rekti-
fikace poloviny obvodu kruznice tseckou délky 0,26+/1467.

22 Jan Sobotka piSe o geometrografii v odstavci 371 uéebnice [S36] na str. 536-538.

tifikaci oblouku kruznice, nebot v obou pfipadech je oblouk nahrazen tseckou délky
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geometrografie je nutné zjistit, kolik kterych tkond (pravitkem a kruzitkem)
z nasledujicich péti bylo potfeba k jejimu provedeni.

P, prilozeni pravitka do daného bodu??
P, narysovani primky pravitkem
K7 umisténi hrotu kruzitka do daného bodu?*
K5 umisténi kruzitka do neuré¢eného bodu na pfimce ¢i kruznici
K3 narysovani kruznice
Konstrukce je charakterizovana vyrazem
a1Pr + aaPs + b1 K1 + b2 Ko + b3 K3,

kde napf. as znamenda pocet primek narysovanych pravitkem, podobné pro
ostatni operace. Soucet poctu vSech tkont, tj.

ar + az + by + by + b3,

je tzv. mira slozitosti, soucet a; + by + by se nazyva mira presnosti.

Jiny seznam zakladnich grafickych operaci, na néz je nutné rozlozit zkou-
manou konstrukei, uvedl napt. E. Papperitz?® v odstavci 9. Die Einfachheit
graphischer Konstruktionen. Operationssysteme. Geometrographie na str. 530
Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwen-
dungen, 3. Bd. (1. Teil, 1. Hilfte), Teubner, Lipsko, 1907-1910, a D. Griittner,
Die Zerlegung geometrischer Zeichnungen in Konstruktionselemente und ihre
Anwendung bei der Losung von Aufgaben, Zeitschrift fiir mathematischen und
naturalwissenschaftlichen Unterricht 39(1908), 256-261.26

Nasledujici tabulka obsahuje pocty zakladnich operaci podle Lemoineova
systému. Dospéli jsme k nim za podminky, Ze pouzivame pouze eukleidovské
pravitko a kruzitko, tj. veskeré kolmice i rovnobézky?” jsou sestrojeny euklei-
dovsky. K prenaseni délek jsme pouzili kruzitko, coz je v rozporu s dovolenym

23 Piilozeni pravitka tak, aby prochazelo dvéma body, odpovida 2P;.

24 Zméfeni vzdalenosti dvou bodu kruzitkem se uvazuje jako operace vyzadujici dvé
umisténi hrotu kruzitka, tj. 2K7.

25 E. Papperitz rozdélil konstrukce do étyf skupin:

A. (konstrukce nultého stupné) o — narysovéani libovolného bodu, ¢ — narysovéni libovolné
primky, k — narysovani libovolné kruznice;

B. (konstrukce prvniho stupné) o1 — vyznaceni libovolného bodu na dané ¢afe, €1 — narysovani
libovolné pfimky danym bodem nebo danym smérem, k1 — opsani libovolné kruznice z bodu
dané cary nebo dany bodem, p — vymeéna nastroji;

C. (konstrukce druhého stupné) o2 — nalezeni pruseciku dvou danych ¢ar, €2 — opsani libovolné
kruznice z daného bodu nebo danym bodem z néjakého bodu dané cary;

D. (konstrukce tfetiho stupné) k3 — opsani kruznice z daného bodu danym bodem. Pomoci
nich definuje stupen celé konstrukce a miru jeji jednoduchosti.

26 Viz Hess A. L., na str. 2 Certain Topics related to Constructions with Straightedge and
Compasses, Mathematics Magazine 29(1956), str. 217-221.

27 Konstrukce kolmice vztycené v bodé A néjaké piimky a je charakterizovana vyrazem
3K1 4 3K3 4 2P; + P> (umisténi hrotu kruzitka do bodu A — 1 x K1, opsani kruznice k1 se
stfedem v bodé A libovolnym polomérem — 1 x K3, konstrukce kruznic k2, k3 o libovolném
stejném poloméru z praseciku k1 s a — 2x K1 +2 X K3, prilozeni pravitka k bodu A a pruseciku
ko a k3 — 2 X Pp, narysovani kolmice — P»), rovnobézka vyrazem 6K + 2K3 + 2P; + P».
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pouzitim eukleidovského kruzitka. Tim jsme vSak pro stejné konstrukce (uve-
dené zde a v [8], str. 144, resp. [11], str. 167) ziskali stejné charakteristiky.
Veskeré dil¢i konstrukce, které jsou soucasti jednotlivych rektifikaci, byly pro-
vadény tak a v takovém poradi, aby byla mira slozitosti co nejmensi. Déle jsme
u konstrukci z prvni ¢asti tabulky ptredpokladali, Ze je v roviné narysovana
kruznice, jeji stfed a ramena stfedového thlu, k némuz prislusny oblouk je
tfeba rektifikovat. V pripadé rektifikaci ¢tvrtkruznice nebo pilkruznice vycha-
zime pouze z narysované kruznice a jejiho stfedu. Pokud je konstrukci popsanou
v predchozim textu rektifikovana pouze ¢tvrtkruznice, byly pfidany dalsi tkony
vedouci k sestrojeni tsecky, ktera aproximuje polovinu obvodu dané kruznice.

Charakteristika konstrukce | Mira slozitosti | Mira pfesnosti
rekS1 6P, + 3P, + 6K, +5K3 20 12
rekS2 | 11P; + 6P, + 22K + 15K3 54 33
rekP 10P; + 5P, + 7K1 + 6K3 28 17
rekO 11P 4+ 6P + 15K, + 6K 38 26
rekR1 6P, + 3P, + 9K, + 7TK3 25 15
rekR2 6P + 3P, + 9K, + 8K3 26 15
rekmA 4P + 3P, + 13K, + 7TK3 27 17
rekmC | 4P; + 3P, + 26K, + 15K3 48 30
rekwSo | 11P; + 6P, + 31K + 19K3 67 42
rekmSp| 8P, + 5P, + 27K + 14K3 54 35
rekmK 5P + 3P, + 10K + 9K 27 15
reknT TP, + 4P, + 12K, + 9K3 32 19
rekmS 3P, + 2P, + 8K, +4K3 17 11
rekwP1 5P, + 3P, + 11K, + 5K3 24 16
rekmP2 TP, + 4P, + 5K + 3K3 19 12
rekmJ 5P, +3P; + 12K, + 9K3 29 17

Podle prvni ¢asti tabulky je geometrograficky nejvyhodnéjsi rektifikaci kru-
hového oblouku konstrukce rekS1. Nizkou mirou sloZitosti se vyznacuji také
Rankinovy konstrukce, které jsou navic dle pfedchoziho srovnani pfesné i pro
vétsi stredové tihly.

7 rektifikaci ptilkruznic vychazi nejlépe Sriitkova konstrukce tsecky délky
= @ + @ s pomérné dobrou pfesnosti. S ni srovnatelné geometrografické
hodnoty mé rektifikace rekmP2, kterd je vSak znacné nepfesni. Druhou nej-
vyhodnéjsi konstrukei poloviny obvodu kruznice se po uvazeni presnosti i geo-
metrografické charakteristiky jevi rekmP1.

Z ptredchozi tabulky je patrné, ze Sobotkovy priblizné rektifikace kruhového
oblouku (rekS2) i pulkruZnice (rekmSo) jsou nejslozitéjsi a nejméné piesné.
To muzZe byt dano omezujicimi prostfedky (eukleidovské pravitko a kruzitko)
dovolenymi pro jejich konstrukei.
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Poznamenejme na zavér, ze metoda geometrografie neni dokonala. Mira
slozitosti sluCuje neslucitelné; napf. narysovani libovolné piimky a umisténi
hrotu kruzitka mé ,stejnou hodnotu“. Nepftihlizi se k tomu, jak daleko jsou
body spojované pfimkou, pod jakym thlem se protinaji primky ¢i kruznice,
jejichz prisecik je nutny pro pokracovéani v konstrukei, jak uvadi v [S36] na str.
537-538 J. Sobotka. Nékteré z téchto nedostatki se snazi odstranit S. Mustonen
v [9], kdyz slozitost geometrické konstrukce méii jeji presnosti ze statistického
hlediska. Podle néj presnost zavisi predevsim na tom, jak presné jsme schopni
umistit pravitko nebo kruzitko do daného bodu ¢i priiseciku. Predpoklada, ze
v ostatnich ohledech jsou konstrukce pfesné. S. Mustonen vytvoril program
GEOM fungujici pod statistickym systémem Survo, ktery pocita presnost kon-
strukci podle riznych statistickych modeld a pocita rovnéz geometrografickou
charakteristiku. (Vice o programu GEOM viz [9], str. 46.)

Zavér

Cilem této kapitoly bylo pfedstavit priblizné rektifikace kruhového oblouku,
jimiz se zabyval J. Sobotka, a porovnat je s nékterymi dalsimi konstrukcemi.
Radu rektifikaci oblouku kruznice i geometrickych aproximaci ¢isla 7 jsme po-
nechali bez povsimnuti. Jmenujme pfedné zajimavou konstrukei tisecky aproxi-
mujici dany kruhovy oblouk, jiz pro zaky stfednich skol popsal M. Lerch v pii-
spévku Drobné tivahy, Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 12(1883),
str. 87-89, Kiihnovu konstrukei tsecky délky v/2 + /3 = 7,28 aproximaci
hodnotou 1,8+ 3+/0,2, kterou uvedl A. Kunze (Lehrbuch der Planimetrie, Jena,
2. vyd., 1851), G. Peirce v [11] nebo O. Leminger (Dodatek v praci [4], str. 60—
101), Ramanujanovy konstrukce aproximaci ¢éisla 7. Pfipadnému zéjemci lze
doporucit napt. [1], [24] nebo struény prehled v [18].
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