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O SOBOTKOVĚ UČEBNICI

DESKRIPTIVNÍ GEOMETRIE PROMÍTÁNÍ PARALLELNÍHO

ZBYNĚK NÁDENÍK

Tento přı́spěvek je zcela ve smyslu mých programových přednášek [15] a [16] z let
1993 a 1994 na seminářı́ch skupiny JČMF pro deskriptivnı́ geometrii a počı́tačovou
grafiku. Nabádal jsem jednak k připomı́nánı́ staršı́ literatury o deskriptivnı́ geometrii,
jednak k jejı́mu spojenı́ s analytickou geometriı́. – Po celou dobu svého působenı́
na pražské technice až do roku 1997 jsem nikdy deskriptivnı́ geometrii nepřednášel,
teprve v zimnı́m semestru 1999–2000 jsem na pražské pedagogické fakultě konal
přednášku Zobrazovacı́ metody (promı́tánı́ kótované a Mongeovo). Pracoval jsem v nı́
s analytickou geometriı́.

— — —

Kniha vyšla v Praze roku 1906. Má XVIII+ 643 stran a 471 obrázků, které vzorně
vyrýsoval F. Cı́sař.

Na prostějovské reálce jsem se učil deskriptivnı́ geometrii z učebnic, které v prv-
nı́m desetiletı́ dvacátého stoletı́ napsali Josef Pithardt a Ladislav Seifert [20]. Dı́ly III
a IV jsem měl (a dosud mám) ve 4. vydánı́ z roku 1933. V jejich závěru na str. 143
jsou k dalšı́mu studiu doporučeny tyto spisy: F. Kadeřávek – J. Klı́ma – J. Kounovský
[8], V. Jarolı́mek – B. Procházka [6] a Sobotkova učebnice. Vypůjčil jsem si ji, ale
jejı́ho studia jsem za čas zanechal a obrátil jsem se k prvnı́mu dı́lu učebnice [8] trojice
autorů.

Pokusı́m se nynı́ – po vı́ce než 55 letech – zodpovědět otázku, proč jsem nezůstal
vı́ce u Sobotkovy knihy.

Pithardtovy a Seifertovy učebnice mi rychle otvı́raly poznánı́ deskriptivnı́ geomet-
rie, a toho se mi u Sobotkovy knihy nedostávalo. Je – zvláště při svém zaměřenı́ jen
na jeden směr v deskriptivnı́ geometrii, totiž na rovnoběžné promı́tánı́ – přı́liš rozsáhlá
a nové obzory otevı́rá pomaleji. To byl patrně důvod, pro který jsem začal studovat
učebnici [8]. Ta mi umožňovala poznánı́ mnohem rychleji; dnes už ovšem dávno vı́m,
že s nemalým skřı́pánı́m.1 K podrobnému studiu Sobotkovy knihy jsem se už později
nikdy nevrátil. Ale byl jsem rád, když jsem ji koupil v antikvariátu. Mnohokrát mi
posloužila – dlouhý čas to obrátil – právě svou výjimečnou důkladnostı́, pro kterou
má v celé literatuře o deskriptivnı́ geometrii dominantnı́ postavenı́. Kdyby byla vyšla
francouzsky nebo německy, byla by se jistě dočkala uznánı́ v cizině.

— — —
1 Skupina JČMF se dosud nezmohla, aby učebnici trojice autorů [8], která je nejdůležitějšı́ v celé české

literatuře o deskriptivnı́ geometrii, analyzovala, připomenula si jejı́ přednosti i jejı́ chyby a vyvodila z toho
důsledky pro svou práci. Srv. recenzi V. Hlavatého a stanoviska autorů v Časopisu pro pěstovánı́ matematiky
a fysiky 62(1933), 252–258.
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Shrnu ohlasy na Sobotkovu učebnici, předně české, pak cizı́. Překvapuje, že v Ča-
sopisu pro pěstovánı́ mathematiky a fysiky z let 1906 až 1910 nenı́ jejı́ recenze.
J. Kounovský – F. Vyčichlo [12, str. 524 v 2. vyd. 1951], 1948 pı́šı́:

Nejdůležitějšı́ přehled přı́slušné literatury je obsažen v Poznámkách ke
spisu Jana Sobotky: Deskriptivnı́ geometrie promı́tánı́ parallelnı́ho (Pra-
ha 1906); jest veliká škoda, že vynikajı́cı́ autor neodhodlal se k soustav-
nému zpracovánı́ celého oboru deskriptivnı́ geometrie.

J. Klapka [10, str. 391], 1949 je velmi stručný:

Obšı́rné, nikoliv však ukončené dı́lo theoretického zaměřenı́.

E. Kraemer [13, dı́l I., str. 7], 1991 se rozepsal vı́c:

Rovnoběžné promı́tánı́ a celá s tı́m souvisejı́cı́ problematika se v knize
[tj. [13]] chápe jako součást matematiky (speciálně geometrie). Poslednı́
našı́ takto pojatou monografickou pracı́ o rovnoběžném promı́tánı́ byla
kniha profesora Sobotky nazvaná Deskriptivnı́ geometrie promı́tánı́ para-
lellnı́ho. Vyšla v Praze roku 1906 a byla to tehdy publikace velmi hodnotná
a podnětná; pochopitelně však zastarala. Učebnice, kterou nynı́ předklá-
dám, navazuje na Sobotkovu koncepci zejména v tom, že se v nı́ uplatňuje
důkladný teoretický základ spočı́vajı́cı́ v důsledném užitı́ afinnı́ch zobra-
zenı́.

Ze všech českých učebnic na Sobotkovu nejvı́ce navazuje Kraemerova. Už jen vnějšně
se to projevuje: Z celkem 460 stran v nı́ patřı́ kapitole 3 Afinnı́ zobrazenı́ v deskriptivnı́
geometrii přibližně jedna šestina (75 stran); tato kapitola je odrazem ústřednı́ části
Sobotkovy knihy, totiž kapitoly VII Affinita; affinnı́ poloha dvou soustav rovinných,
která z celkových 643 stran má 170 stran, tedy jednu čtvrtinu.

F. Kadeřávek v článku [7, str. 4] k Sobotkovým šedesátinám:

Rovněž by si bylo velmi přáti, aby profesor Sobotka mohl dokončiti své
velké dı́lo tak slibně započaté Deskriptivnı́ geometrii promı́tánı́ parallel-
nı́ho r. 1906 vydanou. Jest to prvnı́ vzorné, naprosto vědecké a systema-
tické kompendium deskriptivnı́ geometrie v jazyce českém vůbec.

B. Bydžovský v Sobotkově nekrologu [2, str. 28]:

Za dlouhá léta učitelské činnosti nashromáždil si S. mnoho rukopisného
materiálu, jenž mohl sloužiti za podklad pro zpracovánı́ mnoha dobrých
učebnic. Z tohoto materiálu vyšly jednak litografované přednášky o dife-
renciálnı́ geometrii (1909, nákladem Jednoty českých mathematiků), jed-
nak prvnı́ dı́l velké učebnice deskriptivnı́ geometrie, která vyšla (1906)
nákladem téže Jednoty a Matice technické.

J. Klapka také v Sobotkově nekrologu [9, str. 35]:

Rovněž dı́lo Deskriptivnı́ geometrie promı́tánı́ parallelnı́ho – bohužel ni-
koliv úplné – vyniká množstvı́m originálnı́ch detailů konstruktivnı́ch i ši-
rokým založenı́m a lze je vřele doporučiti k studiu teoretických základů
deskriptivnı́ geometrie.
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A. Urban v slavnostnı́ řeči [23, str. 357] k stému výročı́ Sobotkova narozenı́:

V rozsáhle koncipované vysokoškolské učebnici Deskriptivnı́ geometrie
promı́tánı́ parallelnı́ho na téměř 650 stránkách podává v mnoha částech
zcela původnı́ výklad základnı́ch zobrazovacı́ch metod založených na rov-
noběžném promı́tánı́. Jejı́ obsah a zpracovánı́ svědčı́ o modernı́ koncepci,
která ve své době neměla obdoby v jiných dı́lech tohoto druhu. Ani dnes,
vı́ce než půl stoletı́ od svého vzniku, neztrácı́ na svém významu.

A. Urban a Z. Vančura v článku [24] rovněž k stému výročı́ Sobotkova narozenı́:

Velmi významné mı́sto v souboru Sobotkových pracı́ ze zobrazovacı́ch
metod zaujı́má i jeho vysokoškolská učebnice Deskriptivnı́ geometrie pro-
mı́tánı́ parallelnı́ho, rozsáhlé dı́lo, které ani dnes, po vı́ce než půl stoletı́
od svého vzniku, neztrácı́ na svém významu. Podává metodický výklad
základnı́ch zobrazovacı́ch metod založených na rovnoběžném promı́tánı́.
Na téměř 650 stránkách probı́rá kótované promı́tánı́, základy cyklografie,
pravoúhlé promı́tánı́ s užitı́m distančnı́ roviny, kosoúhlé promı́tánı́ s užitı́m
distance a pravoúhlé promı́tánı́ na dvě k sobě kolmé průmětny. Značné
mı́sto věnuje afinitě jako základnı́ přı́buznosti souvisı́cı́ právě s rovno-
běžným promı́tánı́m, a grafickému prováděnı́ konstrukcı́. Jak obsah, tak
i zpracovánı́ svědčı́ o modernı́ koncepci, která ve své době neměla obdoby
v jiných dı́lech tohoto druhu.

K. Havlı́ček – A. Urban – Z. Vančura – B. Kepr ve zprávě [5, str. 31]2 z roku 1963
pı́šı́:

Do souboru Sobotkových pracı́ ze zobrazovacı́ch metod patřı́ i jeho vyso-
koškolská učebnice Deskriptivnı́ geometrie promı́tánı́ parallelnı́ho, roz-
sáhlé dı́lo, které ani dnes, po vı́ce než padesáti letech, neztrácı́ na svém
významu. Je v nı́ podán metodický výklad základnı́ch zobrazovacı́ch metod
založených na rovnoběžném promı́tánı́.

V citované zprávě se však objevujı́ i kritické tóny. Oddı́l Práce z deskriptivnı́ geometrie
končı́ (str. 32) způsobem, který je třeba vztáhnout i přı́mo na ty partie Sobotkovy
učebnice (nejvı́ce na druhou polovinu kap. X), v nichž se setkáváme se syntetickými
infinitesimálnı́mi úvahami:

Témata konstruktivnı́ geometrie křivek a ploch zpracovává Sobotka pro-
středky v jeho době obvyklými; v mnohém by potřebovaly doplněnı́, jednak
ve formulaci, ale také v metodách důkazu.

V oddı́lu Práce z projektivnı́ geometrie se vyjadřujı́ podobně; rozšiřuji platnost jejich
vyjádřenı́ i pro Sobotkovu učebnici:

Analytického aparátu užı́vá méně [doplňuji: v učebnici vůbec ne]: dokonce
i mnohé úvahy limitnı́, spadajı́cı́ svou povahou do geometrie diferenciálnı́,
provádı́ synteticky [doplňuji: v učebnici hlavně zmı́něná už druhá polovina

2 Tato zpráva je přetištěnı́m závěrů ze studia Sobotkových pracı́ vykonaného v letech 1954 až 1957:
F. Vyčichlo a kolektiv: Studium a hodnocenı́ dı́la prof. J. Sobotky, rozmnoženo v MÚ ČSAV, Praha, 1958,
stran 258. Tento materiál mi zůstal nepřı́stupný. Viz též [24, str. 382, pozn. pod čarou].

HM 44 - Sobotka - text.indd   88 12.10.2010   7:48:19



89

kap. X]. To ovšem neodpovı́dá dnešnı́m požadavkům, které klademe na
přesnost důkazů v matematice. Zároveň je dobře si všimnout toho, že
Sobotka probı́rá obvykle jen přı́pady obecné, jak bylo v jeho době zvykem.
Nezabývá se diskusı́ jednotlivých přı́padů a možnostı́.

J. Folta v analýze české geometrické školy [3] z roku 1982 se o Sobotkově učebnici
zmiňuje jen zcela letmo, ačkoliv je velmi významným produktem právě této školy.
J. Sobotku s jeho velkým zájmem o axonometrii je třeba považovat za pokračovatele
Rudolfa Skuherského (1828–1863), jednoho ze zakladatelů české geometrické školy,
který stál u počátků axonometrie. J. Folta na str. 45 (v odd. 5.3. Důsledky působenı́
české geometrické školy) pı́še:

I v oblasti deskriptivnı́ geometrie pak se objevilo několik obsáhlých vyso-
koškolských učebnic 169), problematicky shrnujı́cı́ch obrovské množstvı́
výsledků, jež se ani nemohly ve výuce uplatnit, jako např. dvoudı́lná De-
skriptivnı́ geometrie F. Kadeřávka, J. Klı́my a J. Kounovského, . . .

V pozn. 169 na str. 78 je Sobotkova učebnice pouze citována (spolu s učebnicı́ Jarolı́m-
kovou a Procházkovou, viz výše).3

— — —

Ohlasů v cizı́ literatuře je nezaslouženě málo. Jistě to způsobila okolnost, že kniha
vyšla v češtině. Ale přesto byla přı́ležitost na ni upozornit, bohužel zůstala nevyužita.

V referativnı́m časopisu Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik o literatuře
vyšlé v roce 1906 (sv. 37 uveřejněný r. 1909) je v odd. VIII, kap. 4 Deskriptivnı́
geometrie na str. 546 tato zpráva:

J. Sobotka: Darstellende Geometrie der Parallelprojektion. . . . XVIII u.
644 S. (Böhmisch)
Inhalt des Werkes, das der erste Teil eines Lehrbuchs der darstellenden
Geometrie ist. 1. Einige Grundbegriffe und Vereinbarungen. . . . 10. Gra-
phische Durchführung der Konstruktionen. Pe.4

Podle seznamu referentů byl autorem této zprávy Sobotkův univerzitnı́ kolega Karel
Petr (1868–1950), který byl deskriptivnı́ geometrii značně vzdálen (pracoval v algebře
a analýze). Svým referátem Sobotkově knize ublı́žil. Zpráva, která vypočı́tává pouze
názvy kapitol, odpovı́dá málo významné knize; jı́ však Sobotkova kniha nebyla. Ve
zprávě je úplná absence alespoň stručné zmı́nky, v čem je učebnice důležitá a v čem se
odlišuje od ostatnı́ch. I kdybych dnes o téměř 100 let staré Sobotkově knize měl napsat
stručný referát, nemohl bych v něm opomenout, co Sobotkovu knihu výrazně odlišuje
od ostatnı́ literatury z deskriptivnı́ geometrie vůbec: nepřehlédnutelné zdůrazněnı́ afi-
nity pro rovnoběžné promı́tánı́. Dokonce bych psal o jisté analogii: Wilhelm Fiedler

3 Nesouhlası́m s tı́m, že Sobotkova učebnice a [6] a [8] problematicky shrnujı́ obrovské množstvı́ výsledků,
jež se ani nemohly ve výuce uplatnit; nepovažuji to za správné hodnocenı́. Na začátku 80. let byly zmı́něné tři
učebnice hodně přes 50 let staré; byly napsány v době, která ještě deskriptivnı́ geometrii přála. Dnešnı́ cena
těchto učebnic je právě v tom, že nikoliv problematicky, ale účelně shrnujı́ obrovské množstvı́ výsledků,
které by jinak pro dnešek byly ztraceny.

4 Obsah dı́la, které je prvnı́ částı́ učebnice deskriptivnı́ geometrie. Následujı́ překlady názvů deseti
kapitol.
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(1832–1912) spojil deskriptivnı́ geometrii s projektivnı́ geometriı́,5 J. Sobotka velice
prohloubil spojenı́ deskriptivnı́ geometrie s afinnı́ geometriı́. Ačkoliv je W. Fiedler
v této souvislosti mnohokrát citován, o Sobotkovi to neplatı́.

Petrův zcela povrchnı́ referát patrně způsobil, že se Sobotkova učebnice nedostala
do povědomı́ deskriptivnı́ch geometrů v cizině. Samozřejmě působila i neznalost češti-
ny. Ta však nemohla být nepřekonatelnou překážkou pro deskriptivnı́ho geometra,
který vı́c než text potřebuje obrázky či rysy.

V cizı́ knižnı́ literatuře znám jediný – a pozitivnı́ – ohlas na Sobotkovu knihu. Gino
Loria (1862–1953, profesor vyššı́ geometrie na univerzitě v Janově) ve Vorlesungen
über darstellende Geometrie, dı́l I, Leipzig-Berlin, 1907, v pozn. 3) ke str. IV úvodu
pı́še:

Dieses System, die darstellende Geometrie mit der vor etwa einem Jahr-
zehnte ins Leben gerufenen Geometrographie zu verknüpfen findet sich
auch in der vorzüglichen Deskriptivnı́ geometrie promı́tánı́ parallelnı́ho
von Prof. J. Sobotka (Prag 1906), die während des Druckes des vorlie-
genden Werkes erschien.6

Viz k tomu dále kap. X.
Do Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften napsal obsáhlý přehled na-

zvaný Darstellende Geometrie (III–A–B–6, str. 517–595) Erwin Papperitz (1857–
1938); rok dokončenı́ je 1909. V seznamu učebnic na str. 519–520 Sobotkova kniha
z roku 1906 nenı́. Jsou však citovány německy psané knihy Rudolfa Skuherského
(1828–1863) a Františka Tilšera (1825–1913).

Gino Loria se ve své knize Storia della Geometria Descrittiva dalle origini sino
ai giorni nostri, Milano, 1921, o Sobotkově učebnici rovněž nezmiňuje. Sobotku však
zařazuje mezi významné deskriptivnı́ geometry. Cituje celkem asi 700 jmen, z nich asi
35 nejméně 10 krát. Sobotka je citován 12 krát.7

— — —

Porovnám Sobotkovu učebnici s některými cizı́mi učebnicemi, které vyšly v době
od roku 1875 (ve třech desetiletı́ch před Sobotkovou knihou). Budeme přitom pama-
tovat, že z jejı́ho celkového rozsahu téměř 650 stran ústřednı́ témata – totiž kolmé
promı́tánı́ na jednu nebo na dvě průmětny a afinita – zaujı́majı́ asi dvě třetiny, afinitě
samé patřı́ vı́c než jedna čtvrtina.

W. Fiedler: Die darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geo-
metrie der Lage, Leipzig, 2. vyd. 1875 (3. vyd. ve 3 dı́lech 1883–85–88) – z celkem
vı́ce než 750 stran patřı́ ortogonálnı́mu rovnoběžnému promı́tánı́ (včetně axonometrie)
necelých 60 stran.

G. Peschka: Kotirte Ebenen (Kotirte Projektionen) und deren Anwendung, Brno,
1877 – z téměř 200 stran je necelá polovina věnována teorii kótovaného promı́tánı́
a zbytek praktickým aplikacı́m, hlavně topografickým plochám.

5 Die darstellende Geometrie, Leipzig, 1871; 2. vyd. Die darstellende Geometrie in organischer Verbin-
dung mit der Geometrie der Lage, tamtéž 1875; 3. vyd. ve 3 dı́lech tamtéž 1883–85–88.

6 Tento systém, spojujı́cı́ deskriptivnı́ geometrii s geometrografiı́, vzniklou asi před jednı́m desetiletı́m,
je také v znamenité Deskriptivnı́ geometrii promı́tánı́ parallelnı́ho od prof. J. Sobotky (Praha 1906), která
vyšla v době tisku tohoto dı́la.

7 Novějšı́ protějšek k Loriově přehledu – René Taton: L’histoire de la géométrie descriptive, Paris, 1954
– mi zůstal nepřı́stupný.
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G. Peschka: Darstellende und projektive Geometrie, Wien, 1. dı́l 1882, 2. dı́l 1887 –
podobně jako Fiedlerovo dı́lo syntéza deskriptivnı́ a projektivnı́ geometrie. Oba svazky
majı́ po 575 stranách, jen prvnı́ svazek má styčné partie se Sobotkovou učebnicı́: část
II s šikmou projekcı́ a afinitou, část III s Mongeovým promı́tánı́m, dohromady 150
stran.

A. Mannheim: Cours de géométrie descriptive, Paris (1. vyd. 1880), 2. vyd. 1886
– celkem 480 stran zaměřených úplně jinak než Sobotkova učebnice, totiž na perspek-
tivnı́ promı́tánı́ a kinematickou geometrii.

Ch. Wiener: Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Leipzig, 1. dı́l 1884, 2. dı́l
1887 – z celkem asi 1150 stran patřı́ vlastnı́mu výkladu kolmého promı́tánı́ na jednu
a na dvě průmětny necelých 100 stran.

K. Rohn – E. Papperitz: Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Berlin-Leipzig,
1. vyd. I. dı́l 1893, II. dı́l 1896 (4. vyd. ve 3 dı́lech 1932) – z celkem 700 stran
náležı́ promı́tánı́ na jednu průmětnu sice jen několik málo stránek, pak však následuje
afinita (s nadpisy Affine und affingelegene Figuren einer Ebene, Die Ellipse als affine
Kurve zum Kreise und ihre Konstruktion) s asi 15 stranami a kolmé promı́tánı́ na dvě
průmětny s asi 50 stranami. K dı́lům jsou připojeny literárnı́ a historické poznámky
o celkovém rozsahu 15 stran.

Vidı́me, že Sobotkova kniha svým rozsahem věnovaným kolmému promı́tánı́ na
jednu či dvě průmětny – a hlavně samostatnou kapitolou o afinitě a jejı́m využitı́ – byla
v literatuře o deskriptivnı́ geometrii unikát. Jakýsi – ale velmi slabý – vzor pro afinitu
mohl mı́t J. Sobotka v Rohnově a Papperitzově učebnici. Ta poskytovala přı́klad i pro
Sobotkovy závěrečné Poznámky na str. 625–643. Pro kótované promı́tánı́ mohl mı́t
J. Sobotka vzor v učebnici Peschkově.

Pozornost, kterou J. Sobotka při rovnoběžném promı́tánı́ věnoval afinitě, zůstala
nedoceněna.

— — —

Jako protějšek k rozsáhlé symbióze deskriptivnı́ geometrie s afinnı́ přı́buznostı́ je
v Sobotkově knize naprostá absence analytické geometrie.

Jakou měl G. Monge (1746–1818) představu o vzájemnosti deskriptivnı́ a analy-
tické geometrie, popsal jsem v [17, str. 159–160]. Po 50 letech od vydánı́ Mongeových
přednášek – v roce 1845 – se pro spojenı́ obou disciplı́n vyslovil Leopold Mossbrugger
(1796–1864); viz opět [17, str. 160]. Po dalšı́ch téměř 60 letech – v roce 1904, těsně
před Sobotkovou knihou – se o tomto spojenı́ vyjádřil Friedrich Schilling8 (1868–1950)
v přednáškách pro učitele matematiky a fyziky [22, str. 14] takto:

Anders steht es mit der analytischen Geometrie, deren Verknüpfung mit
der darstellenden Geometrie bisher noch nicht so weit durchgeführt zu
sein scheint, wie ich es wünschen möchte.9

F. Schilling pak připojuje [22, str. 14–23] řadu přı́kladů řešených deskriptivnı́ geometriı́
i analytickou geometriı́.

8 F. Schilling, člen Göttingenské matematické společnosti. Viz C. Reid: Hilbert, Berlin, 1970; ruský
překlad Moskva, 1977; R. Tobies: Felix Klein, Leipzig, 1981.

9 Jinak je tomu s analytickou geometriı́, jejı́ž spojenı́ s deskriptivnı́ geometriı́ se zatı́m nezdá uskutečněno
tak daleko, jak bych si přál.
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Rok po Sobotkově knize vydal G. Loria učebnici [14], v nı́ž zřetelně stranı́ spojenı́
deskriptivnı́ geometrie s analytickou geometriı́. Jak G. Loria, tak J. Sobotka psali své
učebnice přednostně pro univerzitnı́ – nikoliv technické – studium. Právě proto je
poučné všimnout si jejich rozdı́lů.

Svým poměrem k analytické geometrii se J. Sobotka velmi podobá W. Fiedlerovi.
Ten sice z deskriptivnı́ geometrie vylučoval metody analytické geometrie a pracoval
v nı́ pouze synteticky – ale na druhé straně známé Salmonovy učebnice analytické
geometrie překládal do němčiny a přepracovával je ve tvar, z něhož se analytické
geometrii učily generace matematiků.

Podobně J. Sobotka. Na str. 8 své knihy pı́še:
Deskriptivnı́ geometrie zabývá se též vyjadřovánı́m a určovánı́m metric-
kých vlastnostı́, přináležejı́cı́ch útvarům prostorovým, tak že analytické
relace mı́ry předem nevylučuje, . . . Užı́vánı́ analytických relacı́ omezuje
se tu však jen na relace jednoduché a na přı́pady, v nichž to jest přiměřeno
povaze úlohy, která se řešı́. Jinak užı́vá se těch relacı́ jen mimochodem.

Z toho je zřetelně cı́tit, jak chtěl mı́t J. Sobotka deskriptivnı́ geometrii čistou, s minimem
analytických relacı́ mı́ry. Analytická geometrie je mu při této přı́ležitosti tak vzdálená,
že se o nı́ ani nezmiňuje.

Ale – stejně jako W. Fiedler – mimo deskriptivnı́ geometrii jı́ vzdálen naprosto
nebyl. B. Bydžovský v nekrologu [2, str. 23–24] charakterizoval v tomto směru Sobot-
ku takto:

Zkoumáme-li pak podrobněji pracovnı́ metodu Sobotkovu, seznáme snad-
no, že celým svým založenı́m byl syntetik a že konstrukce je nejvlastnějšı́
předmět jeho vědeckého snaženı́ a konečným cı́lem jeho hledánı́. Ale na
rozdı́l od jiných geometrů doby, ze které vyšel, neomezuje se na úlohy
syntetické, nýbrž právě naopak hojně a obratně užı́vá také metod analy-
tických, ovšem s konstruktivnı́m cı́lem. Touto metodou vyhýbá se tomu,
co u ryzı́ch syntetiků působı́ někdy dojmem umělosti a hledanosti a zna-
mená často jen zveličovánı́ metodických obtı́žı́ problému absolutně vzato
dosti snadného. K zásluhám Sobotkovým právě náležı́, že mnohý problém
řešený před nı́m důsledně synteticky metodou analytickou teprve náležitě
osvětlil a uvedl v souvislost s obory širšı́mi.10

Zcela souhlası́m se slovy B. Bydžovského – ale s výjimkou Sobotkovy učebnice
deskriptivnı́ geometrie. Je to zvláštnı́ úkaz s dlouhou tradicı́, který zdaleka nenı́ ome-
zen na W. Fiedlera a J. Sobotku: Deskriptivnı́ geometrie jen synteticky, zcela bez
analytické geometrie.11

— — —
10 Dokladem pro správnost tohoto hodnocenı́ jsou Sobotkovy práce o rovinném a prostorovém Apolloni-

ově problému, v nichž mistrně uplatnil analytickou geometrii: Čas. pro pěst. math. a fys. 41(1912); Rozpravy
II. tř. České ak. věd a uměnı́ 21(1912) (3 práce) a 39(1929). Práce v Rozpravách vyšly též v německém
a francouzském překladu v Bulletin international, který vydávala rovněž Česká akademie věd a uměnı́.
Doporučuji srovnat, co po 85 letech od Sobotkových pracı́ publikovala k stejnému námětu M. Kargerová:
Geometrie GPS, Sbornı́k 17. semináře odborné skupiny pro geometrii a počı́tačovou grafiku, Plzeň, 1997,
61–64, zvláště str. 62. Srovnánı́ objasnı́, proč vládne taková nechut’připomı́nat práci našich předchůdců.

11 Na semináři skupiny JČMF pro geometrii a počı́tačovou grafiku v roce 1986 jsem se přimlouval za
spojenı́ deskriptivnı́ geometrie s analytickou. Přı́štı́ seminář v roce 1987 začal požadavkem Františka Ma-
chaly z přı́rodovědecké fakulty v Olomouci, aby skupina výslovně odmı́tla, co jsem před rokem navrhoval.
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J. Sobotka dokončil vysokoškolské studium v roce 1886 a až do roku 1904 působil
– s výjimkou studijnı́ch pobytů v Curychu a Vratislavi a dvou let na vı́deňské reálce
– na vysokých školách technických v Praze, Vı́dni a Brně, celkem tedy téměř 15 let.
Odrazil se tento dlouhý styk s technickými obory na Sobotkově učebnici?

V předmluvě (str. V) J. Sobotka pı́še, že k sepsánı́ učebnice ho vybı́dla Jednota
českých matematiků, a pokračuje:

Úplná volnost, již mi ponechala ve výběru látky a ve způsobu jejı́ho
uspořádánı́, práci mi usnadnila a mnohé chvı́le mého pobytu brněnského,
do kteréžto doby většinou vypracovánı́ připadá, zpřı́jemnila.

Ačkoliv tedy J. Sobotka z většı́ části napsal svou učebnici jako profesor technického
učiliště, jejı́ zaměřenı́ technické nenı́. Přı́mou technickou aplikacı́ je totiž jen část
nazvaná Upotřebenı́ (str. 42–55) v kap. II s oddı́ly:

35. Plošina horizontálnı́ a přı́má cesta k nı́ vedoucı́;
36.–40. Vyšetřovánı́ různých ploch střechových a okapů.

V kótovaném promı́tánı́ řešı́ J. Sobotka několik topografických úloh pro terénnı́ úpravy,
a pak se obsáhleji zabývá konstrukcı́ střech.

Ze Sobotkovy knihy čišı́ přesvědčenı́, že deskriptivnı́ geometrie je matematická
vědecká disciplı́na; na tom nic neměnı́, že má mnoho aplikacı́. Samozřejmě je toto
zaměřenı́ nejvı́ce cı́tit z obsahu, ale ukazuje na ně i vnějšı́ znak: Mnohokrát J. Sobotka
neváhá jednu úlohu řešit několika – třeba i pěti způsoby a vést tak čtenáře k porovnávánı́
různých postupů. To je ovšem úkol pro vědecké, nikoliv technicky zaměřené studium.

— — —

Pokusı́m se o dva pohledy na Sobotkovu učebnici; jeden z doby prvnı́ho desetiletı́
dvacátého stoletı́, kdy kniha vyšla, druhý z doby poslednı́ho desetiletı́.

Už jsem se zmı́nil, že Gino Loria k Sobotkově učebnici připojuje adjektivum
„výborná“ (vorzüglich). Učinil tak po mém soudu právem – vyjmeme-li ovšem partie,
v nichž se Sobotka nevyhnul tomu, co se v syntetické geometrii označuje jako infi-
nitesimálnı́ metody (soumezné či nekonečně blı́zké body, soumezné přı́mky a jejich
průsečı́k, kružnice křivosti jako soumezná poloha dotýkajı́cı́ch se kružnic atp.). Tyto
partie byly zcela poplatné ještě 19. stoletı́ a knize by už tehdy bývalo prospělo, kdyby
je byl J. Sobotka vynechal. Naproti tomu Loriovo adjektivum patřı́ beze sporu těmto
pěti rozsáhlým úsekům:

a) Promı́tánı́ kótované (kap. II, str. 12–55), Použitı́ roviny distančnı́ a zaváděnı́
nových průměten (kap. IV, str. 79–143).

b) Affinita; affinnı́ poloha dvou soustav rovinných (kap. VII, str. 190–357).

c) Průměty orthogonálnı́ do dvou k sobě kolmých průměten (Mongeova projekce
(kap. VIII, str. 358–498).

Samozřejmě jsem ihned reagoval. K diskusi o spojenı́ či nespojenı́ deskriptivnı́ a analytické geometrie
nedošlo, natož aby se přijalo nějaké stanovisko. To se přihodilo v době, kdy teoretický základ počı́tačové
grafiky je ve sblı́ženı́ deskriptivnı́ geometrie s analytickými metodami. Viz [16, str. 7], s názorem Václava
Medka (1923–1992), který dlouho přednášel deskriptivnı́ geometrii na stavebnı́ fakultě v Bratislavě.
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d) Grafické prováděnı́ konstrukcı́ (kap. X) – jen části o teorii grafických konstrukcı́
(str. 535–544) a o pomocných konstrukcı́ch (str. 544–579); na valnou část zbytku
kap. X se pak vztahuje výše uvedená kritika „soumezných elementů“.

e) Poznámky (str. 625–643) tvořı́ skvělý literárnı́ a historický doprovod k celé
učebnici.

Nejpůvodnějšı́ je nepochybně úsek z b). Neznám v literatuře o deskriptivnı́ geo-
metrii knihu s tak rozsáhlou kapitolou věnovanou využitı́ afinity v nejrůznějšı́ch kon-
strukcı́ch, hlavně ovšem o elipse. Rozsah úseku b) by vystačil na samostatnou knihu
(téměř 170 stran).

Úseky a) – e) zabı́rajı́ asi 470 stran, tedy zhruba tři čtvrtiny celkového rozsahu.
Kdyby byl J. Sobotka zůstal u těchto úseků a knihu asi o jednu čtvrtinu zkrátil, byl by
jı́ prospěl.

Svůj retrospektivnı́ pohled na ni ze začátku minulého stoletı́ shrnu takto:
Sobotkova učebnice byla prvnı́ – a až na hořejšı́ výhrady zdařilou a důkladnou –

českou učebnicı́ deskriptivnı́ geometrie, chápané jako vědecká disciplı́na bez většı́ho
zřetele k technickým aplikacı́m.12 Kdyby byla Sobotkova kniha vyšla německy, byla
by patřila k nejlepšı́m a nejvýznamnějšı́m učebnicı́m deskriptivnı́ geometrie v německé
jazykové oblasti.

Současný pohled na Sobotkovu učebnici bude ovšem méně lesklý. Způsobuje to též
skutečnost, že deskriptivnı́ geometrie velmi, velmi ustoupila do pozadı́. Konstrukce jı́
převzala počı́tačová grafika a své způsobila i ztrnulost, s nı́ž generace našich deskrip-
tivnı́ch geometrů lpěly na syntetických metodách a analytickou geometrii vylučovaly
jako téměř znečištěnı́ své vědy. Ani dnes nenı́ tento archaický poměr v českém prostředı́
překonán.13

Partie se soumeznými prvky knihu výrazně poškozujı́. Naopak však úsek e) Po-
známky po odstupu téměř 100 let nabyl na významu. Je to dosud jediný důkladný
přehled v českém jazyce o literatuře z deskriptivnı́ geometrie do přelomu 19. a 20.
stoletı́.14 Počı́tačová grafika zatlačila úsek d) ovšem do pozadı́. Ale důkladnost úseků
a) – c) zůstává nepřekonána, zvláště to platı́ o stále vynikajı́cı́m úseku b) s ohromným
množstvı́m úloh a jejich řešenı́ stereometrických a konstruktivnı́ch. Z učebnice se stala
vı́taná přı́ručka, která rychle poučı́.

Setkal jsem se s absolventy vysokoškolského studia učitelstvı́ deskriptivnı́ geo-
metrii, kteřı́ o Sobotkově učebnici nevěděli, natož aby ji měli v ruce nebo dokonce
některou jejı́ část přečetli. Je to velká chyba jejich učitelů, že jim Sobotkovu učebnici
nepřiblı́žili; je velká chyba studentů, že se k nı́ nedostali sami.

— — —

12 Projevilo se to i tı́m, že brzy vyšla učebnice pro techniky V. Jarolı́mek – B. Procházka [6], Praha, 1909.
13 Viz pozn. 11). Ve skupině JČMF pro geometrii a počı́tačovou grafiku by mělo být samozřejmostı́

sledovat zahraničnı́ literaturu a uveřejňovat recenze nových učebnic. Ale např. nevı́m o české recenzi co do
obsahu zcela nově pojaté učebnice G. Bär (profesor drážd’anské Technické univerzity): Geometrie – Eine
Einführung in die analytische und konstruktive Geometrie, Stuttgart-Leipzig, 1996, str. 216.

14 Bylo by velmi vděčným úkolem skupiny JČMF pro geometrii a počı́tačovou grafiku, aby – mı́sto
článků, které ve svých sbornı́cı́ch publikuje, ač toho nejsou vůbec hodny – zpracovala Sobotkovy Poznámky
a doplnila je přehledem nejdůležitějšı́ch knih o deskriptivnı́ geometrii v poslednı́ch 100 letech s krátkými
charakteristikami. Viz [16, str. 11].
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Přecházı́m k jednotlivým kapitolám I – X. Za jejich pojmenovánı́m zpravidla
reprodukuji Sobotkovy názvy skupin přı́buzných oddı́lů z velmi podrobného obsahu.

Poznámky k Sobotkovým výlučně syntetickým postupům budu kombinovat s ana-
lytickou geometriı́.

Kapitola I. Některé pojmy a základnı́ úmluvy
(str. 1 – 11); odd. 1–8.

Tato kapitola obsahuje vesměs věci úvodnı́ho charakteru. Ocituji jejı́ prvnı́ řádky:

Deskriptivnı́ geometrie jest věda, která na základě konstrukce a pomocı́
rysův určuje útvary prostorové dle tvaru, velikosti a polohy jinými útvary
prostorovými, vzájemné vztahy jejich zkoumá a úlohy k nim se vztahujı́cı́
řešı́.

J. Sobotka formuluje úkol deskriptivnı́ geometrie velmi obecně a hned na počátku
upozorňuje na rozdı́l mezi pomyslnou konstrukcı́ a jejı́m grafickým provedenı́m tak
důrazně, jak nenı́ v učebnicı́ch deskriptivnı́ geometrie pravidlem. V odd. 7 o označovánı́
se k tomuto rozdı́lu znovu – sice jen jednou větou, ale naprosto zřetelně – vracı́, když
pı́še:

Tak jsou průmět útvaru a grafický jeho obraz pojmy docela různé, které
však bez závady zpravidla lze označiti stejnými symboly;. . .

V podobném duchu pokračuje i v odd. 8. Aby odlišil od ideálnı́ch pojmů bod, přı́mka,
křivka jejich grafické obrazy, zavádı́ pro ně názvy tečka a čáry. Toto metodicky jistě
správné rozlišenı́ se však neujalo.

Kapitola II. Promı́tánı́ kotované
(str. 12 – 55)

Průmět bodu, měřı́tko a obecné vlastnosti (odd. 9–13). – Promı́tánı́ přı́mky (odd. 14–
19). – Promı́tánı́ roviny (odd. 20-28). – Stanovenı́ délek, odchylek a sklápěnı́ roviny
(odd. 29–34). – Upotřebenı́ (odd. 35–40).

V kótovaném promı́tánı́ přiřazujeme bodu B z prostoru dvojici tvořenou bodem
B1 a čı́slem zB ; bod B1 je kolmý průmět bodu B na průmětnu π a čı́slo zB – kóta
bodu B – je při B ∈ π nula a při B �∈ π orientovaná vzdálenost bodů B a B1 (pro
body z jednoho otevřeného poloprostoru vyt’atého průmětnou je zB > 0, pro body B
z druhého je zB < 0). Zvolme v průmětně soustavu pravoúhlých souřadnic x, y a pro
prostor ji doplňme osou z orientovanou souhlasně s orientacı́ vzdálenosti bodů B a B1.
Jestliže průmět B1[xB , yB ] je opatřen kótou zB , pak ovšem B[xB, yB , zB ]; naopak
bodu B[xB, yB , zB ] přı́slušı́ dvojice B1[xB , yB ] ∈ π a kóta zB . Toto jednoduché
zobrazenı́ umožňuje řešit úlohy z kótovaného promı́tánı́ také analytickou geometriı́.

V odd. 9–34 je 21 podrobně řešených úloh. Abychom si uvědomili Sobotkův vliv
na prvnı́ dı́l Kadeřávkovy–Klı́movy–Kounovského učebnice [8] z roku 1929, stačı́
uvést, že v jejı́ kap. III o kolmém promı́tánı́ na jednu průmětnu, části A o promı́tánı́
kótovaném (str. 142–182), je ze Sobotkových úloh probráno 14, tedy právě dvě třetiny.
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Kótovanému promı́tánı́ bez aplikacı́ věnoval J. Sobotka str. 12–42, trojice autorů
v [8] str. 142–155. Už jen z těchto hrubých údajů můžeme soudit, že J. Sobotka psal
podrobněji a trojice autorů sevřeněji. Str. 42–55 Sobotkovy II. kapitoly patřı́ aplikacı́m,
totiž zobrazenı́ terénnı́ch tvarů a řešenı́ střech; tomu náležı́ v učebnici trojice autorů
[8] samostatná kapitola na str. 233–248. Str. 155–182 v [8], které se zmı́něnými už str.
142–155 tvořı́ pasáž o kótovaném promı́tánı́, obsahujı́ řešenı́ trojhranu a rovinné řezy
válcové a kuželové rotačnı́ plochy včetně paraboly a hyperboly.

Sobotkův vliv na výběr a uspořádánı́ látky je patrný i na učebnici J. Kounovského
– F. Vyčichla [12] z roku 1948 [byla velmi úspěšná, v dalšı́ch deseti letech se dočkala
až 5. vydánı́]. Kótovanému promı́tánı́ v nı́ patřı́ str. 24–62, tedy asi 40 stránek jako
v učebnici Sobotkově nebo třı́ autorů [8]. Také J. Kounovský a F. Vyčichlo zařadili do
kapitoly o kótovaném promı́tánı́ pasáže, které v kap. II Sobotkovy učebnice nejsou,
např. afinitu a jejı́ využitı́ (viz kap. VII Sobotkovy knihy).

— — —

Z různých přı́ležitostı́, jak kótované promı́tánı́ spojit s analytickou geometriı́, vy-
beru krycı́ přı́mku při konstrukci průsečı́ku přı́mky p s rovinou ̺. Budu analyticky
sledovat grafické – tj. deskriptivně geometrické – řešenı́. Až v závěru je opustı́m.

Rovina ̺ nikoliv kolmá k průmětně z = 0 má rovnici

ax+ by + cz + d = 0; c �= 0 (2.1)

s vektorem normály n = (a, b, c). Přı́mka p určená bodem o souřadnicı́ch [x0, y0, z0]
a vektorem u = (u, v, w) má parametrické rovnice

x = x0 + tu,

y = y0 + tv, t ∈ (−∞,∞) (2.2)

z = z0 + tw;

jejı́ nerovnoběžnost nebo neincidentnost s rovinou ̺ je vyjádřena nerovnostı́ n ·u �= 0.
Prvnı́ dvě rovnice v (2.2) jsou parametrickým vyjádřenı́m promı́tacı́ roviny přı́mky

p. Pro třetı́ souřadnice bodů na průsečnici roviny ̺ s promı́tacı́ rovinou přı́mky p – tj.
na krycı́ přı́mce q přı́mky p – tak z (2.1) a z prvnı́ch dvou rovnic v (2.2) dostáváme

a(x0 + tu) + b(y0 + tv) + cz + d = 0,

z = −ax0 + by0 + d

c
− t

au+ bv

c
. (2.3)

Krycı́ přı́mka q ⊂ ̺ přı́mky p je tak dána parametricky prvnı́mi dvěma rovnicemi
v (2.2) a rovnicı́ (2.3). Průsečı́k P této krycı́ přı́mky q s přı́mkou p z (2.2) – tj. průsečı́k
P přı́mky p z (2.2) s rovinou ̺ – má parametr t určený srovnánı́m třetı́ rovnice v (2.2)
s (2.3):

zo + tw = −ax0 + by0 + d

c
− t

au+ bv

c
, (2.4)

t = −n · x0 + d

n · u .
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Učinili jsme dva kroky: Předně jsme z prvnı́ch dvou rovnic (2.2) dosadili za x, y
do (2.1) a vypočı́tali z; za druhé jsme toto z srovnali se z z třetı́ rovnice (2.2) a vypo-
čı́tali parametr t průsečı́ku P . Oba kroky můžeme ovšem spojit v jeden tak, že z (2.2)
dozadı́me za x, y i z do (2.1) a opět vypočı́táme (2.4). Při tomto algebraickém postupu
zcela obvyklém v analytické geometrii zůstává úloha krycı́ přı́mky z deskriptivně geo-
metrického řešenı́ skryta.

Kapitola III. Promı́tánı́ kruhové
(str. 56 – 78)

Průmět bodu (odd. 41). – Průmět přı́mky (odd. 42–43). – Průmět roviny (odd. 44–48).
– O kuželi rotačnı́m (odd. 49–51). – Některé úlohy (odd. 52). – Transformace průmětny
(odd. 53–55).

O důvodu, proč zařadil do své knihy i cyklografii, která ovšem nenı́ rovnoběžnou
projekcı́, pı́še J. Sobotka už v úvodu (str. V.). Zmiňuje se, že začı́ná promı́tánı́m
kótovaným, a pokračuje:

Přirozený přechod soustavný k dalšı́m methodám poskytlo mi promı́tánı́
kruhové, jehož důležitost i plodnost v deskriptivnı́ geometrii vůbec a v geo-
metrii metrické zvlášt’původce jeho W. Fiedler sám v pracı́ch svých pro-
kázal.

Nejdřı́ve malou korekci k W. Fiedlerovi jako původci cyklografie. V poznámkách
ke kap. III., str. 628 J. Sobotka pı́še, že W. Fiedler ji vyvodil z konstrukcı́, které se
spojujı́ s určenı́mi středu při promı́tánı́ centrálnı́m pomocı́ kružnice distančnı́. Ale toto
spojenı́ je stará myšlenka, kterou v syntetické formě vyslovil už B. Cousinery 1828
a v analytické formě N. Druckenmüller 1842 (viz Enc. der math. Wiss. III AB6, str. 595
a L. Seifert [21, str. 5]).

Sobotkův důvod pro zařazenı́ cyklografie má jistou oprávněnost:
V kótovaném promı́tánı́ se bod B z prostoru zobrazuje na dvojici tvořenou orto-

gonálnı́m průmětem B1 bodu B na průmětnu a kótou zB bodu B vůči této průmětně.
V cyklografii se bod B z prostoru zobrazuje na dvojici tvořenou zase ortogonálnı́m

průmětem B1 bodu B na průmětnu a cyklem (B), tj. orientovanou kružnicı́ se středem
B1 a poloměrem |zB |; orientace je pozitivnı́ při zB > 0 a negativnı́ při zB < 0, při
zB = 0 je nulový cykl tvořen dvojicı́ isotropických přı́mek s reálným průsečı́kem B.

V Mongeově projekci se bod B z prostoru zobrazuje na dvojici tvořenou půdorys-
ným průmětem B1 bodu B a nárysným průmětem B2 bodu B.

Ve smyslu těchto zobrazenı́ je vsunutı́ cyklografie mezi promı́tánı́ kótované a Mon-
geovo pochopitelné. Sotva však lze z dnešnı́ho hlediska přijmout dalšı́ Sobotkův ar-
gument [str. 15, odd. 12]:

S geometrického hlediska methoda promı́tánı́ kótovaného, operujı́c s čı́sly,
jest nedokonalá; konstrukcı́, vztahujı́cı́ch se k útvarům prostorovým, neře-
šı́ bezprostředně.

Tı́m myslı́ Sobotka kombinaci geometrických konstrukcı́ s kótami jakožto čı́sly, v nı́ž
vidı́ pramen chyb při odměřovánı́ z měřı́tka. Sobotkova argumentace by byla na mı́stě,
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kdyby samo faktické provedenı́ konstrukce (nikoliv idealizovaný myšlenkový postup)
bylo bez grafických chyb (přiloženı́ pravı́tka, zabodnutı́ hrotu kružı́tka). Těch si byl
J. Sobotka dobře vědom, jak ukazuje část Theorie grafických konstrukcı́ (str. 535–544)
v kap. X.15

Sobotkova kapitola III odpovı́dá pojetı́, které vytvořil W. Fiedler v 80. letech
19. stoletı́. U něho nemá ještě orientace kružnic tak významnou úlohu. Tı́m je odůvod-
něn i název kapitoly, v němž nenı́ náznak cyklu (ale adjektivum by mělo být změněno
na „kružnicové“.)

Cyklografie přı́mo vyzývá k řešenı́ Apolloniovy úlohy (a úloh z jejı́ho okruhu
ovšem): Sestrojit cykl, který se dotýká třı́ daných cyklů. L. Seifert [21] se jı́ zabývá na
str. 42–44, J. Sobotka ji neprobı́rá. L. Seifert [21, str. 57] ukazuje dokonce konstrukci
cyklu, který dané tři cykly protı́ná v daných úhlech.16

Kapitola IV. Použitı́ roviny distančnı́ a zaváděnı́ nových průměten
(str. 79 – 143)

Průmět přı́mky, roviny a bodu (odd. 56). – Průseky. Vzájemné určovánı́ bodů, přı́mek
a rovin (odd. 57–62). – Věty Desarguesovy o dvou trojúhelnı́cı́ch (odd. 63). – Hesse-
ova konfigurace (odd. 64). – Určenı́ vzdálenostı́ a odchylek; sklopenı́ (odd. 65–67).
– O ploše kulové (odd. 68). – Některé úlohy (odd. 69–70). – Transformace průmětny
(odd. 71–80). – O promı́tánı́ do dvou průměten (odd. 81–90). – Přechod od průměten
PI , RII libovolně k sobě nakloněných k průmětnám na sobě kolmým (odd. 91). – Užitı́
transformace průmětny k řešenı́ úloh stereometrických (odd. 92–96).

F. Kadeřávek – J. Klı́ma – J. Kounovský [8] jsou vůči distančnı́ rovině daleko
skromnějšı́. V dı́lu I, v kap. III jı́ věnujı́ jen část B, str. 182–192. Mı́sto Sobotkových
transformacı́ průměten se zabývajı́ řezy těles.

V kótovaném promı́tánı́ se pracuje s kótami bodů vůči průmětně π. Aby se odstra-
nila čı́sla jako cizorodý prvek pro deskriptivnı́ geometrii, zavádı́ se distančnı́ rovina
π′ rovnoběžná (v jisté nenulové vzdálenosti) s průmětnou π. Přı́mka q nikoliv kolmá
k průmětně π je pak určena stopnı́kem Q na průmětně π a ortogonálnı́m průmětem Q′

1
na π průsečı́ku Q′ přı́mky q s rovinou distančnı́ π′. Rovina ̺ nikoliv kolmá k průmětně
π je určena stopou p na průmětně π a kolmým průmětem p′1 na π své průsečnice p′

s rovinou distančnı́ π′; ovšem p ‖ p′1. Bod B je určen svým kolmým průmětem B1
a průmětem své nositelky (tj. přı́mky nebo roviny jdoucı́ bodem B).

K práci s distančnı́ rovinou přı́mo vyzývajı́ úlohy s komolým jehlanem, který má
rovnoběžné základny. Rovina jedné z nich se zvolı́ za průmětnu, rovina druhé za rovi-
nu distančnı́. Takto postupuje J. Sobotka v úloze z odd. 62 [str. 88–90], v nı́ž se má
šestiboký pravidelný komolý jehlan seřı́znout danou rovinou protı́najı́cı́ obě základny
jehlanu. Je to jedna z nemnoha Sobotkových úloh o řezech polyedrů.

V odd. 61 (str. 85–88) se třemi body A, B, C prokládá rovina; v prvnı́m přı́padě
jsou nositelkami bodů A, B, C přı́mky, ve druhém roviny. Tento druhý přı́pad vede

15 Srov. k tomu [8] dı́l I., odd. 86, str. 142–143.
16 V letnı́m semestru 1946/47 jsem na brněnské přı́rodovědecké fakultě poslouchal Seifertovy přednášky

o cyklografii a i z nich si na posledně zmı́něnou úlohu matně vzpomı́nám.
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J. Sobotku jednak k Desarguesově větě o perspektivnı́ch trojúhelnı́cı́ch a tı́m ke kon-
figuraci (103, 103), jednak ke konfiguraci (203, 154). J. Sobotka ji nazývá Hesseovou
a pojmenovánı́ odůvodňuje v pozn. k odd. 64 na str. 629–30:

Hesse upozornil na konfiguraci tuto v pojednánı́: Eine Bemerkung zum
Pascal’schen Theorem, v Crelle–ově Journal für reine und angewandte
Math. Bd. 41, a ukázal, že se vyskytuje při Steinerově rozšı́řenı́ věty Pasca-
lovy.

Hesseovou konfiguracı́ se obvykle rozumı́ konfigurace (94, 123) devı́ti inflexnı́ch bodů
a dvanácti inflexnı́ch spojnic (každá spojuje 3 inflexnı́ body) kubiky rodu 1. Konfigu-
race, kterou J. Sobotka nazývá Hesseovou, je tvořena Salmonovými body a Cayleyo-
vými přı́mkami ze Steinerova rozšı́řenı́ Pascalovy věty, známého jako hexagrammum
mysticum.

Mnoho mı́sta věnuje J. Sobotka transformaci průmětny (přechodu od průmětny π
s rovnoběžnou s nı́ rovinou distančnı́ π′ k průmětně π∗ s rovnoběžnou s nı́ rovinou
distančnı́ π∗′) a zaváděnı́ nových průměten, speciálně pak přechodu od dvou průměten
nikoliv k sobě kolmých k ortogonálnı́m průmětnám.

— — —

Kapitolu uzavı́rá osa dvou mimoběžek17. V odd. 95 [str. 141–142] je jejı́ stereo-
metrické vyšetřenı́. Sobotka nerozlišuje důsledně mezi osou jako přı́mkou a osou jako
úsečkou a dospı́vá k těmto poznatkům:

Osa dvou mimoběžek má následujı́cı́ vlastnosti:
1. Jest nejkratšı́ přı́čkou jejich;
2. stojı́ kolmo k nim a ke každé rovině s nimi stejnosměrné;
3. jest stejnosměrná s průsečnicı́ libovolných dvou rovin k nim normálnı́ch;
4. jest průsekem rovin jimi kolmo položených k rovině s oběma stejnosměrné.

V odd. 96 [str. 142–143] je konstruktivnı́ řešenı́, které už nenı́ tak jednoduché.
V promı́tánı́ s distančnı́ rovinou zavádı́ J. Sobotka druhou průmětnu rovnoběžnou
s oběma mimoběžkami; průsečı́kem jejich kolmých průmětů do této druhé průmětny
kolmo k nı́ jde hledaná osa.

Opět se přı́mo vnucuje analytická geometrie. Dejme tomu, že ve dvojici mimobě-
žek je přı́mka pi (i = 1, 2) dána bodem Xi a vektorem ui, takže jejich parametrické
vyjádřenı́ znı́

X = X1 + t1u1, X = X2 + t2u2. (4.1)

Čtverec vzdálenosti v bodu přı́mky p1 od bodu přı́mky p2 je

v2(t1, t2) = [X2 −X1 + t2u2 − t1u1] · [X2 −X1 + t2u2 − t1u1] > 0.

Tudı́ž

∂v2

∂t1
= −2[X2 −X1 + t2u2 − t1u1] · u1, (4.2)

∂v2

∂t2
= 2[X2 −X1 + t2u2 − t1u1] · u2,

17 Podle osnov pro reálky z roku 1909 (srv. Z. Nádenı́k [18, str. 4]) byla osa mimoběžek zařazena do 5. tř.
reálek. Viz J. Pithardt – L. Seifert [20], dı́l II., 1. vyd. 1910, str. 62–63.
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∂2v2

∂t21
= 2u1 · u1,

∂2v2

∂t1∂t2
= −2u1 · u2,

∂2v2

∂t22
= 2u2 · u2,

∣∣∣∣∣∣

∂2v2

∂t21

∂2v2

∂t1∂t2

∂2v2

∂t2∂t1
∂2v2

∂t22

∣∣∣∣∣∣
= 4

∣∣∣∣
u1 · u1 −u1 · u2

−u2 · u1 u2 · u2

∣∣∣∣ > 0;

poslednı́ nerovnost je důsledkem nerovnoběžnosti vektorů u1, u2. Anulovánı́ prvnı́ch
parciálnı́ch derivacı́ (4.2) tak vede pro parametry t1, t2 k hodnotám poskytujı́cı́m
minimum vzdálenosti v. Současně je anulovánı́ prvnı́ch derivacı́ (4.2) ekvivalentnı́
s požadavkem, aby spojnice bodů (4.1) přı́mek p1, p2 byla kolmá na každou z nich.

K ose mimoběžek se J. Sobotka ještě několikrát vracı́, viz zvláště kap. VIII.

Kapitola V. Promı́tánı́ kosoúhlé na jednu průmětnu
(str. 144 – 162); odd. 97–109.

V této kratšı́ kapitole se J. Sobotka zabývá rovnoběžnými průměty v různých směrech,
sklopenı́m roviny, otáčenı́m roviny kolem přı́mky v nı́ ležı́cı́ (speciálně kolem hlavnı́
přı́mky), úhlem dvou přı́mek nebo dvou rovin, vzdálenostı́ bodu od přı́mky nebo
roviny.

V odd. 99 [str. 146–147] řešı́ J. Sobotka tuto stereometrickou úlohu: Čtyřmi body
B1, B2, B3, B4 v prostoru libovolně danými proložiti čtyři rovnoběžné roviny ̺1,
̺2, ̺3, ̺4 tak, aby poměr vzdálenosti rovin ̺1, ̺2 ku vzdálenosti rovin ̺2, ̺3 ku
vzdálenosti rovin ̺3, ̺4 měl danou hodnotu m : n : p. Ačkoliv pı́še o „libovolně“
daných čtyřech bodech, mlčky předpokládá, že neležı́ v rovině. Také se nezmiňuje
o orientaci uvedených vzdálenostı́. Graficky řešı́ úlohu pro situaci, v nı́ž vzdálenosti
jsou si rovny. Jak podcenil význam jejich orientace, ukazuje toto téměř triviálnı́ řešenı́,
kterého se však vůbec nedotýká: Ved’me roviny ̺1 ≡ ̺3 body B1, B3 a půlı́cı́m
bodem úsečky B2B4; rovinu ̺2 resp. ̺4 proložme bodem B2 resp. B4 rovnoběžně
s ̺1 ≡ ̺3. Pak je vzdálenost mezi rovinami ̺1, ̺2 rovna vzdálenosti mezi rovinami
̺2, ̺3 a rovna vzdálenosti mezi rovinami ̺3, ̺4.

Vidı́me, že citovaná už kritická poznámka čtveřice autorů K. Havlı́ček – A. Urban
– Z. Vančura – B. Kepr [5] nebyla neoprávněná.

Kapitola VI. Základnı́ prvky a základnı́ útvary; některé způsoby určovánı́
prvků (str. 163 – 189)

Základnı́ prvky a útvary geometrické (odd. 110). – Smysl úseček a úhlů (odd. 111).
– Dělı́cı́ čili určujı́cı́ poměr (odd. 112–117). – Harmonické prvky v útvarech prvnı́ho
řádu (odd. 118–127). – Rozšı́řenı́ pojmu o určujı́cı́m poměru (odd. 128–129).

Metrické vztahy jsou východiskem pro zavedenı́ projektivnı́ch pojmů; Sobotko-
vým vzorem byla patrně učebnice Eduarda Weyra Projektivná geometrie základnı́ch
útvarů prvnı́ho řádu, Praha, 1898. Cituje ji na začátku Poznámek (str. 627) ve výčtu
knih o projektivnı́ geometrii.

V trojúhelnı́kuABC označmeA′ průsečı́k spojniceBC s přı́mkou q neprocházejı́cı́
žádným vrcholem trojúhelnı́ka; a cykl. Necht’A∗ je čtvrtý harmonický bod k bodu
A′ vůči dvojici B, C; a cykl. Pak spojnice AA∗, BB∗, CC∗ se protı́najı́ v bodě
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Q. A obráceně: Necht’ A∗ je průmět bodu Q (neležı́cı́ho na přı́mkách AB, BC,
CA) z vrcholu A na spojnici BC; a cykl. Čtvrtý harmonický bod k bodu A∗ vůči
dvojici B, C označı́me A′; a cykl. Pak body A′, B′, C ′ ležı́ na přı́mce q. (Mezi body
A′, B′, C ′, A∗, B∗, C∗ připouštı́me i nevlastnı́; též bod Q nebo přı́mka q mohou být
nevlastnı́.) Sobotka dokazuje tato tvrzenı́ pomocı́ věty o perspektivnı́ch trojúhelnı́cı́ch,
aniž by aspoň poznamenal, že obě jsou bezprostřednı́m důsledkem věty Cevovy a věty
Menelaovy a jejich obrácenı́ spolu s konstrukcı́ čtvrtého harmonického bodu.

Na str. 186 uvádı́ J. Sobotka toto sestrojenı́ tečen ke kružnici k z bodu P ležı́cı́ho
vně kruhu s hranicı́ k: Bodem P vede dvě sečny s1 a s2 kružnice k, které ji protı́najı́
v bodech A1, B1 a A2, B2. Spojnice A1A2 a B1B2 a spojnice A1B2 a A2B1 se
protı́najı́ ve dvou bodech, jejichž spojnici p nazývá J. Sobotka tětivou styčnou bodu
P , tj. přı́mkou, protı́najı́cı́ kružnici k v bodech dotyku tečen z bodu P . O dvojici pól P
– polára p ani slovo, také žádná zmı́nka, zda konstrukce platı́ třeba i pro elipsu mı́sto
kružnice k.

— — —

V závěru kapitoly J. Sobotka synteticky odvozuje prostorovou analogii Apolloni-
ovy kružnice, tj. množiny bodů v rovině, které od dvou jejı́ch bodů majı́ konstantnı́
poměr vzdálenostı́. Mlčky nepřipouštı́, že tento poměr je roven 1. Prostorovou analo-
giı́ rozumı́ množinu přı́mek p, které procházejı́ průsečı́kem dvou pevných různoběžek
p1, p2 tak, že

sin p̂1p : sin p̂2p = konst. = k �= 1. (6.1)

Analytický protějšek k Sobotkově postupu je opět krátký a průhledný. Přı́mky p1 a p2
zvolme v rovině (x, y) a jejich průsečı́k v počátku; určit je můžeme jednotkovými
vektory:

u1(u1, v1, 0) a u2(u2, v2, 0), (6.2)

u21 + v21 = 1, u22 + v22 = 1.

Přı́mka p procházejı́cı́ počátkem necht’je nositelkou vektoru u(x, y, z) �= o. Pak pro
i = 1, 2

cos p̂ip =
u · ui
|u| , sin p̂ip =

1
|u|

√
|u|2 − (u · ui)2

k2 =

(
sin p̂1p
sin p̂2p

)2
=

|u|2 − (u · u1)2
|u|2 − (u · u2)2

. (6.3)

Co při k2 �= 1 vytvořı́ nositelka p vektoru u podrobeného podmı́nce (6.3)? Z (6.3)
ihned nahlédneme, že kuželovou plochu

(1− k2)(x2 + y2 + z2)− (u1x+ v1y)
2 + k2(u2x+ v2y)

2 = 0. (6.4)

Můžeme předpokládat, že osa x určená vektorem e(1, 0, 0) je jednou z hledaných
přı́mek. Pak podle (6.3) s u = e a podle (6.2) vycházı́

k2 =
1− u21
1− u22

=
v21
v22

, (6.5)

což je ovšem okamžitě patrné i geometricky.
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Tedy −u21 + k2u22 = −(1− k2), −v21 + k2v22 = 0 a (6.4) se přepı́še takto:

(1− k2)(y2 + z2) + 2(−u1v1 + k2u2v2)xy = 0. (6.6)

Vidı́me, že rovina x = konst. protı́ná nalezenou kuželovou plochu (6.6) v kružnici.
Kuželová plocha (6.6) protı́ná rovinu (x, y) v přı́mkách y = 0 (v ose x podle

hořejšı́ volby) a v přı́mce y = 2
1−k2 (u1v1 − k2u2v2)x. Proložme každou z těchto

přı́mek rovinu; jejich rovnice budou

λy + z =0,

2(u1v1 − k2u2v2)x− (1− k2)y + µz =0 (6.7)

s λ a µ jako libovolnými parametry. Požadujme, aby uvažované roviny byly kolmé; to
vede k

µ = λ(1− k2). (6.8)

Pro body průsečnice rovin (6.7) při (6.8) je

x : y : z = (1− k2)(1 + λ2) : 2(u1v1 − k2u2v2) : −2λ(u1v1 − k2u2v2).

Jednoduchým výpočtem se přesvědčı́me, že tyto body ležı́ na kuželové ploše (6.6).
Shrneme: Množina přı́mek p, které jdou průsečı́kem daných různoběžek p1 a p2

a vyhovujı́ podmı́nce (6.1), vytvořı́ kvadratickou kuželovou plochu. Bud’te q1 a q2 jejı́
přı́mky v rovině různoběžek p1 a p2. Roviny kolmé k povrchovým přı́mkám q1 nebo q2
protı́najı́ kuželovou plochu v kružnicı́ch. Dvojice rovin, které procházejı́ povrchovými
přı́mkami q1 a q2 a jsou na sebe kolmé, se protı́najı́ v povrchové přı́mce kuželové
plochy. Proto se jı́ řı́ká ortogonálnı́.

Kapitola VII. Affinita; affinnı́ poloha dvou soustav rovinných (str. 190 – 357)

Průměty parallelnı́ch řad bodových a soustavy rovinné (odd. 130–134). – Affinnı́ polo-
ha v rovině (odd. 135–138). – Různé určenı́ polohy affinnı́ v rovině (odd. 139–140).
– O stejných úhlech a úsečkách affinně položených (odd. 141–147). – Parallelnı́ prů-
měty kružnice; některé konstrukce a vlastnosti ellipsy (odd. 148–159). – O bodech
průsečných kružnice s ellipsou; sestrojenı́ předepsaných úhlů affinně položených (odd.
160–165) – Dalšı́ konstrukce vztahujı́cı́ se k ellipse (odd. 166–176). – Obecné průměty
parallelnı́ kružnice a ellipsy; konstrukce na nich založené (odd. 177–212). – Obecná
affinita útvarů rovinných (odd. 213–218). – Upotřebenı́ affinity při řešenı́ metrických
úloh v parallelnı́m promı́tánı́ (odd. 219–223). – Sestrojovánı́ rovinných útvarů shod-
ných (odd. 224–228). – Prostorová poloha affinnı́ (odd. 229–232). – Affinita obecná
dvou soustav prostorových (odd. 233–236). – O prostorových útvarech shodných
(odd. 237–246).

Centrálnı́m motivem je vztah kružnice – elipsa a afinita mezi nimi. Téměř na 170
stranách shrnul J. Sobotka mnoho vlastnostı́ elipsy a konstruktivnı́ch úloh o nı́. Takové
shrnutı́ nemá obdobu v celé české literatuře o deskriptivnı́ geometrii. Z německy psané
literatury o tomto oboru jsem měl v ruce jistě všechny významnějšı́ učebnice – ani
v nich nemá kapitola VII rovnocenný protějšek.

K odd. 172 Sestrojenı́ os ellipsy ze dvou sdružených průměrů (str. 239–242) s pěti
konstrukcemi patřı́ na str. 632 poznámka, kterou celou ocituji:
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Konstrukci 1. uvádı́ Mossbrugger ve svých Grösstenteils neue Aufgaben
aus dem Gebiete der Géométrie descriptive, Zürich 1845, podotýkaje,
že ji má od Rytze, pročež Wiener18 konstrukci tu nazývá Rytzovou. Ke
konstrukci 2. viz Frézier: La théorie et la pratique de la coupe des pierres
et des bois, 2e édition, t. 1, 1754.

Tato poznámka dokládá, jak důkladně znal Sobotka prameny. V české knižnı́ literatuře
je jediný, kdo v souvislosti s Rytzovou konstrukcı́ cituje jména Mossbrugger a Fré-
zier. D. Rytz konstrukci vymyslil; odůvodnil ji (početně) L. Mossbrugger. Frézierova
konstrukce se jen zcela nepodstatně lišı́ od Rytzovy, Fréziérův důkaz však selhává. Po-
drobně se těmto konstrukcı́m věnuji v článku O konstrukci os elipsy z jejı́ch sdružených
průměrů [19].

— — —

V části Parallelnı́ průměty kružnice je takto nadepsán odd. 156: Průmětem orto-
gonálnı́m kružnice jest ellipsa. Analytický důkaz tohoto základnı́ho poznatku je kratšı́
a průhlednějšı́ než syntetický důkaz Sobotkův.

V soustavě pravoúhlých souřadnic x, y, z s počátkem O si mysleme rovinu ̺
majı́cı́ rovnici

y sinα− z cosα = 0, 0 < α < 90◦, (7.1)

Obrázek 1

tj. procházejı́cı́ osou x a s průmětnou (x, y) nikoliv totožnou nebo k nı́ kolmou (viz
obr. 1). Do roviny ̺ zaved’me pravoúhlé souřadnice X, Y s počátkem zase O, s osou
X splývajı́cı́ i co do smyslu s osou x a s osou Y (spádovou přı́mkou roviny ̺)
orientovanou tak, že pozitivnı́ části os y a Y ležı́ v témže poloprostoru vyt’atém

18 Viz Christian Wiener [25, dı́l I, str. 293].
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souřadnicovou rovinou (x, z). Mezi souřadnicemi X, Y bodu B ∈ ̺ a souřadnicemi
x, y průmětu B1 bodu B do roviny (x, y) pak platı́

X = x, Y = 1
cosαy. (7.2)

Zvolme v rovině ̺ kružnici se středem O a poloměrem R; jejı́ rovnice je

X2 + Y 2 = R2. (7.3)

Ortogonálnı́ projekcı́ do souřadnicové roviny (x, y) přejde v čáru, jejı́ž rovnici dosta-
neme dosazenı́m z (7.2) do (7.3):

x2 +
y2

cos2 α
= R2. (7.4)

Vidı́me, že se jedná o elipsu s hlavnı́ poloosou o délce R v ose X ≡ x a s vedlejšı́
poloosou o délce R cosα v ose y (tj. v průmětu osy Y , která je spádovou přı́mkou
roviny ̺).

Podobně dokážeme i obecnějšı́ tvrzenı́: Ortogonálnı́m průmětem elipsy je elipsa
(samozřejmě zase za vyloučenı́ triviálnı́ho přı́padu, kdy rovina promı́tané elipsy je
k průmětně kolmá; promı́tnutou elipsou rozumı́me přı́padně i kružnici). Mı́sto od
kružnice (7.3) vyjdeme od (reálné) elipsy

aX2 + 2bXY + cY 2 = 1; a > 0, ac− b2 > 0 (7.5)

v rovině ̺. Promı́tnutı́m do roviny (x, y) dostaneme podle (7.2) křivku o rovnici

ax2 +
2b
cosα

xy +
c

cos2 α
y2 = 1.

Protože

a · c

cos2 α
−
(

b

cosα

)2
=

ac− b2

cos2 α
> 0

při nerovnosti z (7.5), jedná se o elipsu (speciálně o kružnici při b = 0, a = c
cos2 α ).

V části Obecné průměty parallelnı́ kružnice a ellipsy je podobně touto větou nade-
psán odd. 179: Průmětem parallelnı́m ellipsy jest zase ellipsa. Sobotkův syntetický
důkaz je dosti dlouhý (str. 251–255) a je založen na kombinaci předcházejı́cı́ho oddı́-
lu 177: Průmětem parallelnı́m kružnice jest ellipsa a odd. 178: Promı́tnouti parallelně
ellipsu do dané roviny v kružnici. Tvrzenı́ v odd. 177 a úloha z odd. 178 nám vyjdou jako
speciálnı́ přı́pady věty z odd. 179, kterou dokážeme analyticky zobecněnı́m hořejšı́ho
postupu při analytickém důkazu poznatku z odd. 156.

Směr promı́tánı́ určı́me vektorem u(u, v, w), který nenı́ rovnoběžný ani s průmět-
nou (x, y) ani s rovinou ̺ o rovnici (7.1), v nı́ž připouštı́me i α = 90◦, takže

w �= 0, v sinα− w cosα �= 0. (7.6)

Bodem B ∈ ̺ o souřadnicı́ch (viz obr. 1) x = X, y = Y cosα, z = Y sinα vedeme
promı́tacı́ paprsek; jeho parametrické rovnice jsou

x = X + tu, y = Y cosα+ tv, z = Y sinα+ tw.
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Průsečı́ku s průmětnou (x, y) přı́slušı́ parametr t anulujı́cı́ třetı́ souřadnici z. Průmět
B1 bodu B do průmětny (x, y) má tak souřadnice

x = X − u sinα
w

Y, y = Y cosα− v sinα
w

Y ;

třetı́ je ovšem nula. Tedy naopak

X = x+
u sinα

w cosα− v sinα
y, Y =

w

w cosα− v sinα
y. (7.7)

Vrátı́me se k elipse (7.5) v rovině ̺ ze (7.1). Vyšetřit průmět této elipsy (ve směruu)
do roviny (x, y) znamená dosadit do (7.5) zaX aY z (7.7). Po zcela elementárnı́ úpravě
tak dostaneme

ax2 + 2 · au sinα+ bw

w cosα− v sinα
xy +

au2 sin2 α+ 2buw sinα+ cw2

(w cosα− v sinα)2
y2 = 1. (7.8)

Diskriminant této rovnice je

a · au
2 sin2 α+ 2buw sinα+ cw2

(w cosα− v sinα)2
−
(

au sinα+ bw

w cosα− v sinα

)2
=

= (ac− b2) ·
(

w

w cosα− v sinα

)2
> 0 (7.9)

v důsledku nerovnostı́ v (7.5) a (7.6). Průmět (7.8) do roviny (x, y) – ve směru vektoru
u – elipsy (7.5) v rovině ̺ z (7.1) je tedy opět elipsa. Stručně: Rovnoběžným (tj.
nikoliv nutně kolmým) průmětem elipsy je zase elipsa.

S malými změnami bychom dostali zcela analogický poznatek i pro hyperbolu.
K výše zmı́něnému odd. 177: Je-li kuželosečka (7.5) kružnice, takže

b = 0, a = c > 0, (7.10)

je jejı́ rovnoběžný průmět ve směru vektoru u do roviny (x, y) kuželosečka (7.8)
s (7.10), tedy podle (7.9) zase elipsa (přı́padně speciálně kružnice).

K výše zmı́něnému odd. 178: Má-li průmět (7.8) do roviny (x, y) elipsy (7.5)
v rovině ̺ býti kružnice, musı́

au sinα+ bw = 0, a =
au2 sin2 α+ 2buw sinα+ cw2

(w cosα− v sinα)2
. (7.11)

Z těchto dvou rovnic se snadno eliminuje u sinα a dospěje se tak ke kvadratické
rovnici

(a sin2 α)v2 − 2(a cosα sinα)vw + (a cos2 α+ b2

a − c)w2 = 0 (7.12)

pro poměr v : w (poměr u : w plyne z prvnı́ rovnice v (7.11)). Protože jejı́ diskriminant

(−a cosα sinα)2 − (a sin2 α)(a cos2 α+ b2

a − c) =

= (ac− b2) sin2 α > 0,
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má kvadratická rovnice (7.12) dva reálné různé kořeny v : w. Jinými slovy: Existujı́
právě dva různé směry, jimiž se elipsa v rovině ̺ nerovnoběžné s (x, y) promı́tá jako
kružnice do roviny (x, y).

— — —

V odd. 166 (str. 231–235) odvozuje J. Sobotka několik vlastnostı́ elipsy, z nichž
jedna tvrdı́:

Označme Pα a Pβ průsečı́ky hlavnı́ a vedlejšı́ osy elipsy (o délkách a a b poloos)
s jejı́ normálou v bodě P různém od jejı́ch vrcholů. Pak (viz obr. 2)

|PPα| : |PPβ | = b2 : a2. (7.13)

Obrázek 2

Analytický důkaz je velmi průhledný. Při elipse v základnı́ poloze vůči souřadni-
covému systému vektor normály v jejı́m bodě P [x0, y0] je (x0a2 ,

y0
b2 ) a normála sama

má parametrické rovnice

x = x0 +
x0
a2

t, y = y0 +
y0
b2

t.

Pro jejı́ průsečı́k Pα s osou x při našem y0 �= 0 je t = −b2, a tudı́ž

Pα

[
a2 − b2

a2
x0, 0

]
. (7.14)

Pro průsečı́k Pβ normály s osou y při našem x0 �= 0 je t = −a2, a tudı́ž

Pβ

[
0,

b2 − a2

b2
y0

]
.

HM 44 - Sobotka - text.indd   106 12.10.2010   7:48:25



107

Po zcela prostinkém výpočtu zjistı́me, že

|PPα|2 = 1
a4 (b

4x20 + a4y20), |PPβ |2 = 1
b4 (b

4x20 + a4y20).

Z toho ihned vycházı́ (7.13).
Konstrukci středů křivosti elipsy v jejı́ch vrcholech dokazuje J. Sobotka na základě

(7.13); ke své syntetické úvaze, v nı́ž se nevyhnul „nekonečně blı́zkým“ bodům,
potřebuje celou stránku. Analyticky lze jeho postup krátce zachytit takto:

Při x0 < a je průsečı́k Pα z (7.14) střed kružnice kα, která se ve vrcholu A[a, 0]
dotýká elipsy a kolmo protı́ná jejı́ normálu v bodě P [x0, y0] (viz obr. 2). Označme

K = lim
x0→ a−

Pα; podle (7.14) je K ≡
[
a2 − b2

a
, 0

]
. (7.15)

Tomuto bodu se řı́ká střed křivosti elipsy ve vrcholu A. Ihned vidı́me, že

|AK| = b2

a
. (7.16)

Zopakujeme: Sestrojili jsme kružnici kα, která se elipsy dotýká v jejı́m hlavnı́m
vrcholu A a protı́ná kolmo jejı́ normálu v bodě P �≡ A. Zjistili jsme pro P → A
limitnı́ polohu K středu a limitu poloměru této kružnice.

To je Sobotkův postup, ovšem nikoliv v Sobotkově syntetickém rouše.
Mı́sto kružnice kα si můžeme myslit kružnici lα, která se elipsy dotýká v jejı́m

hlavnı́m vrcholu A a procházı́ bodem P ; a pak při P → A vyšetřit limitnı́ polohu L
středu a limitu poloměru této kružnice. Učinı́me to v krátkosti opět analyticky.

Snadno se přesvědčı́me, že kružnice lα má střed

Lα

[
a2 − b2

2a2
(a+ x0), 0

]
, tedy L = lim

x0→ a−
Lα ≡

[
a2 − b2

a
, 0

]
.

Vidı́me, že střed L je totožný se středem K z (7.15).
K oběma kružnicı́m můžeme dojı́t i jinak: Rovnicı́ kružnice, která se elipsy dotýká

v jejı́m vrcholu A, ležı́ s nı́ v téže polorovině vyt’até tečnou v bodě A a která má
poloměr κ, je

(x− a− κ)2 + y2 = κ2. (7.17)

Tato kružnice protı́ná elipsu mimo vrchol A ještě ve dvou bodech s touž prvnı́ sou-
řadnicı́; dostaneme rovnici pro ni, když z (7.17) a z rovnice elipsy x2

a2 +
y2

b2 = 1
vyloučı́me y2:

x2 − 2a2 a− κ

a2 − b2
x+

a4 − 2a3κ+ a2b2

a2 − b2
= 0 . (7.18)

Rovnice (7.18) má ovšem kořen a; dělı́me-li ji kořenovým činitelem x−a, dostaneme
lineárnı́ rovnici

x− a3 − 2a2κ+ ab2

a2 − b2
= 0

a z nı́

κ =
−(a2 − b2)x+ a(a2 + b2)

2a2
.
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Tudı́ž

lim
x→ a−

κ =
b2

a
.

K tomuto výsledku lze dojı́t i takto: Rovnice (7.18) má – jak vı́me – kořen a.
Jestliže i jejı́ druhý kořen má být roven a, tak podle známých vztahů mezi koeficienty
kvadratické rovnice a jejı́mi kořeny musı́ platit pro koeficient lineárnı́ho členu

2a2
a− κ

a2 − b2
= a+ a, tj. κ =

b2

a
,

a pro absolutnı́ člen

a4 − 2a3κ+ a2b2

a2 − b2
= a · a, tj. κ =

b2

a
.

K témuž výsledku bychom opět dospěli, kdybychom anulovali diskriminant rovni-
ce (7.18), tj. vyjádřili, že má jediný – dvojnásobný – kořen a.

Dostáváme tak stále podı́l b2

a , který se známou konstrukcı́ rychle sestrojı́.

— — —

Část Obecné průměty parallelnı́ kružnice a ellipsy (str. 251–297) patřı́ vztahům
mezi elipsou a kružnicı́ a mnoha konstruktivnı́m úlohám o elipse. V těchto úlohách
velmi často a významně vystupujı́ sdružené průměry. J. Sobotka několika způsoby
ukazuje bodovou konstrukci elipsy při zadaných jejı́ch sdružených průměrech a znovu
se dvěma způsoby založenými na afinitě vracı́ ke konstrukci os elipsy z jejı́ch sdruže-
ných průměrů (odd. 183 a 203). V odd. 210 řešı́ úlohu: V rovině dvěma body položiti
ellipsu tak, aby k dané kružnici ležela affinně pro danou osu affinity. S výsledkem této
úlohy přistupuje v odd. 211 k sestrojenı́ elipsy procházejı́cı́ danými 5 body (pokud je
to ovšem vůbec možné).

Část Obecná affinita útvarů rovinných začı́ná aplikacı́ známého poznatku:

Dva rovinné řezy hranolu jsou v afinnı́m vztahu, v němž osou je průsečnice sekou-
cı́ch rovin. Využı́vaje této afinity, řešı́ J. Sobotka v odd. 213 tento problém:

Je dán trojboký hranol s normálnı́m řezem A0B0C0 a trojúhelnı́k ABC. Na hraně
jdoucı́ bodem A0 resp. B0 resp. C0 má se zvolit bod A∗ resp. B∗ resp. C∗ tak, aby
trojúhelnı́k A∗B∗C∗ byl podobný trojúhelnı́ku ABC.

V pozn. k odd. 213 (viz str. 633) J. Sobotka pı́še, že prvnı́ řešenı́ této úlohy podal
B. Gugler [4] 1841. Stejnou poznámku majı́ F. Kadeřávek – J. Klı́ma – J. Kounovský
[8, dı́l I, str. 165], kteřı́ na str. 164–165 probı́rajı́ úlohu dvěma způsoby, z nichž prvnı́
je Guglerův. Guglerovu knihu [4] jsem měl v ruce v přepracovaném 2. vydánı́ z roku
1857; dotyčná úloha s čı́s. 180 je na str. 131–132 a jejı́ řešenı́ je založeno na téměř
identické úloze 145 ze str. 103, v nı́ž je normálnı́ řez A0B0C0 považován za kolmý
průmět a hledaný trojúhelnı́k A∗B∗C∗ má dané dva (a tedy všechny tři) úhly. H. Brau-
ner [1, str. 84] 1986 řešı́ úlohu afinitou jako Sobotka, ale připisuje ji S. L’Huillierovi
(1750–1840) 1811. F. Kadeřávek – J. Klı́ma – J. Kounovský [8, dı́l I, str. 165] se
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dotýkajı́ i analogické úlohy pro čtyřboký hranol s normálnı́m řezem A0B0C0D0
a daný čtyřúhelnı́k ABCD, k němuž podobný se má na hranol položiti. Podotýkajı́
zřejmou věc, že úloha je možná jen tehdy, když průsečı́k úhlopřı́ček čtyřúhelnı́ka
A0B0C0D0 dělı́ úhlopřı́čky ve stejném poměru, v jakém dělı́ průsečı́k úhlopřı́ček
čtyřúhelnı́ka ABCD úhlopřı́čky. Vycházı́ to okamžitě z poznatku, že při rovnoběž-
ném promı́tánı́ se neměnı́ dělı́cı́ poměr (stejně tak ovšem při podobnosti). B. Gugler [4]
v úloze 181 (str. 132) si všı́má jedině hranolu se základnou v rovnoběžnı́kuA0B0C0D0
a při rovnoběžnı́ku ABCD. V této situaci průsečı́ky úhlopřı́ček je půlı́. Jako speciálnı́
přı́pad vycházı́, že jakýkoliv rovnoběžnı́k lze považovat za kolmý průmět čtverce.

Od Guglerovy úlohy přecházı́ J. Sobotka k dalšı́mu studiu afinity útvarů rovinných
a pak i prostorových. Na základě prostorové afinity dokazuje v odd. 245 (str. 351–352)
známou větu, že každý útvar prostorový neproměnný lze převésti jediným pohybem
helikálnı́m z libovolné polohy jedné do libovolné polohy jiné. Odd. 246 (str. 352–357)
obsahuje dva způsoby, jak nalézti šroubový pohyb, který převádı́ trojúhelnı́k z jedné
polohy do druhé.

Kapitola VIII. Průměty ortogonálnı́ do dvou k sobě kolmých průměten
(str. 358 – 498)

Uspořádánı́ průmětů a průměty bodů (odd. 247–251). – Sdružené průměty přı́mky
(odd. 252–255). – Vyjádřenı́ roviny (odd. 256–257). – Vzájemná poloha dvou přı́mek,
dvou rovin, přı́mky a roviny (odd. 258–265). – Některé základnı́ úlohy, vztahujı́cı́
se k rovinám (odd. 266–270). – Průseky rovin s rovinami a s přı́mkami (odd. 271–
276). – Posunovánı́ a vynechávánı́ základnice (odd. 277–282). – Sestrojovánı́ délek
a odchylek; sklápěnı́ (odd. 283–302). – Sdružené průseky kružnice a několik úloh
(odd. 303–308). – Transformace průměten (odd. 309–316). – Otáčenı́ kolem dané osy
(odd. 317–323). – Souvislost sklopenı́ a sdružených průmětů pro útvar rovinný (odd.
324–325). – Souvislost mezi dvěma sdruženými průměty útvaru rovinného (odd. 326–
328). – Souvislost mezi třemi sdruženými průměty útvaru rovinného (odd. 329–331).
– O průmětech nesdružených (odd. 332–344).

Tato kapitola obsahuje tradičnı́ – ale rozšı́řenou – látku o Mongeově promı́tánı́.
V několika přı́padech naznačı́m, jak je možno tuto projekci doprovázet analytickou
geometriı́.

Zvolme prvnı́ průmětnu – půdorysnu – v souřadnicové rovině (x, y) a druhou
průmětnu – nárysnu – v souřadnicové rovině (x, z). Bod B[x, y, z] v prostoru má
prvnı́ průmět – půdorys – B1[x, y, 0] a druhý průmět – nárys – B2[x, 0, z]. Otočme
druhou průmětnu kolem osy x tak, aby pozitivnı́ polorovina z > 0 této průmětny
splynula s negativnı́ polorovinou y < 0 prvnı́ průmětny; druhý průmět B2[x, 0, z] tak
přejde v bodB2[x,−z, 0] (viz obr. 3 na následujı́cı́ straně). Takto ztotožněné půdorysně
s nárysnou budeme též řı́kat nákresna. Dále se dohodneme, že mezi body B2 a B2
nebudeme zpravidla rozlišovat ani v označenı́ ani v pojmenovánı́; zůstaneme u B2
a nárysu bodu B. Ze souvislosti bude vždy zřejmé, zda pracujeme v prostoru nebo jen
v nákresně.

Všimneme si základnı́ch věcı́ o rovině: Předně přı́mek hlavnı́ch, spádových a k ro-
vině kolmých, za druhé bodu v rovině.
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Obrázek 3

— — —

V prostoru rovina ̺ o rovnici

ax+ by + cz + d = 0 (a2 + b2 �= 0, a2 + c2 �= 0) (8.1)

– nerovnosti vyjadřujı́, že nenı́ rovnoběžná ani s prvnı́ průmětnou (x, y) ani s druhou
průmětnou (x, z) – má půdorysnou stopu

ax+ by + d = 0, z = 0 (8.2)

a nárysnou stopu

ax+ cz + d = 0, y = 0. (8.3)

V nákresně má tedy půdorysná stopa rovnici

ax+ by + d = 0 (8.4)
a nárysná stopa rovnici

ax− cy + d = 0. (8.5)

V nákresně se obě stopy ztotožnı́ právě jen při b + c = 0, tj. když rovina ̺ je kolmá
k vektoru (a, b, c = −b), což při b = 0 zahrnuje i rovinu kolmou k ose x.

Opět nejdřı́ve v prostoru:
Hlavnı́ přı́mky prvnı́ osnovy roviny ̺ – jakožto přı́mky roviny ̺, které jsou rovno-

běžné s půdorysnou stopou (8.2) roviny ̺ – jsou určeny vektorem

(b,−a, 0). (8.6)

Spádové přı́mky prvnı́ osnovy roviny ̺ – jakožto přı́mky roviny ̺, které jsou kolmé
k půdorysné stopě (8.2) roviny ̺ – jsou určeny vektorem

(ac, bc,−a2 − b2). (8.7)

Vektory (8.6) a (8.7) jsou ovšem kolmé a oba jsou kolmé k vektoru

(a, b, c) (8.8)
kolmému k rovině (8.1).
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Hlavnı́ přı́mky druhé osnovy roviny ̺ – jakožto přı́mky roviny ̺, které jsou rovno-
běžné s nárysnou stopou (8.3) roviny ̺ – jsou určeny vektorem

(c, 0,−a). (8.9)

Spádové přı́mky druhé osnovy roviny ̺ – jakožto přı́mky roviny ̺, které jsou kolmé
k nárysné stopě (8.3) roviny ̺ – jsou určeny vektorem

(ab,−a2 − c2, bc). (8.10)

Vektory (8.8) – (8.10) jsou ovšem zase vzájemně kolmé.
A nynı́ opět v nákresně:
Půdorys hlavnı́ přı́mky prvnı́ osnovy je – jakožto rovnoběžný s půdorysnou stopou

(8.4) – určen vektorem (b,−a); nárys je rovnoběžný s osou x. Nárys hlavnı́ přı́mky
druhé osnovy je – jakožto rovnoběžný s nárysnou stopou (8.5) – určen vektorem (c, a);
půdorys je rovnoběžný s osou x.

Půdorys spádové přı́mky prvnı́ osnovy je – jakožto kolmý k půdorysné stopě (8.4)
– určen vektorem (a, b); nárys spádové přı́mky druhé osnovy je – jakožto kolmý
k nárysné stopě (8.5) – určen vektorem (a,−c).

— — —

V rovině o rovnici (8.1) s a �= 0, c �= 0 má se určit bod B s daným půdorysem
B1[x1, y1, 0]. Řešenı́ v prostoru dostaneme okamžitě: Prvnı́ promı́tacı́ paprsek bodu
B je

x = x1, y = y1 (8.11)

a pro třetı́ souřadnici jeho průsečı́ku s rovinou (8.1) – tj. pro třetı́ souřadnici bodu B –
z (8.1) a (8.11) ihned dostáváme

z = −ax1 + by1 + d

c
. (8.12)

Nynı́ budeme pracovat jen v nákresně a analyticky sledovat známou grafickou
konstrukci nárysu B2 bodu B ∈ ̺ při jeho daném půdorysu B1[x1, y1] (viz obr. 4).

Půdorys hI
1 té hlavnı́ přı́mky prvnı́ osnovy roviny ̺, která jde bodem B1[x1, y1],

má podle (8.4) rovnici
ax+ by − (ax1 + by1) = 0.

Zjistı́me nárys této hlavnı́ přı́mky; na něm (a na ordinále) je druhý průmět B2 bodu
B. Půdorys N1 nárysného stopnı́ku N našı́ hlavnı́ přı́mky je jejı́ průsečı́k s osou x; je
to bod o souřadnicı́ch

x =
ax1 + by1

a
, y = 0.

Nárys N2 nárysného stopnı́ku ležı́ na nárysné stopě (8.5) roviny ̺, je to tedy průsečı́k
přı́mek

x =
ax1 + by1

a
, ax− cy + d = 0.
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Obrázek 4

Tı́mto průsečı́kem rovnoběžně s osou x jde nárys hI
2 našı́ hlavnı́ přı́mky; jejı́

rovnice tedy je

y =
ax1 + by1 + d

c
, (8.13)

takže určuje v souladu s (8.12) (vzhledem k y ↔ −z při známém ztotožněnı́ nárysny
s půdorysnou) druhý průmět B2 bodu B.

Půdorys hII
1 té hlavnı́ přı́mky druhé osnovy roviny ̺, která jde bodem B1[x1, y1],

má rovnici y = y1. Půdorys P1 jejı́ho půdorysného stopnı́ku ležı́ ovšem na půdorysné
stopě (8.4) roviny ̺. Nárys P2 tohoto stopnı́ku je tedy bod [− by1+d

a , 0] a jı́m jde nárys
hII
2 našı́ hlavnı́ přı́mky rovnoběžné s nárysnou stopou; tento nárys má podle (8.5)

rovnici

ax− cy −
[
a ·

(
−by1 + d

a

)
− c · 0

]
= 0.

Průsečı́k s ordinálou x = x1 poskytuje pro druhou souřadnici bodu B2 zase (8.13).

— — —

V odd. 305 (str. 433–435) řešı́ Sobotka tuto úlohu:
Dána jest ellipsa k1 jakožto průmět prvnı́ kružnice k; jest 1. odvoditi
sdružený průmět druhý k2 kružnice té, je-li dán průmět S2 středu je-
jı́ho; 2. stanoviti rovinu ̺, v nı́ž kružnice ta ležı́, a jejı́ odchylky α, β od
průměten.
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Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že středy elipsy k1 a kružnice k
splývajı́ v počátku.

Kružnici k určı́me jako řez kulové plochy

x2 + y2 + z2 = r2 (8.14)

rovinou nikoliv kolmou k půdorysně (x, y):

ax+ by ± cz = 0; c > 0. (8.15)

Válcová plocha, která půdorysně promı́tá kružnici k, má rovnici, která vznikne vylou-
čenı́m z z (8.14) a (8.15):

(a2 + c2)x2 + 2abxy + (b2 + c2)y2 − c2r2 = 0. (8.16)

V půdorysně znamená tato rovnice prvnı́ průmět k1 kružnice k; protože
∣∣∣∣
a2 + c2 ab

ab b2 + c2

∣∣∣∣ = c2(a2 + b2 + c2) > 0,

jedná se o elipsu. Znovu jsme krátce dokázali, že kolmým průmětem kružnice je elipsa.
Zvolme naopak v půdorysně elipsu k1 se středem v počátku

Ax2 + 2Bxy + Cy2 +D = 0, (8.17)

AC −B2 > 0. (8.18)

Při reálné elipse k1 lze tedy dosáhnout toho, že

A,C > 0, D < 0. (8.19)

Pokusı́me se nalézt kulovou plochu (8.14) a rovinu (8.15) tak, aby kružnice, která je
jejich řezem, se půdorysně promı́tala do elipsy k1 z (8.17). Pro přehlednost tak učinı́me
jen při a ≧ 0, b ≧ 0. Srovnánı́m (8.16) s (8.17) dostáváme

a2 + c2 = A, ab = B, b2 + c2 = C, −c2r2 = D.

Tuto soustavu 4 rovnic pro 4 neznámé a, b, c, r snadno rozřešı́me:

a2 − b2 = A− C,

a4 − 2a2b2 + b4 = (A− C)2

4a2b2 = 4B2

a2 + b2 =
√
(A− C)2 + 4B2 =

√
∆ ≧ |A− C|

a2 = 1
2 [ A− C +

√
∆] ≧ 0 (8.20)

b2 = 1
2 [−A+ C +

√
∆] ≧ 0

c2 = 1
2 [ A+ C −

√
∆] > 0 v důsledku (8.18),

r2 = −1
2
D · A+ C +

√
∆

AC −B2
> 0 v důsledku (8.19) a (8.18).
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Dosad’me pak z (8.20) do (8.14) a (8.15): Kulová plocha

x2 + y2 + z2 = −1
2
D · A+ C +

√
∆

AC −B2
(8.21)

a rovina
√
A− C +

√
∆x+

√
−A+ C +

√
∆y ±

√
A+ C −

√
∆z = 0 (8.22)

se protı́najı́ v kružnici k, která se do půdorysny promı́tá jako elipsa k1 z (8.17).
Zı́skáme válcovou plochu, která nárysně promı́tá kružnici k, když z (8.21) a (8.22)

vyloučı́me y. Určit odchylky roviny (8.22) od průměten je elementárnı́ úloha.

— — —

O zcela výjimečné Sobotkově důkladnosti svědčı́, kolikrát se vracı́ k ose mimobě-
žek. Zmı́nil jsem se, že se jı́ zabýval už v kap. IV., odd. 95, 96. Znovu se jı́ věnuje
v odd. 295 (str. 419–422), v odd. 315 (str. 449–451) a v odd. 323 (str. 465–467).

V odd. 295 probı́rá postupně čtyři způsoby:
1. V prvnı́m vycházı́ od roviny, která jde mimoběžkou p rovnoběžně s mimoběž-

kou q; k této rovině je osa mimoběžek kolmá. – 2. V druhém konstruuje rovinu
kolmou k mimoběžce p a rovinu kolmou k mimoběžce q; s průsečnicı́ těchto rovin
je osa mimoběžek rovnoběžná. – 3. V třetı́m je stereometrické řešenı́ jako v druhém,
ale grafické provedenı́ je pozměněno. – 4. Čtvrtý způsob přecházı́ k řešenı́ z odd. 95,
96. Mimoběžky p, q určené průměty p1, q1 a p2, q2 v Mongeově promı́tánı́ se protnou
dvěma rovnoběžnými rovinami rovnoběžnými s prvnı́ nebo druhou průmětnou. Jedna
z těchto rovnoběžných rovin se vezme za průmětnu, druhá za rovinu distančnı́ (viz
kap. IV).

V odd. 315 jsou dvě řešenı́ založená na transformaci průměten. V odd. 323 spočı́vá
řešenı́ v otočenı́: Převedeme-li mimoběžky p, q vhodným otočenı́m do polohy rovno-
běžné s prvnı́ nebo druhou průmětnou, je průsečı́k jejich půdorysů p1 a q1 nebo nárysů
p2 a q2 prvnı́m nebo druhým průmětem osy mimoběžek.

J. Sobotka se však jen zcela letmo dotýká otázky, které řešenı́ je pro grafické
provedenı́ výhodné a které nikoliv a proč.

Sestrojit osu dvou mimoběžek je ovšem úloha traktovaná v mnoha učebnicı́ch.
J. Sobotka ji doplňuje přı́buznými problémy, které nemajı́ takový ohlas v literatuře.
Tak v odd. 296 (str. 422–423) a v odd. 316 (str. 451–453) se setkáváme s těmito
úlohami:

Mimoběžné přı́mky p a q se majı́ spojit úsečkou, která a) má být rovnoběžná s danou
rovinou a mı́t danou délku; b) má být rovnoběžná s danou rovinou a mı́t nejkratšı́ délku;
c) má mı́t danou délku a být rozdělena danou rovinou v daném poměru.

Úlohy a) a b) lze snadno řešit také metodami analytické geometrie nebo analýzy.
O úloze c) pı́še J. Sobotka (str. 452), že má obecně dvě řešenı́. K tomu je třeba připojit
jistou výhradu.

Vyberme na úsečce PQ dané délky bod B s daným dělı́cı́m poměrem (P,Q;B)
vůči bodům P, Q. Pohybuje-li se pak úsečka PQ tak, že bod P postupuje po přı́mce
p a bod Q po přı́mce q, vytvářı́ bod B elipsu ε v rovině rovnoběžné s přı́mkami p, q
– to ihned nahlédneme, když si celou situaci včetně pohybu úsečky PQ promı́tneme
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do roviny rovnoběžné s mimoběžkami p, q (viz odd. 188, str. 267). Bod B hledané
polohy úsečky PQ je pak průsečı́k dané roviny s elipsou ε. Ihned tak vidı́me: Úloha
má nejvýš dvě řešenı́. Jestliže se elipsa ε s danou rovinou neprotı́najı́, úloha nemá
řešenı́.

— — —

Z obvyklého obsahu Mongeova promı́tánı́ zvláště se vymyká poslednı́ část nade-
psaná O průmětech nesdružených (str. 477–498). Jimi rozumı́ J. Sobotka situaci, při
nı́ž půdorys B1 a nárys B2 – oba v nákresně – bodu B neležı́ na ordinále, tj. na kolmici
k ose x, kolem nı́ž se v prostoru nárysna otočenı́m ztotožnila s půdorysnou (pokud by
průměty B1 a B2 ležely na ordinále, jsou průměty sdruženými).

J. Sobotka pı́še (odd. 332, str. 477):
Promı́táme-li orthogonálně do dvou k sobě kolmých průměten, jest nej-
jednoduššı́ a nejúčelnějšı́ vyjádřenı́ průmětů těch, sdružı́me-li je v rovině
strojné podle jejich společné osy, jak jsme dosud činili. Někdy však nelze
graficky obraz takových sdružených průmětů na nákresně umı́stiti, a ně-
kdy povaha úlohy toho vyžaduje, abychom vyjádřili oba průměty v poloze
nesdružené, a dokonce jest i někdy žádoucno vyjádřiti každý z průmětů
obrazem podobným dle různých modulů podobnosti; při čemž nenı́ nutno,
aby obrazy obou průmětů byly umı́stěny v téže rovině obrazné. Tı́m se kon-
strukce, jež jsme seznali, stávajı́ sice značně složitějšı́mi, avšak zásadně
se neměnı́.

— — —

Odd. 281 (str. 399–400) patřı́ této úloze: Jsou dány dvě mimoběžky r, s a bod
B neležı́cı́ na nich. Má se jı́m vést přı́čka p obou mimoběžek. J. Sobotka sestrojuje
žádanou přı́čku jako průsečnici rovin ̺ ≡ (B, r) a σ ≡ (B, s) a popisuje několik
způsobů, jak to učinit. Jeden je založen na využitı́ roviny totožnosti τ (průsečnice
roviny s rovinou totožnosti τ je probrána v odd. 274).

V učebnicı́ch deskriptivnı́ geometrie se s rovinou totožnosti pracuje málo. Proto
ukáži, jak s touto rovinou lze řešit hořejšı́ úlohu i jinak, než to učinil J. Sobotka.
Označme P a Σ průsečı́ky přı́mky p s mimoběžkami r a s.

Stereometrické řešenı́ můžeme uspořádat takto: Zvolme rovinu τ (nikoliv nutně
rovinu totožnosti) nerovnoběžnou s přı́mkou r, a pak ve směru přı́mky r do roviny τ
promı́tněme a) přı́mku r do jejı́ho stopnı́ku Rτ ≡ rτ ; b) bod B do bodu Bτ ; c) přı́mku
s do přı́mky sτ . Spojnice BτRτ je průmět (do roviny τ ve směru přı́mky r) hledané
přı́čky a průsečı́k BτRτ × sτ je průmět Στ bodu Σ ≡ p× s; ovšem BΣ× r ≡ P .

Grafické řešenı́ využije výhodně za rovinu τ rovinu totožnosti, pokud s nı́ aspoň
jedna z mimoběžek – dejme tomu r – nenı́ rovnoběžná. Bod B a mimoběžky r, s
necht’jsou dány svými prvnı́mi a druhými průměty B1, B2 a r1, r2; s1, s2. a) Průmět
Rτ přı́mky r je Rτ ≡ rτ ≡ r1 × r2. b) Bodem B1 resp. B2 vedeme rovnoběžku r′1
resp. r′2 s r1 resp. r2 a průmět Bτ bodu B je Bτ ≡ r′1 × r′2. c) Stopnı́k přı́mky s
je Sτ ≡ s1 × s2. Dalšı́ bod na průmětu sτ přı́mky s dostaneme takto: Na přı́mce s
zvolı́me bod A a z jeho průmětů A1, A2 dostaneme – jako v b) – průmět Aτ . Hledaný
průmět přı́mky s je potom sτ ≡ AτSτ . Pak BτRτ × sτ ≡ Στ . Bodem Στ vedeme
rovnoběžku r′′1 resp. r′′2 s r1 resp. r2 a dostaneme Σ1 ≡ s1 × r′′1 resp. Σ2 ≡ s2 × r′′2 .
Body Σ1 a Σ2 jakožto půdorys a nárys bodu Σ ležı́ ovšem na ordinále.
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Kapitola IX. Perspektivnı́ nazı́ránı́ na prostor. Dualita.
(str. 499 – 534)

Perspektivnı́ nazı́ránı́ na prostor (odd. 345–356). – Dualita (odd. 357–369).

Perspektivnı́m nazı́ránı́m rozumı́ J. Sobotka připuštěnı́ nevlastnı́ch elementů. Úlo-
hy, které dřı́ve řešil výhradně pro vlastnı́ prvky, rozšiřuje i pro přı́pad, že některé z nich
jsou „v nekonečnu“. Např. úlohu z odd. 349 (str. 505–506) Sestrojiti máme přı́čku p
dvou přı́mek a, b mimoběžných, procházejı́cı́ daným bodem C formuluje J. Sobotka
pro nevlastnı́ bod C nebo pro jednu z přı́mek a, b nevlastnı́. Podobně diskutuje v odd.
352–353 (str. 507–511) úlohu

Plocha kuželová dána jest rovinnou křivkou řı́dı́cı́ k a vrcholem V ; ku ploše má
se položiti daným bodem P rovina tečná T i v přı́padech, kdy v nekonečnu je bod P
nebo vrchol V nebo bod P i vrchol V .

Při řešenı́ této úlohy na str. 508 J. Sobotka pı́še, že postačujı́cı́ podmı́nka k tomu,
aby dané elipsy ε1 a ε2 byly průměty (v Mongeově projekci) nějaké elipsy ε, znı́ takto:
S ordinálami rovnoběžné tečny jedné z elips ε1, ε2 jsou současně tečnami druhé.
Na str. 509 toto tvrzenı́ dokazuje. Zkonstruuje jistou elipsu ε, o nı́ž řı́ká: . . . ; i jest
patrno, že průmět prvnı́ této elipsy bude ε1, průmět druhý ε2. Je to „patrno“ tomu, kdo
má s prostorovou představivostı́ jisté zkušenosti; pochybuji, že by to bylo „patrno“
čtenáři, na kterého J. Sobotka myslil, když často psal velmi podrobně i o situacı́ch
zcela průhledných. Kdo je obeznámen se základy teorie prostorové křivky 4. stupně
1. druhu (průniku dvou kvadrik), vı́, že pokud má dva singulárnı́ body, degeneruje ve
dvě kuželosečky. Z předepsané polohy elips ε1 a ε2 bezprostředně vyplývá, že prvnı́
promı́tacı́ válcová plocha elipsy ε1 a druhá promı́tacı́ válcová plocha elipsy ε2 majı́
dva společné dotykové body (jsou to vzory dotykových bodů těch tečen elips ε1 a ε2,
které jsou kolmé k ose x). Tyto dotykové body jsou singulárnı́mi body průniku obou
promı́tacı́ch válcových ploch. Průnik – jak už jsme připomenuli – degeneruje ve dvě
kuželosečky, tedy nutně elipsy.

Ale na tak jednoduchou věc nenı́ zapotřebı́ aplikovat výsledky teorie, která jistě
nenı́ elementárnı́. Analytický důkaz lze vytvořit jednoduše:

Bez jakékoliv újmy mohu elipsy ε1 a ε2 posunout v půdorysně a nárysně ve směru
kolmém na osu x tak, aby jejich středy splynuly v bodě osy x, který vezmu za počátek;
rovnice elips ε1 a ε2 pak budou mı́t tvar

a1x
2 + 2b1xy + c1y

2 − 1 = 0, z = 0; a1c1 − b21 > 0; a1, c1 > 0, (9.1)

a2x
2 + 2b2xz + c2z

2 − 1 = 0, y = 0; a2c2 − b22 > 0; a2, c2 > 0. (9.2)

Souřadnice x bodů elipsy ε1 z (9.1) s tečnami rovnoběžnými s osou y jsou dány rovnicı́
(tj. anulovánı́m diskriminantu rovnice (9.1) kvadratické v y)

(a1c1 − b21)x
2 − c1 = 0.

Analogicky souřadnice x bodů elipsy ε2 z (9.2) s tečnami rovnoběžnými s osou z jsou
dány rovnicı́

(a2c2 − b22)x
2 − c2 = 0.
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Z podmı́nky společných tečných ordinál v nákresně tak vycházı́

(a1c1 − b21) : (a2c2 − b22) = c1 : c2. (9.3)

Ve svazku kvadrik určeném promı́tacı́mi válcovými plochami se stopami v elipsách
ε1 a ε2 hledejme kvadriku procházejı́cı́ počátkem. Z prvnı́ch rovnic v (9.1) a (9.2)
je vidět, že je to jedině kuželová plocha, jejı́ž rovnice vzniká odečtenı́m rovnic (9.1)
a (9.2):

(a1 − a2)x
2 + c1y

2 − c2z
2 + 2b1xy − 2b2xz = 0. (9.4)

Diskriminant této kvadriky – poněvadž
∣∣∣∣∣∣

a1 − a2 b1 −b2
b1 c1 0
−b2 0 −c2

∣∣∣∣∣∣
= −c2(a1c1 − b21) + c1(a2c2 − b22) = 0

v důsledku (9.3) – má hodnost 2. Tedy kuželová plocha (9.4) degeneruje ve dvě různé
roviny. Jejich průsečnici jako množinu singulárnı́ch bodů dostaneme řešenı́m soustavy
(viz druhý a třetı́ řádek vypsaného determinantu)

b1x+ c1y = 0,

−b2x −c2z = 0.

Tedy
x : y : z = −c1c2 : b1c2 : b2c1 (c1, c2 > 0) (9.5)

určuje průsečnici dvou rovin (9.4). Z nich každá protı́ná promı́tacı́ válcové plochy
elips (9.1) a (9.2) v elipse, která se do půdorysny (x, y) promı́tá jako elipsa ε1 a do
nárysny (x, z) jako elipsa ε2.

Najdeme ještě rovnice oněch dvou rovin. Dvojice rovin (9.4) protı́ná rovinu (y, z)
v přı́mkách

x = 0, c1y
2 − c2z

2 = 0;

protože podle nerovnostı́ v (9.1) a (9.2) je c1 > 0, c2 > 0, můžeme ty přı́mky vyjádřit
takto:

x : y : z = 0 : ε
√
c2 :

√
c1 (ε = ±1). (9.6)

Hledané roviny pak majı́ rovnice – viz (9.5) a (9.6) –
∣∣∣∣∣∣

x y z
0 ε

√
c2

√
c1

−c1c2 b1c2 b2c1

∣∣∣∣∣∣
= 0

čili
(

b1√
c1

− b2√
c2

)
x+

√
c1y −

√
c2z = 0, (9.7)

(
b1√
c1
+

b2√
c2

)
x+

√
c1y +

√
c2z = 0.

Elementárnı́m vynásobenı́m spojeným s (9.3) se snadno přesvědčı́me, že součin levých
stran v (9.7) je vskutku levá strana v (9.4).
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Kapitola X. Grafické prováděnı́ konstrukcı́
(str. 535 – 624)

Theorie grafických konstrukcı́ (odd. 370–376). – Pomocné konstrukce (odd. 377–412).
– O konstrukcı́ch, vztahujı́cı́ch se ke křivkám vyjádřeným čarami, a o čarách strojných
(odd. 413–421). – O kružnicı́ch křivosti dvou křivek affinnı́ch v bodech sdružených
(odd. 422–435).– O rektifikaci a dělenı́ oblouků (odd. 436–442).

J. Sobotka zdůrazňuje rozdı́l mezi konstrukcı́ ideálnı́ a grafickou, tj. mezi konstrukcı́
myšlenkovou s abstraktnı́mi pojmy (bod – který „jest co nemá dı́lu“19, přı́mka, atp.)
a reálnou konstrukcı́ provedenou na papı́ře kružı́tkem a pravı́tkem (přı́mka jako přı́mý,
velmi úzký pruh vytažený tužkou, bod jako velmi malý kruh vzniklý zabodnutı́m tužky
nebo jako kosodélnı́ček velmi malých rozměrů vytvořený průnikem dvou přı́mek, tj.
pruhů).

Pak připomı́ná geometrografii, kterou vytvořil Émile Lemoine (1840–1912) po-
čı́naje 80. léty 19. stoletı́; právě v souvislosti s nı́ cituje G. Loria Sobotkovu knihu,
viz [14, dı́l I, str. IV]. E. Lemoine se pokoušel klasifikovat geometrické konstrukce
podle počtu základnı́ch operacı́ (položenı́ pravı́tka bodem – tečkou, zabodnutı́ hrotu
kružı́tka do bodu – tečky apod.). Většı́ho rozvinutı́ se geometrografie nedočkala. Tak
setrval tento nedostatek deskriptivnı́ geometrie: Nebyl v nı́ vytvořen protějšek k tomu,
co zı́skala geodézie ve vyrovnávacı́m počtu, vznikajı́cı́m už v 18. stoletı́.20

Je to vskutku podivné: Po tisı́cı́ch opakovali deskriptivnı́ geometři Rytzovu kon-
strukci os elipsy z jejı́ch sdružených průměrů, ale přesnost této konstrukce jako kdyby
je nezajı́mala. Stačı́ letmý pohled, abychom viděli, že když se dané sdružené průměry
délkami přı́liš nelišı́ a jejich úhel se přı́liš nelišı́ od pravého (výsledná elipsa je blı́zká
kružnici), je Rytzova konstrukce velmi nepřesná, protože je v nı́ třeba dva blı́zké body
spojit přı́mkou a rozpůlit jejich vzdálenost.

Obrázek 5

19 Eukleidovy Základy, přeložil F. Servı́t, Praha, 1907, str. 1.
20 Ruder Bosković (1711–1787) s minimem absolutnı́ch hodnot, Adrien Marie Legendre (1752–1833)

s minimem čtverců.
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Část o pomocných konstrukcı́ch obsahuje mnoho praktických rad pro situace, které
se mohou při rýsovánı́ objevit. Ilustrativnı́m přı́kladem je spojenı́ dvou blı́zkých bodů
A, B na kružnici (viz obr. 5). Bod B∗ diametrálně protilehlý k bodu B se spojı́
s bodem A a na spojnici AB∗ se z bodu B spustı́ kolmice; ta je – podle Thaletovy věty
– spojnicı́ AB. Nebo se sestrojı́ rovnoramenný lichoběžnı́k ABB′A′ s rameny AA′

a BB′ vepsaný do kružnice, a pak požadovaná spojnice AB je rovnoběžná se spojnicı́
A′B′.

Část O konstrukcı́ch, vztahujı́cı́ch se ke křivkám vyjádřeným čarami, a o čarách
strojných obsahuje syntetické infinitesimálnı́ úvahy a – mı́rně řečeno – je nešt’astná.
Začı́ná tı́mto odstavcem (odd. 413, str. 580):

Myslı́me-li si křivku vůbec vytvořenu zákonitým idealisovaným pohybem
bodu, tu pohyb ten, dokud je nepřetržitý, představujeme si tak, že ke každé
poloze A bodu hybného přináležı́ určitá poloha soumezná A1, bezpro-
středně předcházejı́cı́, a určitá poloha A2 soumezná, bezprostředně ná-
sledujı́cı́, a pravı́me v přı́padě takovém, že křivka je v bodě A spojitou na
rozdı́l od bodů, v nichž se pohyb končı́, v kterémžto přı́padě pravı́me, že
křivka má v bodech takových volné zakončenı́, čili že jest v bodech těch
přetržitá.

To je vyjadřovánı́, které i před téměř sto lety, kdy Sobotkova kniha vyšla, bylo ar-
chaické.

V stejném duchu a rozvláčně pı́še J. Sobotka (str. 581–582) o kružnici křivosti
křivky v jejı́m bodě B a o vzájemném průběhu v okolı́ bodu B: Má-li v bodě B křivka
se svou oskulačnı́ kružnicı́ 3 soumezné body společné, přecházı́ z jedné strany kružnice
v druhou; má-li 4 soumezné body společné, zůstává po téže straně kružnice (rozumı́
se ovšem v jistém okolı́ bodu B). Situace je složitějšı́, než ji popisuje J. Sobotka, ale
lze ji nahlédnout jednodušeji, než ji zdlouhavě lı́čı́.

Mysleme si graf funkce f , která má v okolı́ počátku derivace dostatečně vysokého
řádu a

f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′′(0) > 0, (10.1)

tj. graf jde počátkem, má v něm osux za obyčejnou tečnu a v jeho okolı́ ležı́ v polorovině
y > 0. V okolı́ počátku je

f(x) =
f ′′(0)
2!

x2 +
f ′′′(0)
3!

x3 +
f IV (0)
4!

x4 +
fV (0)
5!

x5 + (6); (10.2)

symbol (6) znamená členy obsahujı́cı́ x v mocnině alespoň 6.

Kružnice křivosti našeho grafu v počátku je při (10.1)

x2 +

[
y − 1

f ′′(0)

]2
=

[
1

f ′′(0)

]2
.
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Pro body na této kružnici v dostatečně malém okolı́ počátku je pak

y =
1

f ′′(0)
−
√[

1
f ′′(0)

]2
− x2 =

1
f ′′(0)

− 1
f ′′(0)

{
1− [f ′′(0)x]2

} 1
2
=

=
1

f ′′(0)
− 1

f ′′(0)

{
1− 1

2 [f
′′(0)x]2 − 1

8 [f
′′(0)x]4 + (6)

}
=

=12f
′′(0)x2 + 18f

′′3(0)x4 + (6).

Vzhledem k (10.2)

f(x)− y =
f ′′′(0)
6

x3 +

{
f IV (0)
24

− f ′′3(0)
8

}
x4 +

fV (0)
120

x5 + (6).

Vidı́me, že při f ′′′(0) �= 0 docházı́ k této situaci: Přejde-li argument x počátek, pak
(v jeho dostatečně malém okolı́) rozdı́l f(x) − y měnı́ znaménko, tj. křivka přecházı́
z jedné strany oskulačnı́ kružnice na druhou. Je-li

f ′′′(0) = 0, f IV (0)− 3f ′′3(0) �= 0,

zůstává křivka po téže straně oskulačnı́ kružnice. Jestliže

f ′′′(0) = 0, f IV (0)− 3f ′′3(0) = 0, fV (0) �= 0,

přecházı́ křivka zase z jedné strany oskulačnı́ kružnice na druhou stranu. Atd.
S nesrozumitelnostı́ hraničı́ Sobotkův popis křivky strojné neboli chyboznačné

(odd. 416, str. 583):

Sestrojovánı́ tečen a kružnic křivosti lze odvoditi ze zákona výtvarného
křivky. Je-li však grafické vyjádřenı́ konstrukcı́ těch složité nebo obtı́žné,
. . . , můžeme přechod, jı́mž jsme dospěli od sečny k tečně a od kružnice,
dotýkajı́cı́ se křivky v daném bodě, ke kružnici křivosti bodu toho, graficky
vyjádřiti spojitou čarou, na nı́ž jednotlivé tečky vyjadřujı́ jednotlivé polohy
sečen, pokud se týče kružnic dotyčných.

Nazýváme pak vůbec každou křivku, která vyjadřuje nějaký přechod
útvaru proměnlivého k určité poloze meznı́, křivkou strojnou neboli chy-
boznačnou, grafické jejı́ vyjádřenı́ pak čarou strojnou čili chyboznačnou.
Každá poloha útvaru měnlivého jest vyjádřena určitou tečkou na čáře té
a naopak každou tečkou přı́slušná poloha jest stanovena.

Oč jde, objasnı́m na přı́kladech.
Mysleme si vejčitou křivku a v jejı́ rovině bod A vně oblasti jı́ omezené. Přilože-

nı́m pravı́tka můžeme z bodu A – s vyloučenı́m významnějšı́ chyby – ke křivce vésti
tečnu; v poloze dotykového bodu však může vzniknout nejistota. Odstranı́ se takto:
Ved’me bodem A sečny s1, s2, s3, . . . , sn našı́ křivky, které s tečnou svı́rajı́ úhly
α1 > α2 > α3 > . . . > αn; sečna si necht’křivku protı́ná v bodech Bi, Ci. Označme
Si střed úsečkyBiCi. Čára vhodně proložená bodyS1, S2, S3, . . . , Sn a prodloužená
za bod Sn protne původnı́ křivku v dotykovém bodě tečny z bodu A. Tuto čáru nazývá
J. Sobotka čárou strojnou.
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Nic nového, s takovou čarou se setkáváme už v nejelementárnějšı́ch konstrukcı́ch.
Máme-li z bodu A vést tečny ke kružnici o středu O (a ovšem poloměru < |AO|),
vı́me, že dotykové body jsou v průsečı́cı́ch dané kružnice s kružnicı́ nad průměrem
AO. V tomto přı́padě ležı́ – podle Thaletovy věty – bod Si na kružnici nad průměrem
AO, a tedy oblouk této kružnice v blı́zkosti dotykového bodu D je Sobotkovou čarou
strojnou. (Viz obr. 6.)

Bod Si bychom též mohli určit požadavkem (Bi, Ci;A,Si) = −1. V tom přı́padě
by Sobotkovou čarou strojnou byla polára bodu A ke kružnici.

J. Sobotka vymýšlı́ a popisuje strojné čáry – někdy dosti komplikovaně – nejen
pro konstrukce dotykových bodů, ale též pro sestrojenı́ středů křivosti.

Strojnou křivkou J. Sobotka znovu odvozuje poloměry křivosti elipsy v jejı́ch
vrcholech (odd. 421, str. 589–590). Jeho myšlenkový postup zachovám, ale vyložı́m
jej analytickou geometriı́ (výjimečně pracuje J. Sobotka s výpočtem délek úseček,
který se analytické metodě blı́žı́).

Obrázek 6

Na elipse
x2

a2
+

y2

b2
= 1

ležı́ bod Q[xQ, yQ] o souřadnicı́ch

xQ = a− δ, yQ =
b

a

√
2aδ − δ2; 0 < δ < a. (10.3)

Čtverec jeho vzdálenosti od hlavnı́ho vrcholu A[a, 0] elipsy je

|AQ|2 = b2

a2
(2aδ − δ2) + δ2. (10.4)

Kružnice, která se v hlavnı́m vrcholu elipsy dotýká, má rovnici

x2 + y2 +Mx− (a2 +Ma) = 0;
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má-li procházet bodem Q o souřadnicı́ch (10.3), je jejı́ střed v bodě o prvnı́ souřadnici

x =
a2 − b2

2a2
(2a− δ). (10.5)

Bod s prvnı́ souřadnicı́ (10.5) a druhou y = |AQ| z (10.4) vytvořı́ při měnı́cı́m se δ
strojnou čáru pro střed křivosti elipsy v jejı́m hlavnı́m vrcholu A; ihned je zřejmé, že

lim
δ→ 0+

x =
a2 − b2

a
, lim

δ→ 0+
y = 0.

V této limitě vskutku dostáváme střed křivosti elipsy v jejı́m hlavnı́m vrcholu A[a, 0]
nebot’

a− a2 − b2

a
=

b2

a
,

což je známý poloměr křivosti. Současně je vidět, jak zbytečná je tady „strojná čára“.
Stačı́ vyšetřit limitu souřadnice (10.5).

— — —

Na oddı́l O kružnicı́ch křivosti dvou křivek affinnı́ch v bodech sdružených upozor-
ňuje J. Sobotka už v úvodu s tı́m, že se vymyká z obsahu kapitoly X. J. Sobotka v něm
odvozuje vztah mezi kružnicemi křivosti v korespondujı́cı́ch si bodech dvou křivek,
které jsou ve vztahu afinnı́m. Specializuje jej pro křivosti křivky a jejı́ho rovnoběžného
průmětu. Pro elipsu jako paralelnı́ projekci kružnice tak dostává řadu vět. Aniž bych
Sobotkovy syntetické úvahy podrobně pročı́tal, troufám si tvrdit, že analytický postup
by byl podstatně kratšı́ a průhlednějšı́.

— — —

Oddı́l O rektifikaci a dělenı́ oblouku začı́ná definicı́ délky oblouku pomocı́ vepsa-
ných lomených čar. Upustı́m od kritiky Sobotkovy definice; jak se věci majı́, je dnes
už součástı́ běžných přednášek.

Kromě známé Kochańskiho rektifikace kružnice uvádı́ J. Sobotka geometrické
rektifikace založené na

355
113
= 3 +

1

7 + 1
16

= 3, 1415929 . . .

13
50

√
146 =

1
2
· 13
25

√
52 + 112 = 3, 1415919 . . .

Chyby vůči

π = 3, 1415926 . . .

jsou nepatrné.
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Poznámky (str. 625 – 643)

Poznámky rozdělené podle kapitol jsou i z dnešnı́ho hlediska velmi cennou partiı́
Sobotkovy knihy. Obsahujı́ ohromné množstvı́ literárnı́ch a historických údajů.

Z českých knih o deskriptivnı́ geometrii má Sobotkova kniha daleko nejrozsáhlejšı́
poznámkový aparát. V učebnici F. Kadeřávek – J. Klı́ma – J. Kounovský [8] s téměř
1 000 stranami je literatuře – a to velmi nesourodé – věnována jediná strana 956 bez
jakékoliv poznámky, zda jde o knihu začátečnickou či pokročilejšı́, zda tak či onak
zaměřenou. Sobotkova kniha je uvedena jen názvem a rokem vydánı́. Kdo učebnici [8]
zná, vı́, jak skromné jsou literárnı́ a historické poznámky v textu. Učebnice J. Kounov-
ský – F. Vyčichlo [12] končı́ dvěma a půl stranami přehledu o výlučně české literatuře
z deskriptivnı́ geometrie (s výjimkou Mongeových přednášek z roku 1795).

— — —

V poznámkách ke kap. I (str. 625–628) uvádı́ J. Sobotka literaturu o deskriptivnı́
geometrii. Pro historii deskriptivnı́ geometrie cituje předně z prvnı́ho dı́lu Wienerova
[25] z roku 1884 část I: Geschichte der darstellenden Geometrie, str. 5–61, která
dodnes poskytuje výborný přehled. Z doby po roce 1906, kdy vyšla Sobotkova kniha,
se historiı́ deskriptivnı́ geometrie zabývajı́ tato dı́la:

• M. Cantor: Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, sv. IV, Leipzig, 1908
– odd. XXV, 579–637;

• E. Papperitz: Darstellende Geometrie. Enc. der math. Wissenschaften III AB6,
Leipzig, 517–595 (článek dokončen 1909);

• G. Loria: Storia della Geometria Descrittiva dalle origini sino ai giorni nostri.
Milano, 1921, XXIV + 584.

Velmi obsáhlou recenzi o Loriově knize napsal Q. Vetter [Časopis pro pěst. math. a fys.
51(1922), 40–45]; na několika mı́stech se zmiňuje i o J. Sobotkovi.

• K. Rohn – E. Papperitz: Lehrbuch der darstellenden Geometrie, 4. vyd. Leipzig,
1932, dı́l I, 494–502, dı́l II, 189–194;

• R. Taton: L’histoire de la géométrie descriptive, Paris, 1954.

Poslednı́ kniha mi zůstala nepřı́stupná. Stručný přehled podávajı́

• K. Andersen – I. Grattan-Guinness: Descriptive Geometry, 887–896, in I. Grattan-
Guinness, Ed.: Companion Encyclopedia of the History and Philosophy of the
Mathematical Sciences, London – New York, 1994.

— — —

V poznámkách ke kap. VII připojuje J. Sobotka k odd. 172 (str. 239–242) s pěti
konstrukcemi elipsy z jejı́ch sdružených průměrů doplněnı́, které jsem citoval už na
začátku kap. VII.

Neznám českou učebnici, v nı́ž by o Rytzově konstrukci bylo napsáno vı́c. Dokon-
ce se zdá, že v celé české literatuře o deskriptivnı́ geometrii byl J. Sobotka vůbec prvnı́,
kdo v souvislosti se zmı́něnou konstrukcı́ upozornil na A.-F. Fréziera. Je to doklad, jak
důkladně byl J. Sobotka seznámen s literaturou o deskriptivnı́ geometrii.

Podrobně o historii konstrukce jedná Z. Nádenı́k [19].

— — —
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V poznámkách ke kap. VIII (str. 633–636) nastiňuje J. Sobotka vývoj promı́tánı́ na
dvě kolmé průmětny od jeho počátku ještě ve starověku. Z Mongeových předchůdců
v novém věku ze zmiňuje o A. Dürerovi a A.-F. Frézierovi – o něm, pokud vı́m, v české
literatuře nejvı́c.21 Na str. 634 pı́še:

Z předchůdců jeho zvláště dlužno se zmı́niti o Frézierovi, který před Mon-
gem zı́skal sobě největšı́ch zásluh o rozvoj řečené methody svým dı́lem,
dřı́ve již jmenovaným: La théorie et la pratique de la coupe des pierres et
des bois, ou traité de la stéréotomie, Strassbourg 1738 et 1739; nouvelle
édition Paris t. I, 1754, t. II, 1768, t. III, 1769; Frézier prvnı́ pojednává
samostatně nejprv o konstruktivnı́ geometrii v prostoru, bez ohledu na
upotřebenı́ jejı́ k účelům praktickým, použı́vaje ovšem půdorysu a nárysu,
a to tak, že veškeré konstrukce odůvodňuje, což se před nı́m nedělo; těmto
theoretickým úvahám jest 1. svazek dı́la věnován úplně.

— — —

Nejrozsáhlejšı́ jsou poznámky ke kap. X (str. 637–643). Ke geometrografii patřı́
doplněnı́ k odd. 371, v němž J. Sobotka jmenuje čtyři Lemoineovy spisy – u poslednı́ho
neuvádı́ název. Protože citace Lemoineových pracı́ bývajı́ neúplné nebo nepřesné,
uvádı́m dvě knižnı́, které jsem našel v Praze a které majı́ shrnujı́cı́ charakter:

E. Lemoine: La Géométrographie ou l’art des constructions géométriques. Assoti-
ation Française pour l’avancement des sciences, Congrès du Pau, Paris, 1892, stran 66.

E. Lemoine: Géométrographie ou art des constructions géométriques, Paris, 1902,
(sbı́rka Scientia, Phys.-Math. č. 18), stran 87.
Druhý spis obsáhle recenzoval R. Güntsche, Archiv der Math. und Physik, III. Reihe,
4(1903), 336–342. Do třetice časopisecká práce téměř stejného názvu:

E. Lemoine: Principes de Géométrographie ou art des constructions géométriques.
Archiv der Math. und Physik, III. Reihe, 1(1901), 99–115.

Kriticky se k Lemoineově geometrografii postavil R. Mehmke: Bemerkungen zur
Geometrographie von M. E. Lemoine, Jber. deutsch. Math.-Verein. 12(1903), 113–116;
oponoval mu R. Güntsche: Zu Herrn R. Mehmkes Bemerkungen zur Geometrographie
von M. E. Lemoine, ib. 12(1903), 289–295; téhož autora Beiträge zur Geometrographie
I–III, Archiv der Math. und Physik, III. Reihe, 3(1902), 191–194; 6(1904), 133–146;
9(1905), 253–266. Obsáhlé pojednánı́ je K. Nitz: Beiträge zu einer Fehlertheorie
der geometrischen Konstruktionen, Z. Math. und Phys. 53(1906), 1–37; začı́ná po-
drobnějšı́mi historickými poznámkami. Viz též A. Adler: Theorie der geometrischen
Konstruktionen, Leipzig, 1906, Abschn. X a T. Vahlen: Konstruktionen und Approxi-
mationen, Leipzig, 1911, Teil 4, Kap. IV. V novějšı́ době na geometrografii v souvis-
losti s algoritmy ukázal P. Schreiber: Grundlagen der konstruktiven Geometrie, Berlin,
1984, Kap. 4.

21 J. Pithardt – L. Seifert [20, str. 143], dı́l IV., 4. vyd. 1933, pı́šı́: V kamenořezu (stereotomii) byly
řešeny některé úlohy o pronicı́ch ploch, o rozvinovánı́ a plochách zborcených. V tomto oboru slušı́ jmenovati
důstojnı́ka a inženýra Fréziera (Strassburg 1682–1773).
E. Kraemer [13, str. 450] poznamenává: Z pracovnı́ků, kteřı́ se zabývali stereotomiı́, vynikl francouzský
ženijnı́ důstojnı́k Amédée-François Frézier (1682–1773), jehož spis o stereotomii vyšel v Pařı́ži roku 1760.
V teorii zborcených ploch se udržel název „Frézierův cylindroid“, viz F. Kadeřávek – J. Klı́ma – J. Kounovský
[8, str. 737–740] a J. Kounovský [11, str. 69–73].
Viz rovněž Z. Nádenı́k [17, str. 154–156].
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Dokončeno v červnu roku 2000.

HM 44 - Sobotka - text.indd   126 12.10.2010   7:48:31


