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O KONSTRUKCICH OS ELIPSY
Z JEJICH SDRUZENYCH PRUMERU

Metodicko-historicky prispévek

ZBYNEK NADENIK

Uvod

Vyjimecnou dtikladnost, s niz Jan Sobotka napsal svoji Deskriptivni geometrii
promitani parallelniho [*] (Praha 1906, viz Z. Nadenik [37]) dosvédcuje fada zpisobd,
jak sestrojit osy elipsy, jsou-li dany jeji sdruzené priméry.!

Vyuziji prilezitosti poskytnuté Sobotkovou knihou — a starSiho podnétu, o kterém
se jesté v této prvni ¢asti uvodu zminim — k Sir§imu pohledu na tyto konstrukce, a to az
do data, kdy vysla, tj. do zacatku 20. stoleti. Ale pohled nebude uplny ze dvou divoda.

Predné z néj vylouc¢im konstrukce, které — at’ ve svém putivodu, at’ v grafickém
provedeni — vyuzivaji takovych poznatku z projektivni ¢i afinni geometrie, které nejsou
zcela elementarni. Uvedu dva priklady: a) Prvni, v némz jsou konstrukce zalozeny
na vztahu kruznice a elipsy jako vzoru a obrazu v obecné afinité. Jej reprezentuji
konstrukce z [*], odd. 183, str. 258-260 s obr. 195, ve starsi literature R. Skuhersky
[47] 1858, str. 81 a obr. 25, v nov¢jsi literatufe tieba J. Kounovsky — F. Vycichlo
[20] 1948, str. 259 s obr. 188, v literatufe z poslednich let E. Kraemer [21] 1991,
str. 142-143 s obr. 139 (uvadim pouze Ceské autory). b) Druhy, ktery vyuziva jinych
specialnich poznatki ze zminénych geometrii. Takovym je napt. ¢lanek B. Chalupnicka
[15]. Ke konstrukei os elipsy ze sdruzenych priaméra a piibuznych uloh vyuzil véty
Eduarda Weyra o kuzelosecce, ktera prochazi dvéma ze Ctyf zakladnich bodi svazku
kuzelosecek; viz Z. Nadenik [34], str. 67 a 72—73. Zvlasté neprihlizim ke konstrukcim
z knih o projektivni geometrii.

Za druhé si netroufam tvrdit, Ze jsem se i jen pfiblizil upln€jsimu shrnuti zminénych
konstrukei publikovanych do roku 1906. Tak tfeba z knih o deskriptivni geometrii si
v§imam jen téch nejznaméjsich. Rozsah literatury, ktery by bylo tieba prohlédnout, je
totiz enormni.

Uvidime, Ze se autofi — jisté nevédomky — opakovali. Dostaneme se k tomu u praci
z 19. stoleti, ale znam i pripad dokonce z poloviny 20. stoleti. R. Jacobi [16] 1952
sice pfipomina Pappa a D. Rytze (viz dale odd. 1 a 5), ale sam uvadi zpusob, ktery je
identicky se Steinerovou konstrukei (viz dale odd. 9).

Starsi podnét, o kterém jsem se vysSe zminil, vznikl na konferenci o deskriptivni
geometrii a poéitacové grafice v Perninku 1993 (viz Z. Nadenik [32], [33]). KdyZ jsem
se primlouval za spojeni deskriptivni a analytické geometrie, uslysel jsem namitku, Ze

!'Viz odd. 172, odst. 1-5 na str. 239-242 s obr. 180—183 a pozn. k odd. 172 na str. 632; odd. 183 na str.
258-260 s obr. 195 a pozn. k odd. 183 na str. 633; odd. 203 na str. 283 s obr. 220.
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treba Rytzova konstrukce neptipousti jednoduchy analyticky dikaz. Nemohl jsem oka-
mzité reagovat; ¢inim tak az nyni tim, Ze ke konstrukcim pfipojuji analytické dikazy.
Jako kuriozitu dopliuji, ze analytické odivodnéni Rytzovy konstrukce je v ucebnici
analytické geometrie, z které jsem se uéil na redlce: K. Silhacek — H. Sechovsky [51]
1936, str. 113.

Vyjdu z vyborného prehledu K. Pelze (1845-1908, profesor deskriptivni geometrie
na technice ve Styrském Hradci a od roku 1896 na ¢eské technice v Praze) Construction
der Axen einer Ellipse aus zwei conjugierten Diametern [41] 1876. V ném K. Pelz
nejdiive vylozil dilezitost uvedené konstrukce, a pak se o jeho ucelu vyjadril takto
(str. 4):

Wir haben uns im Nachfolgenden die Aufgabe gestellt, alle uns bekannten
Losungen des vorliegenden Problem’s anzufiihren, hauptsdchlich aber,
was bisher unseres Wissens nicht geschah, auch deren Beweise auf rein
elementarem Wege (aus einer einzigen Figur) abzuleiten, und sind der
Ansicht, dass jede der hier gegebenen Constructionen der Einfachheit
des beziiglichen Beweises wegen, in die Vortrdge iiber constructive oder
darstellende Geometrie an der Realschule aufgenommen werden kann.* 3

V knizni literatufe o deskriptivni geometrii vim jen o dvou mistech, na nichz je
Pelztv ¢lanek citovan: F. Obenrauch [39] 1897, str. 421, a E. Miiller [31] 1920, str. 161.

Pozname, ze K. Pelzovi unikla fada konstrukci, ale i tak je jeho soupis obdivuhodny,
nebot’ jej zpracoval za svého puisobeni v Tésing daleko od vétsich knihoven.

Pelzovy citace usporadam chronologicky:

1830 — navod bez dfikazu z predloh, které pro zedniky vydala deputace* pro femesla
v Berlin¢ (viz odd. 2)

1839 — Chasles [7] (K. Pelz cituje némecky preklad franc. originalu 1837; viz odd. 4)
1845 — Mossbrugger [29] a Rytz (viz dale v tomto Gvodu a odd. 5)

1849 — Meyer [28] (viz odd. 6)

1853 — Mossbrugger a Rytz [30] (viz odd. 5)

2V dal§im jsme si ulozili Glohu, uvést vSechna nam znama feseni predlozeného problému, hlavné vsak,
coz se pokud vime dosud nestalo, odvodit jejich dikazy Cisté elementarnim zptisobem (z jediného obrazku),
a domnivame se, ze kazda ze zde uvedenych konstrukei kvili jednoduchosti pfislusného diikazu mize byt
pojata do prednasek o konstruktivni nebo deskriptivni geometrii na realkach.

3 Je jeité jeden ditvod, pro ktery je tieba upozornit na Pelziiv piehled. Cesti deskriptivaii — ve snaze
,,zastiit archaismus, s nimz pojimaji deskriptivni geometrii —zavedli pro ni nazev ,,konstruktivni geometrie®.
Trvalo jim nékolik desetileti, nez k nim dolehl ohlas rektorské nastupni feci E. Kruppy (1885-1967) na
Technické vysoké skole ve Vidni 1953 (ve svém projevu definoval konstruktivni geometrii) a ohlas knih
Hohenbergovy 1956 a Kruppovy 1957 a pozdéjsi Braunerovy 1986. Ale oznaceni ,,konstruktivni geometrie®
je mnohem starsi. Uzival je uz K. Pelz ve svém prehledu, dokonce se v ném na str. 4 odvolava na ucebnici
Constructive Geometrie od B. Moshammera pro realky. Viz ostatné zavér hotejsiho citatu.

4 Deputace se v Némecku nazyval dozoréi vybor v néjakém oboru obecni spravy.
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1858 — Skuhersky [47] (viz vyse)
1867 — Steiner [49], [50] (vyslo posmrtné, viz odd. 9)
1871 — Delabar [8], [9] (viz dale v tomto uvodu a odd. 5)
— Fialkowski [11] (rok 1. vydani mi zGstal neznam; mél jsem v ruce

az 3. vydani z roku 1882)

Témér v kazdé ucebnici deskriptivni geometrie je Rytzova konstrukce; deskriptivni
geometfi ji pouzivali tisicekrat. Ale znam jen jedinou ceskou knihu, v niz je zminka
o puvodu této konstrukce. J. Sobotka [*], str. 632, v poznamce k odd. 172 napsal: Kon-
strukci uvadi Mossbrugger ve svych Grosstentheils neue Aufgaben aus dem Gebiete
der Géométrie descriptive, Ziirich 1845, podotykaje, Ze ji ma od Rytze, procez Wiener
konstrukci tu nazyva Rytzovou.

David Rytz (1801-1868) byl profesor matematiky na primyslové Skole
v Aarau ve Svycarsku.

Leopold Mossbrugger (1796-1864) byl profesor matematiky na kantonské skole
rovnéz v Aarau. Konstrukei, kterou vymyslil jeho kolega D. Rytz, prevzal do své
Sobotkou citované knihy [29], v niz na str. 123-125, vychazeje z Apolloniovych
vzorcl a trigonometrie, spravnost konstrukce dokazal. V poznamce pod carou na
str. 125 L. Mossbrugger dodava:

Die oben angegebene Construction der Achsen der Ellipse aus zwei gege-
benen Durchmessern hat mir Hr. Rytz, Professor der Mathematik an der
Gewerbeschule zu Aarau, mitgetheilt; die analytische Herleitung ihrer
Richtigkeit habe ich dazu gemacht.’

Christian Wiener (1826—1896) byl profesorem deskriptivni geometrie na technice
v Karlsruhe a autorem vyznamné dvojdilné ucebnice Lehrbuch der darstellenden
Geometrie 1884 a 1887. V jejim prvnim dilu [54] — popisuje sestrojeni os elipsy z dvo-
jice jejich sdruzenych polomért — Ch. Wiener doprovazi Rytzovu konstrukci touto
poznamkou pod Carou na str. 293:

Dieses Verfahren teilt Mossbrugger in seinen ,, Grosstentheils neue Auf-
gaben aus dem Gebiete der géométrie descriptive u. s. w., Ziirich, 1845 “
S. 123 mit und sagt, dass er es von Prof. Rytz in Aarau erfahren habe. °

L. Burmester (1840-1927), profesor deskriptivni geometrie na technice
v Drazdanech, psal podobné — uz pfed Ch. Wienerem — ve své ucebnici [5] 1883,
str. 16, o Rytzové konstrukci; tato uc¢ebnice vénovana specialnimu tématu, byla mno-
hem méné znama nez Wienerova.

5 Vyse uvedenou konstrukci os elipsy z danych priiméra (v [30], str. 118 je uz doplnéno: conjugirten
= sdruzenych) mi sdélil pan Rytz, profesor matematiky na primyslové skole v Aarau; analytické odvozeni
jsem doplnil ja.

6 Tento postup sdéluje Mossbrugger ve svych ,,Grosstentheils . .. “ na str. 123 a fika, 7e se jej dozvédél
od prof. Rytze v Aarau.
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G. Loria (1862-1953), znamy geometr a historik matematiky ptisobivsi na univer-
zit€ v Janové, se o Rytzove konstrukei v [22], str. 301, vyjadril takto:

... la construzione del Rytz é di una semplicita ed eleganza he ci sembra
difficile superare.”

D. Rytz a L. Mossbrugger méli — vice nez pred 100 lety — pfedchtidce. Opét znam jen
jedinou ¢eskou ucebnici, v niz je pfi nasi konstrukci jmenovan. J. Sobotka [*], str. 632,
v poznamce k odd. 172 uvadi: Ke konstrukci viz Frézier: La théorie et la pratique de
la coupe des pierres et des bois, 2¢ édition, t. 1, 1754.

Amédée-Frangois Frézier (1682—1773)% uvedl v [12] 1737, sv. 1, str. 132—133,
konstrukei, ktera — jak uvidime — je velmi blizka konstrukci Rytzové. Zase Ch. Wiener
[54] 1884, str. 292, o ni pise:

Die folgende einfachste der bekannten Konstruktionen fiihrt schon Frézier,
Jedoch mit einem ungeniigenden Beweise versehen, an.’

Pak cituje [12], ,,nouv. (2) édit., t. 1, 1754, p. 159; (1. Ausg. 1737)“. Podrobnéji k tomu
viz odd. 2. Ch. Wiener musel Frézierovo dilo znat, jeho zminka neni jiste ,,z druhé
ruky®. DosvédcCuje to popis jeho obsahu v predmluvé v prvnim svazku [54] 1884, str.
23-25. Uz pred 100 lety bylo Frézierovo dilo velmi vzacné; viz k tomu Z. Nadenik
[35], str. 154.

K. Pelz ve svém clanku [41] A. F. Fréziera necituje, ale ptesto Frézierova kon-
strukce v Pelzové souhrnu nechybi. Je totiz identicka s konstrukci, kterou K. Pelz
reprodukuje podle vyse zminénych berlinskych predloh z roku 1830.

D. Rytzovi a L. Mossbruggerovi byl A. F. Frézier neznam. Stejné tak byli pozdéj-
§im autortm neznami D. Rytz ¢i L. Mossbrugger. Prikladem je G. Delabar, profesor
matematiky na kantonské a pokradovaci $kole v St. Gallen ve Svycarsku, ktery zaéina
svij prispévek [9] 1871 takto:

In dem 4. Hefte meiner , Anleitung zum Linearzeichen”, welches die
,, Parallelperspektive “ behandelt und gegenwdrtig unter der Presse sich
befindet ', habe ich von der im Titel erwihnten Aufgabe (tj. konstrukce
os elipsy ze sdruzenych praméru) eine Auflosung angegeben, die, so viel
mir bekannt, neu ist . .. !

7 Rytzova konstrukce ma jednoduchost a eleganci, kterou Ize nesnadno piekonat.

8 Pro nékolik vét o jeho biografii viz Z. Nadenik [35], str. 154. Na této strané jsem se v bibliografickém
udaji dopustil chyby: Prvni vydani Frézierova dila ma 3 — a nikoliv, jak jsem uvedl, 2 svazky. V nedavné
dobé, kdy jsem clanek [35] psal a kdy byl v tisku, byly star¢ fondy Narodni knihovny pro st¢hovani
nepfistupné; spolehl jsem se na Spatnou citaci. Vypujcit jsem [12] mohl zase az v poloviné roku 1999.
Pripojuji faksmile titulniho listu prvniho dilu.

9 Nasledujici konstrukei, nejjednodussi ze znamych, ale opatienou nedostateénym ditkazem, uvadi uz
Frézier.

10 piistupné mi bylo pouze 2. vyd. [8] 1893.
1 Ve 4. sesitu svého Uvodu k linedrnimu kresleni, ktery jedna o rovnobézné perspektivé a nyni je v tisku,
udal jsem pro tlohu zminénou v nadpisu feseni, které — pokud je mi znamo — je nové . ..
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Ale Delabarovo feseni splyva s Rytzovym. Mezi knihami L. Mossbruggera a G. De-
labara je casovy odstup o malo vic nez 25 let a mezi jejich pisobisti (na stejném typu
skoly) Aarau a St. Gallen je pfima vzdalenost 100 km. Navic obé konstrukce byly
uvefejnény v Casopisu Archiv der Mathematik und Physik 1853 a 1871. Pravem se
tedy K. Pelz v [41] 1876, str. 8, pozastavuje nad tim, Ze konstrukce je prfipisovana
Delabarovi, a zdtraznuje D. Rytze a L. Mossbruggera — nikoliv v§ak A. F. Fréziera —
jako predchudce.

Zhruba 20 let po Pelzove prehledu vydal F. Obenrauch Geschichte der darstellen-
den und projectiven Geometrie . .. [39] 1897. Na str. 420—421 vyjmenovava — aniz by
je zfetelné charakterizoval — prace o konstrukci os elipsy z jejich sdruzenych priméra
a o pfimém urceni os kuzelosecky z jejich prvka. Cituje tyto autory, ale nikoliv zcela
spolehlive:

1845, 1853 — D. Rytz a L. Mossbrugger (viz vySe Pelziv prehled). F. Obenrauch pise
(str. 420), ze za prvni (zduraznil Z. N.) uréeni os elipsy vdécime D. Rytzovi;
uvidime, ze F. Obenrauch prehlédl tyto autory: Apollonios — Pappos, Frézier,
Euler, Chasles.

1856 — N. Fialkowski (konstrukce elipsy, je-li dana osa nebo pramér a dalsi prvky;
konstrukci os ze sdruzenych primeért jsem nenasel).

1864 — K. Mosshammer (konstrukce zalozené na vztahu pol — polara s pfimym
nalezenim os, bez prostrednictvi sdruzenych praméra).

1867 — J. Steiner (viz vySe Pelzlv piehled).
1867 — K. Pelz (na citovaném misté jsem nenasel).
1871 — R. Niemtschik (konstrukci os elipsy ze sdruzenych prumért jsem nenasel).

1874, 1875 — G. Peschka (obé prace — prvni v Zeitschrift des Osterreichischen
Ingenieur- und Architekten-Vereins 26, 242-246, a druha v Archiv der Math.
und Physik 57, 63—72 — patii pfimému uréeni os, bez prostiednictvi sdruzenych
prumért, perspektivniho obrazu kruznice).

1876 — K. Pelz (ptimé konstrukce os kuzelosecky jsou zalozeny na polarnich vlast-
nostech a involuci, a tedy i tim se vymykaji omezeni ze zacatku uvodu).

1876 — K. Pelz (viz jeho vyse citovany prehled).

1882 — M. Lazarski (jeho prace ve zpravach Akademie véd v Krakové mi zGstala
nepristupna).

1887, 1890 — F. Ruth (podle citovanych idaji jsem nasel jen jednu praci, ale na jiné
téma).

1887 — W. Miorini
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1890 — F. Hopfner
1891 — K. Pelz

1892 — E. Janisch
1892 — T. Schmid
1892 — W. Binder

Poslednich 6 praci mi ziistalo nepfistupnych. Prvni a Sesta vysly ve zpravach realek
v Bilsku a ve Videnském Novém Mésté, zbyvajici Ctyfi v Casopisu Zeitschrift flir
das Realschulwesen. Z Obenrauchovych slov nelze jednoznacné usoudit, ze obsahuji
konstrukce os elipsy z jejich sdruzenych praméra.

AZ na vyjimky, na které upozornim, jsou v literature dikazy vsech uvadénych
konstrukei vylucné syntetické. Jako protéjsek je opatiim velmi jednoduchymi analy-
tickymi dikazy. Tim soucasné odpovim na rozsifeny nazor, ze pravé konstrukce os
elipsy z jejich sdruzenych praméru je prikladem, u né¢hoz synteticky dikaz je snadnéjsi
a pruhledngjsi nez analyticky (viz prvni ¢ast tohoto uvodu).

Se syntetickymi metodami lze dobfe vniknout ve spolecné motivace konstrukei;
to se vSak nepodafi studentovi—zacateénikovi s uzkym pohledem, ale az tomu, kdo
syntetickou a projektivni geometrii vidi z SirSiho thlu. Ten potiebuje Cas a cvik, jinak
se syntetické metody mohou zdat souhrnem velmi specialnich navodi bez vnitini
souvislosti, které se obtizn¢ pamatuji a vytvareji.

Analyticka metoda se vyznacuje jednoduchosti, jak uvidime pfi vSech konstruk-
cich; dikazy vyzaduji jen elementarni poznatky. Jistou nevyhodou, kterou vsak stu-
dent—zacateCnik nepociti, je, ze konstrukce jsou analyticky potvrzovany, nikoliv od-
vozovany. Az trochu hlubsi pohled naznaci, ze analytické postupy jsou propojeny
elementarnimi vlastnostmi jisté ortogonalni matice (viz odd. 0) a z ni vychazejicimi
Apolloniovymi vzorci.

V nasledujicim odd. 0 jsou odvozeny zakladni analytické relace pro sdruzené polo-
méry. Odd. 1-15 obsahuji feseni jednotlivych autord; za¢inam literarnimi poznamkami
oznaCenymi ,,L.“, pokracuji popisem konstrukce oznacenym ,,K.* (nejdfive polohu,
pak délky os) a kon¢im analytickym diikazem oznacenym ,,D.*. Nasleduji dva oddily
s dodatky ,,Chaslesova véta® a ,,Vyhled do trojrozmérného prostoru”. Zakoncenim
je kratky ,,Zavér”. Obrazky 1-9, 11-13 k stejné ocislovanym oddiliim jsou pro pre-
hlednost soustiedény v zavéru tohoto ¢lanku. Na vSech obrazcich jsou dané sdruzené
poloméry OC, OD vytazeny slabé plng, osy silné plné, sméry os silné ¢arkované.
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0. Vychozi analytické vztahy

Mysleme si v roviné soustavu pravouhlych soufadnic z, y s pocatkem O a elipsu
¢ s poloosou a v ose x a s poloosou b # a v ose y.'> Zvolme v elipse jeji poloméry
OC a OD s koncovymi body

C[Cl > 0,c0 > 0], D[dl > 0,dy < 0]; (0.1

délky téchto polomérti jsou

c=4/c3+ 2, d=\/d?+d3. 0.2)

Uhel polomérd ozna&ime w. Budeme jej vzdy brat ostry.
Je ovsem ) ) ) )
R R di  d3
D+Z-1 Sefon (0.3)

Zcela elementarni uvahou zjistime, ze poloméry OC, O D jsou sdruzené praveé jen pri

c1dy c2 da

2 TR 0. (0.4)
V dal$im budeme sdruzenost polomérit OC, O D stale predpokladat.
Nemohu nepfipomenout, ze rovnice (0.4) zapsana ve tvaru ky ko = —b? / a?,

vnémz k; = ca/c;1 a ko = da/d; jsou smémice poloméri OC a O D, je v ucebnicich
analytické geometrie pro VII. tfidu realek, z nichz jsem se kdysi ucil: J. Vojtéch [53]
1934, str. 100, a K. Silhadek — H. Sechovsky [51] 1936, str. 107.

Rovnici (0.4) midzeme prepsat na

2

crdy +cads + (Z? - 1) e ds = 0. (0.5)

Pfi ostrém thlu w je s (0.2)

d d
0<coscu=761 1+ 2,
cd

tedy ¢1 d1 + ca d2 > 0az(0.5) vzhledem k ¢5 doy < 0, jak je pii (0.1), plyne
2
a .
bfZ —1> 07 t_] a > b.

Slovy: V ostrém uhlu polomért lezi hlavni poloosa.
Rovnice (0.3) a (0.4) jsou relace pro fadky determinantu

a e
a b

A= ﬂ @, (0.6)
b

12 pokud to nebude nutné, nebudu slovné rozlisovat mezi useckou a jeji délkou; podobné mezi ihlem
a jeho velikosti.
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vyjadiuji jeho ortogonalitu. Vyuzijeme jeji zakladni vlastnosti [které 1ze ostatné pro
(0.6) pti (0.3) a (0.4) ziskat zcela elementarné]:
a) Stejné relace jako pro fadky determinantu (0.6) plati i pro sloupce:

A4d?=d? AE+di=1, (0.7)
c1co+dydyg =0. (0.8)

b) Determinant (0.6) je roven £1; ihned je vidét, Ze pfi nerovnostech z (0.1) je
A=—1. 0.9)

¢) Kazdy prvek v determinantu (0.6) je roven zaporn€ vzatému svému doplnku:

di = 2ey, dop = —gcl. (0.10)

Kdybychom pracovali s parametrickym vyjadienim = = acost, y = bsint sou-
fadnic bodu elipsy, dospéli bychom k hofejsim vztahiim stejné snadno na zaklade
poznatku, ze parametry ¢ koncovych bodi sdruzenych poloméra se lisi o /2. Srv.
B. Bydzovsky [6], str. 161.

Poznamenejme, zZe z (0.7) vychazi bezprostredné vzhledem k (0.2) prvni Apollo-
nidv vzorec

A+ d? =d®+ b2 (0.11)
Piseme-li (0.9) a (0.6) ve tvaru
c1  Co
- i d =ab, (0.12)

tak znamy geometricky vyznam vypsaného determinantu vede k druhému Apolloniovu
vzorci
cdsinw = ab. (0.13)

Ve stiedu O vzty¢me kolmici k poloméru O D a uréeme na ni body D, s ¢ = +1
tak, ze |[OD.| = d abod D4 je v tézZe poloroviné vytaté spojnici OD, jako bod C;
viz obr. 0.1a na nasledujici strané. Pak je

D.[—eds,edy]. (0.14)
Pfimky C'D. maji smérnice
Cy — €& dl
- 0.15
o T edy’ (0.15)

o nichz pomoci (0.8) snadno zjistime, Ze jsou si az na znaménko rovny:

ce—di _ catdy
Cl+d2 C1—d2.

(0.16)
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Spojnice C' D, jsou tedy symetrické podle piimky, ktera jde bodem C' rovnobézné
s osou z. To ma tento dusledek:

[0.C D.] Osy uhli primek C D, jsou rovnobézné s osami elipsy.

Pro vzdalenost bodt C, D, z (0.1) a (0.14) pomoci Apolloniovych vzorct (0.11)
a(0.12) = (0.13) dostaneme

|CD.|? = (c1 +eda)* + (c2 —edy)® =

=i+ +di+ds+2e(cidy —cady) = (0.17)
=2+ d?—2cdsinw=a?>+b*—2ab=
= (a — eb)*.

Z toho ihned vychazi:
[0.C D.] Délky poloos elipsy jsou

a=3(|ICD_1|+|CDy), b=3(CD-1|~[CD4l).

Z bodu C spustme kolmici na pfimku OD a ureme na ni body D¢ s € = +1 tak,
7e |CD?| = d arovnobézné polopiimky C D1, O D1 jsou—smérem od pocateéniho
bodu — souhlasné orientované; viz obr. 0.1c a 0.1b.

-D//o -D,/f
s/

i
\
/

/A

T =~= ;bc
%
0; 9
A
I
/,’/ g /,' ‘5/
/I/ /// _/)"
4 4
D, a) » 6) c)

Obr. 0.1

Kdybychom obr. 0.1a a 0.1c¢, v nichz trojuhelniky OC'D jsou shodné, polozili na
sebe tak, aby se trojuhelniky OC' D ztotoznily, byly by D., D¢ vrcholy rovnobéznika,
jehoz dvé strany jsou rovnobézné s polomérem OC' a dalsi dvé strany kolmé k poloméru
OD; viz obr. 0.1b. Z toho by se uz daly odvodit véty analogické k [0.C'D.] a[0.C' D.]
s body D* misto D.. U¢inime to vSak zase pfimo analyticky.
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Protoze
DE[Cl—Ed2,02+€d1], (018)
tak pfimky O D¢ maji smérnice
d
C2tedy (0.19)
Cc1 — €& dg

a zase plati (0.16). Véta [0.C' D, ] se tedy parafrazuje takto:
[0.0 D] Osy uhlii primek O D® jsou osami elipsy.
Ponévadz podle (0.18)

|ODE‘2 = (Cl — Ed2)2 + (02 + €d1)27

tak znamym nam uz zptsobem dospéjeme k této analogii véty [0.C'D.]:
[0.0 D¢ Délky poloos elipsy jsou

a=1(loD*+|0D7Y), b=1(lOD*|-|OD™!|).

Pokud se jiz zna poloha os, urci se jejich délky také snadno z (0.7); viz obr. 0.2.

Obr. 0.2

1. Apollonios z Pergy, 3. stol. pred Kr.
a Pappos Alexandrijsky, 3. stol. po Kr.

L. Je doménka, ze konstrukci os elipsy z jejich sdruzenych pramért objevil
uz Apollonios a zaradil ji do osmé ztracené knihy svého dila o kuzeloseckach.
Konstrukce je totiz v osmé knize Pappova spisu Mavnuatikar Svvaywyar
(Matematicka sbirka) [40], dil III, str. 1083, ktery je zasvécenym prehledem starovekeé
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geometrie (viz A. Kolman [19], str. 191). Pappos konstrukci pouze popsal, ale nedoka-
zal; srv. M. Chasles [7] 1837, str. 45 (cituji zde i vSude v dal$im podle 2. nezménéného
vydani Paris 1875, téz str. 42 némeckého prekladu 1839), a O. Terquem [52] 1844,
str. 348-349.

L. Euler [10] 1750, str. 231-232, Pappovu konstrukci synteticky oveéril.

M. Chasles [7] 1837, str. 45 (ném. pt. 1839, str. 42) — po citaci Pappa a L. Eulera
— pokracoval:

... du méme probleme ... D ‘autres géometres l‘ont aussi traité a leur
maniére.'?

Ale do roku 1837 je mi — krom¢ Pappa a L. Eulera — znam jediny geometr, ktery
se ulohou zabyval: A. F. Frézier 1737 (viz dale).

G. Salmon [45] 1848 (1. vydani z tohoto roku jsem v Praze nenasel, cituji az podle
4. vydani 1863, str. 163; viz t¢z G. Salmon — W. Fiedler [46], 2. vyd. 1866, str. 215,
a7.vyd., L dil 1907, str. 340-341) reprodukuje — bez citace — Pappovu konstrukci
a dokazuje ji zpiisobem blizkym Eulerovu.

R. Jacobi [16] 1952 — v nov¢jsi dobé — kdyZ znovu objevuje Chaslesovu konstrukci
(viz dale odd. 4), se o Pappove feseni letmo zminuje.

K. Viz obr. 1. Na prodlouzeni poloméru OC' za bod C' se ur¢i bod C* tak, ze
|OC| - |CC*| = |OD|?. Te¢nu t. elipsy v bodé C (rovnobéznou s polomérem O D)
protind osa Gsecky OC™* v bodé S, ktery je sttedem kruznice, jez — prochazejic sttedem
O —sece tecnu t. v bodech U a V' os elipsy.

D. Podle (0.1)a (0.2) je |OC| = ¢, |OD| = da C*[\ ¢1, A ¢o] se zatim neuréenym
parametrem A > 1. Tedy |CC*| = (A — 1)¢, takze podminka z konstrukce pro bod
C* vede k ) sy

d a®+b
A=t e = Ta
s pouzitim prvniho Apolloniova vzorce (0.11). Tudiz
2 b2 2 b2
o a —; o a” +
c

2
2

Osa usecky OC™ ma tak rovnici
cz+cy—3(a®+b*)=0.
Tecnu ¢ elipsy v bodé C rovnobéznou s polomérem OD — viz (0.4) —

C1 X C2 Y

S {az 62].
261 202

13 téhoz problému . .. Jini geometii jej také probrali svym zpiisobem.

protina v bodé
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Kruznice opsana kolem tohoto bodu tak, aby prochazela pocatkem O (stfedem
elipsy), ma rovnici
2 2
a b
2?4y — —x— —y=0.
C1 C2

Tecnu t. z (1.1) protina v bodech

2 b2
U [“, o] a v[o, }
Cc1 C2
které lezi na osach elipsy.
Délky poloos a, b poskytnou — vzhledem k

a? b2
C1— = a, Cz‘f:b
c1 C2

— elementarni konstrukce na zakladé Euklidovych vét.

2. A. F. Frézier 1737; [12], str. 132133

L. A. F. Frézier popisuje konstrukci, ktera se jen malo a nepodstatné lisi od
konstrukce Rytzovy z roku 1845 (viz odd. 5).

K. Pelz ve svém souhrnném ¢lanku [41] reprodukuje z predloh vydanych 1830 pro
zedniky berlinskou deputaci konstrukei, ktera je identicka s Frézierovou (viz uz avod).

Ch. Wiener 1884 ([54], str. 292) pfipomenul A. F. Fréziera poznamkou, kterou
jsem citoval uz v uvodu; pokud vim, je to nejstarsi zminka o Frézierove konstrukci.

J. Sobotka [*], str. 240, vénuje Frézierové konstrukei odst. 2 v odd. 172 a doplnuje
ji poznamkou, kterou jsem uvedl uz v Gvodu. Z ¢eskych autort jako jediny — zcela
bez ohlasu — obratil svou pozornost k Frézierové konstrukci. Protoze se odvolava na
2. vydani z roku 1754 prvniho svazku Frézierova dila, je pravdépodobné, Ze znal
Wienerovu poznamku vztahujici se k témuz vydani (viz uvod). V Praze jsem nasel
1. vydani z roku 1737.

O. Baier [1] 1967 pise:

Aus dem Nachlass von F. Lébell wurde dem Institut fiir Geometrie an
der Technischen Hochschule Miinchen eine sehr sorgfiltige Niederschrift
einer Vorlesung von F. Schur tiber darstellende Geometrie tiberlassen.
Darin ist die bekannte Konstruktion der Hauptachsen einer Ellipse aus
zwei konjugierten Halbmessern nicht wie iiblich als ,, Rytzsche Konstruk-
tion “ bezeichnet, sondern es findet sich dort der Vermerk: ,, Frézier, Coupe
des pierres et des bois, 2¢ éd., t. 1, 1754, p. 1591

14 7 poziistalosti F. Lobella byl geometrickému tistavu Vysoké technické §koly v Mnichové pienechan
velmi peclivy rukopis prednasky F. Schura o deskriptivni geometrii. V ném je znama konstrukce os elipsy
z dvou sdruzenych polomérti oznacena nikoliv — jak je obvyklé — jako ,,Rytzova konstrukce®, ale je v ném
poznamka: ,,Frézier, . .., str. 159.“
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Pak O. Baier stru¢né reprodukuje Fréziertiv postup (z exemplare I. dilu, 2. vydani
1754, ktery je ve fondu Bavorské statni knihovny v Mnichové).

H. Brauner [2] 1986, str. 154, je autorem poznamky, ktera je v nové literature
vyjimeéna; odvolava se v ni na Baiertv ¢lanek [1]:

Diese 1845 von D. Rytz (1801—1868) mitgeteilte Konstruktion unterschei-
det sich nur geringfiigig von einer Konstruktion, die 1754 A. Frézier
(1682—1773) angegeben hat."

Frézierova konstrukce byla nékolikrat znovuobjevena; viz zvlasté A. Mannheim
(1831-1906, profesor matematiky na Ecole polytechnique, plukovnik délostielectva
francouzské armady) [23] 1857, str. 188189, pfi feseni kinematické ulohy ¢. 366 ze
str. 126 a [26] 1894, str. 10-11.

K. Viz obr. 2. Kolem piliciho bodu Q¢ usecky O D¢ se opise kruznice prochazejici
sttedem O. Tato kruznice protina spojnici CQ° v bodech U a V' hledanych os. Jejich
délky jsou |CU| a |CV|.

D. Pulici bod Q¢ tsecky O D¢ s krajnim bodem D¢ z (0.18) je

Cl—€d2 CQ+Ed1

€ 2.1
Q|95 2 @1
Kruznice se stredem Q¢ a jdouci pocatkem je
22 +y? — (c1 —edy)x — (ca +edy)y = 0. (2.2)
Spojnice bodu C z (0.1) a bodu Q¢ z (2.1) ma rovnici
x Y 1 x y 1
C1 Co 1 =0 <cili C1 Co 1 = 07 tj.
f1—£dz 726 do 762+25 dy 1 —& d2 €d1 1
(ca—edy)x — (1 +eda)y +e(crdy + cadse) =0,
kterou vzhledem k (0.8) miizeme prepsat na
_ _ —(c1 —edo)(ca —edy) =0
(ca—edy)r —(c1 +eda)y+ { (1 +2do)(cs +edy) = 0 (23)
Na prvni pohled je vidét, ze kruznice (2.2) a spojnice (2.3) maji spole¢né body
Uley —edy,0] a V[0,¢0+ed] (2.4)
lezici na osach. Pro tyto body je podle (0.7)
ICUP2 = [(c1—edo) —ci]* +[-co)> = S+d} = b7
2 2 2 2 2 2 2.5)
ICV]? = [—a]*+[(ca+edi) —c]” = cf+df = a°.

15 Tato konstrukce sdélena D. Rytzem se lisi jen malo od konstrukce, kterou udal A. Frézier 1754.
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3. L. Euler 1750; [10], str. 224234
L. M. Chasles [7] 1837, str. 45 (némecky preklad 1839, str. 42), pise:

Pappos ne fait qu ‘énoncer sa construction, sans la démontrer. Euler en
a rétabli la déemonstration, et a donné en méme temps plusieurs autres
solutions du méme probleme (Novi Commentarii, de Pétersbourg, t. 111,
ann. 1750-1751). 16

O. Terquem [52] 1844, str. 349, Eulerovu praci rovnéz cituje.

P. Schreiber z univerzity v Greifswaldu mé v roce 1998 na Euleriv Clanek téz
upozornil. Dékuji mu za to.

Neni mi znama uéebnice deskriptivni geometrie, v niz by bylo odvolani na Eulerovu
praci [10]. Je ovsem pravda, Ze Eulerovy konstrukce nepatii k nejjednodussim.

Prvni Eulerova konstrukce

K. Viz obr. 3. Poloptimku OD preklopime kolem piimky OC' a na pieklopené
poloze vytkneme bod D* tak, ze ZOCD* = Z0DC (tj. AOCD* ~ AODC
v poméru ¢ : d). Budiz D’ bod elipsy opaény k bodu D. Osy thlt tvofenych pfimkami
D’'D* a D'O jsou rovnobézné s osami o; (i = 1,2) elipsy. Budiz D; kolmy priamét
bodu D na osu o;; budiz T; prisecik osy o; s te¢nou elipsy v jejim bodé D. Délky
poloos jsou 1/|OD;| - |OT;].

D. Pfi (0.1) a (0.2) je pro ostry uhel w polomérd OC' a O D (viz zacatek odd. 0)

Cld1+CQd2
cosSw = ——-—
cd
d A |
sinw = |1 (AAted) 1 (43 (d2+d2) — (c1d1 +cada)? =
cd cd
1 —c1da +cady
= —+\/(~c1d d)2 = —FF—7"~.
cd\/( crds+ o ch) cd

Oto¢me kolem pocatku bod C|[cy, ca] o thel w ve smyslu, kterym polopfimka OD
prechazi v polopfimku OC'. Tak vznikne bod o soutadnicich

crecosw—cosinw = L [e(erdy +eada) — ca(—crda + cady)] =
= i[‘:%leFQClCngfcgdl]:
= L -2 di—di] =
= & let - 20— ]

(v tomto vypoctu jsme pii pfechodu od 2. ke 3. fadku vyuzili (0.8), tj. ¢1 c2 = —d; d2)
a analogicky
do

c18inw + cg cosw = 4 [—c% —2d3 +c§] .
c

16 Pappos svou konstrukci pouze uvedl, aniz ji dokazal. Euler pro ni sestavil ditkaz a sou¢asné podal vice
jinych feseni stejného problému.
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Aplikujme na néj jesté homotetii se sttedem O a pomérem c¢/d. Tak dostaneme bod
D*[dy, d3] se soufadnicemi
_ d 2

~N G-, A=

di 5= [~ —2di + 3]

Jeho spojnice s bodem D’[—d;, —ds] proté&jsim k bodu D z (0.1) ma pii (0.2) smérnici

dy +dy _ da(—c] — 2d} + c3) + da(d} + dF)
dik +d1 dl(C% 72d% 703) +d1(d%+d%)

d2 7C%+C§—d%—|—d§ - d2
dl C%—C%—f—d%—d% o dl'

Spojnice O D’ ma smérnici ds/d;. Vidime tak, ze pfimky D'D* a D’'O, majice — az
na znaménko — stejné smérnice, sviraji s osou x stejné uhly; jinymi slovy: osy elipsy
jsou rovnobézné s osami uhld piimek D' D* a D'O.
Abychom ur¢ili délky poloos, vedme bodem D te¢nu elipsy (rovnobéznou s OC):
dy dso
Souradnicové osy protina v bodech

a? b2
T] |:dl, 0:| a T2 |:07 d2:| .

Tedy
a=+/di-|OT1|  b=+/—dy-|OT3],

kde d; a dy maji znamy geometricky vyznam (pfi (0.1) je —ds > 0).

Druha Eulerova konstrukce

Osy elipsy jsou ureny zase jako osy uhli dvou pfimek. Délky os jsou zjistény
jako v prvni konstrukci.

Treti Eulerova konstrukce

Osy elipsy jsou urceny jako v druhé konstrukci. Na hlavni ose pak L. Euler nachazi
ohniska a z nich uz znamym postupem dé¢lky poloos.

Ctvrté Eulerova konstrukce
konstrukei (os elipsy z jejich sdruzenych primeért), s nimiz jsem se setkal a které
popisuji v ostatnich oddilech.

Popis vsech Eulerovych konstrukei véetné jejich analytickych dikazi je v ¢lancich
7. Nadenika [36] a [38].
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4. M. Chasles'” 1837; [7], str. 43 a 362

L. M. Chasles uvadi svou konstrukci v poznamce pod ¢arou na str. 43 pfi rozboru
Pappovych spist a dikladnéji na str. 359-362 s podrobnym popisem na str. 362 (ném.
preklad 1839, str. 42 a str. 382 a nasl.). Dostal ji jako rovinnou analogii své prostorové
konstrukce os elipsoidu z jeho tii sdruzenych poloméri a nedokazuje ji.

J. Steiner (1796—1863) si v souvislosti s Chaslesovou konstrukci zaslouzi obsahlejsi
poznamku. Posmrtné vydana kniha [50], dil II, 1867 ma v podtitulku: Auf Grund von
Universitdtsvortrdgen und mit Benutzung hinterlassener Manuskripte Jacob Steiner s
bearbeitet von H. Schroder. Nékolik poslednich let svého Zivota J. Steiner pro nemoc
uz neprednasel; prednasky lze tedy klast do let 1835 (kdy se stal profesorem berlinské
univerzity) az 1860. Na str. 178-179 dilu II je konstrukce identicka s Chaslesovou
1837. Je tedy mozné, ze J. Steiner ji ve svych prednaskach vykladal jesté pted tim,
nez M. Chasles vydal svou Aper¢u historique ... [7]. Ale vySe zminény zpisob,
kterym M. Chasles dosel ke své konstrukei (od ulohy prostorové k rovinné), vylucuje
s jistotou, Ze by byl o ni néjak v€del ze Steinerovych prednasek.

0. Terquem [52] 1844, str. 349, napsal:

Dans ces derniers temps, M. Chasles a indiqué pour [’ellipse, cette con-
struction d’une élégance remarquable.'®

Pak Chaslesovu konstrukci reprodukuje a pomoci trigonometrie i dokazuje.
Breton de Champ [3] 1846 ji verifikuje pomoci kinematického vytvoreni elipsy.

N. Fialkowski (architekt a profesor geometrie na realkach ve Vidni) vydal pred
rokem 1876 sbirku [11] — cituje ji K. Pelz ve svém prehledu [41] 1876 — ktera mi
byla pristupna az ve 3. vyd. 1882. Obsahuje navody (bez dikazi) k feseni vice nez
1600 geometrickych tloh. Ulohy 1069-1071 patii konstrukcim os elipsy ze sdruze-
nych pramérd. Prvni (s obr. 799) je zalozena na elipse jako obrazu kruznice v Sikmé
afinité, a tedy ji — viz zacatek ivodu — vynechavam. Druha (s obr. 799a) je identicka
s Chaslesovou konstrukci a je u ni jedina literArni poznamka: ,,nach Aronhold«.!
K tieti konstrukci viz odd. 5.

A. Mannheim 1878, [24] s odvolanim na Chaslesovo kompendium [7], str. 362,
podava dtikazy Chaslesovy konstrukce, které jsou zalozeny na kinematické a elemen-
tarni geometrii; pise (str. 529), ze tento sviyj kratky clanek napsal pfi shromazdovani
materialu pro svou knihu [26].

H. Zeuthen (1839-1920; profesor matematiky na univerzité v Kodani, vyznamny
historik matematiky) 1882, [55], str. 44—45, aniz by se zminil o M. Chaslesovi, odivod-
nil jeho konstrukci zcela originalné. Nejdrive sestrojil osy hyperboly z jejich sdruze-
nych primeéri (to je velmi jednoduché, nebot’te¢ny v koncovych bodech sdruzenych

17 M. Chasles (1793-1880), od roku 1846 profesor matematiky na Sorbonng, vyznamny historik geomet-
rie.

18V tento posledni ¢as, pan Chasles ohlasil pro elipsu tuto konstrukci pozoruhodné elegance.

19°S. Aronhold (1819-1884) byl profesorem na stavebni akademii v Berliné a jednim ze zakladateli
teorie invariantd; pro geometrii je vyznamna jeho prace z roku 1864 o 28 dvojnych tecnach obecné rovinné
kvartiky.
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prumért hyperboly a hyperboly k ni konjugované se protinaji v bodech asymptot),
a pak — vyuzitim vlastnosti konfokalnich kuzelosecek — fesil prislusnou ulohu pro
elipsu tak, ze ji prevedl na tlohu pro hyperbolu. Zavérem popsal Chaslesovu kon-
strukci bez explicitniho pfechodu k hyperbole.

V. Jetabek (1845-1931; feditel realky v Brné) 1895, [17] bez jakékoliv citace
uvadi dvé konstrukce, které splyvaji s konstrukcemi Chaslesovou a Rytzovou z odd. 5.
Dikazy, které jsou puvodni, vychazeji z Apolloniovych vzorcl a zistavaji v rozsahu
elementarni geometrie.

K. Viz obr. 4. Osy se sestroji podle véty [0.0 D¢] a jejich délky podle véty [0.0 D]
z odd. 0.

S Chaslesovym jménem se spojuje konstrukce ohnisek (viz F. Kaderavek —J. Klima
— J. Kounovsky [18], 1929, str. 76), kterou popisi: Kruznice prochazejici body D*
a majici stied na vedlejsi ose elipsy protina jeji hlavni osu v (realnych) ohniscich.
Dodejme hned: Kruznice prochazejici body D° a majici stfed na hlavni ose elipsy
protina jeji vedlejsi osu v (imaginarnich) ohniscich.

D. Kruznice, ktera jde body D* z (0.18) a ma stfed na ose y (tj. vedlejsi ose elipsy),
ma rovnici tvaru
2? +y* + Ny+ L =0, (4.1)

pro niz
(Cl —6d2)2—|—(62 +Ed1)2 —I—N(Cg—Fe’:‘dl) + L =0.

Pro neznamé N a L mame tedy dvé rovnice
A+ditca+di+eaN+L=0
72(,’1 d2 + 202 d1 + d1 N =0.
Z nich vychazi podle (0.7) a (0.8)

c1 ¢ da

L=—(a®>+b?) -2 +2c3 = —(a® + b?) + 2d3 + 2¢3 = —a® + V2.

1

Kruznice (4.1) protind osu y = 0 v bodech s prvnimi soufadnicemi ++/a? — b2,
tj. v ohniscich.

Zcela analogicky se ukaze: Kruznice, ktera jde body D° a ma stfed na ose x
(tj. hlavni ose elipsy), protina osu y v bodech s druhymi soufadnicemi +:v/a? — b2.

5. D. Rytz 1845; [29], str. 123-125

L. O Rytzove konstrukci a jejim Mossbruggerové diikazu jsem jednal uz v uvodu.
Citované misto z Mossbruggerovy knihy bylo pretisténo v [30] 1853.

Ch. Wiener psal o Rytzové a Frézierové konstrukci v tésném sousedstvi ve své
ucebnici [54] 1884 (str. 291-293), na jejich jen malou a zcela nepodstatnou odlisnost
neupozornil. Viz uvod a odd. 2.



145

G. Delabar [8] 1871 a [9] 1871 zcela prehlédl Rytzovu konstrukci; viz uvod.

N. Fialkowski [11] pfed rokem 1876 (viz odd. 4) svou tfeti konstrukci rovnéz
opakuje Rytzliv postup.

V. Jetabek [17] 1895 (viz odd. 4) ¢ini stejné.

B. Bydzovsky [6] 1923, str. 162-163, dokazal Rytzovu konstrukci (nepojmeno-
vava ji) vychazeje z parametrickych rovnic elipsy a kombinuje jednoduché uvahy
analytickou a syntetickou.

K. Silha¢ek a H. Sechovsky [51] 1936 zafadili analyticky dikaz Rytzovy kon-
strukce dokonce do stfedoskolské ucebnice matematiky.

K. Viz obr. 5, téz 2 a 0.1a, b, ¢. Kolem puliciho bodu Q. tsecky C'D, se opise
kruznice prochazejici sttedem O. Tato kruznice protina spojnici CQ.D. v bodech U
a V hledanych os. Jejich délky jsou |CU| a |CV|.

Pulici bod Q. tsecky s krajnimi body C' z (0.1) a D, z (0.14) je

c1—edy o+ edy
2 ’ 2

Qe .1

Vidime, Ze je identicky s bodem (¢ z (2.1), kterym zacinala Frézierova konstrukce
v odd. 2 (srv. obr. 0.1a, b, ¢). Dale uz Rytzova konstrukce uplné splyva s Frézierovou.

D. Protoze bod Q. z (5.1) splyva s bodem Q¢ z (2.1), je — pocinaje od bodu
Q- = Q° —dukaz Rytzovy konstrukce tyz jako dikaz konstrukce Frézierovy v odd. 2.

Cesti deskriptivni geometii méli hodné pies sto let, aby si pov§imli Wienerovy
poznamky o Frézierovi, a témef sto let, aby si povsimli stejné Sobotkovy poznamky.
A¢ Rytzovu konstrukei neunavné opakovali, davno ji méli nazyvat téz Frézierovou.

A rovnéz tak davno meli Frézierovu — Rytzovu — Mossbruggerovu konstrukci
(vzdyt'teprve L. Mossbrugger Frézierovu konstrukci, ac o ni nevédél, po vice nez 100
letech dokazal) podrobit dikladné analyze jeji presnosti. Je prece ocividné, ze jakmile
sdruzené praméry sviraji uhel blizky pravému a jejich délky jsou blizké, Rytzova
konstrukce je nepfesna v dusledku velké blizkosti bodit C'a D41 ¢i O a Q_1.

6. M. Meyer?’ 1849; [28]

L. M. Meyer pise, ze dosavadni konstrukce jsou viceméne komplikované, a proto
doporucuje svou konstrukei, ktera vSak neni jednodussi; dokazuje ji pomoci trigo-
nometrie. Z ¢, d,w (v nasem oznaceni) vypocitava a, b; objevuji se mu odmocniny,
s kterymi se jesté setkame v prvni ¢asti dodatku 2.

20 M. Meyer (1824-1856); profesor matematiky na priimyslové skole ve Freibergu a obchodni akademii
v Lipsku.
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K. Viz obr. 6. Budiz C’ bod elipsy opa¢ny k bodu C'. Na spojnici C’ D, uréeme
body M, N tak, ze |D M| = |D.N| = |D.C/. Spojnice CM, C'N jsou rovnobézné
s osami elipsy a stiedy usecek C’ M, C’ N na nich lezi. Délky poloos se uréi z relaci

a+eb=|D.C'|, a—eb=|D.C|. (6.1)

D. Druhou z relaci (6.1) jsme nalezli uz v (0.17). Prvni s C'[—c¢;, —ca] odvodime
zcela analogicky.
Piimka D.C’ s body D, z (0.14) a C'[—c1, —c2] ma rovnici

!
D.C
X=D — ¢
= D0

s |t| znamenajici vzdalenost bodu X od bodu D.. V rozepsani do soufadnic bodi M
aN,t.st=7(a—eb), 7 = %1 podle (6.1), je tedy

— — —(1 — —
x:—edg—cl EdzT(a—eb):( e+er)ady — (1+7)bdy — 7(a Eb)cl7
a+eb a+eb

B co+edy _(e—eT)adi + (1 +71)bdy —7(a —eb)cy
y=ed a+eb ( b) = a+eb ‘

Pii 7 =1 je tedy vzhledem k (0.10)

2aco — (a —eb)ey
Yy = = C9.

a+eb

Spojnice C'M je tudiz rovnobézna s hlavni osou a na ni lezi pulici bod usec¢ky C’ M.
Pii 7 = —1 je tedy vzhledem k (0.10)

2¢ebey + (a—eb)ey
€r = =C1.
a+eb

Spojnice C'N je tudiz rovnobézna s vedlejsi osou a na ni lezi pulici bod usecky C'N.

7. 0. Broch?! 1850; [4]

L. Brochiv prispévek je zcela bez literarnich udaja.
K. Viz obr. 7. Sestrojme kruznici prochazejici body C a D.; jeji stied S je
ovSem na spojnici OD. Ji protneme kruznici v bodech M, N. Piimky CM, CN

210, Broch (1818-1889), profesor matematiky na univerzité v Christianii (Oslo).
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Obr. 7a

jsou rovnobézné s osami elipsy. Viz obr. 7as € = +1. Kolem stiedu O opiSme kruznici
jdouci body D, D, a protnéme ji pfimkou vychazejici ze stredu O kolmo na Dy N
v bod¢, ktery oznacime N*. Ten kolmo promitneme na spojnici MN = OD do
bodu N’. Rovnobézka timto bodem N’ s polomérem OC' vytina na ose vrchol A.
Kdybychom misto bodu N vzali bod M, dospéli bychom analogicky k vrcholu na
druhé ose. Kdybychom poloptimku vychazejici ze stredu O vedli kolmo na D_; N
(tj. vzali D_1 misto D, 1), konstrukce by byla symetricka k hotejsi (s D1).
D. Kruznice jdouci body C' z (0.1) a D, z (0.14) ma pfi (0.2) rovnici

22 + 92 T Y 1
2 cq Co 1
2 = 07
d —dy dy 1
d? do —dp 1
kterou snadno prepiSeme na
) ) 2 _ 2 42— 2 )
z“+y +d r+d —d°=0.
y 101d1+62d2 201d1+82d2y

Pro prvni souradnice pruseciku této kruznice s primkou O D o rovnici [pro bod D viz

(0.1)]

do
== 7.1
y=gt (7.1)
plati tak kvadraticka rovnice
dy(d? — 2
x2+71( C)x—dfzo.

C1 dl =+ Co d2
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Pomoci (0.8) se snadno presvédéime, ze ma kofeny co dq/da, ¢1. [Srv. s feSenim
rovnice (10.2) pfi = d; t.] Hledané priseciky tedy jsou

d d
M|ty co a N ler, “2e1l. (7.2)
d2 dl
Okamzité vidime, ze jejich spojnice s bodem C|[ep,cs] jsou rovnobézné se sou-

fadnicovymi osami, tj. s osami elipsy.
Viz obr. 7as € = +1, 7 = —1. Kruznice kolem stfedu O prochazejici body D, ma
rovnici
2? +y? = d> (7.3)
Spojnice D. N ma podle (0.14) a (7.2) smérnici

Cldgf{-:d% .

dq (01 +e€ d2) ’
kolmice ze stfedu O na tuto spojnici ma tedy rovnici

d1(61 +Ed2)
__tlared) 4
Cldg—ffd% . (7 )

Po jednoduchém vypoctu vyuzivajicim (0.2) a (0.7) nalezneme tyto pruseciky kolmice
(7.4) s kruznici (7.3):

N* [7_01 dy —ed? dy(c1 +eds)
a a

, —T ], T ==+l

Promitneme je kolmo na (prodlouzeny) polomér O D o rovnici (7.1) do bodi

a3 dy d
N’ {—57’1, —er2 2} . (7.5)
a a

Rovnobézka s polomérem OC' s bodem C' z (0.1) vedena bodem N’ z (7.5) ma tedy

rovnici )
did d

y+ter ! 2:c2<x+571).
a 1 a

Osu z (1j. osu elipsy) protina v bodé s prvni souradnici

dy d d2
AN® ;8o cra (e=417=+1),
a

T=€T

a Co

tedy ve vrcholu (A na obr. 7a), jak snadno zjistime pomoci (0.7) a (0.8). Zcela analo-
gicky — vychazejice od bodu M z (7.2) — bychom omezili druhou osu elipsy.

Brochovo urceni délek os je nepfiméfené slozité. Jakmile zname osy elipsy, zname
c1, ¢, dy, do apodle (0.7) je a resp. b prepona v pravouhlém trojuhelniku s odvésnami
c1, dy resp. ¢, ds (viz obr. 0.2).
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8. O. I. Somov?*? 1860; [48], str. 122

L. Cituje tyto autory: M. Chasles [7], Note XXV; O. Broch [4]; Bergéry: Géo-
métrie des courbes; tato kniha mi zGstala nepfistupna. Jejich konstrukce oznacuje za
nejjednodussi, coz jisté neplati o Brochové postupu (viz odd. 7). Svou konstrukci
nedokazuje.

K. Viz obr. 8. Sestroji se body D.. Stredem O se vede rovnobézka p. se spojnici
CD_.. Osy uhld primek p. jsou osy elipsy. Oznaéme P prtsecik piimek p. a C'D.;
je to pulici bod usecky C'D.. Pak

a=|CP_i|+|CPy|, b=|CP_1|—|CP.|.

D. Poloha os a jejich délka jsou bezprostrednim disledkem vét [0.C'D.] a[0.CD.].

9. J. Steiner?® 1867; [49], dil 1, str. 71, 77-78

L. O J. Steinerovi jsem psal uz v odd. 4. Také 1. dil [49] vySel posmrtné se
stejnym podtitulkem jako II. dil s jedinym rozdilem: . . . bearbeitet von C. Geisler. Rok
uvetejnéni 1867 muize byt tedy hodné vzdaleny dobé, kdy J. Steiner o své konstrukei
poprvé prednasel.

K. Viz obr. 9. Tecna elipsy v bodé C (tj. rovnobézka s polomérem OD jdouci
bodem (') je kruznici prochazejici sttedem O a body D¢ protata v bodech os. Délky
poloos jsou zkonstruovany podle véty [0.0D¢] z odd. 0.

D. Kruznice jdouci poc¢atkem a body D¢ z (0.18) ma rovnici

22 —|—y2 x Y
(c1 —do)®+ (c2+d1)? c1—dy ca+dy | =0.
(c1+do)?+(c2—d1)? c1+dy co—dy
Protoze podle (0.10), (0.1) s (0.2) a podle (0.3) je
C1 C2
Cl—€d2:(a+€b);7 02—|—5d1:5(a+5b)€,
(Cl — €d2)2 + (02 =+ €d1)2 = (CL + €b)2,

tak rovnici kruznice prepiseme na

22 +y2 T Y
C1 Co

atb 2= ©.1)
C1 C2
b -t =
“ a b

22.0.1. Somov (1815-1876), profesor na univerzitach v Moskvé a v Petrohradu. Pracoval v matematické
fyzice a v mechanice.

23 J. Steiner (1796-1863), od roku 1825 vyucoval na berlinské primyslové akademii, od roku 1835
byl profesorem berlinské univerzity. Vyznamny geometr, velmi daval pfednost syntetickym metodam pred
analytickymi.
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Tecna elipsy v bodé C' z (0.1) ma rovnici

C1 X C2 Y . a2

291, . ox=—+ ().
2 T N cl+()y

Pro druhé soufadnice priseciku této teCny s kruznici (9.1) plati tedy rovnice
N
C1 (&
O +COy+| o4

a—2b

S}
M

[y

S

co | =0.
b

C2
b

S

Jeji absolutni ¢len (napsany ve tvaru determinantu) vymizi a rovnice ma tudiz koten
y = 0. Nase kruznice a teCna se tak protinaji v bodé U]. . ., 0] lezicim na ose x. Zcela
analogicky bychom dokazali, Ze se také protinaji v bodé V' lezicim na ose y.

Délky poloos jsou uréeny podle véty [0.0D¢] z odd. 0.

10. A. Mannheim?* 1880; [25], str. 121-122

L. Mél jsem jen 2. vydani Mannheimovy ucebnice z roku 1886. Na str. 121—
122 je citovana jedina prace [Messenger of Mathematics 11 (1881)]; zdstala mi vsak
nepristupna.

K. Osy jsou sestrojeny podle véty [0.C'D.], tedy stejné jako v Rytzové konstrukei;
viz odd. 0 a 5. D¢lky os sestrojuje A. Mannheim dosti komplikované — viz obr. 10a.
Kruznice (o stiedu S) urcena body C' a D. protina spojnici OD v bodech, které
oznac¢ime U a V'; kolmice z nich na spojnice C'D. maji od bodu C' vzdalenosti rovné
poloosam a, b.

24 Nejstrucngjsi biografické tdaje jsem uved] uz v odd. 2.
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D. Dokazat je tfeba jen konstrukci délek poloos. Kruznice prochazejici body C'
z(0.1) a D, z (0.14) ma pfi oznaceni z (0.2) rovnici

2% + 92 T y 1
2 c1 co 1 —0
d? —dsy d 1| 7
d? de —dy 1
Spojnice O D ma parametrické vyjadieni
$:d1t7 y:th (101)

a hotejsi kruznici protina v bodech U a V' s parametry ur¢enymi rovnici

d?t?  dyt dyt 1
2 c1 co 1 _0
& —dy dy 1|
d? dy —dy 1

Odecteme-li tieba posledni fadek od predchazejicich, determinant snadno vypocitame:

(c1dy 4 cada)t? — (¢ —d*)t — (crdy + cads) = 0. (10.2)
Vzhledem k (0.2) je diskriminant této kvadratické rovnice

(i + 3 —df — d)* +4(crdy + cadp)” =
=(d+c+di +d3)" —A(crdz — c2dy)?;
pomoci Apolloniovych vzorct (0.11) a (0.12) jej dale upravime na
(a® + %)% — 4a® V* = (a® — b*)*.
Pro feseni rovnice (10.2) tak plati
2crdy 4 cado)tio =2 —d? + /(a2 —02)2 =  — d* + (a® — b?);

pomoci Apolloniova vzorce (0.11) tak zavérem zjistujeme

a’® — d?,

g (10.3)

(Cl dy + ¢ d2)t172 = {

Spojnice C'D. je
(ca —edi)x — (1 +eda)y +e(c1dy + cada) = 0;

kolmice na ni z bodu U, ktery lezi na pfimce (10.1) a ma parametr ¢; z (10.3), pak ma
rovnici
(Cl + Edg)l’ + (CQ — Edl)y — (Cl dy + ¢ dg)tl =0.
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Vzdalenost této kolmice od bodu Ceq, ¢2] je
|(c1 +eda)er + (ca — edy)ea — (a® — d?)|
Vier+ed)? + (e —edp)?

B |2 +c2 +e(crdy — cady) — (a? — d?)| B
B \/C%—ch—‘rd%—‘rd%—‘rQE(Cldg _C2d1) B
| —eab—a?+d?| B —cab]
VA FdE—2ab V(b —ca)? B
v zavéru jsme opét vyuzili (0.2) a Apolloniovy vzorce (0.11) a (0.12). S bodem V'
o parametru ¢ z (10.3) bychom analogickym zptGsobem dospeli k délce a hlavni
poloosy.

11. C. Rodenberg®® 1883; [43]

L. Prace byla pretisténa v [44] 1884. Jeji autor cituje D. Rytze, L. Mossbruggera
[29] (viz téz uvod), N. Fialkowskiho [11] (bez vroceni), L. Burmestera [5], str. 16 (viz
uvod). K dikazu pouziva kinematickou geometrii.

K. Viz obr. 11 pfi ¢ = +1. Ozna¢me C* patu kolmice spusténé z bodu C' na
polopfimku OD (pfedpokladam, ze thel w = ZCOD je ostry; viz zacatek odd. 0).
Na ni pak vytknéme bod E*° tak, ze |OE¢| = |C*D¢|. Kruznice o stiedu X¢, ktera
jde bodem O a bodem E* a ve stfedu se dotyka spojnice O D¢, protina ptimku D3¢
v bodech U a V os elipsy. Délky jejich poloos jsou | DU|, | DV|.

D. Mizeme predpokladat ¢ < d. Pro bod D je podle jeho definice v odd. 0 (tihel
w je ostry)

|C*D*| =d+ecsinw > 0. (11.1)
Bod E* na poloptimce O D, k niz je souhlasné rovnobézny jednotkovy vektor (d; /d,
dy/d), ma tak soutadnice
di

E* F(d—ﬁ—scsinw), %(d—l—scsinw) . (11.2)

Piimka O D® ma podle (0.18) rovnici
—(cat+edy)x+ (1 —edy)y = 0;
kruznice jdouci poc¢atkem a majici v ném za tenu tuto primku, je
22 +y? +ol—(c2 +edi)r + (1 —eda)y] =0; 0 #0. (11.3)

Ma-li tato kruznice — se zatim neurCenym parametrem o — prochazet bodem FE¢
z (11.2), tak nutné soufadnice bodu E° musi vyhovovat rovnici (11.3). Po kraceni
vyrazem (11.1) a zcela elementarnich upravach dostaneme

d? + d3

Cldgchdl d%+d%
2 :

(d+5csinw)+g{ _

=0.
d d

25 C. Rodenberg (1851-1933); profesor deskriptivni geometrie na technice v Hannoveru.
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Vzhledem k (0.2), (0.12) s (0.13) a nerovnosti v (11.1) tak
o=E¢. (11.4)
Stred 3¢ kruznice (11.3) s (11.4) je pak

CQ+€d1 leé‘dg
e —
S B , —€ 5

Jeho spojnice s bodem D z (0.1) ma rovnici

z Y 1 x y 1
scﬁf d -4 2 1 |=0 ¢ili ca —c1 €| =0,
dy ds 1 di  dy 1

které v dusledku (0.8) mizeme dat tento tvar [srv. s (2.3)]

—6(61 +8d2)(02 + €d1) = 0,

(11.5)
g(cp —eda)(ca —edy) =

(c1+edo)x+ (co —edy)y + {

Z n¢j ihned vidime, ze kruznice (11.3) s (11.4) a pfimka (11.5) se protinaji v bodech
Ule(eq +edy), 0] a V[0, —e(c1 — ed2)] (11.6)

lezicich na osach. Pfipomeneme-li si (2.3), snadno nahlédneme, Zze dvojice ,,Fré-
zierovych® boda U, V z odd. 2 a pravé uvedené dvojice ,,Rodenbergovych® boda
U, V piechazeji v sebe otocenim kolem stiedu — pocatku O — o pravy thel. Ctverce
vzdalenosti bodu D z (0.1) od boda (11.6) jsou vzhledem k (0.7)

IDU2 =[dy —e(ca +edy)]> + d2 = 2 + d2 = b2,
|DV|2 = d% + [da 4+ &(c1 — 5d2)}2 = c% 4 d% -

12. F. Graefe?® 1901; [13], str. 352-353

L. Konstrukce je zcela bez citaci. Je odvozena z uvah o geometrické mechanice po-
moci trigonometrie a elementarni geometrie véetné vyuziti prvnich zacatk analytické
geometrie.

K. Viz obr. 12. Kolem stfedu se opise kruznice k o poloméru v/c2 + d2. V bodé C
se sestrojiteCna t.. elipsy (je rovnobézna s polomérem O D). Oznacime €2 stred kruznice
K, ktera jde stredem O a s kruznici k& ma chordalu v tecné t.. Spojnice QC' protina
kruznici k v bodech U a V' o0s. Oznacme 7. vzdalenost stiedu O od tecny ¢. v bodé C.
Délky poloos jsou \/7. - [CU| a /7. - |CV].

D. Rovnice kruznice k je podle prvniho Apolloniova vzorce (0.11)

2?2+ —(a®+ %) =0

26 F. Graefe (1855-1918); profesor matematiky na technice v Darmstadtu.
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a rovnice tecny t. je
C1 C2

pok: + 2y~ 1=0. (12.1)
Z nich napiseme rovnici kruznice k:
2 2 2 12y (L 2\ _
22 +y% — (a +b)(§z+b—2y)f0. (122)
Jeji stred je
2 2y C1 2 2\ C2
Jeho spojnice s bodem C' ma rovnici
T Y 1
C1 C2 1 =0
2 2y C1 2 2y C2

kterou snadno prepiSeme na
c2a®x+c1b?y —c1ca(a® +b%) = 0.

Thned vidime, Ze tato spojnice (2C protina kruznici k z (12.2) v bodech

2 b2 2 b2
U {a ; e 0] a V {o, a ;2 c2] , (12.3)
které lezi na osach.
Vzdalenost sttedu S od tecny . v (12.1) je
n=1/E+ 3
a vzdalenosti bodi U a V' od bodu C[cy, 2] jsou
2 2 2
|CU|l = \/(azatbzﬁ*Cl) +C% = }2 S+ 33,
cv] = a? g—z + Z—%

Tudiz vskutku

VT |CU|=0b, /7. |CV|=a.
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13. A. Mannheim 1904; [27]

L. Clanek je bez jakékoliv citace, atkoliv autor opakuje i jeden vysledek ze své
knihy [25], str. 121-122 (viz odd. 10).

K. Viz obr. 13 s ¢ = 4+1. Znamym zpusobem se uréi body D.. Stfed tsecky C' D,
jsme oznacili Q.. Kolem né&j opiSeme kruznici jdouci bodem C'. Jeji priseciky M
a N se spojnici OQ)., spojeny s bodem C, daji sméry os. Postup je blizky Rytzove
konstrukci. Délky poloos jsou |OM]| a |ON|.

D. S bodem Q. jsme se setkali uz v odd. 5 (Rytzova konstrukce); jeho soufadnice
jsou v (5.1). Kruznice opsana kolem bodu . a prochazejici bodem Clcy, c2] ma
rovnici

[v— asgd]® 4 [y — atzdi]® = (13.1)

= [Cl — %}2 4+ [62 _ 02+2€d1:|2.

Spojnice OQ):. je
(ca+edi)x—(c1 —eda)y =0. (13.2)

Snadno se presvédcime, ze spolecné body jsou

M[*&dg, CQ] a N[Cl, €d1]. (133)
Vskutku, pro bod M vysledek dosazeni x = —¢ dy do prvni hranaté zavorky nalevo
v (13.1)je

—edy— =5 2

ihned vidime, ze bod M lezi na kruznici (13.1). Vysledek dosazeni souradnic bodu M
do levé strany v (13.2) dava

Q—Edzz_{cl_ﬁ%dz}.

(CQ +Ed1)(—€d2) — (Cl — Edg)CQ = —C1 Cg — d1 d2 =0

podle (0.8), tedy bod M lezi i na spojnici (13.2). Zcela analogicky s bodem V.
Protoze body C' a M (resp. C' a N) maji druhé (resp. prvni) soufadnice stejné, je
spojnice C'M (resp. C'N) rovnob€zna s osou z (resp. s osou ¥), tj. s osou elipsy.
Pro velikosti poloos dostavame podle (13.3) a (0.7)

|OM|=/d3+c2=b, |ON|=/c?+d}=a.

Dalsi dva kratké oddily patfi skriptu a knize, v nichZ autofi shrnuli nékolik kon-
strukci os elipsy z jejich sdruzenych praméri.
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14. K. Pelz?’ 1904; [42], str. 33-34

L. Vytah z rozmnozenych, rukou psanych piednasek K. Pelze mi opatfil V. Sobr
(ZapadocCeska univerzita v Plzni); vyslovuji mu za to podékovani.

Bez jakychkoliv literarnich tdaji odvozuje K. Pelz konstrukei Rytzovu; konstrukei
Frézierovu samostatné pii pouziti bodu D! a bodu D~!; koneéné ohniskovou kon-
strukci Chaslesovu.

15. J. Sobotka 1906; [*]

L. V odd. 172 na str. 239-242 shrnuje J. Sobotka pét konstrukci os elipsy z jejich
sdruzenych poloméra. Prvni konstrukce je Rytzova; J. Sobotka to vyslovné uvadi
v poznamce k odd. 172 na str. 632. Druha konstrukce je Frézierova; J. Sobotka to
rovnéz vyslovné uvadi v citované poznamce. Treti konstrukce — jak sam naznacuje
— se jen velmi nepodstatné 1i§i od druhé konstrukce. Ctvrta konstrukce je malou
modifikaci Chaslesovy konstrukce. Pata konstrukce je ohniskova Chaslesova, viz odd.
4. Pti obou poslednich konstrukcich J. Sobotka jejich autora nejmenuje.

V odd. 203 na str. 283 ma J. Sobotka jesté jednu konstrukci. Je to Brochova
konstrukce bez Brochova jména.

Dodatek 1. Chaslesova véta

Pii konstrukci os elipsoidu z jeho tfi sdruzenych pruméri probral M. Chasles
([7], Note XXV, str. 359-368; ném. pieklad str. 382-394) nejdiive analogicky rovinny
pripad. Ustredni roli ma v ném tato véta ([7], str. 361; ném. preklad str. 384):

Necht’ k je stredova kuzelosecka s témito viastnostmi (viz obr. D1.1a, b):

a) Ma vedlejsi osu v tecné elipsy E v jejim bodé C (tj. v rovnobézce ke sdruzenému
poloméru OD) a hlavni osu v normdle elipsy E v jejim bodé C'; ten necht’ nesplyva
s zadnym vrcholem elipsy £.

b) Ma délkovou excentricitu rovnu d = |O D] (tj. ohniska kuzelosecky & jsou nase
body D¥?).

c) Jde stredem O elipsy € (4. useéky O D€ jsou v ni privodice bodu O).

Pak kuZelosecka k se v bodé O dotykd jedné z os elipsy E — a to vedlejsi osy vy,
Jje-li k elipsa; hlavni osy x, je-li k hyperbola (4. osy elipsy £ jakoZzto teCna a normala
kuZzelosecky k v jejim bodé O pili thly priivodict OD?; pfi k elipse je |OD 1| +
|OD™!| délka hlavni osy elipsy € a pii k hyperbole je |[OD~!| — [OD*|| délka
vedlejsi osy elipsy £).

27 Pro zékladni biografické tidaje viz uvod. V nékterych Geskych textech (tieba [20], odd. 18.1 Nejdiile-
Zitéjsi Ceska literatura deskriptivni geometrie) je psano ,,Pelc, ale na [42] je ,,Pelz*. J. Sobotka [*] (napf.
opakované na str. 632) psal ,,Pelz”. Stejné v [18] i jinde.
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Obr. D1.1
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vvvvvv

[0.0D]a [0.0D=] z odd. 0 o osach elipsy £.

V analytickém diikazu budu zase piedpokladat a > b a pro elipsu £ vyuZiji jeji
opérné funkce vici jejimu stredu. Je-li ¢ € (0, 27) thel, ktery svira pozitivni ¢ast osy
2 s vné orientovanou normalou elipsy, je jeji parametrické vyjadieni

a® cos b2 sin

h(p) h(e) '

kde

h(p) = \/a2 cos? p + b2sin®

je zminéna opérna funkce (vzdalenost poéétku od tecny elipsy). Hodnotu parametru ¢

pro bod Cley, ¢o] oznacime y # 0, 5, 7, 32 ; tedy
a® cos b2 sin
="t = (DL.1)
h:\/a2c052'y+b28in27, a>h>b
Podle (0.10) a (0.2) pak
absin y abcosy ab
— _— — = —. Dl.z
dy T do o d A (D1.2)

Zavedme novou soufadnicovou soustavu (2, y'), ktera vznikne ze soustavy (z, y)
posunutim do bodu Cey, ¢s]:

2 =x—ci, Y =y —co. (D1.3)

Soustavu (', 3/) oto¢ime — v kladném smyslu— o thel  (parametr bodu C); dostaneme
tak dalsi novou soustavu (z”,y"), jejiz osa 2’/ je v normale a osa y” v te¢né elipsy €
v bodé C'. Prislusné transformacm rovnice jsou

/.

2" = 2’ cosy + ¢ sin~y, y" = —a’siny + ¢ cosy. (D1.4)

Prechod od soustavy (z”,3) k pivodni soustavé (z,y) je tedy vyjadfen rovnicemi,
které dostaneme, kdyz z (D1.3) dosadime do (D1.4); s vyuzitim (D1.1) najdeme, zZe

h

2 2
" a

2" =zcosy+ysiny—h, 3" =—xsiny+ycosy+

cosysiny. (D1.5)

V soustavé (z”,y”) ma sttedova kuzelosecka k vyhovujici podmince a) rovnici

12 112

€T
FJFL_l (A2 >0, B2 #0, A> - B?> > 0) (D1.6)

(pfipoustim i B2 < 0, coz znamena hyperbolu). Ziskame jeji vyjadieni v pivodni
necarkované soustavé (x,y), kdyz do (D1.6) dosadime z (D1.5) za 2’/ y":

1 1 2
ﬁ[xcos'y—i—ysinv—h]z—i—ﬁ —xsiny +ycosy + - cos'ys1n7 =1.
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V cCastecném rozepsani (koeficienty pii kvadratickych Clenech nas nebudou zajimat)

()a2® + ()zy+()y’+

1 1 a?—b°

sin? 'y] cosy + (D1.7)

1 1La?=b* 5 7.
+ 2y _ﬁh+§TCOS | sinvy +

1 1 2 2 2
+ phz + B2 <ah cos'ysinv) —-1=0.

Excentricita této kuZelosecky k s rovnici (D1.6) v soustavé (z”,y") je A% — B2.
Podminka b) se tedy vzhledem k (D1.2) vyjadii pozadavkem

27,2
A2 _ 2 - th (D1.8)

a podminka c¢) pak vymizenim absolutniho ¢lenu v (D1.7):

1 1 [a® -1 °
AQh2+B2(a 3 cosysin*y) =1.

Vylou¢ime-li z poslednich dvou rovnic B2, dostaneme po elementarni tupravé

At — A% 4% = 0. (D1.9)

) a2b? a2 — b2 . 2
h*+ —— + N cos ysiny

Koeficient v hranaté zavorce je pfi h z (D1.1)

2
=7 [a* cos® v + b sin® v + a?V?] =

7 [(@® cos? v+ b sin® 7)? + a®b? + (a® — b?)? cos® ysin® 4] =
1

h

1

=75 (a® cos® vy + b% sin® v)(a® + b?) = a® + b°.
Misto (D1.1) mame tak rovnici
A — (a® + D) A% 4+ a*b* = 0.
Tudiz vzhledem k (D1.8) a v disledku nerovnosti v (D1.1)

2 b2
a2 a2 232 a (1 - ﬁ> > 0,
A2 = { o B? = { e (D1.10)

oo v (1- ) <0,

Pii hornich (dolnich) hodnotach A2 a B? je kuZelosecka k elipsa (hyperbola).
Snadno se piesvédéime, Ze pro horni (dolni) A% a B? z (D1.10) vymizi v (D1.7)

koeficient pfi proménné y (proménné x); to znamena, ze kuzelosecka k — je-li elipsa

— se dotyka ve stfedu O elipsy £ (tj. v pocatku) jeji vedlej$i osy (tj. osy v); je-li
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hyperbola, dotyka se ve stiedu elipsy £ jeji hlavni osy (tj. osy x). Vskutku, pfi hornich
hodnotach A% a B2 v (D1.10) je v (D1.7) koeficient v hranaté zavorce pfi y

fihqt ! a2_b2cosz —ﬁ —1—|—az_b2cos2 =
2" T2 a2 h TR [EE=Ralty

= aZ(thbz) {—(a®cos® v + b%sin®y) + b* + (a® — b%) cos® v} = 0;

v zavéru jsme ovsem vyuzili tfeti rovnici v (D1.1). — Postupovali bychom tplné
analogicky pfi dolnich hodnotach A2 a B? v (D1.10) s koeficientem v hranaté zivorce
pti z v (D1.7).
Dodatek 2. Vyhled do trojrozmérného prostoru
Apolloniovy vzorce (0.11) a (0.13) muzeme zapsat ve tvaru

a? + v =2+ d% a?b? = 2d? sin® w. (D2.1)

Ctverce poloos a, b jsou tedy pfi danych sdruzenych polomérech ¢, d a daném jejich
uhlu w kofeny kvadratické rovnice

22— (4 d*)z + Ad?sin?w = 0. (D2.2)

Tudiz

1
a?,b? = 5 |:62 +d? £ \/(62 +d2)? —4c2d?sin® w ; (D2.3)

vyraz pod odmocninou lze piepsat na (c? — d?)? +4c2d? cos? w, aje tedy vzdy kladny.
Vyuzijeme identity s p > 2g > 0

1 1 1 1
\/p:I: VP2 —4¢2 = -\/p+2q+ -/p—2q
2 2 2 2
MiiZeme poloZit p = ¢ + d?, ¢ = cdsinw, nebot ¢ > 0 a
p—2q=c®+d*>—2cdsinw = (c—d)? + 2cd(1 — sinw) > 0

Z (D2.3) tak pro a, b dostaneme

a,b= %\/02 +d? 4+ 2cdsinw £ %\/02 +d? — 2cdsinw =

= 3V + d% = 2cd cos(90° + w) £ /¢ + d? — 2ed cos(90° — w),

takze

a+eb=+/c2+d?—2cdcos(90° +ew) (e ==+1). (D2.4)
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Obr. D2.1

Napravo je podle kosinové véty strana trojihelnika, jehoz dvé strany jsou ¢, d
a thel jimi sevieny je 90° 4 ew. Z obr. D2.1 s |OC| = ¢,|OD| = d pak ihned vycteme

a+¢eb=|CD_.|

v uplné shodé s vétou [0.C'D,] z odd. 0.

Lze hoftejsi jednoduché postupy prenést do prostoru?

Mysleme si trojosy elipsoid s poloosami OA; o délkach a;; i = 1,2,3. V ném
zvolme tfi sdruzené poloméry OB; o délkach b;; polozme 53;; = 5, = £B;OB; pro
j=1,2,3aj#1i.

Jako prostorovy protéjsek k (D2.1) plati tyto Apolloniovy rovnice pro trojosy
elipsoid:

at +a3 + a3 = b3 + b3 + b3,
ata3 + a%ad} +da%a? = bIb3 coslb’ coslﬁlg + cyel.,
21 (D2.5)
1 cos f12 cos i3
ataa? = b3b2b3 | cos o 1 cos 323
cos 831 cos P32 1
Soucty napravo oznac¢im By, By, Bs; jejich geometricky vyznam je znamy.
Pfi danych b; a 3;; jsou a? vzhledem k (D2.5) kofeny kubické rovnice
2> —B122 4+ Byz — B3 =0, (D2.6)

ktera je prostorovou analogii k rovnici (D2.2). Protoze rovnice (D2.6) ma 3 realné
kofeny a?, v jejich vyjadieni Cardanovym vzorcem se vyskytnou komplexni &isla.
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Lze toto vyjadieni upravit tak, aby mohlo poslouzit ke konstrukci (ovSem uz nikoliv
kvadratické) délek poloos elipsoidu podobné jako (D2.4) poslouzilo ke konstrukei
délek os elipsy?

S rovnici (D2.6) zodpovime tuto otazku: Jak se z danych délek b; a danych thla
Bi; tii sdruzenych polomérti pozna, zda je jimi uren rotacni elipsoid? Znamy
diskriminant kubické rovnice je v pripadé (D2.6)

B1°B,% — 4B1®B; + 18B1B,B3 — 4B, — 27B32.

Vime, ze vymizi prave jen tehdy, kdyz kubicka rovnice (D2.6) ma (alespon) dvojna-
sobny koten, tj. kdyZ (alesporl) dva ze &tvercl poloos a? jsou stejné — jinymi slovy:
kdyz elipsoid je rotacni.

Pripojme k elipsoidu soustavu pravouhlych soufadnic x; tak, ze osa x; je v jeho
poloose a;. Soutadnice bodu B; v této soustavé oznacime b;;.
Uplné stejné jako v odd. 0 najdeme tyto analogie k (0.3), (0.4), (0.7) a (0.8):

3 2 3
Z <b7,k> =1, Z bzkl;]k -0, (D2.7)
— \ Uk — aj,
k=1 k=1

3 3

> bl =i, > bribr; = 0. (D2.8)
k=1 k=1

Matice

b b b

a1 ag as

ay a2 as

bar  bsz bss

ai az as
je tedy ortogonalni. Jeji kazdy prvek se vyjadii znamym zpusobem pomoci svého
doplnku; dostanou se tak relace analogické k (0.10).

Rovnice (0.3), (0.4), (0.7), (0.8) a (0.10) byly nasim vychodiskem pfi analytic-

kych dikazech konstrukci os elipsy. Jak by se vyuzilo pravé uvedenych prostorovych
analogii téchto rovnic k analytickym dikazim konstrukei os elipsoidu?

Na trojosém elipsoidu

2 2 22
AT AT |
25 + 16 + 9
s poloosami a; = 5, as = 4, ag = 3 jsou
Bl [ 3) 2a % ]a
3—/15/39 75v/154+9/39
B2 [ _1a R ) ]_(;Z ]7

Bs | \/E, _BJE;\/@’ 75791\&?5\/@ ]
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koncové body tii sdruzenych poloméru. S jistou davkou trpélivosti vici numerickym
vypoctim se presvédcime, ze podle (D2.8) a (D2.7) vskutku

b, + b3 + b3, =32 + (—1)? + (V15)* =25 = af,

biy + b3y + b3, = 16 = a3,
bi3 + b33 + b33 = 9=aj
a
b1ib1j + bajbaj + b3ibs; =0, i # j;
podobné

2 2 2 2 2 3v39 \ 2
2 2V IJ
b1y " b1z n b13 _ 3 “(2) & 10 -1
a as as 5 4 3

vvvvv

— —
atd. Kdybychom méli jesté vétsi trpélivost, propocitali kosiny uhlt vektortt OB; a O B;
(tj. cos B;;) a s nimi pak pravé strany v (12.5), dostali bychom

a?+a3+a3 = 50,
ata3 + a%a? + a%a? = 769,
ataa? = 3600

arovnice (D2.6) by se specializovala na rovnici

23— 5022 + 7692 — 3600 = 0

s kofeny 25, 16, 9.

Vzorovy priklad na analogii mezi rovinnou konstrukci os elipsy z jejich dvou
sdruzenych polomért a prostorovou konstrukci os elipsoidu z jeho tii sdruzenych
poloméri poskytuje M. Chasles 1837 v Apercu historique . . . [7] (Note XXV, str. 359—
368; némecky preklad str. 382-394). Ke konstrukci, kterou jsme analyticky probrali
v odd. 4, odvozuje M. Chasles prostorovy protéjsek; popisuje jej na str. 364 (vyuzivam
analogie k nasemu oznaceni z rovinného pfipadu):

Jsou dany tii tsecky OC', O D, OF jako sdruzené poloméry elipsoidu s tim, Ze jeho
fez rovinou O DE neni kruznicovy. Osy elipsoidu se sestroji takto; viz schematicky
obr. D2.2:
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E
Obr. D2.2

Bodem C vedeme k roviné O D E kolmici k (analogie ke kolmici k O D, viz odd. 0
sobr. 0.1c a odd. 4 s obr. 4). V roviné ODE sestrojime poloosy OA a OH (o délkach
0 an < 0)elipsy se sdruzenymi poloméry O D a O E; od bodu C' naneseme na kolmici
k usecky délek 6 a i do bodi A® a H® (analogie k bodim D¢, viz odd. 0 s obr.
0.1c a odd. 4 s obr. 4). Kolmici & prolozime rovinu rovnobézné s poloosou OH, resp.
OA a v ni sestrojime elipsu s ohnisky H® a vrcholy A, resp. hyperbolu s ohnisky
AF® a vrcholy H®. Obé kuzeloseCky promitneme ze stredu O kuzelovymi plochami
(analogie k pfimkam O D¢, viz odd. 4 s obr. 4). Tyto kuzelové plochy se protinaji
ve 4 primkach lezicich po dvou v 6 rovinach, které se seCou v dalSich 3 pfimkach
(analogie k osam 2 ptimek O D?). Tyto 3 piimky jsou osy elipsoidu (viz vétu [0.0O D?]
z odd. 0).

Délky poloos se pak ihned urci z prvni trojice relaci (D2.8) zplisobem zcela
analogickym k tomu, kterym jsme v zavéru odd. 0 dospéli od dvojice relaci (0.7)
k délkam poloos elipsy.
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Neni mi znama zadna prace, ktera by — podobné jako to ucinil K. Pelz s konstruk-
cemi os elipsy ze dvou jejich sdruzenych polomérti — konstrukce os elipsoidu ze tii
jeho sdruzenych polomért shrnula a srovnala, pfipadné se navic pokusila o sjednocujici
analytickée dikazy.

Pred zhruba 55 roky byla konstrukce os kvadriky dané tfemi sdruzenymi prameéry
jednou z uloh ve cviCenich z deskriptivni geometrie pro kandidaty uditelstvi. Na
prazskeé prirodovédecké fakulte jsem tato cviceni zapisoval v letnim semestru 1947/48
az v letnim semestru 1948/49. Cviceni vedl Alois Urban (1912-1981, od roku 1954
profesor deskriptivni geometrie na strojni fakultd CVUT). Jemu jsem odevzdal nékolik
rysu, které si ponechal. V jeho poziistalosti je nasel Ladislav Drs (emeritni profesor
rovnéz deskriptivni geometrie na strojni fakultd CVUT), ktery mi je predal. Z jednoho
rysu je na obr. D2.3 reprodukovana konstrukce os lo, 20, 30 trojosého elipsoidu ze
zadanych jeho sdruzenych praméra AB, CD, EF se sttedem .S. Vpravo dole jsou
Urbanovy inicialy AU a ovalné razitko s napisem ,,Prirodovédecka fakulta — konstr.
cvié. z deskr. geom. — Karlovy university.*

RYS 2.

Obr. D2.3
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Obr. 1 /6«4

Obr. 5 Obr. 6
Obr. 1 — Pappos 3. stol. Obr. 2 — Frézier 1737
Obr. 3 — Euler 1750 Obr. 4 — Chasles 1837

Obr. 5 — Rytz 1845 Obr. 6 — Meyer 1849
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Obr. 12 Obr. 13
Obr. 7 — Broch 1850 Obr. 8 — Somov 1860
Obr. 9 — Steiner pred 1867 Obr. 11 — Rodenberg 1883

Obr. 12 — Graefe 1901 Obr. 13 — Mannheim 1904
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Zavér
Skon¢im nékolika poznamkami.

Kdyby nynéjsi studenti ucitelstvi deskriptivni geometrie méli rysovat podobné
ulohy jako konstrukci os elipsoidu z jeho sdruzenych polomért, byla by to vazna
chyba. Ale byla by rovnéz vazna chyba, kdyby se neseznamili s postupem, na némz je
feSeni zalozeno.

Kdo vnikl v myslenkové konstrukce syntetické geometrie — coz nelze ucinit v krat-
kosti a bez cviku — nemuze jim nepfiznat nékdy az zcela vyjimecnou dimyslnost.
Kdyby mladi geometii neméli o nich alespon povédomi a nevédéli, kde je hledat, byly
by pro né uplné ztracené, pokud by je nékdy — coz nelze vyloucit — zase potiebovali.

Tisicekrat pracovali deskriptivni geometii s Rytzovou konstrukci, a pfece se ne-
dostali k dikladnéjsimu rozboru jeji presnosti a prednosti vici jinym konstrukcim.
Bohuzel pro stalé sermovani pravitkem a kruzitkem nevénovali se soustavnéjsimu
posouzeni grafického postupu. Skoro vyjimecna je kratka poznamka, kterou k témto
otazkam ucinil F. Hohenberg [14], str. 59:

Hat die Ellipse fast Kreisform, so wird die Konstruktion ungenau, weil
die Verbindungsgerade zweier sehr naher Punkte (C a D4 v naSem
oznaceni) nur ungenau gezeichnet werden kann.

A k tomu tato pozn. pod carou:

Eine Konstruktion, die in einem Sonderfall theoretisch versagt, versagt
praktisch infolge der unvermeindlichen Zeichenungenauigkeit schon in
der Niihe des Sonderfalls (Hessenberg).?®

A. F. Frézier byl nejvyznamnéjsim Mongeovym predchiidcem a studium jeho dila
z 30. let 18. stoleti by mohlo prinést dalsi prekvapeni. Rozbor Frézierova dila by byl
vybornym namétem pro podporu deskriptivni geometrie v jejim poslednim obdobi,
kdy stale upada.
O. Baier 1967 zakoncil svij clanek [1] takto:

Die bislang nach Rytz benannte Konstruktion wird daher besser nach

Frézier benannt, wenigstens solange, als hierfiir kein friiherer Autor nach-

gewiesen ist.”

Vidéli jsme, ze konstrukce os elipsy z jejich sdruzenych praméra byly opakované
objevovany. Pfi praci na tomto ¢lanku jsem v podobné souvislosti prisel v Nouvelles
Annales de mathématiques 16(1857), str. 189, na tuto redakéni poznamku:

Beati qui nihil legunt: omnia invenient.>* 3!

28 Maé-li elipsa skoro tvar kruznice, stava se konstrukce nepfesnou, nebot’ spojnice dvou velmi blizkych
bodi mize byt vyrysovana jen nepiesné. — Konstrukce, ktera ve zvlastnim piipadu teoreticky selhava,
selhava prakticky v dusledku nevyhnutelnych rysovacich chyb jiz v blizkosti zvlastniho pfipadu.

29 Dosud po Rytzovi nazyvanou konstrukci bude tedy lépe jmenovat Frézierovou, alespon tak dlouho,

30 Stastni, ktefd nic ne¢tou: viechno objevuji.

31 Po téméf 150 letech by O. Terquem mohl opakovat svou poznamku s daleko vétsi ironii o nékterych
&lancich ve sbornicich komise JCMF pro geometrii a pocitadovou grafiku.
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Dokonceno v fijnu roku 2000.

Dodatek v lednu roku 2010:

Ve svych zaznamech z roku 2008 jsem nasel delsi referat, ktery otiskl Jahrbuch iiber
die Fortschritte der Mathematik 56(1933), 6—7, o praci J. E. Hoffmann — H. Wieleitner:
Zur Geschichte der sog. Rytz-schen Achsenkonstruktion einer Ellipse aus einem Paar
konjugierten Durchmesser, Nieuw Archief voor Wiskunde (Amsterdam) (2) 16(1930),
56-22. Druhy autor, Heinrich Wieleitner (1874—1931), byl znamym historikem mate-
matiky.’? Uvadim Cesky pieklad referatu:

Jiz Apollonius resil ulohu zkonstruovat osy stredové kuzelosecky, je-li dana dvojice
sdruzenych poloméri M A, M B s lezicimi na nich koncovymi body A, B krivky.
Apolloniova konstrukce (kniha I, odd. 55 a 58; nejedna se presné o prave formulovanou
ulohu, ale o jeji ekvivalent) je ovsem zdlouhava a k praktickym iiceliim sotva pouZitelna.

Mezi modernimi konstrukcemi uilohy je Rytzova nejznaméjsi a v praxi nejoblibe-
néjsi. Pochazi od Davida Rytze (1. 4. 1801 — 25. 3. 1868), profesora matematiky na
prumyslové Skole v Aarau; nejdrive ji uverejnil Leopold Mossbrugger (24. 1. 1796 —
12. 8. 1864) ve svém spisu Graésstentheils neue Aufgaben aus dem Gebiete der Géo-
métrie descriptive nebst deren Anwendungen auf konstruktive Auflosung von Aufgaben
rdumlicher Verwandschaften der Affinitdt, Collineationen usw. (Ziirich 1845) a pub-
likoval v casopisu Archiv fiir Math. u. Phys. (1) 20(1853), 118—120. Variantu této
konstrukce pojal L. Burmester s citaci Mossbruggerovy knihy do svych Grundziige der
Reliefperspektive (1883; F.d. M. 15, 500) a opatril ji diikazem, v némz povazoval elipsu

32 Je autorem znamé knihy Geschichte der Mathematik, 1. Von den dltesten Zeiten bis zur Wende des
17. Jahrhunderts, Berlin-Leipzig 1922; I1. Von 1700 bis zur Mitte des 18. Jahrhunderts, Berlin-Leipzig 1923.
Z ruznych vydani je sestaven rusky preklad XZcmopus smamemamuru om Zexapma do cepedunn XIX
cmonemus, Mocksa, 1958, 2. vyd. 1966.
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za obraz kruznice pri kolmé afinité. Christian Wiener prevzal konstrukci spolu s timto
Burmesterovym diikazem do své ucebnice Lehrbuch der darstellenden Geometrie (sv. I,
1884), a tim velmi prispél k jejimu dalsimu rozsireni. Na tézZe strance poukazuje Wiener
na podobnou konstrukci, ktera pochazi od Amédéea Frangoise Fréziera (La théorie
et la pratique de la coupe des pierres et des bois . .., sv. I, Strassburg-Paris 1737).
Od té doby se v ucebnicich vesmés uvadi Burmesterova varianta Rytzovy konstrukce
a oznacuje se jako Rytzova.

Autori nyni popisuji puivodni Rytzovu konstrukci, Burmesterovu variantu a Fré-
zierovu konstrukci, ukazuji identitu téchto konstrukci a konecné dokladaji, Ze Rytzova
konstrukce je skoro doslovné jiz v Descartesovské skole. Fgl.



