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AL-CHVARIZMIHO POCTY -
PRAMENY ALGEBRY A ARITMETIKY

MARIE BENEDIKTOVA VETROVCOVA*

Abstrakt

Al-Chvéarizmiho knihy Al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa-l-mugabal
(Algebraicky traktat) a Al-Kitab al-jam wa-t-tafriq bi-hisab al-Hind (Aritmetic-
ky traktat) stoji na poc¢atku kalkulu, a to jak aritmetického, tak algebraického.
Ackoli jsou tyto texty pro evropskou vzdélanost klicové, ceského prekladu se
jim dostava teprve az na zacatku 21. stoleti. Prvni vydani s komentarem Petra
Vopénky je z roku 2008, druhé, opravené a o tfi nové texty rozsifené vydani
pochazi z roku 2009.

Predstavime ¢tenafi tyto puvodni texty s poukazem na arabskou matema-
tiku kalkulaci a poukazy k indické a fecké matematice. Pfitom se dotkneme
i vymezeni nékterych filosofickych a metodologickych aspektti obou téchto za-
kladnich kament matematického mysleni. Oproti praci [Ben-Fil] klademe vétsi
diraz na matematické predpoklady vzniku algebraického textu a aritmetickych
postupt.

1 Zrod kalkulu

Starovéka egyptskd civilizace znala desitkovou soustavu — pro kazdou
mocninu desitky az do deseti milioni méla zvlastni znak. Stafi Sumerové
a Babyloniané propojili Sestkovou soustavu s desitkovou a pocitali v Sedesatkové
¢iselné soustavé. Jesté v 5. stoleti pouzival indicky matematik Arjabhatta
slozité oznacovani ¢isel pomoci slabik sanskrtu. Indickd matematika pfitom
pracovala s desitkovou ¢iselnou soustavou.

Ke zrodu aritmetického kalkulu s desitkovou pozi¢éni ¢iselnou soustavou
dochazi patrné na zacatku 7. stoleti v Indii, pfesna datace ale neni nikde
dochovéna. Najednou se misto zvlastniho vysadniho znaku pro desitku zacaly
objevovat znaky dva. Z ptavodnich ztstaly zachovany jen znaky oznacujici ¢isla
mensi nez deset a zavedla se tecka, pozdéji krouzek pro prazdné misto. Oproti
nepozi¢nim soustavam se tak potencialné otevira cesta k nasobeni a predevsim

* Préace vznikla za podpory grantu GA CR P401/10/0690 Prameny evropské matematiky.
Problematika al-Chvarizmiho traktati byla predmétem diskusi v rdmci Semindre z fenome-
nologie exaktnich véd, pordadaném Mezioborovymi aktivitami Vyzkumného centra Nové
technologie, Zapadoceské univerzity v Plzni. Seminaf je soucdasti projektu OPVK ESF
¢. CZ.1.07/2.3.00/09.0070 Mezioborovy dialog jako podpora rozvoje vzdélanosti na vysokych
skolach, ve véde, vyzkumu a vyvoji. Tento projekt je spolufinancovéan z prostiedkia Evropského
socialni fondu a statniho rozpoétu Ceské republiky.
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déleni libovolné velkych ¢isel.! Tuto moznost odkryl a vyuzil az Abu Abdallah
Muhammad ibn Musa al-Chvérizmi al Madzusi, zkracené jen al-Chvarizmi,
Zijici na konci 8. a v prvni poloviné 9. stoleti.?

2 Pozadi al-Chvarizmiho traktatua

V dobé 7. stoleti zac¢ina vzkvétat muslimska riSe, sidelnim méstem se stava
staropersky Damasek a dochazi k prvnimu prolinani kultur — vladnouci dynastie
Abbésovci se totiz kromé Arabt ve své fiSi opirala i o PerSany, ktefi prijali
isldm. Dochézi tak k dalsimu stéhovani sidelniho mésta do Bagdadu.

Na konci 8. stoleti po smrti chalifa Hartina ar-Rasida tak probiha v fisi
obcanskéa valka, nékdy nahliZzend jako boj mezi Araby a Persany, ktera skoncila
vitézstvim PerSant (na tizemi dnesniho franu). Moc v ¥isi piebira jeho syn
al-Ma’mun, ktery vyhrava nad bratrem al-Aminem, podporovanym Irdkem.

Al-Ma’min . .. wvaZoval néjaky cas i o tom, Ze prenese své sidlo z Bagdddu
do Mervu. Narazil vsak na prudky odpor obyvatel Bagdddu o Irdku, a tak tuto
myslenku opustil a rozhodl se vrdtit do hlavniho mésta Fise.

Vliv Persie znamenal i zdjem o védu a vzdélani. Zaroven dochazi k insti-
tucionalizaci sblizeni vladni moci a ndbozenstvi. V tom velkou roli sehraly ma-
drasy, které byly obdobou kfestanskych seminaii. Chalif al-Ma’mun, kracejici
ve stopach svého otce, zde ziidil v Bagdddu Dim moudrosti (Bajt al-hikmd),
prvni z mnoha akademii, kde se soustfedila vétsina islamskych ucenci, kde byla
zFizena knihovna a poskytovalo se vyssi vzdélani mimo mesity.

Byla vybudovdna ziejmé podle vzoru akademie v perském Gondésdapuru,
stredisku véd, predevsim mediciny, jez zaloZili nejspis podle vzoru Teckiych skol
v Alexandrii a Antiochii krestansti nestoridni, kteri uprchli pred prondsledovd-
nim z Byzance do sdsdnovské Persie.*

Hlavni naplni prace bylo soustiedovani, opisovani a pieklddani do arabstiny
spisit jak antické filosofie (a tedy i védy), tak také prolinani s vlivy indickymi.
K antickym spisim se al-Ma’mun dostaval pres Cafrihrad nebo ze syrskych
¢i perskych drivéjsich prekladi, ke spistm indickym prevazné ze zdroji per-
skych. Do arabstiny se tak prekladaji matematické spisy Eukleidovy, Archi-
medovy, Apolloniovy, Heronovy, Ptolemaiovy a Diofantovy. Do svéta
se odtud dostévaji ale také filosofické fecké prace Pythagorovy, Platénovy,
Aristotelovy a Plotinovy, neuniknou ani lékaiské texty Hippokratovy
a Galenovy. Vedle toho se zfejmé na dvur dostaly i novéjsi matematické spisy
Arjabhatty, Bhaskary a Brahmagupty ¢i ajurvédska medicina Sushruta

L O tom, e dalsi aritmetické operace jako umociiovani, odmociiovani libovolnych &isel ¢i
bohatd prace se zlomky bez desitkové soustavy je nesmirné naro¢nd, prakticky neproveditelna,
s libovolné velkymi (¢i malymi) &isly“.

2 Struény al-Chvarizmiho Zivotopis se soupisem dél najdeme napi. v [BK].

3 Viz [DBV], str. 74. Timto dopliiujeme text [BK].

4 Viz [DBV], str. 174.
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Sambhita vcetné praci Charakovych, pokryvajici tak indické védéni 5.—7. sto-
leti. Dim moudrosti zanikd béhem mongolského najezdu do Badgadu roku
1258.°

Islamska vzdélanost se vSak obracela pievazné ke kofentim antického Recka,
indickou védu nedocenovala. Proto al-Chvarizmi se svym badénim v oblasti
indické matematiky a astronomie nepatfil mezi nejprominentnéjsi. Ve své dobé
je zndm prevazné pro své astronomické vypocty a konstrukci astrolabu. Fakt,
ze v jejich pozadi stoji matematické zkoumani, byl tehdy opomijen. Cas vsak
ukézal, Ze jeho hlavnimi spisy byly tehdy nedocenéné traktaty, kterymi se
zaslouzil o pozdéjsi vyvoj evropské matematiky a vzdélanosti. Dnes jsou tyto
spisy znamy jako Algebraicky traktdt a Aritmeticky traktdt.

Poznamenejme, ze v téze dobé, kdy pise al-Chvarizmi sva pojednani, pisobi
v Domé moudrosti také prvni prekladatel Eukleidovych Zdkladi Ibn Jasuf ibn
Matar al-Hajjaj (al-HadzdZz4adZ) a jejich komentdtor al-‘Abbés ibn Sa‘id al-
Dzauhéari.” I o téchto pracech al-Chvarizmi témé¥ jisté védél, ale v textech
se na Eukleida (ani na indického ucence Brahmaguptu) pfimo neodkazuje,
Zdklady pouze ve svych pracech pouziva. Stejné tak se mizeme odvolavat na
al-Chvérizmiho znalost Archimeda.

Obr. 1  Socha al-Chvérizmiho v Chivé.®

5 Srv. [HW].

6 V [BK] se zmitiuji jako Krdtkd kniha o pocitdni algebry a almukabaly a Traktdt o indické
aritmetice.

7 Viz [Sisma], str. 156 ¢i [Be¢-Eu], str. 40.

8 Ptevzato z http://www.math.ens.fr/culturemath/video/html/Djebbar /icono.htm.
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3 Filosofie jazyka matematiky

Protoze jednou z moznosti, jak se divat na historii matematiky, je zkoumat
vyvoj (ne)dokonalosti jazyka matematiky, pokusime se k obéma al-Chvarizmiho
prispévkim k déjindm matematiky prfidat i poznamky, tykajici se jazyka
matematiky, ve kterém al-Chvérizmi pracuje. Budeme se pfitom odvolavat na
praci [Kvasz).

Podle Ladislava Kvasze se vedle novych poznatkti matematiky pomérné
vyznamnym zpusobem proménuje i jazyk, kterym jsou tyto poznatky sdélovany,
formulovany a dokazovany. Casto uréity vyznamny matematicky objev byl
mozny teprve az zménou syntaxe nebo sémantiky jazyka matematiky. Mame
tak nasledujicich Sest aspekti jazyka matematiky:

1. logickd sila, kterd ukazuje, nakolik slozité formule Ize v daném jazyce
dokazat;

2. expresivni sila, kterd ukazuje, co nového, co v predeslych stadiich nebylo
mozné vyjadrit, nyni jazyk vyjadrit dovede;

3. explanatorickd sila, kterd ukazuje, jak novy jazyk umoznuje vysvétlit selhani
jazyka, ktera byla v predeslém stadiu nepochopitelns;

4. integrativni sila, kterd ukazuje, jak novy jazyk dovoluje vidét jednotu
a poradek tam, kde se na bazi predeslého jazyka ukazovaly pouze nesouvislé,
ba az nahodilé, pripady;

5. logické meze, které prinaseji necekané a prekvapiva ohranic¢eni moznosti no-
vého jazyka, omezeni jeho schopnosti fesit urcité problémy, anebo odpovidat
na jisté otazky;

6. expresivni meze, které se projevuji tim, ze i kdyz se pfisné dodrzuji
syntakticka pravidla, v jazyce se zac¢inaji objevovat nesmyslné vyrazy.

Vyvoj jazyka spoc¢iva v nariistu logické a expresivni sily, protoze jazyk umoz-
nuje dokazovat stale vice tvrzeni a popisovat stale bohatsi oblast jevti. Postupné
nariistd i jeho explanatorickd a integrativni sila, nebot jazyk umoziiuje stale
hlubsi porozuméni svym metodam a poskytuje tak ucelenéjsi a jednotnéjsi po-
hled na sviij pfedmét. Al-Chvarizmiho traktaty ndm slouzi jako diléi doklad

tohoto vyvoje v pfechodu od jazyka geometrie k jazyku algebry a aritmetiky.
4 Metodologicka poznamka

Metodicky jsou oba al-Chvarizmiho traktaty psany tak, aby téma bylo vylo-
zeno nejprve velmi stru¢né v obecném pojednani. Nasleduje nékolik nazornych
prikladi, které se snazi postihnout vSechny pripady, které mohou nastat. Vzdy
postupuje nazorné, od jednodussiho ke slozitéjsimu. Nelze si ale nevSimnout,
ze povahou se jedna o deduktivni metodu Eukleidovych Zdkladu.

V ptipadé Aritmetického traktdtu se jednd o popis algoritmu, jak podcitat.
Priklady jsou zde pravidelné uvadény praveé tfi, jsou jen ilustrativni a dokladaji
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spravnost algoritmi. Pokud chybi, pak se jednéd s nejvétsi pravdépodobnosti
o nedostatek prekladu z arabstiny do latiny (¢ili pro néds zdrojového textu).
Zachycuji ale také i povahu arabské stfedovéké aritmetiky obecnéji — dokladaji
(i kdyz ne vzdy pfimo explicitné) jisté jevy a vlastnosti nového aritmetického
kalkulu.

U Algebraického traktdtu jsou piiklady u vyjadieni novodobé feceno kvadra-
tickych rovnic ¢astéjsi nez u ostatnich typid tloh. Problematika kvadratickych
rovnic je tedy i z tohoto hlediska nejpropracovanéjsi partii Algebraického
traktatu co do obecnosti. Doprovodné piiklady jsou oproti Aritmetickému
traktdtu mnohem prakti¢téjsi a méné zacilené. Spis zustava na trovni ucebnice
linearnich algebraickych rovnic prvniho a druhého stupné s prolnutim prvki
aritmetiky a aplikacemi v geometrii.

Jesté dodejme par slov k algoritmim. Aritmeticky traktdt stoji na pocatku
teorie algoritmu. Koneckoncti i vlastni slovo algoritmus pochézi z latinizované
podoby al-Chvarizmiho jména Algorizmi — Gvodni paséze traktatu latinského
vydéani totiz zacinaji slovy Dizit Algorizmi — Algorizmi pravil. Po zptsobu al-
Chvérizmiho, Algorismiho, se ve stfedovéku tvorily nové ucebnice aritmetiky,
které vyucovaly pravé témto algoritmim — zptisobtim, jak ziskat soucet, rozdil,
soufin, podil a pozdéji i kofen (odmocninu) é&isel, libovolné velkych.

O algoritmu jako o metodé, zpisobu uvazovani, kterou al-Chvarizmi otevira
novy svét matematiky kalkulaci, se mtzeme podrobnéji doc¢ist v [Knuth].
Donald E. Knuth, ktery je zndm jako guru algoritmi, autor 50 let stale
nadcasové, zatim Ctyisvazkové ,bible“ computer science, The Art of Computer
Programming, srovnava ruzné oblasti matematiky a stopuje, Ze je pro né
charakteristicky algoritmicky zptisob prace, zpisob, na pocatku jehoz stal prave
al-Chvarizmi.

5 Aritmeticky traktat

5.1 Uvod

Al-Chvarizmiho Aritmeticky traktdt je uvadén i jako Traktat o indickém
pocitani. Pro brahmansky svét je nutné pracovat s vétsSimi nez nejvétSimi
(mahaté mahijdn) a mensimi neZ nejmensimi (andranijan), jak mizeme najit
vyjadieni ¢idadkasy v indickych Upanisadach. Toto vyjadieni se vztahuje
k brahma (nejvyssi kosmicky princip) a k atma (jastvi), zdkladnim onto-
logickym pojmtum védské filosofie. Stoji totiz za poméry zivli, elementi
(bhita).”

Al-Chvérizmi pfivadi indické pojeti a chapani ¢isel do arabského svéta

v nasledujicim aryvku z preambule:
. a abys nam [BoZe| pomohl uskutecnit to, co jsme si predsevzali objasnit
o pocitani Indu pomoct deviti cislic, jimiz vyjadrili libovolné dané cislo, cinice
tak pro snadnost a strucnost, ulehcujici tomu, kdo se zabyvd aritmetikou, to

9 Srv. [Upanisady], Svétasvatara, I1I, 20, Kéna, I, 3.
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je pocitdnim s nejuétsimi a mejmensimi Cisly a vsim, co je v ni obsaZeno od
ndsobeni a déleni, sec¢itdni a odcitani, a dalsim.

Cilem traktitu je ukézat, jak velkéd (nebo velmi mald) &isla'® pojmout
a pracovat s nimi, a to dokonce nejen teoreticky, ale i v praktickém zivoté.
Vnitinim cilem je potencialita i totalita, naplnénost téchto ¢isel pro vlastni
ziti. Cesta, kterd je ,hmatatelnou® stopou po pouti za témito ¢isly, residuum,
které po ni zbyde, predstavuje pocitani ve dvou ¢iselnych pozi¢nich soustavach,
desitkové (pro ¢isla kladna celd) a Sedesatkové (pro zlomky).

Pro Evropu Aritmeticky traktdt znamend prvotni ucebnici aritmetického
kalkulu, kterd se v pribéhu stfedoveku mnohokriate anonymné prepisovala
a doplnovala, v téchto c¢iselnych soustavach. Zarodky Sestkové, desitkové
i Sedesatkové byly v Mezopotamii dlouho zakoienéné,!! presto se p¥i svém psani
autor odvolava vyhradné na Indy. Vrcholem traktatu je pocitani se zlomky
o libovolném zakladé s naznakem nejspise vlastni al-Chvarizmiho prace.'?

Stejné jako Eukleidovy Zdklady stoji na pocatku geometrie a deduktivni
metody, je i al-Chvarizmiho Aritmeticky traktdt dalsim pramennym textem
zékladt evropské vzdélanosti, ktery spolecné s Algebraickym traktatem pfinesl
Evropé symbolické pocitani.

5.2 Cislice a ¢isla

Jak je uvedeno v pojednani [Vopénkal, Indové uméli bravurné podcitat
s velkymi ¢isly. Al-Chvarizmiho to natolik zaujalo, ze chtél vstoupit do tohoto
svéta a svym pojedninim je tak zprostfedkovat i ostatnimu (rozuméjme
arabskému) svétu.!3 Postupuje pfitom systematicky a nézorné tak, aby vse,
o ¢em pisSe, mél jiz nalezité odhalené.

Al-Chvéarizmi nejprve predstavi vychodoarabskou i zdpadoarabskou podobu
Cislic (viz obr. 2).

10 Velka, ve srovnani s hellénskou tradici.

1 Viz [MEM], str. 107-218. Pf¥ipomenme, 7ze Bagdad se nachézi na tzemi byvalé
Mezopotamie, takze al-Chvarizmi snadno v Domé moudrosti tyto vlivy vstfebal. Srv.
[Vopénkal, str. 20 nebo [Sigmal, str. 156.

12 Pavodni arabsky text se nedochoval a neni ani znam jeho vlastni nézev. Al-Chvéarizmiho
arabsky psany spis se patrné jmenoval al-Kitab al-dZam ‘wa-l-tafrigh bi-hisab al-Hind, tj.
Kniha o séitdnd a odéitdni podle indického pocdtu — viz [CP], str. X. Vychéazime proto
z latinského textu Casto oznacovaného jako Algoritmi de numero Indorum (uviddéno téz
jako Kniha o indickém poéitdnt). Nejednd se vSak o presny pieklad, ale spise o vyklad
al-Chvarizmiho poéinu soudobymi prostfedky (pouzivani fimskych &islic, chybéjici arabské
figury i vlastni vypoéty). Ceska vydani [A08] a [A09] jsou pofizena piekladem z rustiny.
Uzbecké vydani [A83] v rustiné vzniklo prekladem z latiny na zdkladé rukopisu uloZeného
v knihovné University of Cambridge. Srovnani tohoto vydani a pozdéjsiho Liber Algorismi de
practica arismetrice najdeme v [Karpinski]. Z hlediska pouzitych technik pak v [Benedict].
Dodejme jesté, ze oproti prvnimu ¢eskému vydéni ([A08]), které obsahuje koment4r a pieklad
latinského textu, je do druhého vydani ([A09]) mimo jiné zafazen i Pokus o rekonstrukci
piavodniho arabského textu ([Ben-Rek]).

13 Srv. , Prakticky kazda vyspélejsi civilizace si vytvofila vlastni &iselny systém, ktery
umoznoval pfevést dlohu poditdni na ulohu manipulace s ciselnymi znaky.“ [Kvasz|, str. 18.
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Aby ale ¢islice nebyly pouhymi symboly pro nic, hleda podstatu ¢isel, kterou
opira o ¢islo jedna.

Obr. 2 V§voj indickych podob é&islic, které stfedovéky arabsky svét uzival.'*

5.3 Co je ¢€islo?
Abychom mohli vymezit, co je ¢islo, musime si ujasnit, co je jednotka jakozto

zéklad v8ech ostatnich (kladnych celych) ¢isel. Ontologicky status jednotky al-
Chvarizmi zaklad4a takto:

Kazdé éislo je sloZené z jednotek. |...] Jednotka je zdklad kaZdého cisla a leZi
uné &isel. [...] Ona urduje kaZdé éislo. Vné disel je proto, Ze je urdena sama
sebou. [...] Ostatni ¢isla se bez jednotky nemohou vyskytovat. [...] Tedy ¢islo

nend nic jiného, nez soubor jednotek.1®

Tomu rozuméjme i tak, ze jednotka jako jediné ¢islo mé smysl sama o sobé,
nemusi se k ni¢emu dalsimu vztahovat, nepotfebuje nic vic dodat, aby mohla
byt, nevyzaduje dourceni ,Ceho pocet®. Navic pokud je, tak uz je nutné.
Cislo jedna (z dnesniho pohledu) pro al-Chvarizmiho jesté neni rovnopravnym
¢islem,'® neni totiz poc¢tem, lezi mimo &sla.!” Dodejme jesté, Ze ohledné
ustanoveni jednotky se al-Chvarizmi odvolavd na svij diivéjsi Algebraicky
traktdt, nicméné zde je s vykladem preciznéjsi.

14 Pfevzato z [A83], str. 157.

15 Viz [A09], str. 112.

16 A¢koli al-Chvérizmi rozli$uje mezi podstatou jednotky a ¢&isla, pro nase potieby popisu
spisu si dovolime psat o jednotce jako o ¢islu, protoze pfi zapisu pomoci ¢islic a vlastnim
pocitanim s jednotkou pracuje jako s ostatnimi ¢isly. Podle Ladislava Kvasze ([Kvasz], str. 17)
ma matematika sama o sobé tendenci si svij jazyk dodatecné vylepsovat a rozsifovat, takze
za zakladni ¢iselny obor (nyni) bere obor komplexnich ¢isel v celé jeho plnosti.

17 O ontologickém statutu jednotky a ¢isla ve vztahu k fecké tradici a soudobym &i pozdéj-
$im stfedovékym vymértm viz [Ben-Fil|. O ostatnich stfedovékych aritmetickych traktatech
pojednéva [Benedict].

K postaveni jednotky v ramci fecké matematiky srv. Servitovu poznamku [Servit], str. 103,
doprovazejici vymeéry VII. knihy Eukleidovych Zdkladi a dale vyméry Aristotelovy Metafy-
ziky (Met. B 4 1001a14 a Met. B 4 1001a24), viz [Met], str. 93-94.

O ontologickém zakladu jsoucna a jednotky viz téz [Patockal, str. 69.

O posunu sémantického pole ohledné jednotky jakozto &isla vedle [Benedict] svéd¢i napr.
i srovnani Isidora ze Sevilly [Isidor], str. 283, a Kfistana z Prachatic [CP], str. 17.
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Cisla, ktera jednotku nasleduji, jsou vy¢islovana potencialné do nekoneéna.
Nekonecnost cisel v potenci al-Chvarizmi uvazoval a pracoval s ni. Zachazeni
s Cisly pomoci pozi¢ni desitkové soustavy, prevzaté od Indu, se jevilo v té dobé
jako revolucni.

Oproti tomu vSemu nula jako ¢islo neni uvazovana vibec. Ontologické
postaveni, které mé jednotka, se nule jesté zdaleka nedostava. Ani v Aritmetic-
kém traktdatu, ani v Algebraickém traktdtu nenajdeme zadné podobné vyméry
jako pro jednotku. Al-Chvarizmi zavadi pouze syntaktickou podobu nuly —
krouzku jako vyjadfeni toho, Ze v dané pozici se nenachéazi zadné cislo.

Pripomernime, Ze z dne$niho pohledu jsou nula i jednotka z hlediska arit-
metiky rovnocenné vyznamnymi entitami — jsou to konstanty algebraického
kalkulu.'®

5.4 Utvareni ¢isla v desitkové poziéni soustavé

Pro ¢teni puvodniho, arabského Aritmetického traktdatu je nutné si uvédomit,
jakym zpfisobem jsou &isla utvaiena. Cislo m4 jednak svou syntaktickou
podobu, znak, ale i svdj vyznam, sémantiku. V textu pozname vyjadreni
sémantiky cisla tak, ze Cislo je zapsano slovnim popisem, ktery vyjadfuje
skuteény pocet (stav véci). Takze Aritmeticky traktat, ackoli by se na prvni
pohled dnesnima oc¢ima mohlo zdat, Ze je trividlni u¢ebnici poc¢ti, které obsahne
zak prvnich péti rocnikt povinné skolni dochéazky, je vlastné uvedenim do svéta,
kde 1ze najednou velkd (a zaroveil na druhou stranu velmi mala (kladna, nule
blizka) raciondlni) ¢isla i vidét.

Vedle toho ale je v druhé roviné psany znak, syntaktickd podoba ¢isla,
psany zptsobem, ktery je ndm velmi blizky, v podobé desitkové pozi¢ni
soustavy. Al-Chvarizmiho pfevzaty zapis pozi¢né sledoval sémantiku ¢isel (kolik
jednotek, desitek, tisict, desitek tisict, stovek tisict, tisict tisicd, ..., tisict
tisict tisicd, ...).

Pri ¢teni prekladu latinského textu psaného pomoci fimskych ¢isel nadm
pripadé, Ze se smésuje psani Cisel s jejich vykladem. V piavodnim textu
nejspise tyto (fimské, ale ani jiné) ¢islice nebyly, protoZe se nejprve pojednava
o zavedeni pojmu jednotlivych ¢éisel (sémantika), a teprve poté jde o psani ¢isel
pomoci znak (syntax). Musime si ale uvédomit, Ze Fimska ¢isla/éislice jsou zde
(podobné jako v jinych stiedovékych textech) zkratkou pro slovni zapis ¢isel,
ktery s velkou pravdépodobnosti v arabském originale byl. V textu se vedle
toho vyskytuji misty i indo-arabska cisla. Ne vsak vSude, kde v puvodnim
textu zfejmé byla. Tam, kde byl zapis syntaxe pomoci indo-arabskych ¢isel pro
prekladatele z arabstiny do latiny pfilis naro¢ny, neni totiz v latinském textu
uvedeno nic.

Konkrétné: al-Chvarizmi prebira od Inda devét znaka pro jednicku a cisla
18 Petr Vopénka dokonce uvadi popis arabského algebraického kalkulu (pouze s konstan-

tou 1), ktery upravuje na indicky (algebraicky kalkul) pfidanim konstant 0 a —1. [Vopénkal,
str. 65-76.



95

do deviti a navic pfidava jesté desaty znak pro vyjadieni prazdné pozice
(fddu). Tim je pro néj krouzek. Prostfednictvim zapisu do poziéni desitkové
soustavy, ktery se dodnes u¢i na zacatku vyuky matematiky, mohl uchopit
velka cisla velmi rychle a snadno. Na rozdil od dnesni zvyklosti ¢isla vSak
psal v obraceném sledu nez zapis fe¢i. Konkrétné zapis 325 je velmi efektivni
zkratkou za vyjadfeni pét, tj. b, jednotek, dvé, tj. 2, desitky a tfi, tj. 3, stovky.
Cini tak ve stejném smyslu jako bychom uvazovali pét jablek, dvé hrugky a tii
Svestky.

Zpisob zapisovani ¢isel je uzavien sémantikou fadf v p¥ikladu zapisu &isla'®
1180703051492 863.

Tento ptiklad je zdanlivé temny, ale zietelné podan proto, aby bylo vidét, ze
i takto velka ¢isla neni problém uchopit a pracovat s nimi. Tedy uvazovat
o nich nejen jako syntaktické zkratce néceho, co si nelze predstavit. Zamérem
al-Chvérizmiho tedy bylo uchopit a mit moznost pracovat s do té doby (pro
feckou tradici) nemyslitelnymi velkymi ¢isly jako s ¢isly bé&znymi. K tomu
poznamenejme jako priklad indické vymeéry pro casové omezené urceni vécnosti:
indicky buh Brahmé, tvori vesmir jako konec¢ny. Brahma, kdyz se probudi
a zrodi z kvétu lotosu, zrodi vesmir, aby poté na konci pred jeho odpocinkem
i zanikl a mohl se zrodit dalsi. Doba trvani takovéhoto jednoho kosmického
cyklu od jeho stvoreni do jeho zaniku je jeden Brahmiv den (kalpa) a stejné
dlouhd je i noc, kdy Brahmé po pfedchozim tvoreni odpoc¢iva. Brahmiiv den se
rovna tisici rokim bohti, pfi¢emz rok bohi trva 360 lidskych let. Brahmtv den
se déli na tisic velkych véki (mahdjuga), z nichz kazdy ma 4320000 lidskych
roki. Tedy jedna kalpa trva

4320000000 let.

Z hlediska brahmanské kosmologické filosofie jsou tedy takto velka cisla, ktera
al-Chvéarizmi doklad4, naprosto odpodstatnéna.?®

Ustavenim desitkové poziéni soustavy u al-Chvarizmiho je vyjadfena podle
Ladislava Kvasze expresivni sila jazyka.?! Algoritmy, které nasleduji, predzna-
menéavaji pisemné pocitani, které nejspise Indové provadéli zpaméti. Z tohoto
pohledu tedy algoritmus jakozto zptisob matematizace, tj. zptsob jak védét
a vidét zplisob védéni, zcela zapada do nasi vzdélanostni tradice.

5.5 Séitani a odé&itani

Nasleduje pojednéani o tom, jak velka cisla sc¢itat a hlavné odcitat — dnesnimi
slovy tedy pisemné scitat a odcitat. Pisemné sc¢itani se al-Chvarizmimu jevilo
jako neproblematické.??

19 Viz [A09], str. 117-118.

20 Srv. [DI], str. 185-191, [Upanisady].

21 Srv. [Kvasz], str. 20.

22 Oproti tomu K¥istan z Prachatic pozdéji dusledné pti¢ita mensi &islo k vétsimu, protoze
je to pro néj snadnéjsi. Pti s¢itani kombinuje pamétné sc¢itani jednotek se s¢itdnim pisemnym.
Srv. [CP].
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Uvadi pouze obecné pouceni, priklady na rozdil od metody od¢itani neuvadi.
Dvé cisla mame sepsat pod sebe a scitat jednotky jednotlivych rada. Pri
prekroceni deseti mame pric¢ist jednotku do vyssiho rfadu.

vvvvvv

popisu algoritmu, jak pisemné od¢itat, totiz al-Chvarizmi pfipojuje i priklady.
A u vybéru piikladt pro odéitani se zastavme, zda se byt pozoruhodny.
Nejprve odeéita polovinu &isla, jehoz viechny fady jsou sudé:?3
6 4 2 2
3 2 1 1
3 2 11
Je zfejmé, ze umét udélat polovinu, bylo pro tehdejsi svét velmi duilezité. Navic
je zde skryty fakt (dnesni symbolikou)
1 1
1— ===,
2 2
Tato polovina je pfitom idedini! Navic je dosazena nikoliv konstrukci, jak jsme
zvykli z fecké geometrie, a to zptusobem, Ze je tato polovina nazorna, ale tato
polovina je dosazena ¢istym kalkulem! Toto je pro vyvoj matematiky velmi
prelomové misto. Nazor uz nemusi byt nutné jen geometricky, lze pokladat
podloZi i pro nazor aritmeticky.

Druhy priklad doklada, jak pozice v zapisu funguji:

1 4

4
4 4
o o

—_
O = =

Dnesni symbolikou
1144 — 144 = 1000.

Jinymi slovy: neni nutno pracovat s ¢islem jako celistvou nedilnou entitou, staci
pracovat s jeho jednotlivymi fady. Cislo je ,délitelné“ ve smyslu ontologickém
na jednotlivé mensi ¢asti. Nezapomenime v tomto uvazovat potencialitu ne-
konec¢na, a to nejen co do mohutnosti ¢isel, ale také téchto ¢asti — Ciselnych
radu.

Pro nézornost a porozumeéni jsou dneSnimu Ctenafi zapisy pomoci Cislic
v desitkové pozi¢ni soustavé nezbytnosti. Nebylo to vsak samoziejmosti. TTeti
priklad totiz v prekladu latinského textu chybi, jednalo se ziejmé o odcitani
s prechodem pies desitku. Petr Vopénka v komentaii®* uvadi 952 — 874 = 78,
tj. podle al-Chvéarizmiho zptsobu:

9 5 2
8 7 4
23 Zapis ¢&isel pod sebou koresponduje takto: v prvnim Fadku se nachazi mensenec,

v druhém mensitel, ve tfetim rozdil.
24 Viz [Vopénkal.
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To nejprve upravime

8 15 2

8 7 4
a jesté

8 14 12

8 7 4

z toho divodu, abychom v kazdém radu od vétsiho Cisla odcéitali mensi, takze
spocitame

8 14 12
8§ 7 4
7 8

Podobny priklad zfejmé soucasti traktatu byl.

Nez se pustime dél, je nutno si uvédomit, ze metoda séitani a od¢itani se zde
sice vyklada na bézné uzivanych cislech, presto ji lze aplikovat pro libovolné
velkd ¢isla (naptiklad pfesné vycisleni hrubého doméciho produktu do jedné
koruny jakozto soucet penéznich hodnot vSech ekonomickych statki a sluzeb
vytvofenych za dané obdobi na tizemi Ceské republiky). To se oviem na tirovni
primarniho vzdélani necini, zaci to neprovadéji z divodd Casové narocnosti.
Odpovéd je pragmatickd — nepotfebuji to, ,na to pfece mame podcitace®.

5.6 Puleni a zdvojeni ¢isla

Text pokracuje pilenim a zdvojenim ¢isla. Podle prace [Benedict] se jedna
o vlastni al-Chvarizmiho pfinos. K tomu, abychom tyto tkony zvladli, se
pfedpokldda znalost pileni sudého ¢isla (pfesnéji rozpileni osmi, Sesti, Gtyt
a dvou). P¥i ptileni lichého ¢isla se déli nejblizsi nizsi sudé ¢islo a jednotka se
puli na % (tj. 30 minut). Al-Chvérizmi se pfimo vénuje aZ ptileni ¢isel vétsich
nez 10, tj. vénuje se déleni v desitkové pozi¢ni soustave. Déleni fadu fesi pomoci
krouzku o a ¢isla 5.

Dvojnésobek ¢isla provadime od vyssiho fadu k niz§imu. Aby byla metoda
korektni, pak pi¥i prekroceni desiti musime povysit pfedchozi (tj. vyssi) Fad
o jedna.

5.7 Nasobeni

Po dvojnasobku nasleduje pouceni o nasobeni libovolnych cisel, ¢imz se
rozsifuje pojednani z Algebraického traktdtu (viz déle), kde se uvadi nasobeni
dvoucifernych ¢isel algebraickym zptsobem jako nasobeni dvojélent.

V Aritmetickém traktdtu je popsan postup, jak (pisemné) nasobit v desitkové
pozicni soustaveé od vyssich fadt k nizsim. Piikladem je 2326 - 214 = 497764

s nasledujicim algoritmem:2°

25 Jednotlivé kroky jsou podrobné zdiivodnéné v [Ben-Rek], str. 95-96. Text [Benedict],
str. 74-75, podava jiny zpusob zapisu tohoto algoritmu.
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2 3 2 6
1. krok: 9 1 4
4 2 8
2. krok: 2 3 2 6
2 1 4
4 2 8 3 2 6
3. krok: 9 1 4
6 4 2
4. krok: 4 2 8 3 2 6
2 1 4
4 9 2 2 2 6
5. krok: 9 1 4
4 2 8
6. krok: 4 9 2 2 2 6
2 1 4
4 9 6 4 8 6
7. krok: 9 1 4
1 2 8 4
8. krok: 4 9 6 4 8 6
2 1 4
9. krok: 4 9 7 7 6 4

Abychom byli vice pfesvédceni o spravnosti postupu (nikoli o pravdivosti
nézoru), uvadi al-Chvéarizmi tzv. devitkovou zkousku, kterd mé ptvod v indické
matematice.?%

5.8 Déleni

Al-Chvérizmi dodéavé i algoritmus pro déleni (v oboru kladnych pfirozenych
¢isel). V latinském textu, ktery je zdrojem pro Ceské vydani [A08], je v8ak velmi
ledabylé. Obsahuje pouze obecny popis, piiklady se prekladem z arabstiny do
latiny nejspi§ ztratily. Proto v druhém vydéni [A09] je déleni rozvedeno do
algoritmické podoby tak, aby bylo v souladu se zptsobem algoritmi, ktery
dosud al-Chvérizmi uzival.?” V [A83], str. 165167, je k déleni i dalsi komentAf.

Al-Chvérizmi podavé dva piiklady, které algoritmus pro déleni dokladaji,?®
tfeti zde asi také byl podan. Prvni priklad je 46 468 : 324 = 143 se zbytkem
136 a algoritmus k tomu néasledujici:

26 Srv. [Vopénkal, str. 34, a [A09], str. 124-125.

27 Viz [Ben-Rek], str. 97-102.

28 Latinsky pteklad uz tyto ptiklady v algoritmické formé neuvadi. Proto druhé ceské
vydani [A09] obsahuje i historickou rekonstrukci textu [Ben-Rek| a pfislusné formy, které
jsou i zde uvedeny, déleni v prikladech dopliuji.
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4 6 4 6 8
1. krok: 3 9 4
1
4 6 4 6 8
2. krok: 3 9
1 4 o
1
3. krok: 1 4 o 6 8
3 2 4
1 4
4. krok: o 2 o 6 8
3 2 4
1 4
5. krok: o1l 2 6 8
3 2 4
1 4 3
6. krok: o 1 1 o 8
3 2 4
1 4 3
7. krok: o o 2 o 8
3 2 4
1 3
8. krok: o o 1 3 6
3 2 4

Druhy priklad je 1800 : 9 = 200:

A chces-li délit mnohé 7ddy jednim, treba tisic osm set s deviti, napis 1800.
Poté postav 9 pod 8, protoZe jsou vétsi nezZ 8; poté napises primo nad nimi nad
8 néco, co pri ndsobeni 9 dd ve vysledku to, co je nad nimi, to je dda 18, které
jsou nad 9, a najdes, Ze to bude 2, které vyndsobis 9; a bude 18; odectes je od
toho, co je nahote, a nezbude nic.

2
1. krok: 1 8 o o
9
2 o
2. krok: 1 8 o o
9
2 o o
3. krok: 1 8 o o
9
2 o o

4. krok:
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5.9 Zlomky

Pokud se al-Chvéarizmi vénuje zlomktm, je si sice védom, ze mohou mit
rizné zéklady, pfesto za¢ind nejprve tzv. indickymi, tj. Sedesatinami. Cini tak
ziejmé i z tradice mezopotamské. Je si zaroven védom potencidlné nekonecného
mnoZzstvi zlomki ve smyslu reciprocity potencialné nekoneéného mnozstvi Cisel
(kladnych pfirozenych). Zlomktm o jinych zékladech, které v ivodu k pocitani
se zlomky pfedznamenava, se vénuje v zavéru svého pojednani.

Se zlomky zaloZenymi na Sedesdti zachéazi stejné elegantné jako s ¢isly klad-
nymi prirozenymi. Z dnesniho pohledu s nimi zachéazi zpusobem, jakym se
vyucuje prace s thlovou mirou. Pouziva pro to Sedesatkovou soustavu zapiso-
vanou pomoci ¢isel vyjadirenych v desitkové poziéni soustavé. Jednotlivé fady
nasledujici jednotky smérem k nizsim pak jsou minuty, sekundy, tercie, kvarty,
kvinty, sexty, atd. P¥i zdpisu je sepisuje pod sebe. Naptiklad 12°30'45"50""
pise

12

30

45.

[e]e]

50
Teprve az pozdé€jsi tradice zavadi psani thlové miry tak, jak jsme zvykli,
v fadku, pridemz jednotlivé fady oddéluje znaky °, ’, ”. Dalsi uz nepouziva,
zfejmé z diivodu praktického — presnéjsi méfeni se bézné neuzivala.2?

Samotné pocitani se zlomky znamena nédsobeni a déleni. Al-Chvarizmi
nejprve nasobi zlomky celym ¢&islem (¢asto zmitiované jako stupen), pak
nésleduje nésobeni zlomku (vlastnich i nevlastnich) mezi sebou. Podobné jako
s velkymi Cisly je potfeba i zde davat pozor na fady a pro prazdny fad uzivat
krouzek. Vzhledem k tomu, ze na zavér nasobeni al-Chvarizmi poznamenéva,
ze zné i jiny zptsob, jak nasobeni zlomkt provadét, nebyl tento zptisob bud
tak efektivni, nebo akceptovatelny, jako ten, ktery popsal, tj. postup, ktery
pouzivali Indové pfi svém pocitani. Poznamenejme, ze jesté pii déleni Cisel,
z nichz jedno je necelé, je dilezité umét prevadét ¢isla do stejnych Fada (az na
arovenl toho nejnizsiho).

Kdyz jsme zvladli ndsobeni a déleni, prejdeme s al-Chvarizmim ke s¢itani,
od¢itani a zdvojeni ¢isel — zlomkt (opét od nejvyssiho fadu k nejniz$imu, jak
bé&zné pocitdme z paméti).

Aritmeticky traktdt je v Ceském vydani [A08] i [A09] uzavien praci se
zlomky o jingch zdkladech. Tuto praci méme provadét obdobnym zptsobem
jako u zlomka indickych — pfi pocitani uziva prevedeni zlomkt na spoleény
jmenovatel. Podrobnéji se vSak neuvadi.

Zlomky o jinych zakladech cesky preklad konc¢i. Tim se sleduje text
cambridgeského vydani, ve kterém slibované pojednani o odmocnovani chybi.

29 Poznamenejme jesté, ze stejné znaceni jako tihlova minuta a sekunda maji i anglické
délkové miry stopa a palec.
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Mozné ani soucasti puvodniho textu nebylo, protoze bylo odvoditelné z alge-
bry a almukabaly (obsazenych v Algebraickém traktdtu). Pozd&jsi aritmetické
traktaty ho ale bézné uvadély.30

6 Jazyk Aritmetického traktatu

Z hlediska vyvoje jazyka matematiky podle pristupu Ladislava Kvasze
muzeme Fici, Ze jazyk Aritmetického traktdtu je stale jesté neexplanatoricky,
neumoziuje vyjadrit vSeobecnost a neni v ném mozné vysvétlovat, pouze
ukazovat. To, ¢im je Aritmeticky traktdt pro svou dobu prelomovy, je ale zména
v integrativng silu jeho jazyka.?' Nejedna se uz o pouhy souhrn tiloh nejriiznéjsi
povahy bez jednoticiho prvku jako u egyptské ¢ mezopotamské matematiky,3?
ale o prvni ¢rty vysvétleni matematické podstaty problému.

7 Poznamka o kosmologické povaze spisu

V praci [Bel-Fil] se rozebira filosofické zdtvodnéni povahy Aritmetického
traktdtu jako nedokonceného kosmologického spisu. Hlavni tezi je, ze ackoli
nemd spis geometricky zdklad, ale aritmeticky, pfesto je devét éisel (jedna
az devét) zdkladnim stavebnim materidlem (ve smyslu elementy/stoicheia), ze
kterého lze cokoli (a to nejen v oboru aritmetiky) vystavét. Zdivodnéni, které
je zde podéano, sméfuje jednak na vyznam preambule traktatu a jednak na
Popperovu tezi*? o kosmologické povaze Eukleidov§ch Zdkladd, ke kterym se
v tomto Aritmeticky traktdt prirovnava. Je nutno podotknout, Ze pii sledovani
prace s indickym poc¢tem, zdivodnénim potfeby pocitat s tak velkymi ¢isly je
nutné mit na zieteli i kosmologické aspekty brahmanskych Upanisad.

8 Algebraicky traktat
8.1 TUvod

Ackoli je Algebraicky traktdt starsi nez Aritmeticky traktdt, je jeho vyznam-
nym doplikem. Ukazuje nam, jak se na svét cisel divat prakticky — jedna se
totiz o ptirucku, jak se vyporadat ,,pfi déleni majetki, v zalezitostech soudnich,
v obchodé, pti uzavirani smluv a také pri vymérovani ptidy, vedeni kanald, ve
stavitelstvi a p¥i nejriiznéjsich jingch pracich“.?* Cisla zde reprezentuji veli¢iny
geometrickych obrazct tak, aby pomohla fesit jednoduché otazky aritmetiky,

vvvvv

vénuje systematicky a s utvorenim metody — pfislusného algoritmu.

Musime podotknout a véas uvést na pravou miru, ze se nejedné o algebru, na
kterou jsme ze sekundarniho vzdélavani zvykli, tj. Ze se nejedna o symbolické
pocty. Al-Chvarizmiho Algebraicky traktdt teprve stoji na jejich poéatku. Spise

30 Srv. [CP], str. 98-125; zde nikoli ve tvaru vypodtu & algoritmu, ale pouze slovné.
31 Srv. [Kvasz], str. 21.

32 Pyiklady viz [MEM].

33 Srv. [Popper], str. 116-118.

34 Viz [A09], str. 139.
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nez o algebfe v novodobém smyslu pojednava o tom, jak rychleji a efektivnéji
fesit geometricke ulohy — a to, samoziejmé, také jinymi prostiedky, nez jaké
feckd matematika pouzivala. Algebraicky traktat stoji na pocatku discipliny,
kterd se pozdéji nazyva geometricka algebra. Za vSemi ,rovnicemi® je nutno
vidét déleni polnosti, véci dédictvi a dalsi majetkové zalezitosti a i v této optice
o nich uvazovat.

Algebraicky traktdt se nam zachoval v arabsting jako Al-Kitdab al-muchtasar
fi hisab al-dZebr wa-l-muqgdbala, v latinském piekladu je znam jako Liber al-
gebre et almucabale continens demontrationes aequationum regularum Al-
gebre (autorstvi je pfipisovano Robertu z Chesteru). Arabské slovo al-dZebr,
jehoz latinizovand podoba algebra se udrzela dodnes, i kdyz uz s posunu-
tym vyznamem, znamena prenos odcitaniych vyraziu z jedné strany rovnice na
druhou tak, abychom nahradili odc¢itani pricitanim. Vyraz al-mugébala, latini-
zované almucabala, je kraceni. Pro Evropu se naukou algebry a almukabaly
rozuméla dne$nimi pojmy nauka o (algebraickych) rovnicich prvniho, druhého
i vyssich stupnu o jedné, ale i vice neznamych.

Poznamenejme, 7ze podobné jako slovo algoritmus (algorithmus, argorismus,
algorismus, alchorismus) mé diky frazi ,,po zptisobu Algorizmiho“ piivod ve
jménu arabského uc¢ence, termin algebra oznacuje mj. zpusob prace s rovnicemi
v puvodnim smyslu, tj. al-dzebr a al-muqabaly.

V samotném Algebraickém traktdtu se setkdvame se studiem rovnic kvadra-
tickych s kladnymi pfirozenymi koeficienty (misty i raciondlnimi koeficienty),
feSenymi v oboru kladnych celych ¢isel. Hlavnim cilem bylo ¢asto ziskat kvadrat
(tj. majetek), nikoli kofen. Kvadrat pfitom vyjadfoval, jak velkou ¢éast pole,
ptdy, kdo pfi déleni dédictvi ziska.

Kvadratické rovnice, na které se nej¢astéji v souvislosti s obsahem Algebraic-
kého traktdtu vseobecné odkazuje, vSak nebyly jedinou soucésti tohoto spisu.
O tom, ze Algebraicky traktdt byl pFedstupném pro Aritmeticky traktdt, svédéi
praktické oddily — o algebraickém nésobeni cisel a zvétSovani a zmenSovani.
Stejné tak mizeme pohlizet i na hledani kofene jako na jednu z moznosti, jak
ve specialnich piipadech odmociiovat.3?

Vedle tohoto aritmetického uplatnéni textu najdeme déle tlohy zalozené na
metodé vypoctu trojélenky (oddil o obchodovani) a tlohy metrické geometrie,
v nichz al-Chvarizmiho vysledky, uvedené v predchozim textu, mtzeme uplat-
nit. Geometrické tlohy al-Chvarizmi pfebird jednak od Eukleida, jednak od
Archimeda.

Podle [BK] byla sou¢asti textu jesté také Kniha o zdvétich, kterou cely spis
gradoval. Ta se vénuje déleni majetku podle pravidel islamského kanonického
prava Sari’a. Cini tak pomoci aplikaci algebry na problematiku déleni dédictvi.
V ruském vydéni [A83] je najdeme, v ¢eském vydani [A08], ani [09] neni.3¢

35 Odmociovani je totiz v Aritmetickém traktdtu predznamenano, ne vsak v nejstarich
prekladech—vykladech dopracovano. Domnivame se tedy, Ze se al-Chvarizmi mohl odvolavat

36 Vice viz [BK], str. 128 a 134-135.
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8.2 Preambule

Algebraicky traktat je zahajen slovy: Ve jménu Boha milosrdného a slitov-
ného“. Tedy stejné jako jakékoli poc¢inani, které mé byt v souladu s islamskou
virou. Hned poté nésleduje vlastni autorova modlitba oslavujici Boha, pfinse-
jici zvésti o vyznamu ucencidl pro poznani a pfipominajici imdma al-Ma’miina,
u kterého al-Chvarizmi pisobil:

[Bih vlozil do al-Ma’muna] ,ldsku k védé a tuzbu obklopit se ucenci, rozprostrit
nad nimi ochrannd kvidla a pomdhat jim objasnovat to, co je jim nejasné
a usnadriovat obtizné.“>7

Za ucelem pomoci ufencim na imamoveé dvore pak sepsal Knihu o algebre
a almukabale, obsahujici jednoduché i sloZité otdzky aritmetiky.

8.3 Jednotka a ¢isla

Jak jsme se zminili v pasazi, vénované Aritmetickému traktdtu, vime uz, ze
Algebraicky traktdt se jednotkou rovnéz zaobira, ne vSak tak dukladné. VSechna
¢isla jsou sestavena z jednotek a jednotka je pritomna v kazdém cisle. Jednotky
jsou ¢isla vétsi nez jedna a mensi nez deset. Cisla, se kterymi se zde zachézi,
jsou tak akorat, ani ne moc velkd — nejvétsi je zminén rad tisice a operace s nim,
ani ne moc mald — uvazuji se pouze zlomky s jednotkami ve jmenovateli. I to
svedéi o vyuziti spisu pro bézné praktické tucely.

8.4 Kvadratické rovnice — geometricka algebra

Cisla algebry (v dnesnich pojmech ¢iselné proménné a ¢iselné konstanty)
al-Chvarizmi rozdéluje do tii druhi:

1. kofen (arabsky dzizr, ve zvyku dnesni notace x),
2. kvadrat (arabsky mal, dnesni notaci x2, jinak téz majetek) a

3. dané urdité ¢islo (arabsky dirham, tj. arabskd mince, dnes konstanta ¢, d,
atd.), které se nevztahuje ani ke kofenu, ani ke kvadrétu.

V nésledujicich Sesti oddilech (vlastné Sesti pfipadech) rozliguje al-Chvarizmi
ulohy vedouci na feseni toho, ¢emu dnes fikame kvadraticka rovnice. Pracuje
pfitom v oboru kladnych celjch éisel jak pro proménné, tak pro koeficienty. Cini
tak proto, ze vSechny tlohy musi byt geometrii zdtivodnitelné, coz znamena, ze
musi byt v principu (metricky) geometrizovatelné, tj. ,kreslitelné®.

K popisu prace s timto matematickym jevem zde budeme uzivat velkou
zkratku — dnesni znaceni a dnesni pojmy rovnice, neznama, koeficient, umoc-
novani, odmocnovani, atd., ale i zapis ¢isel v desitkové pozi¢ni soustavé, z di-
vodu snazsiho porozuméni.®® O to vice je nutné byt obezfetny a mit stale na

37 Viz [A09], str. 138-139. Zde zaroven vidime, Ze dedikace mecenasi (¢i z dnesniho
pohledu grantu) je uz na konci 9. stoleti bézna.
38 Pro porovnani uvedme znéni Prvniho oddilu Algebraického traktdtu v ceském piekladu,
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pameéti, ze se ,s¢itaji“, ,odc¢itaji* a jinak upravuji plosné obsahy pozemki ¢i
Ze se stanovuje délka strany tak, aby doslo k jejich spravedlivému rozdéleni.

Prvni oddil fesi rovnice tvaru
az? = bx.
Ukolem je pfevést obdélnik o stranich z a az na obdélnik o stranich x a b
(obr. 3a).

Nejprve zmensime oba obdélniky akrét (obr. 3b), tj. provedeme

b
? =~
a
Aby si obsahy obou obdélnikii (o stejné jedné strané) byly rovny, musi mit

i druhou stranu stejné dlouhou, t;j.

T =—.
a
Z algebraického, symbolického, pohledu se jedna o krdceni. Tyto tpravy jsou
zcela v oboru kladnych celych ¢isel korektni — délky tisecek jsou kladna ¢isla.

bxr |b

Qo
Q|

(a) (b)

Obr. 3 Geometrie 1. oddilu

Priklady, které k tomu al-Chvarizmi podava, jsou nasledujici:

1
z? = 5z, §x2 =4z a 52?2 =10z

Druhy oddil se vénuje odmocriovan, tj. najit kofen x, jehoZz kvadrat je
roven danému ¢islu nebo jeho ¢asti, tj.

az? = b,

kde se pojem rovnice, natoz kvadratické, viibec nevyskytuje:

Co se tyce kvadrati rovnych kotenum; to pokud naptiklad teknes: Kvadrdt je roven péti
svym korenum, potom je koten kvadrdtu pét a kvadrdt dvacet pét, coZ je rovno péti jeho
korenum. Pokud rteknes: Tretina kvadrdtu je rovna ctyrem korenum, potom cely kvadrdt je
roven dvandcti korenum, to znamend, Ze je roven sto ¢tyriceti ctyrem a jeho koren dvandcti.
Pokud napriklad teknes: Pét kvadrdtu je rovno deseti korenum, pak jeden kvadrat je roven
dvéma kofentim, koten kvadrdtu je dva a kvadrdt &tyri. Timto zpisobem, af je kvadrdtd
mmnoho ¢i malo, prevede se vée na jeden kvadrdt a stejné se pracuje s jim rovnymi koteny,
které se prevedou tak, jako se prevedl kvadrdt. Viz [A09], str. 140.
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kde podil g mé tvar druhé mocniny néjakého kladného prirozeného ¢isla.

Mame tedy obdélnik (& ¢tverec) o obsahu az? a na néj mame pievést obsah
(triangulovatelného) ttvaru o obsahu b, tj. rovinného ttvaru, jehoz obvod je
slozen z tsecek. V souladu s feckou matematikou provedeme triangulaci tohoto
utvaru, tj. rozdélime ho na trojuhelniky. Tyto trojihelniky umime prevést na
obdélniky (obsah trojuhelniku je roven poloviné obsahu obdélniku nad danou
stranou trojihelniku a pfislusnou vyskou). Obdélniky je ddle nutno prevést
na obdélnik o jedné strané stejné. I to feckd matematika zvlddneme pomoci
tzv. gnémonu. Po jejich secteni uz zbyva jen prevést vysledny obdélnik na
étverec, jehoz stranu hleddme. K tomu vyuzijeme bud Eukleidovu vétu, nebo
Pythagorovu vétu.3? Metodu ilustruje obr. 4:

] ==

7 DD I b

Obr. 4 Geometrie 2. oddilu

ax ax 2

8o

Upravujeme tedy

a odtud je délka hledané strany

Doprovodné priklady:

22=9, 522=80 a %xzzl&

Treti oddil umocniuje: cilem je najit kvadrdt kofenu rovnice
bx = c.

Pro¢ je linedrni rovnice zafazena mezi kvadratické, muZzeme rekonstruovat
takto:

Nad tseckou délky bx sestrojime étverec b22? a nad c &étverec c2. Protoze si
maji byt ¢tverce rovny, je i

39 K celému postupu podrobné viz [EuZ], str. 19-24.
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a tedy podle pfedchazejicitho oddilu

[z ¢
x:\/a: b—2:5.

I zde mzeme ukazat geometrickymi prostiedky, o co se jedna (obr. 5):

bZIQ sy 62

8
P

bx C T

(a) (b)
Obr. 5 Geometrie 3. oddilu

Sl

Priklady:
r=3, 4x=20, —x=10.

Ctvrty oddil se zabyva rovnici tvaru
22 4+ br = c.
Prvni az tfeti oddil jsou, jak al-Chvarizmi pozdéji piSe, jasné a neni nutné je

prilis zdivodnovat. Pro ¢tvrty a dalsi oddil ale geometricky nazor k predstaveni
algebraickych kalkulaci potfebuje. Zde tedy v podobé obr. 6:

b b b2
2 2 (5)
b
T+ b
2 b
X €T 2$
x b
2

Obr. 6 Geometrie 4. oddilu

7 obrazku je patrno, zZe ¢tverec o strané x + g se sklada ze dvou c¢tverci
a dvou obdélnik, tj.

+ 0 Tt 2+ L
T 5 =13 x 23: 23:,
———
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takze kdyz jsou si rovny ¢tverce, jsou si rovny i prislusné strany, tj.

a odtud uZ mame

Doprovodné priklady:

1
22 + 10z =39, 22% + 10z = 48 (nejprve kratime dvéma) a §x2 + 5x = 28.

Paty oddil probira rovnici tvaru
az® + ¢ = b.

Postupovat mame takto:*°

Vezmeme ¢tverec ABCD, jehoz délku x pfedem nezndme, o obsahu z2.
K nému piikreslime obdélnik ADEF, jehoZ obsah je c¢. Vznikne nam tak
obdélnik BC'EF o obsahu bz, tzn. s jednou stranou BC délky = a druhou
stranou BF' délky b. Ten kolmo rozpilime v bodé H, takze délka tisecky CH

b

je 5. Kolmici na CE v bodé H prodlouzime o délku DH, ¢imZ vznikne bod

K. Povsimnéme si, ze ¢tverec FFK ma obsah (%)2. Zbyvajici bod obdélnika
FK pojmenujme M a na tsecku KM polozme tusecku KL, kterd je stejné
dlouhé jako HK. Potom tsecka LM je rovna x. Neboli obsah ¢tverce HL je
roven zbytku ¢tverce F'K bez obdélnika DF', protoze obdélnik EL je roven

obdélniku AH. Obsah ¢tverce HL je tedy (%)2 — c. Hledané strana = pak mé

délku
_bo (Y
T =3 F 5 ¢,
tj. CD nebo CG. Nacrtek pro tento druh tloh predstavuje obr. 7a, resp. 7b.
V prikladu
22 421 =10z

si al-Chvarizmi neopomene povSimnout, Ze vychazi dva ruzné kladné celé
kofeny
=3 a xzo=T.

Rovnéz zde provadi i rozbor poctu feSeni kvadratické rovnice véetné pripadu,
kdy rovnice nemd zadné, dvé ¢i jedno feseni. Upozornéme, ze jedno feSeni

40 P#i znaceni &tvercii a obdélnikéi pouzivame misty znadeni znamé z Eukleidovych
Zdkladu. Srv. [A09], str. 147-149.
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pritom jesté neznamend nutné zdvojeny kofen, protoZze pocitdme v oboru
kladnych pfirozenych ¢isel. Podle [BK] je prvnim, kdo na tento jev upozoriuje.

M L K
b_ g x-(g—x) by2 _
2 2 (3) —¢ b
2
B G H D C
T ‘ (Qf:v) T 2
2 X
F A B
b
(a)
E D b C
b-) (=4 o}
M L K
0
|
c = 72
o
. .
3 &
¢ H
2
(5) —¢
F b—z A m—% B
(b)

Obr. 7 Geometrie 5. oddilu

Sesty oddil zavrsuje rovnici typu

bx + ¢ = ax>.

Je zfejmé, Ze i pro tento oddil mizeme provést geometrické zduvodnéni.
Jedné se o zobecnéni nésledujicicho piikladu — viz [A09], str. 150,

3z +4 = 22
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Prvni tii oddily jsou z hlediska arabského (geometrického) algebraického
kalkulu zcela neproblematické, zbylé tii vyzaduji dikazy. Ty jsou provadény
pfevodem na geometrii Eukleidovych Zdkladi. Al-Chvérizmi tak ¢ini z toho
dtvodu, Ze diky metodé prekryvani ploch, kterd pochézi patrné od Pythagora,
je podle Thomase L. Heathe libovolny planimetricky problém redukovatelny
na Feseni kvadratické rovnice s kladnymi koeficienty a naopak.*! K tomu slouzi
pravé nacrtnuté obrazky 3-7.

Poznamenejme, Ze se al-Chvarizmi na Eukleida pfimo neodvolavé, pouze
Zdklady ve svych diikazech uziva, obzvlasté II. knihu. Usecky & plogné ttvary
zde figuruji jen jako pomtcka lepsi nazornosti. To, o co al-Chvarizmimu jde, jsou
¢isla. Vlastni algebraicky dikaz ve smyslu propojeni geometrie a algebry, jak
zname od Descarta, to jesté ale zdaleka neni. Nicméné geometrie se v arabském
stredovekém svété ukazuje v Uplné novém svétle — jako uzita, aplikovana
matematika, kterou uzivame k vybudovani dalsi, nové matematické discipliny
— algebry.

Priklady k témto oddilim obsahuje pozdéji podany Oddil o sSesti ulohdch
a Oddil o rozlicnych ulohdch. Prvni z nich doprovazi typovymi priklady
s podrobnym vysvétlenim prvnich Sesti oddilti a rozebira tak moznosti pti feseni
kvadratické rovnice v oboru kladnych pfirozenych ¢isel. Oddil o rozliénych
ulohach je jiz sbirkou resenych uloh ke stejné problematice. Nékteré z nich
jsou i praktického razu a dnesnimi slovy je muzeme oznacit za slovni ulohy
vedouci na feSeni kvadratické rovnice.

8.5 Pocitani s dvojéleny

Po feseni kvadratickych rovnic nasleduje oddil o ndsobeni dvojcifernych c¢isel.
V jazyce dnesni matematiky se jedné o Gpravu algebraickych vyrazi typu

(atx)-(bLta).
Co se po nas chce? Vyraz mame chapat takto:

(a+z)-b+z)=a-b+a-x+gx -b+x-x, (a)
=b-x

(a—z)-b—2)=a-b—a-z—gx-b+zx - x, (b)
=b-x

(a—z)-(b+2)=a-b+ta-z—b-z—x-x. (c)
K vysvétleni by nam mél postacit obr. 8:

41 Viz [Heath], str. 125.
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a

T (a—2z)-x r-x T b-z Tz

blz-b a-b

0 b w |a

(@-2)-b-2) | & (a—2)-b <

T T X a- T N N

T a z b z

(b) (c)

Obr. 8 Geometrie pro dvojéleny (a), (b), (c)

Vyznamné zde pritom vystupuje ¢islo 10. Specialné tedy pro bézné potieby

mame
(I0+z)-(10+2)=10-10+10-z+ - 104z - x.
=100 =10

K vysvétleni slouzi piiklady, které al-Chvarizmi pfipojuje (psané v dnesni

notaci):

(10+1)-(1042), (10—1)-(10—1) a (10+2)-(10—1)

— propojuji (geometrickou) algebru s aritmetikou. Mtzeme je ¢ist jako pfiklady
pro uziti velké ndsobilky, neboli jak se lze snadno zpaméti dobrat soucinu cisel

o malo se lisicich od ¢isla 10.

Nasleduji je priklady ryze algebraického typu

(10 —z)-10, (10+z)-(10+x), (10—x).(10 —z).

Zajimavy je pritom priklad se zlomky
1 1
1—=).({1=2
(-5)-(-5)

ktery al-Chvarizmi fesi nejen algebraicky, tj.

1 1 1 1 1 1 1 1 25
I—— ) (1-Z)=1-2-242.2=1-2-2 4+ — ="
< 6)( 6) 6 666 6736 36
ale i aritmeticky
1 1 5 5 25
(1‘6)'<l‘6>—6‘6 36

Kdyz si uvédomime, Ze se jednd o tlohu na vypocet zmény obsahu ¢tverce
o strané, jehoz strana se o Sestinu zmensi, mame jako doklad nasledujici obr. 9:
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1

1 5 T
6 36 36
5 25 5[l
6 36 36

5 1

6 6

Obr. 9

0ddil o nasobeni al-Chvarizmi zakoncuje tpravou algebraickych vyrazti

(10— 2)-(10+2), (10—a)-z, <1o+ ;x> - (; —5:5)

(10 +z) - (xz — 10) = (= + 10) - (z — 10).

Je zfejmé, Ze tato pasiz Algebraického traktatu podava néavod na ndsobeni
dvouciferngych cisel. Ten mé oporu v fecké geometrii a svou povahou, ackoli
by méla spise spadat pod Aritmeticky traktdt, ma opodstatnéné misto zde,
nevyzaduje totiz uziti desitkové pozi¢ni soustavy.

Dalsi postfeh, ktery je nutno zminit, je ten, Ze nejspiSe jeSté v této
dobé nebyla samoziejméa komutativnost nasobeni a s¢itdni — pro¢ by jinak
al-Chvarizmi zminioval posledni uvedenou rovnost pii upravé algebraickych
vyraza?

8.6 Dalsi apravy algebraickych vyrazu
0ddil o zvétsovdni a zmensovdni se vénuje dvéma jeviim

1. pocitani s odmocninami a
2. pocitani s polynomy.

Dokladaji to tvrzeni o Gpravach vyrazi s odmocninami

(V200 — 10) + (20 — v/200) = 10;**
(20 — v/200) — (v/200 — 10) = 30 — 2v/200, kde 2v/200 = V/R00.

Nésleduji dveé tvrzeni o tpravach kvadratickych polynomi:
(100 + 2% — 20z) 4 (50 + 10z — 22?) = 150 — 2% — 10z

438rv. [A09], str. 154.
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(100 4 2% — 20x) — (50 + 102 — 22?) = 50 — 3% — 30u.

K témto tvrzenim je pozdéji ve spise prilozeno vysvétleni podle obrazku
(viz [A09], str. 157-159), tedy pomoci Eukleidovy geometrie.

Dalsimi pocetnimi tkony s odmocninami jsou nasobeni kofenu kvadratu,
polovina kofenu kvadrétu, podil kofent (podil odmocnin), niasobeni kofent
mezi sebou (nésobeni odmocnin) a nasobeni rtznych nasobkt riznych kofent
mezi sebou (napf. 249 - 3\/41)

8.7 Obchodovani s troj¢lenkou

Obchod jako predmét Algebraického traktdtu se plné odrazi ve vykladu
a poCitani s trojélenkou, tj. pfimou a nep¥imou tmérou:**

Veéz, Ze délent se lidi o néco, stejne jako ndkup i prodej, vymena i ndjem
a Jin€ maji co do c¢inéni se ctvero cisly, stanovenymi tdzajicim a to s mirou,
cenou, mnoZstvim a hodnotou. Cislo, odpovidajici mire, stoji proti ¢islu odpovi-
dagjicimu hodnoté a ¢islo odpovidagici cené proti ¢islu odpovidajicimu mnoZstvi.
Z téchto ctyr cisel jsou vidy t¥i zndmé a jedno je mezndmé a o ném hovotici
rikd ,kolik“ a tdZe se tdzajict.

Tento oddil al-Chvarizmi doporucuje uzivat nejen v otazkach obchodovani,
ale i vymény, objemu, vahy nebo mzdy.

Pokud tazajict vikd: Pracugict, ktery md mesicni vydelek deset dirhamai,
pracoval Sest dni. Jaky je jeho dil, vis-li, Ze Sest dni je jedna pétina meésice
a dil dirhami je takovy, jako je dil odpracovaného [Casu] z mésice.

Pravidlo je nasledugjici: JestliZe, jak bylo veceno, mésic je tricet dni, coZ je
mira, deset dirhami je cena, Sest dni je mnoZstvi a [ptame sel, jaky je dil, to
jest hodnota. Vyndsob cenu, to jest deset, mnoZstvim, které stoji proti tomu,
to jest Sest, obdrzis sSedesdt a dél triceti, to jest zndmym cislem a to mirou;
obdr#is dva dirhamy a to je hodnota.*®

Poznamenejme, Ze timto oddilem kond¢i preklad Algebraického traktdtu po-
dany Robertem z Chesteru. V ¢eském vydani [A08] i [AQ9] je jesté Oddil o mé-
vend, ve kterém se podle Donalda E. Knutha*® porovnava Mishnat ha-Middot,
sepsany Zidovskym rabinem Nehemjanem, s al-Chvérizmiho Algebraickym
traktatem.

8.8 Arabska metricka geometrie

Oddil o meéreni propojuje geometrii s algebrou a uvaddi do arabského
svéta Archimedovy vysledky z oblasti obsahu ploch rovinnych i objemu
prostorovych geometrickych tutvaria. Al-Chvarizmi nejprve zavadi plosné miry

44 Viz [A09], str. 178.
45 Vig [A09], str. 179.
46 Viz [Knuth], str. 3-4.
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pres plochu ¢tverce. Jednotkovou plochu sice ma jako nasobek stran obrazce
se stejnymi stranami a Ghly (tj. obecné jako plochu pravidelného polygonu),
uvazuje vsak o ¢tverci. Od plochy ¢tverce je pak schopen odvodit délku strany
jako kofen (tj. odmocninu) plochy. Dile ma vztah pro obsah trojthelniku
pomoci vysky a poloviny zakladny, pro obsah kosocétverce pomoci soucinu
uhlopricek.

Vlastnosti kruhu a jeho casti jsou rozvedeny peclivéji. Obvod kruhu fesi
al-Chvarizmi podobné jako Archimedes pies S%nésobek pruméru (tj. pomoci
nasobku ¢islem 3,142857), pro astronomy ale specialné pies 62832nésobek
priméru déleny 20000 (tj. z dnesniho pohledu pfesnéjsim ndsobenim ¢&islem
3,1416), coz je presnéjsi hodnota transcendentalniho éisla 7. Je ovSem zfejmé,
ze pojem transcendentalniho ¢isla se v jazyce arabské matematiky 9. stoleti
principidlné nemiZe ustanovit, nebot jazyk matematiky k tomu jesté neni
vybaven svymi vyrazovymi prostiedky.

Kazdy kruh md tu vlastnost, Ze vyndsobis-li prumeér tremi a jednou sedminou,
obdrzis obvod, ktery ji ohranicuje. Tento wvztah je duleZity. Geometri maji
k této otazce dalsi dva vztahy. Jeden je: Vyndsobis prumeér sam sebou a deseti
a naleznes z tohoto koten a obdrzis obvod. Druhy vztah pro astronomy:
Vyndsobis primeér Sedesdti dvéma tisici osmi sty triceti dvéma a poté delis
dvaceti tisici a podil je obvod. Vse je to podobné jedno druhému. Délis-li obvod
tremi a jednou sedminou, obdrzis prumér.

7Z obvodu dostane primeér obriacenym postupem. Plochu kruhu pocita
z priaméru a obvodu jako jeden z pfipadi (pravidelného) mnohothelniku (ktery
v kruhu skryté jako limitni p¥ipad vidi). Rovnéz se zabyvd mirami kruhové
vyseCe pomoci miry oblouku a délky tétivy.

Nasleduje struény piehled tvrzeni o objemu prostorovych téles pomoci
plochy podstavy a jejich vysky. Néktera z nich al-Chvarizmi piebird i od
Eukleida. Tvrzeni

Co se tyce jehlanu trojuhelného, ctvercového a kruhového, maji tu vlastnost,
Ze soudin tretiny plochy jejich podstavy s vyskou je objem.*”

al-Chvéarizmi piebira z XII. knihy Eukleidovych Zdkladi.*8
8.9 Pythagorova véta pro pravouhly trojihelnik

Al-Chvérizmi ve svém vykladu neopomine ani Pythagorovu vétu o rovnosti
souctu ¢tvercu sestrojenych nad odvésnami pravouhlého trojuhelniku se ctver-
cem sestrojenym nad pfeponou. OvSem ve znéni vice algebraickém:

Kazdy pravouhly trojuhelnik md tu vlastnost, jestlize vyndsobis obé kratsi
strany samy sebou, pak soucet téchto soucini je roven soucinu nejdelsi strany
samy se sebou.®®

47 Viz [A09], str. 182.
48 Viz poznamka Petra Vopénky [A09], str. 182. Srv. [Servit], str. 271.
49 Viz [A09], str. 182.
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U geometra Eukleida pfitom méame:

V' pravouhlych trojuhelnicich ctverec na strané proti uhlu pravému leZici
rovnd se ¢tvercim na strandch pravy thel svirajicich.>°

Rovnéz dukaz je jiny, nez jaky zname z Eukleidovych Zdkladd. Al-Chvarizmi
konstruuje c¢tverec, ktery rozdéli na osm stejnych pravoihlych trojuhelnik
a Pythagorovu vétu dokazuje pro jeden z nich. Diikaz je u¢inén pomoci obsahii
vzniklych trojthelnika a ¢tverct (viz obr. 10).

B F A
G- K E
D H c

Obr. 10 Dikaz Pythagorovy véty podle al-Chvarizmiho

Al-Chvarizmi: Dikaz je ndsledujici: Sestroj ¢tvercovy obrazec se stejnymi
stranami a thly ABCD, ddle rozpul stranu AC bodem E a sestroj kolmici do
bodu G, ddle rozpilime stranu AB bodem F a spustime kolmici do bodu H.
Obrazec ABCD se skladd ze ¢tyr obrazcu se stejnymi stranami a thly, a to
AK,CK, BK, DK. Ddle vedeme ¢dru z bodu E do bodu F pulict obrazec AK
a vzniknou dva trojuhelnikové obrazce, jmenovité AFE o EKF. Je jasné, Ze
AF je polovina AB a AFE je ji rovna a je to polovina AC a édra F'E je spojuje
pod pravym thlem. RovnéZ tak sestrojime cdary od F ke G, od G k H a od H
k E. Vsechny kvadrdty urcuji osm trojuhelniki. Je jasné, Ze ctyri dohromady
daji velky obrazec AD. [Ddle] je ziejmé, Ze ¢dra AF [vyndsobend] sama sebou
je plocha dvou trojuhelniki, a édra AE [vyndsobend] sama sebou je plocha
stejnych trojuhelniki. Proto soucet téchto ploch jsou ctyri trojuhelniky a strana
EF [vyndsobend] sama se sebou urcuje plochu dalsich ctyr trojuhelniki. Proto
je ziejmé, Ze soucet soucinu AF sama se sebou a soucinu AE sama se sebou
je roven soucinu FE sama se sebou. A to jest to, co jsme chtéli dokdzat.>!

Pro porovnani uvadime téz i dikaz Eukleidovych Zdklada.

Eukleides: Trojihelnikem pravouhlym bud ABC, maje pravy tihel BAC;
pravim, Ze ¢tverec na BC rovnd se (souctem) étvercim na BA a na AC.

Nuze bud narysovin na BC étverec BDEC, na BA, AC, pak GB, HC,
a z bodu A vedena bud AL || BD nebo CE a spojnice AD, FC. A jeito <BAC
1 BAG jsou pravé, toz na jakési usecce BA a pri bodé na ni A dvé iusecky

50 Viz [Servit], str. 24, p¥ip. [EuZ], str. 79.
51 Viz [A09], str. 182-183.
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AC, AG na rozlicnyjch strandch tvori stykavé uhly rovné dvéma pravym, tedy
CA, AG éini dsecku; z téze priciny ovSem téZ BA, AH dind usecku (I. X1v.).
A jeito <DBC = FBA, oba totiZ jsou pravé; spoleény prictémez ABC'; tedy
cely <DBA = FBC. A jeito DB = BC a FB = BA, jsou oviem DB, BA
obéma FB, BC jednotlivé rovny, a <DBA = FBC| tedy zdkladna AD = FC
a AABD = FBC; a dvakrdt vétsi nez ANABD jest rovnobéinik BL; nebot maji
touZ zakladnu a jsou mezi tymiz rovnobézkami BD, AL (I. XL1.); a dvakrdt
vétsi nez AFBC je étverec GB, nebot maji touZ zdkladnu a jsou mezi tymiz
rovnobézkami F B, GC. (Dvojndsobky pak tiychz velic¢in jsou si rovny.) Tedy téz
rovnobéznik BL rovnd se ctverci GB.

Podobné ovsem vedenim spojnic AE, BK dokdZe se, Ze téz rovnobézinik C'L
rovnd se ctverci HC'. Cely tedy ctverec BDEC rovnd se souctu obou ctverci
GB, HC. I jest ¢tverec BDEC nargsovin na BC, a GB, HC na BA, AC.
Tedy BC* = BA? + AC? .52

E

Obr. 11 Dukaz Pythagorovy véty podle Eukleida

Poznamenejme, Ze krasa Eukleidova ptivodniho dikazu spociva nejen v obec-
nosti trojuhelniku, pro ktery tvrzeni plati, ale rovnéz v metodé. Dikaz vy-
chazi od pravothlého trojihelniku, jehoZ vlastnost (Pythagorova véta) se zde
zkouma, a konstrukce onéch ¢tvercti nad odvésnami. Dochézi k tomu pomoci
vlastnosti stfidavych thlt, rovnosti trojuhelnikti o stejnych zakladnach mezi
tymiz rovnobézkami a vztahu rovnobézniku a trojihelniku o stejné strané mezi
tymiz rovnobézkami. Uziva piitom metodu pfekryvani ploch.??

52 Vig [EuZ], str. 79.
53 Srv. [Heath], str. xl-xli.
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8.10 Geometrie rovinnych utvaru

Al-Chvarizmi dale rozlisuje pét ¢tyiruhelnikt — ¢tverec, obdélnik, kosoctve-
rec, kosodélnik a obecny Ctyithelnik. Pro né uvadi na nazornych ptikladech
vztahy pro vypocet jejich plochy.

Co se tyce ostatnich ctyruhelnikia, definovdani jejich plochy se prevad:i na

pravidla vipoctu ploch trojihelniki. s pomoct whlopiicek.>*

Tomu rozuméjme tak, ze ¢tyrihelnik méme triangulovat a jeho plochu
pocitat pres plochu jednotlivych dilkd — malych trojihelnik. Poznamenejme,
Ze pro vypocty na obecnych plosnych atvarech se tato metoda v numerické
matematice uziva hojné i dnes. Stoji rovnéz i v teoretickych zakladech teorie
integralu.

Rozdéleni trojuhelnika a vypoctu jejich plochy vénuje dosti pozornosti. Roz-
lisuje trojuhelniky pravouhlé, ostrothlé a tupothlé. Trojahelniky mezi sebou
porovnava podle jejich obsahu ve vztahu k Pythagorové vété (ostrothlé troj-
thelniky maji soucet kvadrati kratsich stran vétsi nez kvadrat nejdelsi strany,
u tupotihlych trojuhelnikl je tomu naopak). Zde mizeme spatifovat ndznaky
pro kosinovou vétu, ale musime v souladu s Ladislavem Kvaszem konstatovat,
ze stejné jako v drivéjsich poznamkach k takovémuto novodobému vyjadieni
neni jazyk matematiky dostate¢né vyvinuty. U ostrotuhlych trojihelnikt uvadi
i vlastnosti pro rovnoramenny a rovnostranny trojuhelnik. Obsah tupothlého
trojihelnika mame provadét pomoci vysky spusténé na nejdelsi stranu (aby
pata vysky nebyla vné trojihelniku).

8.11 Aplikovana algebra (v geometrii)

V poslednich zévérecnych prikladech al-Chvarizmi fesi vypocet objemu ko-
molého jehlanu se ¢tvercovou podstavou (s poznamkou pro kruhovou podstavu)
a vypocet délky ¢tverce vepsaného do rovnoramenného trojahelniku (vypocet
velikosti pozemku). Pfiklady jsou doprovodné, ukazuji, za jakym tGcéelem a proé
jsme se zabyvali algebrou (feSenim kvadratickych rovnic) a propojovali ji s geo-
metrii.

9 Jazyk Algebraického traktatu

Podstatou algebraickych manipulaci neni nazor, vhled, ale cit pro kalkulaci.

Nejde o to vysledek vidét (jako v geometrii), ale spise ziskat cit pro to, jak
k nému dospét, ziskat cit pro rizn€ upravy, transformace a triky, ziskat cit pro
moznosti, které nam jazyk nabizi. Tyto moZnosti nejsou aktualizované, nejsou
odkryté pohledu. V jazyce algebry je vidy vyzdvihnuty pouze jeden vyraz, ten,
ktery pravé upravujeme.®?

Oproti aritmetickému jazyku méa jazyk algebry explicitni symbol pro pro-
ménnou. Geometrie ma proménnou skrytou jakozto tisecku neurcité délky. Tato

54 Vig [A09], str. 185.
55 Viz [Kvasz], str. 30.
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skrytost presto staci ke schopnosti jazyka geometrie dokazat vseobecné turzend.
Na rozdil od geometrie ale jazyk algebry ma v sobé explicitné obsazeny i ndvod,
jak k vysledku dospét.

Dalsim pfinosem, ktery algebra ma v sobé vnitiné, je schopnost dokazat
modalni situace — nemoznost TeSeni ¢i nasobnost Feseni, jak jsme tomu byli
svédky i1 u poctu feseni kvadratické rovnice.

Jazyk algebry je pronim jazykem, ktery je s to dokdzat neresitelnost konkrétni
tlohy.%8

Jazykem geometrie nemame jak ukdzat nemoznost jako takovou, v algebraic-
kém jazyce ji vyjddrime.

Co se tyka expresivni sily jazyka algebry ve vztahu ke geometrickému jazyku,
shledavame algebru svobodnéjsi — nemusi se omezovat pouze na mocniny dvou
¢i tf1 jako prostorem omezend geometrie, kterd tim vyjadiuje plosny obsah
¢i objem, miZze pracovat s libovolné velkymi mocninnymi ¥ady.>” Musime si
ale uvédomit, ze pro mocniny vyssi nez 3 jiz nemame interpretaci a srovnani
v geometrickém nazoru. Presto algebrou lze fesit to, co jazykem (syntetické,
fecké) geometrie sotva zvladneme zformulovat. Na druhou stranu jazyk algebry
uvizne na problému kvadratury kruhu, na pojmu transcendentniho ¢isla. Ackoli
se al-Chvarizmiho algebra vypofadava s obsahem kruhu a obvodem kruznice,
¢ini tak pouze aproximativné. Nicméné mizeme zde poukazat na to, Ze se jedna
o podobny ontologicky problém jako s nulou v pfipadé Aritmetického traktdtu
— Cislo 7 predstavuje veli¢inu, o které nelze v jazyce algebry nic fici, je to ¢islo,
které nespliiuje zadny algebraicky vztah.5®

Presah algebry do nezavislosti na interpretaci nese sebou i explanatorickou
sitlu jazyka algebry. Fakt, ze eukleidovskou konstrukci nelze provést trisekci
thlu ¢ zdvojeni krychle, ale algebrou ano, doklada podle Ladislava Kvasze
praveé tuto silu.

Posledni schopnosti jazyka algebry je vytvorit vliastni univerzdlni analytickou
metodu. U al-Chvarizmiho tato schopnost jazyka teprve zacina, plné se vSak
rozviji hlavné od dob Reného Descarta.

10 Zavér

Al-Chvérizmiho traktaty dokézaly pfivést do Evropy novou aritmetiku, za-
lozenou na indické matematice kalkulaci s velkymi ¢isly, a algebru zalozenou
v fecké matematice geometrického nazoru. Jsou velmi dtlezitym svédectvim
vyvoje matematiky a prichézi s naprosto novym pfelomovym zpisobem uvazo-
véni, ve kterém nazor je nahrazen odvozenim, manipulaci s ¢isly ¢i (budoucimi
skuteénymi) symboly.

56 Viz [Kvasz], str. 32.

57 Srv. expresivitu jazyka aritmetiky a algebry v potencialité libovolné velkych Fadi
desitkové (p¥ip. Sedesatkové) poziéni soustavy u Aritmetického traktdtu a libovolné velkych
fadi mocnin u Algebraického traktatu.

58 Srv. [Kvasz], str. 37.
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Stredoveka arabska aritmetika predstavuje znalost indického aritmetického
kalkulu, ktery dokaze velmi rychle predpovédét vysledek pocitani s velkymi
¢isly. P1i znalosti algebraického kalkulu bylo mozné pouhou kalkulaci se znaky
predpovédét feseni slozité tlohy. Své zduvodnéni pritom opira o Feckou geomet-
rii. K jejich vzadjemnému plnohodnotnému propojeni s geometrii, o kterou se
algebraicky kalkul opiral, dochazi az s ndstupem doby René Descarta:

Vsechny ulohy geometrie lze snadno prevést na takove termy, k jejichz
sestrojent staci zndt pouze délky nékterych usecek.>®

Diky proniknuti algebry do geometrie tak mtizeme navrhnout (geometrickou)
konstrukci a déle oteviit geometrii (algebraickych) objektt, které nemohla
synteticka feckd geometrie uchopit.
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