Mathematics throughout the ages. VI

Ludmila Dostalova

Hilberttiv program: proména matematické praxe pied a po Godelovych vétach o
netplnosti

In: Jindfich Be¢véar (editor); Martina Becvarova (author): Mathematics throughout the ages. VI.
(Czech). , 2010. pp. 175-185.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401734

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/401734
http://dml.cz

175

HILBERTUV PROGRAM:
PROMENA MATEMATICKE PRAXE
PRED A PO GODELOVYCH VETACH O NEUPLNOSTI

LUDMILA DOSTALOVA*
Uvod

Matematika prvni poloviny 20. stoleti je silné poznamenana diskusemi
o zakladech matematiky z prelomu stoleti a bouflivym rozvojem moderni
logiky, ktery byl jednim z dtsledkt tohoto déni. Vitézné tazeni, na které
se tehdy logika po stoletich stagnace vydala, bylo zapfi¢inéno tim, Ze nové
systémy vyrokové a predikatové logiky dokéazaly tspésné vyftesit fadu otazek,
se kterymi se tradi¢ni logika od poc¢atku marné potykala, takze se nemohla stat
vhodnym néstrojem matematiky.! Nyni matematika poprvé dostala nastroj
umoznujici nejen analyzovani pojmi, ale zejména provadéni ekvivalentnich
Uprav tvrzeni a jejich dokazovani, takze se nahle zdalo, ze idedl Lingua
characteristica universalis et calculus raticionator je na dosah ruky. Novy
systém z Russellovych a Whiteheadovych Principia Mathematica prinasel
jistotu dokazovacich metod srovnatelnou s jistotou metod algebraickych, takze
se zdalo byt jen otdzkou Casu, kdy matematika naplni Leibnizovu predstavu, ze
vSechna pravdiva tvrzeni ptijde prosté ,vypocitat“;? resp. bude je mozné ziskat
prostymi mechanickymi manipulacemi se symboly. Po dekddach optimismu
pochopitelné nasledovalo vystiizlivéni, a to tehdy, kdyz Goédelovy vysledky
ukézaly neprekrocitelné hranice moznosti novych systémii a nové metody.

Hilbertuv program je ¢asto vniman jako dité tohoto obdobi naivniho opti-
mismu, ¢i jako libastka véhlasného profesora na vyminku. Oboji nazor se mtze
zdat opravnény z pohledu dnesniho stavu badani, kdy jsme jednak nauceni
s despektem hledét na sebejistotu logického pozitivizmu tak charakteristického
pro obdobi 20. let, a kdy je navic s Gédelovymi vysledky (pfinejmensim for-
mélné) sezndmen nejen kazdy student logiky a matematiky, ale i filosofie. Ve
své dobé vSak mél Hilberttiv program hluboké opodstatnéni a matematika (ani
logika) by bez néj nebyla tim, éim je. Ba dokonce ani Gédelovy vysledky by

* Préce vznikla za podpory grantu GA CR P401/10/0690 Prameny evropské matematiky.

I Tradi¢ni logika se zabyvala zejména analjzou pojmi a vztahti mezi nimi, zatimco ma-
tematika vyzaduje zejména analyzy vztah mezi celymi tvrzenimi (ekvivalence, vyplyvani);
resp. potiebuje metody transformace jednoho tvrzeni na druhé. Z toho duvodu byla v tra-
di¢ni logice pfi uplatnovani axiomaticko-deduktivni metody dedukce vzdy interni zalezitosti
dané discipliny — napi. Eukleidovska konstrukce kruzitkem a pravitkem — nikoliv metodou
logickou.

2 Kdybychom ji [metodu rozumového kalkulu] méli k dispozici, byli bychom schopni
uvazovat v metafyzice a mordlce pravé tak stejnym zpusobem jako v geometrii a analyze.
Kdyby doslo ke kontroverzim, nebylo by jiz vice treba disputace mezi dvéma filosofy, nez je
tomu mezi dvéma poctdri. Nebot by stacilo, aby do svijch rukou vzali svd pera, sedli si ke svym
stolim a navzdjem si vekli (s néjakym pritelem jako svédkem, kdyby chtéli): ,Pocitejme.
(Leibniz, O reformé véd, viz [Leibniz 1956])
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s nejvétsi pravdépodobnosti nespattily svétlo svéta. Cilem pfispévku je ukazat
vyznam Hilbertova programu a jeho zasadni vliv na dals$i vyvoj matematiky
a ukézat, ze Hilbert nebyl zadnym prikopnikem slepych ulicek, nybrz fadnym
¢lenem proudu hlavniho.

Historické souvislosti

Na prvni pohled je Hilberttiv program zalezitosti dvacatych let dvacatého
stoleti — v roce 1921 jej Hilbert poprvé explicitné zformuloval;® roku 1926
byl precizovan;* a v roce 1929 se uz Hilbert citil oprédvnén prohlésit, Ze
Gspésné naplnéni programu je na dosah ruky;® aby roku 1930 pohibily
toto jeho ocekévani Godelovy vysledky.® Pfi bliz§im zkouméni mfizeme jeho
pocatky hledat na pocatku dvacatého stoleti, kdy se Hilbert zacal systematicky
vénovat praci v zdkladech matematiky.” Diky tomu se okolo né&j v Gottingen
shromézdila skupina logikil,® jejim? védecko-vyzkumnym zadmérem Hilberttv
program v podstaté je. Nicméné ideové kofeny celého programu je tieba hledat

3 Hilbertiiv program byl poprvé explicitné zformulovan ve tfech Hamburskjch prednds-
kdch z 1éta 1921, které byly odpovédi na ¢lanek Hermanna Weyla Uber die neue Grund-
lagenkrise der Mathematik, Mathematische Zeitschrift 10(1921), str. 37-79. Publikovany
byly o rok pozdéji jako Neubegrindung der Mathematik: Erste Mitteilung, Abhandlungen
aus dem Seminar der Hamburgischen Universitat 1(1922), str. 157-177. Program navazuje
na pfredchozi Hilbertovu préci v zdkladech matematiky. Oproti pfedchozim formulacim (najit
vhodny axiomaticky systém matematiky a dokazat jeho bezespornost) se tu poprvé objevuje
pozadavek, Zze metody pouzité pii dokazovani a odvozovani musi byt finitni, coz v podstaté
odpovida pozadavku rozhodnutelnosti celého systému. Rada pozdéjsich praci (Hilbertovych
i jeho spolupracovnikil) se pak zabyva otdzkou, které z obecné uzivanych metod tomuto kri-
teriu vyhovuji. Nejpodrobnéji tuto otazku Hilbert rozpracoval v ¢lanku Uber das Unendliche,
Mathematische Annalen 95(1926), str. 161-190. Hilbertova koncepce finitnich metod je velice
problematickou otazkou. Podrobnéji viz napf. ¢lanek Richarda Zacha [Zach 2003].

4V ¢lanku O nekonecnu z tohoto roku (viz pfedchozi poznamka) se kromé podrobného
vykladu o finitnich metodach poprvé objevuje explicitni distinkce mezi tzv. matematikou real-
nou a idealni, resp. matematikou finitni odpovidajici bézné matematické praxi, a transfinitni
(napt. kvantifikatory), kterd ma byt pouze konzervativnim rozsifenim matematiky finitni.
Konzervativni v tom smyslu, Ze zjednoduSuje vyjadfovani o finitni (redlné) ¢asti matema-
tiky, ale veskerd tvrzeni finitni (redlné) matematiky zformulovana ¢i odvozend pomoci mate-
matiky transfinitni (idedlni) mohou byt zformulovana ¢i odvozena i bez nich, ¢isté finitnim
zpusobem.

5 Hilbert toto své prohlageni ué¢inil v ramci prednasky Probleme der Grundlegung der
Mathematik pfednesené roku 1928 na Matematickém kongresu v Bologni a publikované o rok
pozdéji v Mathematische Annalen 102(1929), str. 1-9. V tomto svém prohldSeni se opiral
predevsim o Bernaysovy a Ackermannovy vysledky publikované v roce 1927 az 1928. Jednalo
se o dukazy bezespornosti riznych ¢asti matematiky prostfednictvim tzv. e-kalkulu.

6 Gédel své vysledky poprvé prezentoval na podzim 1930 na konferenci v Kdnigsbergu.
Publikovany byly v nasledujicim roce jako Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I, Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38(1931),
str. 173—198, kde je také poprvé zkonstruovana konkrétni nedokazatelna sentence. Tato prace
byla poté uznana jako habilitacni.

7 Prvni obdobi Hilbertovy prace v zékladech aritmetiky lze datovat do obdobi mezi lety
1900 a 1905, resp. mezi publikace praci Uber den Zahlbegriff a Uber die Grundlagen der
Logik und Arithmetik. K témto tématim se pak systematicky vraci az po roce 1915, tfebaze
na dané téma v Gottingen Casto prednasi.

8 V roce 1917 pozval Hilbert do Géttingen svého byvalého studenta Paula Bernayse, aby se
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daleko hloubéji — az v Aristotelovych Druhgch analytikich a v Leibnizové
Reforme wved, které lze chapat jako klicové momenty ve vyvoji metody,
ktera se dnes oznacuje jako axiomaticko-deduktivni a je charakteristickym
rysem metodologie evropské védy. Oboji projekty vychazi z predstavy, Ze
lidské poznani libovolné védni oblasti lze usporadat do systému s relativné
malym poc¢tem vychozich tvrzeni (axiomi), kterd se prijimaji za pravdiva
a nedokazuji se, ale ze kterych se naopak dokazuji vSechna ostatni tvrzeni
pomoci opét malého poctu pravidel odvozeni, kterd maji tu vlastnost, ze
zachovéavaji pravdivost. Pravdivost vSech tvrzeni daného oboru tak je odvozena
od pravdivosti vychozich axiom.

Krize matematiky v 19. stoleti souvisejici zejména s objevem neeukleidov-
skych geometrii a zpochybniujici tak narok matematiky na pravdivost zaloze-
nou na evidenci (Eukleides), resp. intuici (Kant), zpiisobila, Ze tento princip
budovéni védy bylo tfeba zalozit na novych zakladech — resp. zduvodnit ¢i do-
kazat pravdivost axiomt matematiky. Pro Hilberta jiz axiomy nejsou evidentné
pravdiva tvrzeni, jejichz pravdivost je zalozena na nutnosti (Aristotelés),® resp.
jednoduchosti (Descartes, Leibniz),!? ale pouze ta tvrzeni, ktera stac¢i k vyge-
nerovani vSech tvrzeni daného systému, ale jejichz pravdivost je tfeba ovérovat
stejné jako u empirickych véd.'! Jeho program pak neni ni¢im jinjym nez kon-
strukci takového systému a zdtvodnénim jeho korektnosti, tiplnosti a pravdi-
vosti.

Hilbertuv program a uplnost aritmetiky

Strucné je mozné Hilbertiv program shrnout do dvou bodi:

1. najit kone¢ny systém (redlnych)'? axiomt, ze kterého by bylo mozné (pouze

s nim systematicky vénoval préaci v zdkladech matematiky. Tento akt 1ze povazovat za zalozeni
tzv. Hilbertovy $koly, kterou tvofili dalsi Hilbertovi zaci jako Ackermann, von Neumann,
Gentzen, Schiitte a dalsi. Pfednasky o zakladech matematiky z let 1917 az 1920 stejné jako
spis Die axiomatische Denken pak vyrazné piedznamendavaji Hilbertiv program, ktery je
vlastné vysledkem jeho systematické prace v zédkladech matematiky a nikoliv nahodilym
projektem.

9 Kazdd dokazovaci véda se zabyjvd ... obecngmi pocdtky, takzvangmi aziomy, z kterych
se jako z toho, co je pruni dokazuje. (Anal. Post. I 10 76b)

Dokazovact védént je védéni z nutngch pocdtkid. (Anal. Post. I 6 74b)
se jednou u bezprostredniho, je to nutné nedokazatelné. (Anal. Post. I 3 72a — citovano dle
[Aristotelés])

10 Vsechny pruni pravdy rozumu i fakti maji spolecné to, Ze nemohou byt dokdzdny
prostrednictvim néceho jistéjsiho, protoZe jsou jednoduché a nesloZené. (Nové zkouméani
o lidském rozumu; Bk IV. Ch. 2 § 8 — citovano dle [Leibniz 2010])

1V pripadé axziomatického systému staci, vlioZime-li axiomy do odvozovaciho apardtu,
jako je napt. logicky stroj Stanlyho Jevonse, a pak uz jen pozorujeme, jak vyristd celd geo-
metrie. Pravdivost kteréhokoliv axiomu musi byt ovérena empiricky. Pravdivost Eukleidova
pdtého postuldtu v aktudlnim svété must byt ovérovdna stejnymi prostredky, které jsou uzi-
vdny k ovétovdni napt. Einsteinovy obecné teorie relativity. (Grundlegung der Geometrie;
citovano dle [Hilbert])

12 Viz poznamka ¢. 4.
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finitnimi metodami)*® odvodit veskerou matematiku;

2. dokédzat (opét finitnimi prostfedky) bezespornost tohoto axiomatického
systému.

Naplnit tento program predpoklada dislednou formalizaci matematiky —
prepis vSech tvrzeni matematiky do formalizovaného jazyka a nalezeni pravidel
pro odvozovani tak, aby diikaz konkrétniho tvrzeni (jeho odvozeni z téchto
axiomtl) v principu spoé¢ival pouze v ¢&isté mechanické manipulaci se symboly
tohoto formalizovaného jazyka. Hilbert v tomto ohledu vychéazi ze systému
Principia Mathematica.'*

Prvni bod programu v sobé v podstaté zahrnuje diikaz (korektnosti),
aplnosti, konzervativnosti!® a rozhodnutelnosti'® zvoleného axiomatického
systému. Hlavni pozornost se vsak sousttfedila na druhy bod programu, a sice
na diikaz bezespornosti, ¢imz méla byt zarucena pravdivost axiomi, resp.
celého systému matematiky. Tento dikaz bezespornosti mél byt pfimy a nikoliv
relativni; tj. bezespornost prislusného axiomatického systému neméla byt
dokazovana vnofenim do néjaké jiné teorie, jako tomu bylo s dosavadnimi
dtikazy tohoto druhu, nybrz pfimo (z axiomt tohoto systému samyjch) a sice tak,
ze se (finitnimi prostfedky) ukéze, Ze z axiomu tohoto systému nelze odvodit
spor. Timto smérem se proto ubirala vétSina prace pii napliiovani Hilbertova
programu, predevsim prace Wilhelma Ackermanna a Paula Bernayse, o néz
predevsim se opiral Hilbert pfi svém prohlaseni z roku 1929.

Godelovy véty o netplnosti

Godelova prace se zpocatku odvijela viceméné v intencich Hilbertova pro-
gramu. V roce 1929 se mu podafilo dokazat tplnost predikatového kalkulu
prvniho fadu.'” V duchu Hilbertova programu by mu nyni staéilo:

1. najit vhodny aplny systém axiomu matematiky a
2. dokazat jeho bezespornost.

Godel vSak pfi své praci dosel k principidlné zaporné odpovédi na oba
dva tkoly.'® Tyto vysledky jsou zndmé jako Prvni a Druha Godelova véta
o neuplnosti.

13 Viz poznamka ¢. 3.

14 Systém logiky predstaveny Russellem v jeho spise Principia Mathematica v podstaté
odpovida dnesni klasické predikatové logice prvniho fadu a kalkulu pfirozené dedukce.

15 Viz poznamka &. 4.

16 Viz pozndmka ¢. 3.

17 Uplnost predikatové logiky prvniho fadu (resp. kalkulu funkci prvniho fadu) byla
jednim z otevienych problému Hilbertova programu. Godel v roce 1929 predlozil na Videnské
univerzité feseni tohoto problému jako svou disertacni praci. Publikovana byla o rok pozdéji
jako Die Vollstindigkeit der Aziome des logischen Funktionenkalkils, Monatshefte fir
Mathematik und Physik 37(1930), str. 349-360.

18 Viz poznamka &. 6.
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Prvni Goédelova véta o netplnosti

Pro kazdy dobre definovany systém axiomu a odvozovacich pravidel vZdy
ezistuji diofantické problémy tohoto typu, které jsou témito axiomy a pravidly
nerozhodnutelné, a to za pouhého predpokladu, Ze mejsou odvoditelné Zadné
nepravdivé vyroky tohoto typu.®

Godel vychézi z aritmetiky (teorie pfirozenych éisel) a logiky prvniho fadu
(tedy v podstaté ze systému dnes oznacovaného jako Peanova aritmetika), kterd
se obecné povazovala za vhodny zdklad axiomatizace matematiky, nebot v ni jiz
byla interpretovana valné ¢ast tehdej$i matematiky.2® Uvniti tohoto systému
se mu vSak podafilo zkonstruovat nezavislou sentenci, tj. dokazat, ze (Peanova)
aritmetika nestaci k axiomatizaci ani aritmetiky jako takové (natozpak veskeré
matematiky), nebot existuje tvrzeni aritmetického jazyka, které je pravdivé
a pfi tom neni odvoditelné (dokazatelné) z axiomt (Peanovy) aritmetiky. Navic
Ize tento vysledek zobecnit v tom smyslu, Ze podobnou nezavislou sentenci
je mozné zkonstruovat v kazdém axiomatickém systému, ktery aritmetiku
obsahuje. Prvni Godelova véta tak nejen ukazuje, ze (Peanova) aritmetika
neni vhodnym axiomatickym systémem k axiomatizaci veskeré matematiky,
jeji dusledek navic znamend, ze matematika, jako takova, nemize byt plné
axiomatizovana konecnym, resp. rekurzivnim zptsobem. Tim je prokazana
neuskutec¢nitelnost prvniho tkolu Hilbertova programu. Druha Goédelova véta
o neuplnosti pak ukazuje nemoznost jeho druhého bodu, a sice pozadavku
primého dtikazu bezespornosti.

Druha Goédelova véta

Pro kazdy dobre definovany systém axiomi a pravidel je vyrok, tvrdici jejich
konsistenci (¢i spise ekvivalentni vyrok teorie Cisel), medokazatelny z téchto
azxiomu a pravidel, pokud jsou tyto axiomy a pravidla konsistentni a dostacujict

s vz

k odvozent urcité édsti finitistické aritmetiky prirozengch ¢isel.?!

Druhéd Godelova véta tedy tvrdi, ze kazdy axiomaticky systém obsahujici
aritmetiku a schopny dokéazat vlastni bezespornost je sporny; takze beze-
spornost axiomatického systému lze dokézat jen relativné vzhledem k jinému

19 Some basic theorems on the foundations of mathematics and their philosophical
implications — [Godel 1995], Vol. 3, str. 304-323.

20 Uplnost a bezespornost aritmetiky (teorie pfirozenych &isel) jakozto nejjednodussi
casti matematiky byla v té dobé zcela samoziejmé predpoklddana stejné jako nebyla
problematizovana finitnost jejich metod, takze relativni dikazy bezespornosti se provadély
pravé vnofenim (prekladem) do aritmetiky, resp. konstrukei interpretace (modelu) piislusné
teorie prostfednictvim aritmetického modelu. Také Godelovi puvodné neslo o aritmetiku
jako takovou nybrz o interpretaci a dikaz bezespornosti matematické analyzy (teorie funkci)
uvnitf aritmetiky resp. aritmetické teorie prvniho fadu. Béhem prace na tomto dukazu, kdy
bylo tfeba definovat predikat pravdivosti, vsak Godel zjistil, Ze predikat pravdivosti narozdil
od predikdtu dokazatelnosti v aritmetice zkonstruovat nelze. Neuplnost aritmetiky tak je
jakoby vedlejsim produktem uvahy, kterd méla vést k dikazu bezespornosti matematické
analyzy. Podrobné se témto skuteénostem vénuje Hao Wang ve své knize [Wang].

21 Some basic theorems on the foundations of mathematics and their philosophical
implications — [Godel 1995], Vol. 3, str. 304-323.



180

axiomatickému systému. To vedlo ke vzniku teorie modeld dokazujici beze-
spornost jednotlivych systémi vzhledem k teorii mnozin — konstrukei prislus-
ného modelu tohoto axiomatického systému.

Godel sam o svych vysledcich mluvi jako o ditkazu nezuiplnitelnosti nebo
nevycerpatelnosti matematiky; tj. pfiznava skutecnost, Ze neexistuje konecny
(resp. rekurzivni) axiomaticky deduktivni systém, ktery by matematiku popi-
soval uplné.

Druhy uplnosti

Chépeme-li teorii jako mnozinu tvrzeni daného jazyka, pak fekneme, Ze tato
teorie (mnozina tvrzeni) je uplnd, pokud pro kazdé tvrzeni tohoto jazyka plati,
ze bud toto tvrzeni, nebo jeho negace patii do této teorie (mnoziny tvrzeni).
Neboli, iplné teorie jsou zvlastnim pripadem maximalné bezespornych mnozin
tvrzeni.?? Od tohoto zékladniho syntaktického pojmu tiplnosti se odviji véechny
tfi rtizné pojmy uplnosti, které souvisi pfedevsim s tim, jak zjistit tplnost
néjakého systému nebo jak ji dosdhnout. V tomto duchu se nerozliSuje mezi
systémem logiky a specifickou teorii — oboji je teorie, tj. mnozina platnych
tvrzeni.

Sémanticka uplnost je vlastnosti konkrétniho systému logiky. Systém lo-
giky (kalkul) je sémanticky tplny, pokud mnozina jeho teorému (odvoditelngch
formuli) je totozna s mnoZinou vsech tautologii (platnych formuli).

Deduktivni aplnost je v podstaté tou uplnosti, kterou mél Hilbert na
mysli pfi formulovani svého programu. Toto pojeti tplnosti je Cisté syntak-
tické. Teorie je deduktivné tplnd, pokud existuje mnoZina tvrzeni (axiomil)
a systém odvozovacich pravidel (kalkul) takové, Ze pro kazdé tvrzeni, které
je zformulovano v jazyce této teorie, plati, ze bud toto tvrzeni, nebo jeho ne-
gace je odvoditelné prostfednictvim pfislusnych odvozovacich pravidel z danych
axiomil. Hilbert mél jediné tu omezujici podminku na danou mnozinu axiomi
i pravidla, aby byly kone¢né, resp. rekurzivni. V jeho pojeti tedy tplnost do
jisté miry splyva s efektivni rozhodnutelnosti.

Deskriptivni tplnost na rozdil od deduktivni je ryze sémantickou vlast-
nosti systému. Teorie je deskriptivné tiplna, pokud se jedna o takovou mnozinu
tvrzeni, kterd méa pouze zamyslené modely. V piipadé axiomatické teorie??
to znamend, zZe tfida modelti mnoziny axiomt neobsahuje zadné nestandardni

22 Mnozina tvrzeni daného jazyka se nazjva teorii, pokud obsahuje vSechny své syntak-
tické dusledky. Bezespornd mnozina tvrzeni daného jazyka je mnozina, pro kterou plati, ze
neobsahuje zadné tvrzeni zaroven s jeho negaci. Maximalné bezespornd mnozina tvrzeni da-
ného jazyka pak je takovd mnozina tvrzeni, do které kdyz ptridame jakékoliv tvrzeni, které
zatim neobsahuje, vznikne mnozina sporné (tj. obsahuje negace vSech tvrzeni, ktera nejsou
jejim prvkem). Kazdd maximalné bezespornd mnozina tvrzeni je teorii, ale ne kazda teorie
je maximalné bezespornou mnozinou, tj. iplnou teorii.

23 Vyse bylo fedeno, e teorie je takovd mnozina tvrzeni daného jazyka, ktera obsahuje
vSechny své dusledky. Teorie se nazyva axiomatizovana, pokud existuje takova jeji podmno-
zina, Ze vSechna tvrzeni teorie jsou jejimi dusledky.
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modely; resp. ze vSechny jeji modely jsou isomorfni. Tato koncepce uplnosti
pracuje pouze s pojmem platnosti tvrzeni a neni spojena s zadnym konkrét-
nim systémem logiky. Tim se predevsim lisi od deduktivni tplnosti, kde kromé
mnoziny axiomi je zapotiebi brat v Gvahu i systém odvozovacich pravidel.

Mezi témito tfemi druhy tuplnosti plati nasledujici vztah: teorie je de-
duktivné uplna, pokud jeji mimologicka axiomatizace je deskriptivné
aplna a pouzity systém logiky je uplny sémanticky.

Problém uplnosti matematiky po Goédelovi

Godelovy véty byly od pocatku vnimany jako konec Hilbertova programu
a viechny Hilbertovy aktivity z tficatych jsou vlastné jen pokusy o jeho revizi at
jiz diskreditaci Godelova diikkazu nebo revizi vlastniho programu. Obecné byvaji
Godelovy véty vykladany jako dikaz netplnosti a nezuplnitelnosti matematiky.
S oblibou se pak zvlasté ve filosofickjch kruzich interpretuji jako dtkaz
omezeni lidského poznani a nemoznosti absolutniho védéni. Gédel sam se vSak
takovymto interpretacim vzdy bréanil a varoval pred takovym precenovanim
svého dikazu. Ten ukazuje pouze meze syntaktické metody dokazovani. Jeho
vysledkim nijak neodporuje, Ze ke kazdému tvrzeni lze vytvorit systém, ve
kterém bude toto tvrzeni dokazatelné, trebaze tento systém sam bude opét
neuplny; nezavislou ale bude jina sentence.

Presnéji feceno, Godelovy vysledky znamenaji, Ze neexistuje a nemuze exi-
stovat deduktivné Uplné axiomatizace matematiky, nebot vzdy bude existovat
nezévisla sentence. Tato skutefnost ale byva obvykle interpretovana v tom
smyslu, Ze neexistuje a nemize existovat deskriptivné uplnd axiomatizace
matematiky, tj. matematickd axiomatizovand teorie, kterd by méla pouze
zamyslené modely a vylucovala ty nestandardni. Ve skutec¢nosti vsak Godelovy
vysledky znamenaji pouze tolik, Ze deskriptivné uplna axiomatizace
matematiky nemuze byt zaloZena na sémanticky uplné logice. Tento
fakt pak vyty¢il dva sméry, kterymi se vydala praxe konstrukce matematickych
teorii a prace v zakladech matematiky:

1. konstrukce deduktivné uplnych fragmenti matematiky a dikazy relativni
uplnosti vedouci ke vzniku teorie modelii (redukovany Hilbertv program);

2. konstrukce deskriptivné tuplnych, ale deduktivné netplnych axiomatizaci
aritmetiky.

Redukovany Hilbertav program

V okamziku pfijeti Godelovych vysledku je Hilbertuv program v celém svém
rozsahu neudrzitelny. Hilbert sdm tedy pomérné zahy cely program redukuje na
program dukaza relativni bezespornosti, coz je cesta, kterou nabizi i saim Godel.
Tento redukovany Hilbertiv program znamend, ze nadale uz matematika
nehleda ptimé ditkazy bezespornosti, ale pouze dikazy relativni — bezespornost
systému se tedy i nadéle dokazuje pouze vnorenim daného systému do systému
jiného. Respektive, v systému silnéjsim se zkonstruuje interpretace ¢ili model
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dané teorie, a tim je zdivodnéna jeho relativni bezespornost. Lze tak vytvorit
vzajemné zavislosti jednotlivych matematickych teorii. Tento zpiisob vnofovani
a vytvareni hierarchie stale silnéjsich a silnéjsich systémii propagoval napi.
zejména Turing. Cely projekt pak méa tu slabinu, Ze se jedna o proces neustalého
vnorovani, resp. konec¢né zduvodnéni bezespornosti ,nejsilnéjsiho“ systému
se musi odehrat mimo-formalistickymi metodami, a tedy se vposledku opét
odvolavat na matematickou evidenci ¢i intuici.

Druhou oblasti redukovaného Hilbertova programu pak jsou dikazy relativni
Uplnosti. Jestlize matematika nemize byt v rdmci logiky prvniho fadu tplné
axiomatizovatelnd, pak se hledaji Gplné axiomatizovatelné fragmenty a jejich
uplnost se pak dokazuje vzhledem k pfislusnym (Easteénym) modeltim. Vysadni
teorii se v tomto smyslu stala teorie mnozin, v jejimz ramci se nakonec
konstruuji vSechny struktury modelu riuznych formalnich teorii.

V dtsledku této promény v zdkladech matematiky se tak méni i celd mate-
matika. Do popredi zajmu se tak misto tradi¢nich vypocetnich a konstrukénich
disciplin dostavaji odvétvi popisujici matematické a abstraktni struktury (teo-
rie mnozin, algebra), protoZe jejich vysledky jsou nezbytné pro rozvijejici se
teorii modelt. Jediné Hilbertovu programu tak vdéci teorie mnozin a algebra
za svilj rozvoj, nebot bez potieby vzniklé v rdmci feSeni otézek zdkladid ma-
tematiky by nikdy nevznikla potfeba vénovat se témto odvétvim matematiky
popisujicim struktury a opustit tradi¢ni vypocetni discipliny.

Deskriptivné Gplné axiomatizace aritmetiky

Druhjm proudem v zédkladech matematiky se stava konstrukce deskriptivné
aplnych axiomatizaci. Jestlize do Hilberta byva napln prace matematika vni-
mana zejména jako spocivajici v dokazovani pravdivosti matematickych tvr-
zeni, coz byla prace, kterou mél Hilberttiv program jednou provzdy naplnit
a dokoncit, pak po Godelovych ditkazech nanaplnitelnosti tohoto idealu se hlav-
nim tkolem matematika stava beze zbytku popsat matematickou strukturu,
kdyz uz nemtize vygenerovat vSechna tvrzeni, kterd v ni plati. Tyto deskrip-
tivné tplné axiomatizace matematiky jsou zaloZzeny na sémanticky netplnych
logikach a tedy jsou vzdy nutné neuplné. Nicméné tplné popisuji strukturu,
kterou popsat maji a jednoznacné tak identifikuji prislusné modely.

NejbéznéjsSimi jsou deskriptivné tplné axiomatizace matematiky v ramci
predikatové logiky druhého fadu. Napt. doplni-li se k Peanové aritmetice misto
schématu indukce druhofadovy axiom indukce

VXA{[X(0) AVa(X (z) = X(z+1))] = VX (2)},

vznikne tak (pfi standardni sémantice)?* deskriptivné tiplné teorie aritmetiky;
tj. axiomatizace, kterd vylucuje nestandardni modely aritmetiky.

24 Standardni sémantika predikatové logiky druhého ¥adu vyzaduje, aby ke kazdé mozné
t¥idé individui prvniho fadu existovala entita druhého radu, kterd ma za své prvky tato
a pouze tato individua, coz je pozadavek ontologicky znac¢né problematicky.
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Stejné tak lze v logice vyssich fadt zformulovat i jiné matematické principy
a pojmy, které se vymykaly tuplné definici ¢i axiomatizaci na trovni prvniho
radu, jako je napf. kone¢nost ¢i nekonecnost, potence, kardinalita, dobré uspo-
fadani a predev$im rovnost (identita jako takova a ekvikardinalita).?® Préavé
nemoznost definovat, resp. axiomatizovat tyto pojmy na trovni predikatové
logiky prvniho fadu zptsobuje netplnost matematickych teorii prvniho fadu
a pripousti tak nestandardni modely a interpretace. Proto se tyto pojmy k pii-
slusnym teoriim prvniho fadu pfipojuji jako metateoretické omezeni a doplnuji
predpoklady, aby bylo v prvnim fadu (deskriptivn{) tplnosti dosazeno alespori
na sémantické, kdyz ne syntaktické tirovni.

Objevuji se vSak i pokusy o deskriptivné uplné axiomatizace aritmetiky
v nestandardnich systémech logiky. Za vSechny jmenujme napt. Hintikko-
vu IF-logiku,2® kterd je ekvivalentni se Y1 fragmentem predikatové logiky
druhého tadu pfi zachovani prvoradového jazyka.?” Umoziiuje tedy nadefinovat
vyse zminéné matematické pojmy zarucujici deskriptivné tiplnou axiomatizaci
matematiky, ale bez ontologické problemati¢nosti logiky druhého fadu. Navic
tato axiomatizace v rdmci IF-logiky navzdory deduktivni netiplnosti umoziuje
primy dukaz bezespornosti a zarucuje i rozhodnutelnost.

Tyto a jiné axiomatizace pak splnuji svij tcel, ovSem jen potud, pokud cil
matematiky nevidime v odvozovéani teorémi, ale v popisovani matematickych
struktur.

25 Za zvlastni pozornost v tomto kontextu stoji pojem rovnosti definovatelny v predikatové
logice druhého fadu pomoci tzv. Leibnizova principu identity

Vavy{z = y + P[P(z) < P(y)]},

s jehoz pomoci jiz lze zapsat vlastnost standardnich modeli aritmetiky, a sice, ze kazdé
prirozené ¢islo je naslednikem nuly, a tim vytvorit deskriptivné Gplnou axiomatizaci logiky.
Identita je tak zde pojmem ¢isté logickym (nadefinovanym jen z logickych konstant), a tedy
i celd aritmetika se tak stava soucasti logiky. V jistém smyslu lze tedy tuto axiomatizaci
vnimat jako naplnéni Fregova programu logicismu.

26 Hintikkova IF-logika vznikne rozsifenim jazyka predikatové logiky prvniho fadu o tzv.
nezavislé kvantifikatory. Podle Hintikky je klasickéd predikatova logika diky Fregemu zdsadnim
zpusobem omezena pravé v pojeti kvantifikatort jakozto zavislych jednoho na druhém, resp.
zavislosti existen¢niho kvantifikdtoru na predchozim obecném, coz je odvozeno od funkéni
zavislosti mezi proménnymi v matematice. Vezmeme-li napfiklad formuli

VzIyR(zx,y),

pak pfi jejim ohodnocovani je volba hodnoty proménné y funkcéné zavisla na predchozi volbé
hodnoty proménné x. Tato zavislost se projevuje naptiklad tim, Ze zatimco poradi stejnych
kvantifikatorti lze zménit, aniz by se zménily pravdivostni podminky daného tvrzeni, pro
ruzné kvantifikadtory tato iprava ekvivalentni neni.
Nezéavislosti kvantifikatort Hintikka dosahne obohacenim jazyka predikatové logiky prvniho
fadu o slash ,,/“ symbolizujici nezavislost logickych operatort.

27 Tj. kvantifikuje se pouze ptes individuové proménné. Srv. [Hintikka 1998].
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ZAvér

Hilberttiv program stanovil dva cile — nalézt (deduktivné) tplnou axioma-
tizaci matematiky a dokazat pfimym zpusobem jeji bezespornost. Kromé toho
ale také stanovil prostredky, jimiz ma byt tohoto cile dosazeno — axiomatizace
i metody odvozovani maji byt pouze finitistické (koneéné, resp. rekurzivni).

Godelovy véty o neudplnosti pak ukazuji, Ze stanovenymi prostiedky nelze
pozadovaného cile dosdhnout. Konecné, resp. rekurzivni axiomatizace matema-
tiky nemtize byt deduktivné Gplna (je-li bezespornd). Ma-li byt axiomatizace
matematiky uplna deskriptivné, pak nemuze byt rekurzivni nebo nemiize byt
zaloZzena na sémanticky uaplném systému logiky. Tim byla jednou provzdy
prokazana nerealizovatelnost Hilbertova programu.

Vsechny néasledujici pokusy o ,,uplné“ axiomatizace aritmetiky tak nejsou
v zddném pfipadé popfenim nebo prekonanim téchto Godelovych vysledki.
Pouze na né navazuji a pokracuji ve sméru, ktery véty o netplnosti vytycily.
Jedna se bud o naplnéni tzv. redukovaného Hilbertova programu — tuplné
axiomatizace fragmentt aritmetiky a dikazy jejich relativni bezespornosti
i Uplnosti v ramci teorie modeld, resp. vaci silnéjsi teorii. Nebo se jedna
o axiomatizace, kde pouzité logiky nejsou sémanticky uplné, a proto Godelovym
vysledktim nijak neodporuje, kdyz se v jejich ramci podafilo zformulovat
deskriptivné tiplnou axiomatizaci aritmetiky, stejné jako je-li jejimi prostiedky
mozné nejen rozhodovat, zda dané aritmetické tvrzeni je platné ¢i nikoliv, ale
pripadné i provést primy dikaz bezespornosti.

Tyto vysledky vSak nelze povazovat za splnéni Hilbertova programu, ne-
bot prostiedky, jimiz bylo dosazeno cile, nejsou finitistické. Tyto logiky nejsou
rekurzivné axiomatizovatelné a metody rozhodovani platnosti matematického
tvrzeni v dané matematické axiomatizaci nejsou finitistické (rekurzivni). Ne-
odpovidaji tedy tém metodam, jez pro dosazeni svého cile Hilbert ve svém
programu stanovil.

Prestoze vsak Godelovy véty jednou pro vzdy prokazaly nerealizovatelnost
Hilbertova programu, nelze se na néj divat jako na marginalni zalezitost a sle-
pou ulicku vyvoje matematiky. Hilbertav program byl organickou soucasti déni
v zakladech matematiky své doby a pokusy o jeho naplnéni stejné jako posléze
prokazani jeho nerealizovatelnosti zasadnim zptisobem proménily podobu ma-
tematiky. Na prvni pohled by se mohlo zdat, Zze vysledky tohoto druhu se
nijak nedotknou prace bézného matematika. Zdanlivé Hilbertiv program bez-
prostfedné souvisi jen s rozvojem moderni teorie diikazi a matematické logiky
vibec; jeho prekonani pak prispélo ke vzniku a rozvoji teorie modeli. Tyto
poznatky nijak neovlivnuji pravdivost jiz znamych matematickych tvrzeni ani
nebrani matematiktim dokazovat pravdivost novych. Na druhou stranu se vSak
pfi blizsim pohledu stane zfejmym, ze v disledku prekonéni Hilbertova pro-
se od tradi¢nich matematickych oblasti viypocetnich a konstrukénich (aritme-
tika, geometrie, analyza) pfesouva k disciplindm novym jako je teorie mnozin,
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topologie a algebra; tedy k disciplindAm popisujicim matematické a abstraktni
struktury. Potfeba zabyvat se abstraktnimi strukturami by vSak nikdy nena-
byla dilezitosti bez Hilbertova programu a potfeby realizovat dikazy relativni
bezespornosti ¢i hledat deskriptivné tuplné axiomatizace aritmetiky bez tupl-
nosti deduktivni. Matematika se tak z védy cisté dokazovaci méni ve védu

deskriptivni.
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