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Leonardo Pisansky — Fibonacci

(socha v Pise)



LEONARDO PISANSKY — FIBONACCI
JINDRICH BECVAR

Leonarda Pisanského mizeme povazovat za nejvyznamnéjsiho matematika
stfedovéké Evropy. Jeho dilo bylo prekondno az na pielomu stredovéku a no-
vovéku.

Presné ¢asové vymezeni jeho zivota nezniame. Narodil se v Pise kolem roku
1170, jeho otec Guilielmo Bonacci byl méstskym ufednikem, pisafem a notéa-
fem; v devadesatych letech 12. stcleti pracoval v Bougii, jedné z obchodnich
kolonii Pisy v severni Africe, kterd dnes lezi v Alziru. Tam mlady Leonardo stu-
doval; své znalosti si pozdéji rozsiroval pii cestdch za obchodem ve Stfedomori
a v Orientu. Navstivil Egypt, Syrii, Recko, Byzanc, Sicilii, Provence a patrné
1 dal$i mésta a zemé. Seznamil se nejen s pocitanim na abaku, patrné Ger-
bertové, ale zejména s pracemi islamskych matematik, s nékterymi vysledky
fecké, egyptské a mezopotamské matematiky, inspiroval se vak i dalsimi mate-
matickymi pracemi, se kterymi se béhem svych cest setkal. Kolem roku 1200 se
vratil do Pisy, ktera tehdy patfila mezi nejmocnéjsi a nejbohatsi italskda mésta;
rozvoj femesel, podnikani a obchodu vyzadoval v§eobecny nartst vzdélanosti,
mimo jiné i v poctarstvi (kupecké pocty, urokovy pocet, sméSovaci poéet, pre-
vody mén, délkovych a vahovych jednotck atd.). Po ndvratu do Pisy Leonardo
sepsal béhem ¢tvrtstoleti své matematické dilo.

Rimskym cisafem byl tehdy Fridrich II., kral Neapole a Sicilie.! Ackoliv
byl cisafem Svaté Fise rimské, byl cele zaujat Italii, opiral se o sicilské a ji-
hoitalské drzavy. Obratnou politikou vytvoril z jizni Italie centralizovany stat,
ve kterém uplathoval své pozoruhodné myslenky o vladé a usporadani stdtu.
Byl temperamentni a vladychtivy, ndbozensky vlazny, kfestanské zasady kom-
binoval s vychodnimi prvky, ovlivnén byl vychodni filozofii. Obdivoval vzdéla-
nost a kulturu, podporoval §ifeni vzdélanosti, arabskych védomosti, zajimal se
i 0 matematiku; roku 1224 zalozil v Neapoli univerzitu. K okruhu jcho vzdé-
lanct patfil Michael Scottus (1190~ ? ), ktery studoval v Pafizi a ve Spanélsku,
cestoval po vychodnich zemich a pak ptisobil jako cisariv astrolog a odbornik
na vzdélavani,? a Mistr Theodorus, cisaitiv dvorni filozof. Ve styku s cisarskym
dvorem byli rovnéz filozof Mistr Joannes z Palerma a Mistr Dominicus.

! Fridrich II. z rodu Hohenstaufti (1194-1250), syn Jindficha VI. a vnuk Fridricha I.
Barbarossy, byl od r. 1212 némeckym kralem a od r. 1215 Fimsko-némeckym cisafem. Cesky
kral Pfemysl Otakar [. (esky kniZe 1192-1193 a 1197-1198, Cesky krdl 1198-1230) podpofril
Fridricha I1. vojensky i politicky. Dne 26. 9. 1212 od ného ziskal dédi¢ny kralovsky titul (zlatd
bula sicilskd); prestiz Ceského kralovstvi tak byla vyrazn¢ posilena, svobody zemé potvrzeny
a rozgifeny. O Fridrichovi II. viz [KE].

2 Dante Alighieri (1265-1321) ho v BoZské komedii vyhostil de Pekla (20. zpév, 115-117):
Ten §tihlj v bocich, co se plouzi tam,/ byl Michal Skot, ten hubeny jak bidlo,/ ovlddal dobie
kouzelnicky klam. Prelozil V. Mikes.
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Zacatkem dvacatych let mél cisar svij dvar v Pise. Pravé Mistr Dominicus
predstavil cisafi Leonarda, ktery jiz byl znamym ucencem. Kratce pred rokem
1225 se Leonardo na cisarském dvore velmi ispé$né zucastnil matematického
turnaje; resil tlohy, které mu zadal Joannes Palermsky.

Roku 1240 ziskal Leonardo od mésta Pisy jakousi finan¢ni podporu; to je
posledni zprava, kterou o ném mame.

Leonardo Pisansky je rovnéz zvan Fibonacci; toto jméno vzniklo podle né-
kterych badatelt zkracenim slovniho spojeni filius Bonacci, tj. syn Bonacciiv;
snad toto jméno uvedli v zivot az Guillaume Libri (1803-1869) a Baldassarre
Boncompagni (1821-1894). Podle jinych ndzori znamend oznacéeni Fibonacci
jen prislusnost k 8irsi rodiné Bonacciti.

Fibonacci je autorem ndsledujicich matematickych spisi.

1. Liber abaci (Kniha o abaku) z roku 1202, pfepracovana roku 1228.

Fibonacci toto dilo sepsal, jak sam uvadi, aby lidé dorozumivajici se latinsky
nebyli v nevédomosti o matematickych metodach aritmetiky a algebry. Tento
spis se v8ak mél spiSe jmenovat Kniha o pocetnim uméni; nepopisuje pocitani
na abaku, jak by nazev naznacoval, ale uvadi velké mnozstvi pocetnich metod
aritmetiky, algebry a teorie ¢isel a fadu demonstrujicich prikladu.

Kniha je pomérné rozsdhla, ma 15 kapitol; obsahuje velké mnozstvi po-
znatki, metod a uloh, které Fibonacci prevzal hlavné z arabskych prament,
pripojeny jsou vSak i jeho ptivodni vysledky, metody a tlohy. Kniha svou
rozmanitosti, efektivnosti metod a bohatstvim materidlu, vykladem, Gplnosti
i hloubkou vyrazné prekonala troven aritmetickych a algebraickych spist 12. az
14. stoleti, at uz byly sepsdany arabsky nebo latinsky.

Liber abaci bylo inspirativnim dilem; tlohy i metody pochézejici z tohoto
spisu nachazime v radé rukopisi i knih nasledujicich stoleti, dokonce i v Eule-
roveé Algebre, kterd vysla rusky v letech 1768-1769 pod nazvem Universalnaja
arifmetika a némecky roku 1770 jako Anleitung zur Algebra.

Zachovala se prepracovand verze z roku 1228, ktera je vénovana mistru Mi-
chaelu Scottovi.?

Tisténa verze Liber abaci byla vydana podle rukopisu Codice Magliabechiano
C. 1, 2616 Badia Fiorentina n.° 73 ze zacatku 14. stoleti, ktery ma 213 list1
popsanych z obou stran; v tisténém vydani [LP1-I] ma Liber abaci 459 vel-
kych stran. Po kratkém Gvodu s vénovanim je uveden obsah, tj. ndzvy vSech
15 kapitol ( [LP1-1], str. 1-2; viz ukazka).*

2. Practica geometriae (Praxe geometrie) z roku 1220 nebo 1221.

I tato kniha ma ponékud matouci nazev, nebot je nejen priruckou aplikaci
geometrie v zemémeérictvi, ale zejména teoretickym dilem o geometrii a trigo-
nometrii. Obsahuje véty i dikazy, ukazuje souvislosti aritmetiky, planimetrie
a stereometrie, nékteré geometrické tlohy resi algebraicky. Kniha ma osm ¢asti,

3 Existuje tfinact rukopisii Liber abaci, nékteré viak nejsou kompletni.
4 Ukéazky z Fibonacciho dila jsou umistény v zavéru tohoto ¢lanku.
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teprve v sedmé jsou vylozeny zemémeiické postupy. vypocty vzdalenosti a vy-
Sek na zakladé méreni kvadrantem.

Fibonacci tuto knihu vénoval mistru Dominikovi, na jehoz popud byla se-
psdna. Zachovalo se devét rukopist (jeden v Rime, dva v Paiizi).

Tisténd verze Fibonacciho dila Practica geometriae byla vydana podle ru-
kopisu Codice Urbinate n° 292 della Biblioteca Vaticana, ktery ma 146 listh
popsanych (kromé posledniho) z obou stran; tisténa verze v [LP1-11] md 224
velkych stran. Po kratkém avodnim slovu je uveden obsah, tj. nazvy viech osmi
¢asti ([LP1-II], str. 1; viz ukazka).

3. Flos (Kvét) z roku 1225,

Toto dilo bylo sepsano pro cisare Fridricha I1., na jehoz dvoie Joannes Pa-
lermsky zadal Fibonaccimu matematické problémy. Hlavanim tématem préce je
diskuse o kotfenu jedné kubické rovnice s celo¢iselnymi koeficienty.

1. Epistola suprascripti Leonardi ad Magistrum Theodorum phylosophum do-
mini Imperatoris (Dopis podepsancho Leonarda Mistru Theodorovi, cisar-
skému filozofovi), nedatovano.

Dopis je vénovan diofantickym soustavam linedrnich rovnic, které jsou feseny

v oboru pfirozenych ¢isel, a jednomu geometrickému problému.

5. Liber quadratorum (Kniha ¢tverci) z roku 1225.

Kniha je podstatné teoreti¢téjsi nez Liber abaci. Obsahuje ilohy na neurcité
kvadratické rovnice a jejich soustavy, kter¢ jsou feSeny v oboru racionalnich
¢isel; dnes bychom toto dilo zaradili do teorie ¢isel.

Tisténé verze predchozich tii Fibonacciho spist byly vydany podle rukopisu
Codice della Biblioteca Ambrosiana di Milano, E. 75 Parte Superiore, ktery
pochézi z prvni poloviny 15. stoleti; ma 39 pergamenovych lista velikosti 21,7 x
14 cm, které jsou popsany z obou stran. Jen posledni stranka kon¢i osmym
nekompletnim fadkem a slovem quadrato. V tisténém vydani [LP1-11] najdeme
tato tii dila na strandch 225-247, 247-252, 253 283.

Dalsi verze Liber quadratorum (Codice Palatino 577 della Biblioteca Nazio-
nale di Firenze) je otisténa a komentovana v [PE1].

Nezachovala se Fibonacciho kniha o obchodni aritmetice a jeho traktdt o ira-
cionalitach inspirovany desatou knihou Eukleidovych Zdkladdi, ktery patrné pre-
zentoval Fibonacciho numericky piistup k iracionalitam.

Je zajimavé, ze zadny Fibonaccilio spis nebyl vydan po vyndlezu knihtisku.
Snad to bylo i tim, ze jednim z prvnich vytisténych matematickych dél byla
Summa de Arithmetica geometria. Proportioni: ¢t proportionalita (Bendtky,
1494). Autor tohoto dila, frantiskansky mnich Luca Pacioli (1445 1514), totiz
z Fibonacciho dila hodné cerpal a jeho Summa tak do znacné miry Fibonacciho
spisy nahradila.

Fibonacciho dilo zpristupnil az B. Boncompagni v letech 18541862 (viz
[LP1] a [LP2]); zdjem o Fibonacciho zivot a dilo viak vzbudil jiz G. Libri,
ktery ve své monografii Histoire des sciences mathématiques en Italie [LiG] 7 let
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1838 az 1841 zverejnil nékteré pasaze Fibonacciho praci. Na konci ¢tyficatych
a potom hlavné v padesatych letech 19. stoleti pak vysly prace A. Agostiniho
[AA], B. Boncompagniho [BB1], [BB2], [BB3], A. Genocchiho [GA1], [GA2],
[GA3], [GA4], V. A. Lebesguea [LVA], O. Terquema [TO], F. Woepckeho [WF1],
[WF2], [WF3], [WF4] a dalsich matematikd a historik védy.

V prvni tfetiné 20. stoleti vénovali Fibonacciho zivotu a dilu pozornost
zejména M. Lazzarini [LaM], L. C. Karpinski [KLC], R. B. McClenon [MR],
G. Loria [LG2], E. Bortolotti [BE2], 0 néco pozdéji zvefejnil dilezitou praci
K. Vogel [VK1].

V poslednich desetiletich opét zajem o Fibonacciho dilo vzrostl, jak o tom
svéd¢i napt. nasledujici prace: P. Ver Eeckeho preklad Fibonacciho spisu Liber
quadratorum do francouzstiny (1952 [LP3]), studie G. Arrighiho (1966 [AG1],
1967 [AG2]), prace R. E. Grima oti$téné v Casopise The Fibonacci Quarterly
(1966 [GR1], 1973 [GR2]), prace E. Picuttiho (1979 [PE1], 1983 [PE2], 1981
[PE3]), ktery prelozil do italstiny a podrobné komentoval Fibonacciho prace
Flos a Liber quadratorum, ¢lanek R. Franci a L. Toti Rigatelli (1985 [FTR]),
L. E. Siglertv pfeklad Fibonacciho spisu Liber quadratorum do angli¢tiny (1987
[LP4]) a velmi zajimava knizka H. Liineburga Leonardi Pisani Liber Abbaci
oder Lesevergniigen eines Mathematikers [LH] z roku 1992 (2. vyd. 1993).5

Fibonacci ¢erpal hlavné z arabskych a feckych matematickych praci, inspi-
roval se vSak fadou dalsich vysledki.

Ve Fibonacciho dobé jiz byly k disposici latinské pieklady slavného algebraic-
kého traktatu Al-kitdb al muchtasar fi hisdb al-dZabr wa-l-muqdbala (Kratkd
kntha o poctu algebry a al-mukabaly) al-Chwarizmiho, ktery zil asi v letech 780
az 850; kolem roku 1145 tento traktat prelozil v Segovii Robert z Chesteru
a pozdéji v Toledu Gherard z Cremony (1114-1187). Rovnéz al-Chwéarizmiho
aritmeticky traktat, ktery se v arabské verzi nezachoval (patrné se puvodné
jmenoval Kitdb al-dZam® wa-t-tafrigh bi-hisab al-Hind — Kniha o s¢itdni a od-
¢itdni podle indického poctu),® jiz byl k disposici ve dvou latinskych zpra-
covanich; jedno snad pochazi od Adelarda z Bathu ¢i Roberta z Chesteru,
druhé je dilem Joannesa ze Sevilly (¢i Toleda). Adelard z Bathu patrné prelozil
i al-Chwaérizmiho astronomicky traktat a jeho astronomické tabulky obsahujici
zaklady trigonometrie.

Abu Kamil, ktery zil asi v letech 850 az 930, je autorem dal$iho slavného
algebraického traktatu, Kitdb al-dZabr wa-l-muqabala (Kniha o algebie a al-
mukabale); tu zname z latinského a starohebrejského prekladu az z poloviny
15. stoleti. Fibonacci mohl toto dilo poznat v arabské verzi nebo zprostredko-
vané. V knize [LeM] je na str. 217-220 otistén prehled tloh, které Fibonacci od
Abt Kamila prevzal zcela beze zmén ¢ s malymi modifikacemi. Viz téz [KLC].

Gherard z Cremony ptelozil do latiny i Knihu t7i brati o geometrii (Liber
trium fratrum de geometria), ve které jsou mimo jiné podédny ziklady exhaus-

5 Existuje téz némecky psana diplomova prace o Fibonacciho spise Liber quadratorum
(R. Stoll [SR]).

6 Je to prvni znama arabska prace, ve které je podan vyklad zapist &isel a aritmetickych
operaci v desitkové pozi¢ni soustavé.
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tivni metody a vylozen Archimédiv zptisobh vipoctu ¢isla (3% <7< 3%),
odvozen Héréntv vzorec pro vypocet obsahu trojuhelnika. uvedena zahrad-
nickd* konstrukce elipsy, vysledky o povrchu a objemu kuzele a koule apod.
Autory této knihy byli bratfi Muhammad, al-Hasan a Ahmad ibn Mus4, sy-
nové jednoho z divérniki chalifa al-Mamnina (7 872); piivodni ndzev zminde-
ného spisu byl Kitib marifa masiha al-askdl al-bdsita wa-l-kurija, tj. Kniha
o meérent rovinnych a sférickych obrazcii.

Fibonacci se patrné inspiroval i algebraickymi pracemi al-Karadziho (Al-
Fachri) a Omara Chajjama (O dikazech iloh algebry a al-mukabaly).

Eukleidovy Zadklady jiz ve Fibonacciho dobe v Evrope existovaly v latinském
prekladu Adelarda z Bathu a Gherarda z Cremony; rovnez byl k disposici latin-
sky preklad komentdi an-Najriziho (Anaritius, 7 asi 922) k prvni az desiaté
knize Zdkladi; autorem tohoto prekladu je Gherard z Cremony.

Archimédova prace Méreni kruhu byla v Evrope ve 12, stoleti k disposici ve
dvou prekladech, jejichz autory byli Plato z Tivoli a Gherard z Cremony.

V poloviné 12. stoleti se v Evropc¢ objevila i latinskd verze Ptolemaiova
Almagestu v prekladu Gherarda z Cremony.

Vysledky Diofantovy Aritmetiky mohl Fibonacei poznat v Byzanci, kde byla
patrné k disposici jeji reckd verze.

Fibonacci téz hodné cerpal z geometrického spisu Liber embadorum (Kniha
o méfenich) 7 roku 1145; §lo o latinsky preklad hebrejsky psané prace z roku
1116 zidovského matematika Abrahama Bar Chijji (Savasorda), ktery zil asi
v letech 1070 az 1136; autorem pickladu je Ital Plato z Tivoli, ktery s Chijjou
v Barceloné spolupracoval na prekladech odbornych spist.

S velkou déavkou jistoty lze predpokladat, ze fada vysledki cinské, babylon-
ské, egyptské a arabské matematiky se k Fibonaccimu dostala zprostredkovand.

Fibonacci prispél k rozsiteni pozicni desitkove soustavy s indicko-arabskymi
¢islicemi a k rozvoji matematického mysleni v Evrope. Zprostiedkoval pre-
nos arabské védy, ozivil Fadu starsich metod, shromazdil a usporadal obrovské
mnozstvi poznatki, postupt i loh. a metodicky je usporadal, vice nez kdoko-
liv jiny ve stfedoviéké Evrope kladl diraz na dikazy. Prinesl i vlastui vysledky
a metody, vytvoril fadu ptivodnich loh, které nemaji arabské vzory. Jeho pri-
stup k matematice byl origindlni a tvirci (napt. uziti nuly a zapornych ¢isel,
rozvijeni souvislosti aritmetiky, algebry a geometrie, vyuziti algebry pri feSeni
geometrickych problémi, teorie cisel atd.).

Celé jeho dilo je velmi bohaté co do obsahu i pivodnosti. Je vyznamné
i z metodichych duvodi, nebot fada tloh je feSena vice zplsoby a uvedené
metody je tak mozno spésné porovnavat.

Fibonacciho dilo zna¢n¢ prevySuje pomérné nizkou troven spistt jeho sou-
¢asnikil i nasledovnikii. Proto ovlivnilo evropsky vyvoj v mnoha smdérech az
se znaénym zpozdénim. Fibonacci bezprostiedni pokracovatele nemél, i kdyz
ovlivnil italské mistry poctare (maestri d’abbaco) a prispél k rozvoji symbo-
liky.”

7 Oba velké Fibonacciho spisy, Liber abaci a Practica geometriae, nebo jen jejich ¢asti
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Fibonacciho dilo bylo plné pochopeno az koncem stfedovéku. Navazal na né
zejména Luca Pacioli svou knihou Summa de Arithmetica ..., ve které Fibo-
nacciho Casto cituje; v 16. stoleti je ve svém spise Artis arithmeticae tractatus
de integris ocenoval napf. Girolamo Cardano (1501-1576).

Poznamenejme jesté, Ze existuje FIBONACCI ASSOCIATION, kterd vydava
casopis The Fibonacci Quarterly, the Official Journal of the Fibonacci Associ-
ation devoted to the study of integers with special properties. Zalozili ho roku
1963 Verner E. Hoggatt, Jr. (1921-1980) a B. Alfred Brousseau (1907-1988).

Problematice tzv. Fibonacciho ¢isel jsou vénovany mezinarodni konference.®

V nésledujicich paragrafech podrobné pojedname o Fibonacciho matematic-
kych vysledcich a o jeho prinosu. Na nékterych mistech se budeme odvolavat
na ukazky, které jsou umistény v zavéru tohoto ¢lanku.

1. Zapis cisel. Aritmetické operace.

Fibonacci pfinesl zacatkem 13. stoleti do Evropy indicko-arabsky pozi¢ni
desitkovy systém s arabskym oznacenim cifer a propagoval pocetni postupy
provadéné v tomto novém systému. V Evropé tak podstatné prispél k postup-
nému rozsifovani téchto novych pocetnich postup.

Prvni kapitola Fibonacciho knihy Liber abaci ([LP1-1], str. 2-7) je vénovéna
zapistm cisel v poziénim desitkovém systému, ktery vyuziva arabskych cislic,
Fibonacci vsak hovofti o znacich indickych.

Devatero znaki indickyjch je 9,8,7,6,5,4,3,2,1; témito deviti znaky a zna-
kem 0, ktery se arabsky zefir nazijvd, se dd zapsat kazdé cislo.?

Fibonacci nejprve uvedl, Ze pri novém zptisobu zapisu ¢isel potiebuje jen dveé,
resp. tii, resp. ¢tyfi Cislice pro zapis ¢isel od 10 do 99, resp. od 100 do 999, resp.
od 1000 do 9999. Prednosti nového zapisu ¢isel pak demonstroval tabulkou
srovnavajici zapisy Cisel starym zptsobem fimskym a novym zptisobem indicko-
arabskym; v tabulce odpovidd zdpisu MI zdpis 1001, zapisu MMXXIII zapis
2023 atd. ([LP1-I], str. 2-4; viz ukdzky).

Prvni kapitola kon¢i kratkym vykladem zndzornovani éisel na prstech (com-
putum per figuram manuum)'® a tabulkami jednoduchych souéti a sou¢int (od
24+2do90+90aod2-2do 10-20):

2et2 fiuntd, 2 et3 fiunt s, ... 3 et 3 fiunt 6, ..., 90 et 90 fiunt 180, 2 uices
2 fiunt 4, 2 uices 3 fiunt 6, ..., 3 uices 3 fiunt 9, ..., 10 uices 20 fiunt 200.

byly ve 14. az 16. stoleti opisovéany.

8 Viz napt. Proceedings of The Eighth International Research Conference on Fibonacci
Numbers and Their Applications, ed. F. T. Howard, Dordrecht, Kluwer Acad. Publ., 2000.

9 Fibonacci ptelozil slovo as-sifr jako zephirum, z &ehoz pozdéji vzniklo slovo zero — nula.
Jini autofi prekladali as-sifr jako sciffula, ciffra, cifra; tak se zrodilo italské slovo cifra, které
v8ak ma dnes jiny vyznam - cifra, &islice, Sifra.

10 v zachovanych verzich Fibonacciho spisu Liber abaci nalézame i obréazky, na kterych
je potitani na prstech znazornéno. Viz napf. [LH].
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Dalsi c¢tyti kapitoly Liber abaci ([LP1-1}. str. 7 A7) jsou vénovany arit-
metickym operacim provadénym s ¢sly vvjadienymi v desitkovém pozienim
systému. Nejprve je vysvétlovano nasobeni, potom scitani, odéitani a delent;
vyklad je demonstrovan na velké tadé prikladi, jednoduchych i pocetné nad-
ro¢néjsich (napt. 12 - 12, 37 - 49, ale 1 12345678 - 87654321, 25 + 49, ale
125+ 461+ 6789 + 58 + 10718 + 491, 89 — 35, ale i 81 728 — 28391, 1361 : 4,
ale 1 13976 : 23). Pro vysledky ndasobeni a séitani jsou uzivany terminy summa
multiplicationis, summa additionis; slovo summa bylo tehdy uzivano ve smyslu
vysledek. Pro vysledek odéitani je casto uzivan termin residuum. Pri deleni je
délenec oznacovan slovy diuisus, resp. dividendus a dolitel slovy diuidens, resp.
diuisor. O sudych, resp. lichych ¢islech se hovori jako o par, resp. impar.

V tabulce Diuisiones per binarium, ternarium, introductiones quaterna-
rii, ... ([LP1-1], str. 25-26) jsou uvedeny podily a zbytky pri déleni éisly 2,
3, 4 a podily pri déleni ¢isly 5, ..., 13 (déleni je zde znaceno zlomkem):

% de 1 est 0 et remanet 1, 15 de 2 estl, ..., ]’—; de 195 est 15.

V souvislosti s operaci déleni Fibonacei provadi rozklady cisel v souciny cisel

i prvocisel (numeri primi nebo podle arabskych vzord ¢isla hasam; tabulka

prvocisel od 11 do 97 ~ Tabula numerorum hasam - viz [LP1-1], str. 31); uvadi

napf. rozklad 624481 = 11-11-13-397. Rozkladt v soucin vyuziva i pri déleni.

Napft. pii déleni ¢isla 749 ¢islem 75 ([LP1-1], str. 41) uvazuje prvociselny rozklad
delitele. V dnesni symbolice vypadd jeho vypocet takto:

749 749 2495 A9+ 14 E 44 2

= = - - ) + v + o +

1
5
75 3:5-5 5D 5 5 55 3-5-5

Vysledek Fibonacci zapisuje v tvaru, ktery je pro nds na prvni pohled nesro-
zumitelny:

2 4 4
)
3 5 5

V fadé pripadi provadi Fibonacci tzv. devitkovou zkousku (v [LP1-1] se ob-
jevuje jiz na str. 8), ktera byla uzivana jiz indickymi a arabskymi poc¢tdri; na
nékterych mistech viak nziva i zkousku sedmickovou, jedenactkovou a tfinact-
kovou (viz napt. [LPI-1], str. 39, 41, 42). Podstata téchto zkousek je v délitel-
nosti; je-li napt. a + b = ¢, je zbytek ¢ pri déleni ¢isla ¢ devitkou roven souctu
zbytkd a’, b' pri déleni ¢isel a, b devitkou (nebo zbytku pri déleni ¢isla o' +
devitkou). Devitkovd zkouska ma vyraznou vyhodu; viastni déleni nemusime
provaddét, nebot zbytky zjistujeme jednoduse pomoci tzv. ciferného souctu.

V ukéazkach, které jsou uvedeny na konci tohoto c¢lanku, jsou tryvky s na-
sledujicimi vypocty:
123 - 456 = 56088 , 123 44567 = 4690 ,
15
23
devitkova zkouska je zde provedena po vypoctech soulinu 123 - 456 a rozdilu
81728 — 28391 ([LPI1-IJ, str. 12, 19, 23, 33-34; viz ukdzky).

81728 — 28391 = 53337, 13976 : 23 = 607
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(pocétek textu, tzv. incipit )
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2. Zlomky a smiSena é&isla.

Fibonacci vénoval pomérné velkou pozornost praci se zlomky a smiSenjymi
¢isly. V Sesté kapitole Liber abaci vylozil ndsobeni smiSenych ¢isel, v nasledujici
sedmé kapitole pak s¢itdni, od¢itani a déleni smiSenych éisel ([LP1-1], str. 47—
83). Zlomky jsou nazyvany fractiones, fracti, resp. rupti (sing. ruptus), Citatel,
resp. jnienovatel denominans, resp. denominatus.

Zlomky prevadél na spoleéného jmenovatele, smiSena ¢isla na nepravé zlom-
ky (vysledek této operace je oznacovan jako summa ruptorum), ¢asto vyuzival
nejmensi spoleény nasobek (minimum mensurarum numerorum), vysvétloval
i kraceni; kromé téchto postupi, které uzivame témér ve stejné podobé dodnes,
najdeme u Fibonacciho i nékolik navodi na uréeni rozkladu zlomkt na soucet
dvou nebo vice kmennych zlomkid (zde se projevil egyptsky vliv), tj. zlomku
typu % - takovy zlomek je nazyvan minutum; vyjadfeni ¢isel pomoci Sedesa-
tinnych zlomk® ukazuje mezopotamsky a arabsky vliv.

Prevodem smiSenych ¢isel na nepravé zlomky se stejnym jmenovatelem vy-
pocital Fibonacci napf. soucet!!

1 3 148 1521
12'3"4-126:1‘ = '—i‘é-—i" 12 139"‘

a obdobnym zpisobem vypocetl soucin

25 118
12— 23- =295 ;
2 5
kromé prevedeni smiSenych ¢isel na nepravé zlomky zde ukédzal i vypocet vyu-
zivajici kraceni ( [LP1-I], str. 48-49; viz ukazka).

V jednom kratkém odstavci uvedl, Ze chceme-li vydélit smiSené ¢islo 52310 3
smiSenym Cislem 1765’ musime vydélit ¢islo 47149 ¢islem 1581; vydélime-li
naopak ¢islo 1581 &islem 47 149, ziskame podil vyse uvedenych smiSenych ¢isel,
ale v opatném poradi ([LP1-I], str. 75; viz ukézka).

Na stejném misté Fibonacci odecetl zlomek smiSeného ¢isla od zlomku smi-
$eného &isla; v dnedni symbolice vypadd vypocet takto:'?

() (03) -3 L Mt

V Sesté a sedmé kapitole Liber abaci najdeme i tabulku se soucty zlomki:
odi+i=1laipol+= 39 (viz [LP1-T}, str. 54-55) a tabulku s ¢4stmi
celku: od %, 2 =1 a7 po

98 _ 1 +L+l LA
100 1 50 4 27

11 Vig [LP1-1), str. 71. Pfi zépxsu smigenych &isel psal Fibonacci podle arabského zpisobu
nejprve zlomky, napf. %12, %126, 15 139. Jako prvni uzival zlomkovou &aru, kterou nazyval
uirgula; vieobecného rozsifeni dosla az v 16. stoleti.

12 Vychozi &isla jsou zapsana v tvaru 21282, 2293 a vysledek v tvaru §—2—3—F269.
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99_1+1+1+1
100 25 5 4 2

(viz [LP1-1}, str. 79). Projevil se zde egyptsky vliv.

Partes de 6: 1 de 6 est 5,2 de6 est 3, ..., 5 de 6 est 1. Partes de 8: ...

7de8est 11 ... Partes de24:...13 de24 est §5% ...

L
6
3. Kupecké pocty.

V osmé az jedenacté kapitole Liber abaci ( [LP1-I], str. 83-166) rozpracoval
Fibonacci rizné metody pro feSeni tloh kupeckych poctl, které posbiral pri
svych obchodnich cestach. Jde o iméry, jednoduchou a slozenou trojélenku,!?
o0 vypoéty poméri pfi michani smési a vyrobé slitin atd. Ulohy jsou velmi &asto
komplikovany pievodem jednotek (finanénich, vahovych, délkovych apod.).

Nejjednodussi lohy Fibonacci charakterizuje na po¢atku osmé kapitoly jako
proporciondlni vztah ¢tyr Cisel, kdy tfi ¢isla jsou znama a Ctvrté neznamé. Prvni
tloha, kterou fesi, je velmi jednoduchd ( [LP1-I], str. 83-85; viz ukazka):

100 rotuli néjakého zbozi'* stoji 40 liber. Kolik stoji 5 rotuli?

Navod k feSeni tohoto pfikladu je podrobné popsan a zndzornén nasledujicim
schématem:
40 liber 100 rotult

N

5 rotuli

Navod k feSeni ulohy je velmi jednoduchy: soucin ¢isel ,spojenych“ cCarou je
tfeba vydeélit zbyvajicim Cislem. V nasi symbolice je tedy hledanou hodnotou,
tj. vysledkem tlohy, &islo

40-5

100

Nasledujici Gloha je velmi blizka tloze predchozi a je zifejmé uvedena z me-
todickych davodi:

100 rotuli urcitého zboZi stoji 40 liber. Kolik rotuli ziskdme za 2 libry.

Fibonacci fesil i takové alohy, ve kterych vystupuje vice veli¢in. Takovéto
priklady vedou na sloZenou trojclenku, feSeny jsou podobnym zptsobem jako
tlohy jednoduché. V nésledujici tiloze vystupuje pét zndmych veliéin ([LP1-I),
str. 118-119; viz ukazka):

20 lokti sukna stogi 3 libry, 42 rotuli baviny stoji 5 liber. Kolik rotuli baviny
je mozno dostat za 50 lokti sukna?

13 Pozdéji byl pro trojélenku uZivan termin regula de tri.

14 Rotule byla pisinskd vahova jednotka. Sto rotuli bylo tzv. cantare, jedna rotule mé&la
12 vahovych unci, jedna unce 39% vahovych denard atd. Viz [LP1-I], str. 84-85 — po&atek
ukazky.
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Néavod k feSeni je zndzornén na nasledujicim schématu:

3 libry 20 loktu

/ AN
42 rotuli 5 liber 50 loktu

Soucin ¢isel ,,spojenych“ ¢arami je podle ndvodu tieba vydeélit zbyvajicimi ¢isly.
Hledanou hodnotou je tedy

42-3-50

5720 63 .

V nésledujici komplikované dloze figuruje dokonce devét znamych veli¢in
([LP1-1), str. 126-127; viz ukézka):

12 Fimskych minci odpovida 31 pisdnskym, 23 pisdnskijch odpovidd 12 ja-
nouskym, 13 janovskych 12 turinskym, 11 turinskych 12 barcelonskym. Kolik
barcelonskijch minci dostaneme za 15 Fimskijch?'®

Navod k feSeni této tlohy je opét znazornén odpovidajicim schématem:

barc. tur. jan. pis. im.
12 13 31 12
/ AN / AN
12 11 12 23 15

Soudin ¢&isel ,spojenych® ¢arami je tfeba vydélit zbyvajicimi ¢&isly. Vysledkem
je tedy
12-12-12-31-15 1180
11-13-23-12 73289’

Fibonacci ho udéva v tvaru $3—3-

9n3+11-3+8-11-13
20 11-13-23

7520, COZ znamena

Poznamenejme jesté, ze Fibonacci uziva pro vyse uvedend schémata a rovnéz
pro metodu feSeni prikladli tohoto typu termin figura cata, resp. figura chata
(viz napf. [LP1-I], str. 119, 132); v osmnactém stoleti se vzil termin fetézove
pravidlo.'®

15 Podobriou tlohu najdeme i v ucebnici Jiftho Goerla z GoerlStejna nazvané Arithme-
tica to gest knijzka pocetnij neb uménij pocétiw na lindch a cyffrich skrze ezempla a mince
rozliéné wiem w handlech, w aufadech, a w hospoddFstwij se obijragijcym welmi uZitecnd
a prospéind (némecky pred r. 1577, Cesky 1577, 1597, 1610), kterd byla vénovana cisafi Ru-
dolfu I1.: Item 6 penizi polskijch plati 1 peniz uhersky, 4 uherské 12 videnskiyjch a 4 videnské
3 pen. bilé Ceské. Otdzka: Kolik penizi polskych md ddti za 40 penizi bil. ceskych ? Vyjde
106% peniz polskych. Viz [BZ], str. 74.

18 Fibonacci v této souvislosti cituje PtolemaiGv Almagest a spis o imérach egyptského
matematika Ameta (Abu DZa®far Ahmad ibn Jasuf al-Misri { 7 — 912 7), ktery v latinském
prekladu Gherarda z Cremony nese nazev De proportione et proportionalitate. Viz [LP1-I],
str. 119.
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4. Posloupnosti.

V obsahlé dvanicté kapitole Liber abaci ([LP1-I], str. 166-318) nalézame
mimo jiné rizné tlohy na stanoveni souc¢tu prvnich n ¢leni aritmetické a geo-
metrické posloupnosti, posloupnosti ¢tverci pfirozenych ¢isel a dlohu o po-
sloupnosti zadané rekurentné.

V prvnich pfikladech této kapitoly je prezentovin vypocet souétu prvnich
n ¢lent aritmetické posloupnosti, ktery odpovidd zndmému vzorci % - (a; +an).
Timto zpliisobem jsou zde vypocteny soucty 7+10+13+16+19+22+25+28+31,
1+2+---+60,2+4+---4+60,3+6+---+60,1+3+---+19 ([LP1-I],
str. 166-167) apod.

V nasledujicim odstavci Fibonacci séitd ¢tverce:

1+4+9+--~+100=%=385,
1+9+25+---+81:H:165,
4+16+-~+100:61_0('1;—2_'f(2))=220,
16+64+~--+400=f;2_0(;22—4__';3)-=880;

z uvedenych prikladii snadno vyplyvaji obecné navody.

Fibonacciho tloha, jejimz cilem je secist nékolik prvnich ¢lent geometrické
posloupnosti s kvocientem 7, se v riznych podobéach objevuje béhem celé
kulturni historie lidstva a setrvava v rekrea¢ni matematice dodnes ( [LP1-I],
str. 311-312; viz ukdzka).

Sedm stafen miri do Rima, kazdd md sedm muli, na kazdém je sedm pythi,
v kaZdéem pytli je sedm chlebi, u kaZdého chleba sedm noZi a kaZdy niZ je
v sedmi pochvdch. Kolik je vSeho dohromady?

Pri feSeni této tlohy je nejprve vypocten soucet
T+ + 7+ 7+ 75+ 7° = 137256
a potom je podan navod k reSeni, ktery odpovidd vypoctu ¢isla
TA+7-A4+7-A+7-(14+7-(14+7))))) .

Poznamenejme, Ze obdobnou tlohu fesili stejnym zptisobem ve starém Egyp-
té jiz v 18. stoleti pt. Kr.17

17 Jde o 79. tlohu Rhindova papyru, ktera se &asto uvadi v nasledujici podobg: Je sedm
domu, v kazdém sedm kocek, kaZdd chyti sedm mysi, kazdd mys§ seZere sedm klasiu pSenice
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S Fibonacciho jménem se nejéastéji setkavame v souvislosti s tzv. Fibo-
nacciho ¢isly. Jde o rekurentné zadanou posloupnost, jejiz piivod je v nasledujici
tloze ( [LP1-I], str. 283-284; viz ukazka):

Kdosi umistil par krdliki na urditém misté, se vsech stran ohrazeném zdi, aby
poznal, kolik pari krdliki se pii tom zrodi pribéhem roku, jestlize u krdliki je
tomu tak, Ze par kraliki pfivede na svét mésiéné jeden pdr a Ze krdlici poéinaji
rodit ve dvou mésicich svého véku. JelikoZ pruni pdr v prunim mésici dd po-
tomstvo, zdvojndsob, a v tomto mésici budes mit 2 pdry; z nich jeden pdr, totiz
proni, rodi 1 v ndsledujicim mésici, takZe ve druhém mésici budes mit 3 pdry,
z nich v ndsledujicim mésici 2 pdry daji potomstvo, takZe v tietim mésici se
zrodi jesté 2 pdry kraliki — pocet pdri krdliki v tomto mésici dosihne 5; z nich
v dalsim mésici ddvagi potomstvo 3 pdry, takie pocet pdri kraliku ve céturtém
mesici dosahne 8; z nich 5 pdri zrodi dalsich 5 pari, které pricteny k 8 pd-
rum daji v patém mésici 13 pdri; z nich 5 pdri, narozenych v tomto mésici,
nedd v dalsim mésici potomstvo, kdezto ostatnich 8 pdri rodi - v Sestém mésici
stoupne tedy pocet na 21 pdri; pricteme-li 13 pdri, které se zrodi v sedmém
meésici, dostaneme 34 pariu,; piicteme-li 21 pdri, narozenych v osmém mésici,
dostaneme v tomto mésici 55 pari; secteme-li tyto pary s 34 pdry narozenymi
v devdtém mésici, dostaneme 89 pari; k tém pricteme 55 pari, které se zrodi
v desdtém mésici, takZe v tomto mésici mdame 144 pari; opét pricteme 89 pari,
které se zrodi v jedendctém mésici, takZe v tomto mésici mame 233 pdri; znovu
pricteme 144 pdri narozenyjch v poslednim mésici a dostaneme 377 pdri; to-
lik pdri privedl na svét onen pruni par prubéhem jednoho roku. Skuteéné, na
tomto okraji muzes vidét, jak to déldme; nejprv secteme proni c¢islo s druhym,
t. 3. 1 a 2; druhé€ s tietim; treti se cturtym, pak cturté s patym a tak ddl a ddl,
aZ secteme desdt€ s jedendctym, t. j. 144 a 233, a dostaneme celkovy pocet
pard nasich kralika, t. j. 377; tak je to mozné délat dal do nekonecného poctu
mésici.'8

Za Casovou jednotku vezméme jeden mésic. V Casovém okamziku 0 mame
jeden péar kralika; ptame se, kolik para kraliki budeme mit po roce, tj. v Ca-
sovém okamziku 12. Vyvoj ,kréli¢i populace* miizeme srozumitelné zndzornit

a kazdému klasu pSenice odpovidd sedm klasi je¢mene. Kolik je vSeho dohromady? Vychazi
T4+ 72473474475 = 19607. Podobné tilohy se vyskytuji i pozd&ji na nejrizngjdich mistech.
Napf. v ruskych st¥edov&kych rukopisech se objevuje tato uloha: Jde sedm bab: 7/ KaZdd
baba md sedm sukovic: 49/ Na kaZdé sukovici sedm suki: 343/ Na kaZdém suku sedm mésci:
2401/ V kazdém mésci sedm pirohi: 16 807/ V kaZdém pirohu sedm vrabci: 117649/ Kazdy
vrabec md sedm Zaludki: 823 543/ A celkem je vieho: 960 799. Pripomefime je$té anglickou
détskou Fikanku: As I was going to St. Ives,/ I met a man with seven wives/ Every wife had
seven sacks/ Every sack had seven cats/ Every cat had seven kits/ Kits, cats, sacks, and
wives/ How many were going to St. Ives?

18 Citovano z knizky N. N. Vorobjev: Fibonacciova ¢isla, SNTL, Praha, 1953 (prelozil
E. Cech), str. 9-11. Fibonacci doplnil na okraji stranky text jednoduchym schématem, ve
kterém uvedl u jednotlivych mésicii po&et pard kralikd: pdr 1; pruni [mésic] 2, druhy 3, treti
5, Cturty 8, pdty 13, Sesty 21, sedmy 34, osmy 55, devdty 89, desdty 144, jedendcty 233,
dvandcty 377. Fibonacci se zde projevil jako skuteény matematik; uvazuje ,nekoneény pocet
mésici“ — a kralici jsou pfitom nesmrtelni!
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v nésledujici tabulce (Sk, resp. My, resp. F} znaéi pocet starych, resp. mladych,
resp. v8ech part kralikd na konci k-tého mésice):

k 0(1]12]3|4] 5 6 7 8 9 10 11 12
Sk 11112135 8 |13|21|34|55]| 8 | 144 | 233
Mg Of1}1]2|3]|5 8 | 13 |21 | 34| 55 89 | 144
Fy, 1{213 5813|2134 55|89 | 144 | 233 | 377

Po roce tedy budeme mit 377 part kralikd.

Uvédomime-li si, jak je tloha zadana, snadno zjistime, Ze
Fy = Sk + My = Sk + Sk—1 = Fy—1 + F—2 ,

tj. kazdé Cislo na spodnim fadku tabulky je rovno souctu dvou predchazeji-
cich ¢&isel tohoto fadku. Cisla Fy jsou zavedena rekurentné; pocet part kraliki
v konkrétnim meésici je soutem pocta pard kralikii v predchozich dvou mési-
cich.

Posloupnost 1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144,233,377,610,987,1597, ... se
nazyva Fibonacciho posloupnost, jeji prvky Fibonacciho ¢isla;'® maji fadu za-
jimavych vlastnosti.?°

5. Odmocniny.

V prvni a paté ¢asti étrnacté kapitoly Liber abaci ([LP1-I], str. 352-387)
vysvétluje Fibonacci metody pfiblizného vypo&tu druhé a tfeti odmocniny (ra-
diz, radiz cubica) a ukazuje, jak se s odmocninami po¢it4.?! Druhou odmocninu
definuje takto:

19 Tento termin pochézi od francouzského matematika E. Lucase (1842-1891), viz jeho
prace Théorie des fonctions numériques simplement périodiques, Amer. J. Math. 1(1878),
184-240, 289-321. Posloupnost byvad zaddna rekurentné vztahem Fy = Fx_j + Fi_o, kde
k=23,..., Fp =0, F} =1, coz neodpovida zcela pfesné plivodni Fibonacciové uloze.

20 Cesky napt. N. N. Vorobjev: Fibonacciova ¢isla, SNTL, Praha, 1953, 62 stran (anglicky
1963); J. Vesely: Zlaty fez a co vse s nim souvisi, U€itel matematiky 6(1997/98), 153-158,
7(1998/99), 14-24; E. Calda: Kterak od jedné vlastnosti Fibonacciovy posloupnosti ku cCislu w
dospéti mozZno jest, Matematika, Fyzika, Informatika 8(1998), 202-204; P. Trojovsky: Fibo-
nacciova ¢isla a rady, Utitel matematiky 8(1999/2000), 1-12; J. B. Dynkin, V. A. Uspenskij:
Matematické besedy, SNTL, Praha, 1955. Viz dédle V. E. Hoggatt: Fibonacci and Lucas Num-
bers, Univ. Santa Clara, Houghton-Mifflin, Boston, 1969; D. Jarden: Reccuring Sequences,
Riveon Lematematike, Jerusalem, 1958 (dalsi vydani 1973); P. Ribenboim: My Numbers, My
I’riends. Popular Lectures on Number Theory, Springer, 2000; R. C. Archibald: The golden
section, Amer. Math. Monthly 25(1918), 232-238; D’Arcy W. Thompson: On grow and form,
Cambridge Univ. Press, New York, 1942; H. S. M. Coxeter: The golden section, phyllotazis,
and Wythoff’s game, Scripta Mathematica 19(1950), 135-143, atd.

21 O vypo&tu odmocnin v pracich italskych matematiki 13. az 16. stoleti viz M. T. Rivolo,
A. Simi: Il Calcolo delle Radici Quadrate e Cubiche in Italia da Fibonacci a Bombelli, Arch.
Hist. Exact Sci. 52(1998), 161-193.
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Radiz quidem cuiuslibet numeri est numerus qui, cum in se multiplicatur,
facit ipsum numerum, ut 3, que sunt radiz de 9. Et 6 de 36G; quia ter tria
faciunt 9, et sexcies 6 faciunt 36. ... ([LP1-I], str. 353)

Pfi vypoctu odmocnin postupuje vice méné jako Arabové, vypocty provadi
secundum abaci materiam, tj. ,podle uméni abaku*; tento slovni obrat ukazuje,
ze u Fibonacciho ma slovo abakus zcela jiny vyznam nez o dve stoleti drive
u Gerberta.

Prirozené cislo A, které neni Ctvercem a jehoz druhou odmocninu chee Fi-
bonacci vypocitat, vyjadii v tvaru A = a® + r, kde a® je nejblizsi mensi druha
mocnina pfirozeného &sla. Odtud VA = a + k, kde 0 < k < 1: piibliznou
hodnotu ¢éisla k je tfeba nalézt. Je tedy

A=a’+7r=a*+2ak + k*,
odkud ,
k= .
2a + k

Polozime-li ve jmenovateli k = 0, resp. k = 1, ziskamme odhad

r <k < 4
2a+1 2a

Pfi odmochovani Fibonacci nejprve pocita podle znamého algoritmu ¢islo a, tj.
celou ¢ast odmocniny v A, potom klade k = 5~; dale vypocte rozdil

2a?

a z rovnice
2

T
a+—-—-z) =A,
(a+ & ~a)
ve které 22 zanedbéa, vypoéte pfibliznou hodnotu z.
Tento postup Fibonacci demonstruje na vypoc¢tu odmocniny ¢isla 10. Prvni
aproximaci je v/10 = 3%. Protoze je (33)® = 105 (coZ je pfiblizné 10,028),
hledd hodnotu z z rovnice (3% —z)? = 10. Po umocnéni a zanedbani hodnoty

2 ivap— L .3 — L
T* dostavéd T = 55 - 75 = 535 Vychdzi tedy

o1 1 37
VI0 =35 — oog = 3555

tato hodnota je velmi presnd, je (35%)% = 10,000 018.

V dalgich prikladech jiz Fibonacci poéitd jen ,prvni aproximaci® ([LP1-I],
str. 353-356):

35
V743 = 272—77 , V875 i936§ ,

11
\/12345£111% , \/927435i963§ﬁ .
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Vypoétené hodnoty jsou podle prede§lého o néco vétsi nez skuteéné odmocniny,
jsou v8ak pomérné piesné:??

(271)2 = 743,067 , (93§)2 = 8754,319,

27 62
482 1112 .
(111§) = 12345011, (9635) = 927435,012 .

Fibonacci poznamenal (napf. po vypo¢tu odmocnin éisel 743 a 927435), ze
je mozno vysledky zpfesnit podobné, jako pfi vypocétu hodnoty +/10.

Zajimavy je jeho vypofet druhé odmocniny éisla 7234 ([LP1-I], str. 355-
356). Podle pfedchoziho postupu by bylo

. 9
V7234 = 85—1—7—0 .

Fibonacci v8ak postupuje takto:

1 1 4975 v . 1 1
\/7234_ﬁ-¢72340000_m-(8505+m)_8556+;1-66

Poznamenejme pro zajimavost, Ze hodnota, kterou takto Fibonacci vypocetl, je
horsi nez hodnota 85%, Je to zplisobeno nevhodnym odhadem zlomku 5‘%.
Patrné vsak v tomto pfikladu neslo o presnost, ale o prezentovéni jiné cesty

k vysledku.

Ve spise Practica geometriae je druhym odmocnindm vénovana celd druhd
¢ast ([LP1-II], str. 18-30). Na radé pifikladl je nejprve procvicovan algorit-
mus pro vypocet druhé odmocniny. Odmociiované veli¢iny jsou vSak chapany
geometricky, pfipomenuty jsou nékteré prevodni vztahy délkovych a uhlovych
jednotek: sdh nebo prut (pertica) je 6 stop (pes), stopa je 18 unci (uncia), stu-
pen (gradus) je 60 minut (minutum), minuta je 60 sekund (secundum), sekunda
je 60 tercii (tertia). Fibonacci pak po¢itd odmocninu z 67 ¢tvereénich sdhi; nej-
prve je pfevede na ¢tvere¢ni unce, tj. 67 -6% - 182 = 781488, odmocnénim zisk4
884 + 2—%—%3 = 8845—% délkové unce a vysledek upravi pomoci pfevodnich vztaht
na 8 sahi, 1 stopu a 2% unce. Uvadi v8ak i druhy zptsob vypoctu, kdy nejprve
odmocn! 67 ¢tverecnich sdha, ziskd 83% délkového sahu a pomoci prevodnich
vztahii vysledek upravi na 8 sahi, 1 stopu a 2} unce.?3

Vypocet tfetich odmocnin Fibonacci provadi podobné jako vypocet odmoc-
nin druhych ([LP1-I], str. 380-383). Prezentovany postup povazuje za svij
vysledek, ackoliv se objevuje jiz drive v arabskych pracich. Odmochované ¢islo
A, které neni tieti mocninou pfirozeného ¢isla, vyjadii v tvaru A = a® + 7,

22 P

. . ) - . . P R r
oznamenejme, Ze chyba pfi odhadu isla k je mensi nez 7 %t = %a@atD)"

r mtze byt maximéalng (a + 1)% — a? — 1 = 2a, je chyba pfi vypodtu druhé odmocniny &isla

) { v 1 P ~ni Sials T T ¢ > P < Xz
A mensi nez Tar T Druhd mocnina isla ¢ + 5~ je o 7oz VEtSi neZz odmociiované Eislo A.

23 Maly rozdil ve vysledcich je zptisoben uzitim algoritmu pro pfiblizny vypo&et odmocnin.

Protoze
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kde a3 je nejblizsi men3{ tfeti mocnina, pfirozené &islo a pocita podle znamého
algoritmu. Nyni je /A =a+k, kde 0 < k < 1; ¢islo k je tfeba nalézt. Je tedy

A=a3+r:a3+302k+3ak2+k3,

odkud
r

k= e
3a? + 3ak + k2
Polozime-li ve jmenovateli k = 0, resp. k = 1, ziskame odhad

T _ T <k <"
(a+1)3—a®  3a2+3a+1 3a? -’
Fibonacci dale vychazi z odhadu
3 . T
VA = ———
ot (a+1)3 —ad

ktery vSak neni tak uspokojivy, jako predchozi odhad pro vypoéet druhych
odmocnin.?*

Proto vypocteny zlomek nahradi zlomkem , jednodussim®, aby si usnadnil
dalsi vypocet; ziskané ¢islo umocni, zjisti rozdil a vypocéte ,opravu®. Tuto me-
todu demonstruje na nékolika prikladech.

Nejprve pocitd podle predchoziho postupu tieti odmocninu éisla 47:

5= . .20 . .1
VAT =3—= =3- .
337 2
Potom vypoéte (jako tfeti mocninu dvojclenu — uziva slova cubicare, cubicatio)
tfeti mocninu tohoto €isla a zjisti, jak presné pocital:
143 7 7 1
=) =42- 47 — 42— =4- .
(32 ) 428 ’ 7 8 8

Jeho dalsi vypocet odpovida nasleduji vaze (v soucasné symbolice):
1 3, 7 1
(3§+z) =420 +3-35 4 -x,

kde misto (3%)% bere 31 - 4 a ¢leny s z* a z* zanedbd; nyni mé byt

1 1
.3--4.x=4-

= 1
odtud z = 5. Tedy

1 1 3
3 .
V4T =3- + — =35
2 10 5’
o ¢ . . ~ 7 3a+1 x
24 Chyba pii odhadu &isla k je mensi nez 3T 3a2+T30+A = 302('3((1;:33“). Protoze
r miZe byt maximaln& (a 4+ 1)3 — a® — 1 = 3a(a + 1), je chyba pfi vypo&tu tfeti odmocniny

(@+D)@a+1) _ 1, _ 1

¢isla A men3i nez a(3aZ43a+1) — a T 3aZtda+1”
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pro kontrolu pak vypoéte, ze (32)% = 47 — A2 Pokud bychom piedchozi
5 125

postup zopakovali, ziskali bychom pfesnéjsi hodnotu odmocniny.

V dalsim pfikladu Fibonacci poditd stejnym zptsobem tfeti odmocninu ¢isla
900. Prvni odhad 937} zaokrouhluje na 92, toto &slo umocni a vypodte dife-
renci,

2\3 8 8 .8
(93) =903-, 903 —900 =3,
a naznacuje vypocet opravy:
2 L 8 2
(95—2:) =903~ -3-95-10-3;

uvadi, ze ze vztahu

2 8
.92.10. 2 = 3—
3 93 0-z 327
je mozno hodnotu opravy = vypocitat — je
89
= ——=0,01137,;
T 7 7830 ’ 375

tento vysledek vSak jiz Fibonacci neuvadi.

Stejnym zpusobem pocitad tieti odmocninu ¢isla 2 345; uvadi vysledek 13é—g.
Poznamenejme, Ze tfeti mocninou tohoto Cisla je priblizné 2 343,8.

V dalgich ptikladech jiz po¢ita jen celou ¢4st odmocnin v/56 789, v/456 789,
V9876 543.

Ve spisu Practica geometriae je tietim odmocnindm vénovana celd pata Cast
... de radicibus cubicis inueniendis ( [LP1-II], str. 148-158; viz ukazka). Fibo-
nacci zde mimo jiné pocita stejné priklady jako v Liber abaci.

Fibonacci rovnéz ukazuje, jak se s druhymi a tfetimi odmocninami pracuje;
zkoumd napf. odmocniny binomi tvaru m + /n, Vm + /n, kde na &isla m,n
klade rtizné podminky ( [LP1-I}, str. 357-358). Dobfe rozliduje, zda je vysledek
¢islo racionalni, odmocnina racionalniho ¢isla, ¢i odmocnina ¢isla iracionalniho.
Iraciondlni ¢isla oznacCuje terminem surde. Ve Ctrnacté kapitole Liber abaci, ale
i ve spise Practica geometriae ([LP1-I], str. 361, [LP1-II], str. 155-156; viz
ukézky) najdeme napf. slovni popisy nésledujicich rovnosti:

JVa-vio= Va1, \/viz.7=./viz-2d01,

V40 - V60 = V2400 , 2. v20-3- /40 = v160- V1080 ,

/1
v5: /100 = ¢ 55 " 8v/10:3v5 = v/5120: V135,

\/4+\/?+\/4—\/_=\/ﬁ, 4+\‘Vﬁ:\/16+x/fﬁ+8{‘/ﬁ.
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Fibonacci rovnéz znazornuje iracionality geometricky pomoci Eukleidovy
véty o vySce; napf. druhd odmocnina ¢isla 10 = 2 - 5 je znazornéna vyskou
pravouhlého trojihelnika spusténou na pfeponu, kde piepona je 7 a jeji iseky
pfilehlé k jednotlivym odvésnam jsou 2 a 5 ([LP1-1], str. 353). Pripad od-
mocniny prvodisla, kdy je tfeba uvazovat trividlni rozklad p = p- 1, v Liber
abaci diskutovan neni. Je vSak probran v pozdéjsim dile Practica geometriae
na piikladu odmocniny prvoéisla 67 ([LP1-11], str. 25).

Préace s kvadratickymi iracionalitami svéd¢i mimo jiné o Fibonacciho dobré
znalosti desaté knihy Eukleidovych Zdkladi, ve které je podana Theaitetova
klasifikace iracionalit. O tom, Ze tuto knihu peclivé studoval, se Fibonacci zmi-
fiuje ve spise Flos ([LP1-1I], str. 228):

. et ob hoc super ipso .X.° Fuclidis accuratius studui, adeo quod sui teo-
raemata ipsius memorie commendaut, et ipsarum intellectum comprehends.

V préci Practica geometriae se znovu zabyva geometrickymi konstrukcemi
odmocnin (viz [LP1-II], str. 18, 22, 153-154); zde je chépe jako geometrické
veli¢iny.

6. Linearni rovnice a jejich soustavy.

Problematiku linedrnich a kvadratickych rovnic prezentoval Fibonacci velmi
podrobné a obsahle.

Ve dvanacté kapitole Liber abaci pouzil k feSeni linearnich aloh nejprve
tzv. metodu chybného predpokladu, kterd byla uzivana jiz ve starém Egypté ve
2. tisicileti pf. Kr. Fibonacci ji nazyva regula versa.

Jakd je celkovd vyska stromu, jehoZ § a %, coZ je 21 dlani, je pod zemi?*

Uloha vede na rovnici

(%4—%)-1::21.

Fibonacci voli jako chybny predpoklad z; = 12; podotyka vsak, Ze je mozno
volit kazdé ¢islo, které je ndsobkem obou jmenovateli. Po dosazeni ¢isla 12
dostava misto Cisla 21 ¢islo 7, tj. tfikrat méné. Misto Cisla 12 je tedy tieba vzit
tfikrat vice, tj. 36; vyska stromu je 36 dlani.

Na linedrni rovnici vede i nasledujici pomérné znama uloha De Leone et
leopardo et urso ([LP1-1], str. 182):

Lev seZere ovci za étyri hodiny, leopard za pét hodin a medvéd za Sest hodin.
Za jak dlouho ji seZerou spolecné.

Vysledek 122 ziskdme feSenim rovnice z - (F+i+3)=1.
Jedna z dalsich tloh se tykd finan¢nich obnost dvou osob ( [LP1-1], str. 190):

Dd-li prvni druhému dendr, budou mit stejné. Dd-li druhy prunimu dendr,
bude mit pruni desetkrdt tolik.

25 Est arbor, cuius %l latet sub terra; et sunt palmi 21: queritur quanta sit arboris illius
longitudo: ... ([LP1-I], str. 173).



284
Uloha vede na soustavu rovnic

z—-1=y+1,
z+1=10y - 1);

Fibonacci zavadi novou nezndmou z = z + y. Jeho feSeni odpovidd v moderni
symbolice nasledujicim rovnicim:

1 10
y+1——2—z, $+1—HZ,

po jejich secteni ziskdme rovnici

31
Z+2—-2—2‘Z.

Odtudjez:4g,z=3% ,y:lg.

S nasledujici zajimavou tGlohou ( [LP1-I], str. 190-191) se Fibonacci seznamil
v Konstantinopoli:

Jestlize jeden célovék dostane od druhého 7 dendri, bude mit pétkrdt vice nei
druhy. Jestlize druhy clovék dostane od prvniho 5 dendri, bude mit sedmkrdt
vice neZ pruni. Kolik maji nyni?26

V nasi symbolice, oznac¢ime-li z a y pivodni penézni obnosy obou osob, vede
uloha na soustavu rovnic

z+7=5(y-"7),
Tz-5)=y+5.

Fibonacci si nejprve predstavi celkovou éastku (tj. z +y) jako tsecku, kterd
je rozdélena na dvé casti — plivodni obnosy obou osob, stejné jako ve vyse
uvedeném prikladu. Obé podminky tlohy pak odpovidaji jinému rozdéleni této
useCky. V soucasné algebraické symbolice jde o rovnosti

c+y=@+7N+uy-7=(-5)+ky+5),

pritemz podle podminek Ulohy je y — 7 jednou Sestinou celé Gsecky a = — 5
jednou osminou celé tsecky. Soucet z + y — 12 je tedy roven (§ + %) (z+y),

neboli

17 12-24 16
L =12 = 16—
5 (r+vy) a z+y T 617

aodtudz=7~127 ay=9%.

26 Jtem si proponatur, quod unus illorum petat alteri denarios 7; et habeat quincuplum
eius. Bt secundus petat primo 5 denarios; et habeat septuplum eius. ... Viz téz [GH], str. 98-
99.
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Fibonacci déle ukazuje jiny, algebraicky postup pochazejici z arabskych
zdroju, ktery nazyva regula recta.?” Voli novou neznamou, pomocnou veli¢inu
z =y — 7; pivodni penézni obnosy jsou tedy z = 52—~ 7ay = 2 + 7. Z druhé
podminky dostane vztah

(52 —12) = 2 + 12 ,

odtud z = 2}—?. Pivodné tedy $lo o hotovosti 7% denaru a 9% denaru.

Fibonacci cely postup popisuje slovy, lohu vsak fesi ,algebraickou avahou*;
pro nezndmou, kterou jsme oznadili z, pouziva terminu res.?® Na nasledujicich
strankach fesi Fibonacci obecnéjsi tlohy.?® Pii algebraickych postupech ozna-
¢uje veli¢iny, které chape jako pomocné neznamé, slovy maior, minor, media,
mediana, ptipadné prima, secunda, tertia apod.

V dalsich partiich dvanéacté kapitoly Liber abaci jsou algebraickymi meto-
dami feSeny obdobné tulohy; €asto jsou podstatné komplikovanéjsi (tykaji se
vice osob), nékdy nemaji feSeni. To se tyka napft. lohy ([LP1-I], str. 284-285),
kterd vede na soustavu rovnic

T+y=27,
y+2z=31,
z+w =234,
z+w=237;

posledni rovnice je neslucitelnd s predchozimi. Proto Fibinacci méni zadani,
jako étvrtou rovnici bere z +w = 30; tato loha je fesitelnd (v kladnych ¢islech
prokazdé t < 27):y=27—-z,z2=4+z,w =30 — z.

Ve dvanéacté kapitole Liber abaci je fada Gloh vénovana vypoctu majetki
osob, které dosdhnou urcité hodnoty jen tehdy, prida-li se k jejich majetku ¢ast
majetku jiné osoby nebo jinych osob.

Prvni Fibonacciho tloha tohoto typu ( [LP1-I], str. 228-229), tiloha o finan¢-
nich obnosech dvou osob, které nedosahuji hodnoty s, vede na soustavu

1

T+ gy =8s,
1

y+ Z:c =s.

Obecny pfipad tloh tohoto typu odpovida soustavé rovnic

a

T+ BV
a2

Yy + -b—;.’L' =

27 In soluendis itaque questionibus est regula quedam, que recta dicitur, qua arabos utun-
tur: et est illius regule modus ualde laudabilis, cum per ipsam infinite questiones solui uale-
ant: ... ([LP1-I], str. 191).

28 Slovo res znamend latinsky véc; v arab¥tiné se ve stejném vyznamu pouZivalo slovo $aj.

29 Na str. 192-198 vénuje velkou pozornost Glohdm, které vedou na soustavy rovnic tvaru
z+7=5y—-7xtp, M(z-5)=y+5=%q.
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ProtozZe je rovnost
ax az
—Yy=y+ -z
by 2

T+ b

ekvivalentni s rovnosti

bl—al __b2—a2x
b YT b ’

je soustava splnéna pravé tehdy, kdyZ je podle tzv. pravidla imérnosti®°

by —a, by — as
s cn _‘—-——-——-.TL

bl ) Y b2

_ b1b2 — ayaq
B b1bo

Hodnota s neni ve vét$iné tiloh zadana.3! Fibonacci viak fesi tyto ulohy v oboru

“iu

prirozenych ¢isel a hledd ,nejmensi“ feSeni; proto bere za n sou€in by b,.

V predchozi uloze podava nejprve mechanicky navod, ktery odpovida vyse
uvedenym vztahlim pro z a y.

r=(3-1)-4=8, y=(@4-1)-3=9, s=3-4-1-1=11.

Zdtivodnéni tohoto postupu podava i algebraickou cestou, kterd je pro kon-
krétni priklad ponékud jednodussi nez vySe uvedeny obecny postup. Nakonec

dochdzi k obecnému feseni z = 2n a y = 3n, kde n je libovolné &islo:
3 1

Vnde primus homo habet % ex quouis numero, et secundus habebit % eiusdem
numert: ...

Nésleduje est uloh o tfech, étyfech a péti obnosech ([LP1-I], str. 229-
235), které je mozno vyjadfit obdobnymi soustavami linearnich rovnic o tfech,
Ctyrech, resp. péti neznamych. Fibonacci podava struéné a srozumitelné pravi-
dlo, jak nezndmé veliiny vypocitat ze zadanych podminek (tj. vlastné z koefi-
cientti rovnic). Resi tak tlohy, které vedou na soustavy rovnic typu

a
T+ —T2 =8,

by
az

T2+ T3=5,
by
a

Tp + —x1 =8
bi

Napf. pro k = 4 je nezndmé z; vypoctena postupem, ktery odpovida vzorci

(((by — a1)b2 + a1a2)bz — ajazasz)by s

T =
b1bab3bs — arazazay

30 ... per hanc enim proportionum regulam ... nebo ... ex regula proportionum apod.

31 Zajimavé je, ze v nasledujici loze jsou stejné koeficienty %, 1 a navic je s = 15.
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Fibonacci v8ak klade s rovné jmenovateli a pocita tedy pouze ¢itatele uvede-
ného zlomku.

Uvedme pro zajimavost ¢iselné hodnoty ¢ty takovychto prikladi:

koeficienty: %, 1, 1 feSeni: x, = 45, o = 48, 3 = 52, s = 61;
koeficienty: %, %—, % feSeni: x; = 135, ro = 141, 3 = 154, s = 229;
koeficienty: 1, 1, 1, 1 feSeni: x; = 264, zo = 285, 3 = 296, x4 = 315,

s = 359;
koeficienty: ¥ + 1, ¥ + %, g sti
feSeni: 7, = 176 274, 5 = 200772, 23 = 205820, z4 = 238830, s = 203 391.
Uloha ([LP1-T], str. 245), ktera vede na soustavu rovnic

z+%(y+z) s,

Il

1
y+ 1 (z + T) S,
1
2tz (z+y)=s
(FeSenim je 13, 17, 19; 25), je uz v Diofantové Aritmetice (24. loha 1. knihy).
Reprezentuje dalsi typ uloh, které Fibonacci fesil. Navod, podle kterého postu-
poval, je mozno v soucasné terminologii a symbolice popsat asi takto: soustavu

s+ L(y+z)=s,

by
y+a—2(z+:z) =s,
ba
z+9—3(a:+y)=s
b3

vyfre§ime vtipnym obratem, ktery zavadi novou neznamou
S=z+y+=z.

Odetteme-li od této rovnice jednotlivé rovnice dané soustavy, ziskdme snadno
vztah

1— a1 _by—a _byz—as
b___l .(y.}.,,)_ ™ (z+.’r)— by (z+y).
Muzeme tedy predpokladat, ze
b2 b3
= . = . s + = . s
y+z r— nf, z+x T— nf T+y T— nf

kde n je nejmensi spoleény nisobek Cisel by — a1, by —az, bz —as a f je pomocny
koeficient. Se¢teme-li tyto tfi posledni vztahy, dostaneme rovnost

b;
bi — aj

2(z+y+z)=z

i=1



288

Nyni polozime f = 2, abychom mohli krétit; dale odecteme od ziskané rovnice
tfi predchéazejici a tak ziskdme nezndmé z,y, z:

b1 bo bs
bl—a1+b2—a2+b3—a3

z=n-(

)

Nésleduji dvé podobné dlohy ( [LP1-1], str. 245-249) vedouci na &tyfi rovnice
se Ctyfmi nezndmymi s koeficienty 1, 1, %, & (a feSenim 1, 19, 25, 28; 37), kterd
se jen mirné li¥i od 25. dlohy prvni knihy Diofantovy Aritmetiky (tam jsou
koeficienty %,%,1,1), resp. s koeficienty 2, 3, &, S (a feSenim 1774, 2047,
2164, 2614; 4504).

Jesté slozitéjsi aloha tohoto typu ([LP1-I], str. 249-250) vede na soustavu
péti rovnic, ve které se jako koeficienty objevuji souéty kmennych zlomki
(a zlomku 2) v egyptském duchu:

x+(-§—+%)(y+z+u+v)=s,

y+(§+é+zé—6)(z+u+v+x)=s,

z+(§+é+é—§—8)(u+v+m+y)=s,

u+(§+%+4—;—0)(v+z+y+z)=s,
1 1 1

2
v+(§+m+ﬁ+§i——d)(z+y+z+u)—-s,

vychazi z = 3, y = 228, z = 231, u = 348, v = 378, s = 1030.
Fibonacci fesi i jiné typy Gloh, napf. takové, které vedou na nasledujici tii

soustavy rovnic ( [LP1-I], str. 238-240, 250-251, 254):

ac+l =3
3y_ )

+lz—s+2

Yy Vi )

z+1u—s+5
5 - bJ

+1v + 10

u+-=v=s ,
6

1
v+-,?z=s+17;

feSenim je z = 1589, y = 1713, 2 = 1796, u = 1845, v = 1950, s = 2 160.
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1
z+y+§(z+u+v)=s,
1
y+z+§(u+v+x)=s,
1
z+u+z(v+z+y):s,
1
u+v+g(a:+y+z)=s,

1
v+z+6(y+z+u)=s;

feSenim je z = 58, y = 19, z = 148, u = 49, v = 163, s = 257.

1
z+=-(y+2)=s,

3

1
y+Z(z+x)=s+2,

1
z+5(z+y):s+4;

feSenimjez =7,y =13, 2 = 17, s = 17.

I ve tfinacté kapitole Liber abaci prezentuje Fibonacci tilohy, které vedou na
linearni rovnice a jejich soustavy. Vysvétluje zde metodu dvou chybnych predpo-
kladi, kterou nazyva elchatayn nebo elchataieym podle arabského al-hatain.®?
Tuto metodu predvadi na velké fadé prikladl, z nichz mnohé jiz fesil v pred-
chozim textu. V ivodnim piikladu ([LP1-I], str. 318-320) podrobné rozebira
jednotlivé pripady (dva nedostatky, dva prebytky, prebytek a nedostatek); uka-
zeme situaci, kdy dostane prebytek a nedostatek.

100 rotuli urcitého zbozi stoji 13 liber, kolik stoji jedna rotule?

Poznamenejme, ze 1 libra je 20 solidl a 1 solidus 12 denard. 100 rotuli tedy
stoji 260 solidi, resp. 3120 dendr.

Piedpokladejme, Ze 1 rotule stoji 3 solidy (prvni chybny predpoklad), 100 ro-
tull pak bude stat 300 solidii neboli 15 liber, tj. o 2 libry vice, nez potfebujeme.
Dostdvame tedy prebytek 2 (plus).

Piedpokladejme, Ze 1 rotule stoji 2 solidy (druhy chybny predpoklad), 100
rotuli pak bude stat 200 solidii neboli 10 liber, tj. o 3 libry méné, nez potfebu-
jeme. Dostavdme nedostatek 3 (minus).

32 Kapitola je nadepsana Incipit capitulumn 13 de regulis elchatayn, qualiter per ipsam
fere omnes questiones abaci soluuntur, jeji text zacind takto: Elchataieym quidem arabice,
latine duarum falsarum posicionum regula interpretatur, per quas fere omnium questionum
solutio inuenitur; ... [LP1-I}, str. 318.
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Fibonacci zapisuje veSkeré hodnoty do nasledujiciho schématu (do sloupca

zaznamenava oba chybné predpoklady a pfislusné vysledky, terminy plus a mi-
nus se zde objevuji ve smyslu prebytek a nedostatek):

Additum ex 13 multiplicationibus

4 9
soldi soldi
2 3

N /
minus plus
VEERN
3 2
5

additum ex erroribus

Vysledkem je hodnota

2
2+ g =3~ 5 solidi = 2 solidy a 7,2 denaru,

ktera se stanovi z vySe uvedeného schématu. V obecnéjsi podobé je vysledek
mozno vyjadrit v tvaru
_3-3+2-2 944 13 3 36 7,2

312 33235 %57 %% "1

Pravidlo dvou chybnych predpokladii se zdivodni (v na3i symbolice) po-
mérné snadno.

Uvazujme rovnici 100z = 13, kterou bychom dnes vyjadrili matematicky
obsah predchoziho prikladu. Jejim feSenim je z = 1—10% liber, resp. z = 3%;103
solidd.

Predpokladejme, Ze dosazenim hodnoty z; (v solidech) ziskdme pfebytek a;
(v librach) a dosazenim hodnoty zo dostaneme nedostatek ay. Je tedy:

100-z; =20-(13+a;) ,
100'2132:20'(13—(12) .

Secteme-li prvni rovnici vynasobenou a; a druhou rovnici vynasobenou a;,
dostaneme vztah

100 - (z1a2 + .’Ezal) =20-13- (a1 + ag) ;
odtud

Ti02 + T201 20-13 -z
aj+a; 100
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Po jednoduché upravé je

ay
T=zy — —— (71 —T3) =29 +
a; + ap ay +ay

(xy — x2) .

Vsechna vySe uvedend vyjadfeni hledané hodnoty z tedy snadno uréime
pomoci schématu:

Ti1a9 + Toay

T20q T10a2
To T
AN
minus plus
/7 N\
ap a)
a; + as

S linedrnimi Glohami se setkdvame i na jinych mistech Liber abaci. Jedna
uloha ze zavéru tohoto dila ([LP1-I], str. 458) vede na soustavu rovnic

z+y=10,
10 1
=y =20=-
ol 04,

kterd se snadno prevede na soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych;
jeji Teseni je
37 84

Problematiku soustav linedrnich rovnic vySetfuje Fibonacci i ve spisu Flos.
Jeden z problému, které fesi, je nasledujici velmi znama Gloha z rekrea¢ni ma-
tematiky ([LP1-1I], str. 234-236; viz ukazka), kterou mu zadal Joannes Pa-
lermsky:

Tri muzi magi spolecny majetek v mincich; proni vlastni jednu polovinu,
druhy jednu tietinu, tieti jednu Sestinu. Pak si mince rozeberou bez ohledu na
vlastnické podily. Po case se sejdou, pruni vrdti polovinu toho, co odnesl, druhy
tretinu a treti Sestinu; kdyz se o takto shromdzdéné ymeéni rozdéli rovnym dilem,
md kazZdy to, co piuvodné vlastnil. Vypoctéte jejich vlastnické podily a kolik
minci si kazdy pri déleni odnesl.

Oznacime-li poc¢ty minci, které si muzi odnesli, symboly z,y, z, zachytime
podminky tlohy homogenni soustavou tii linearnich rovnic o tfech neznamych:

1"+1<1z+l1+lz>—l(ax+ + z)
2" T3\t Y Tt T YT,

1
2y-+-l(£ac+ly—+—1z):—(ac-’ry-kz),
3 3\2 3 6 3

1
§z+l<l:c+1y—!~lz):—(z+y+z).
6 3\2 3 6 6
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Fibonacci uvadi ,nejmensi“ feSeni v pfirozenych cislech:

z =33, y=13, z=1;
tfi muzi tedy vlastnili dohromady 47 minci, prvnimu patfilo 23% mince, dru-
hému 152, tfetimu 72 mince.?

V dopisu mistru Theodorovi fes$i Fibonacci tlohu, kterd vede na nehomo-
genni soustavu péti linedrnich rovnic o péti nezndmych ( [LP1-II], str. 250; viz
ukazka):

1

Il+§$2=12,

T +l:z: =15

2 3 3 = )

+1 =18

T3 42?4- )

T +lx =20

4 5 5 — )

T +lz =23

5 6 1 — .

Jejim feSeni je

612 218 67 453 619
T =657 @ =100, s =1, s = 1507, @ =215

O problematice linearnich rovnic a jejich soustav ve Fibonacciho dile pojed-
nava podrobné K. Vogel [VK1] a J. Sesiano v knize [SE], str. 136-145, resp.
v praci [SJ].

7. Kvadratické rovnice.

V patnacté kapitole Fibonacciho dila Liber abaci ([LP1-I], str. 387-459)
je mimo jiné podle arabskych vzoru (al-Chwarizmi, Abtt Kamil) rozpracovina
problematika kvadratickych rovnic; i v samotném nazvu kapitoly je uvedeno,
Ze pujde o algebraické problémy:

... de questionibus aliebre et almuchabale3*

Prvni ¢ast posledni kapitoly Liber abaci zaCind delsi pasdzi o pomérech mezi
tfemi, resp. ¢tyrmi Cisly. Fibonacci poznamenava, Ze na tuto problematiku vede
fada geometrickych otazek. Ulohy o pomérech, které zde uvadi, fesi kvadratic-
kymi rovnicemi; pfi feSeni uziva doplnéni na ctverec.

33 Zajimavé je, Ze ani vlastnické podily, ani &astky, které muzi vraceli (16%, 4%, é), nejsou
vyjadfeny prirozenymi &isly. Pokud bychom vzali Sestindsobek uvedeného FeSeni, tj. 198, 78,
6, byl by spoleZny majetek 282 minci, muzi by vlastnili 141, 94, 47 minci a vraceli by 99, 26
a 1 minci.

34 V néazvu tieti ¢asti patnicté kapitoly je formulace ... de solutione quarumdam questi-
onum secundum Modum algebre et almuchabale, scilicet ad proporiionem et restaurationem.
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V jedné tloze ([LP1-I], str. 387) hled4 &isla z,y, pro ktera je
r+y=10 a .Y .
y 9

Jeho feseni odpovida tomuto sledu Gprav:

+ +9 10 9
Ey_y:y_g_ — _.:gj.__._ = 90=yy+9)

=>(y+4%)2=90+20§—_—(10-;-)2 — y=6,r=4.

Zaporny koren y = —15 Fibonacci neuvazuje.
V dalsi dloze ([LP1-I], str. 387) hleda &isla z,y, pro kterd je
4 T

=15 = .
TrY a 4+ T4y’

jeho feSeni odpovida Gpravam
60=4-15=4+1z)-2 = 64=024+2)? = z=6,y=9;

zaporny koren x = —10 opét neuvazuje.
Ulohu ( [LP1-I}, str. 387-388), ktera vede na soustavu rovnic

z 6

=1 —_ = —

r+y=13, 6=y

fesi Fibonacci sledem uprav
1 2 1\2
=2y = 36=z(13-1) = 36+(6§—z) —(65)
1 225
= (65"1?) ——'Z‘ = 1—471/—9,

Fibonacci pfi feSeni predpoklada, ze z < 6%, a proto neuvazuje druhé reSeni
z=9,y=4.

Poznamenejme, Ze ne vSechny tlohy zde Fibonacci fesi kvadratickymi rov-
nicemi. Zajimava je Gloha ( [LP1-I], str. 388), kterd vede na soustavu

—;:%, z+y+2=19.

Fibonacci poznamenava, ze ma nekoneéné mnoho feSeni (hoc potest fieri infi-
nitis modis), a ukazuje, jak je najit. Vychdzi z rovnosti % = % al+2+4=7,

ze kterych snadno ziska feSeni z = L2,y = 12, 7 = 419,
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Zajimava je rovnéz loha na rozdéleni ¢isla 10 na dvé ¢asti ([LP1-I], str. 390),
kterd vede na rovnici
24 =2z(10-12) .

Fibonacciho vypocet odpovida nésledujicim Gpravam:
1=25-24=25-2(10-1z) = (5—-1)%;

odtud z = 4. Druhy kofen = = 6 zde chybi; z vypoltu vyplyva, ze Fibonacci
povazuje x za mensi z hledanych dvou ¢asti, na které je ¢islo 10 rozdéleno.

Ve druhé &asti posledni kapitoly ([LP1-I], str. 397-406) nachazime geomet-
rické problémy. V nékolika tlohach je procviovdna Pythagorova véta; tyto
tilohy vedou na jednoduchou kvadratickou rovnici typu z? = a, tj. spiSe na
odmochnovani.

s ws

Ve treti ¢asti posledni kapitoly Fibonacci uvadi klasifikaci rovnic podle al-
Chwarizmiho a jednotlivé typy taloh fesi ( [LP1-I], str. 406-409; viz ukazka).
Rozeznava tfi jednoduché a tfi slozené pripady,®® které dnes mizeme zapsat
rovnicemi

az? = bz , az” =c, br=c,

ar’ + bz =c, az’ =bz +c, az® +c= bz .

Pri feSeni konkrétni ulohy upravuje Fibonacci rovnici tak, aby byl jeji ve-
douci koeficient (tj. koeficient u z2) roven 1. Reseni vy3e uvedenych tii slozenych
pripadi vysvétluje na nasledujicich konkrétnich prikladech:

2 +10z =39, tato rovnice mé kofen 3,
2 =10z + 39, tato rovnice méa koten 13,
r? +40 = 14z, tato rovnice mé kofeny 4 a 10.

Fibonacci podéava slovni popis feseni, ktery odpovida zndmému vzorci uda-
vajicimu kofeny kvadratické rovnice. Jeho navody i konkrétni ulohy vice méné
odpovidaji ndvodiim algebraického traktatu al-Chwarizmiho, oba vyuzivaji pfi
svém vykladu geometricka zdivodnéni. Zatimco u prvniho a druhého typu kva-
dratické rovnice ziskdva Fibonacci jediny kofen (druhy je zdporny), u t¥etiho
typu vypocie oba kladné kofeny (pokud jsou redlné) a vi, kdy existuje jen jeden
kofen (dvojnasobny); v nasi symbolice je

z=\1c+(g)2—g, $=\/c+(g)2+g, m:%:t (g)z-—c.

Neznamou Fibonacci nazyva na raznych mistech svych dél res nebo radiz,
jeji dvojmoc census nebo quadratus, absolutni ¢len numerus simples, numerus
denarius, denarius i dragma. Vy$§i mocniny neznadmé oznacuje slovy cubus
(x3), census census, census de censu nebo censuum census (z*), census census
census nebo cubus cubi (z%), census census census census (z8).

35 .. he autem in solutionibus questionum inter se equantur sez modis, ex quibus tres

sunt simplices, et tres compositi.
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Popsané metody Fibonacci uzivd pfi feSeni fady problémi. Jako priklad
uvedme ulohu ze série pfikladd, kdy se ma néjaké ¢islo rozdélit na dvé &asti,
které jsou svazany dalsi podminkou:

Rozdél deset na dvé cdsti; vydél jednu druhou a druhou prvni, vysledky tohoto
délent pricti k 10, vysledek vyndsob jednou z édsti a dostanes 114.36

Uloha vede na soustavu rovnic

z+y=10,
z~(10+f+3)=114,
Yy T

jejiz feSeni je podano dlouhym slovnim popisem jednotlivych krokt. Upravy
posléze vedou na kvadratickou rovnici

1
z? +130 = 242;5 ,

kterda ma dva kladné kofeny, 8 a 1641; druhy kofen vsak nevyhovuje zadéni
tlohy (bylo by 10 = 161 — 61), feSenim tlohy je tedy rozdéleni &isla 10 na
8 a2.

Zajimava je aloha ( [LP1-I], str. 420), kterd vede na soustavu rovnic
z
z+y=10, (§+I)-y=30.
Fibonacci prechazi ke kvadratické rovnici

2 +30 =11z,

kterd ma kofeny xz; = 5, xo = 6; Fibonacci v8ak akceptuje jen kofen z = 6,
snad proto, Ze rozdéleni ¢isla 10 tvaru 10 = 5 + 5 je trivialni.

Dalsi aloha ( [LP1-I], str. 421) vede na rovnici

3z+4Vz2 -3z =2>+4.

Fibonacci zavadi novou nezndmou vztahem y% = 22 — 3z (y? je novy census).
Rovnice 4y = y? + 4 ma dvojnasobny kofen y = 2; Fibonacci podle svého
obecného nivodu ke dvojce pricita a odecitd nulu:
. remanet zephyrum; quo addito, uel diminuto a medietate radicum, red-
derit 2 pro radice positi census: ...
Pro vypocet ptivodni nezndmé z je nyni tieba vyresit kvadratickou rovnici
z? — 3z = 4, kterd mé jeden kladny koten z = 4.

36 Viz [LP1-1], str. 418. Velmi podobn4 tloha ( [LP1-1], str. 416) vede na soustavu rovnic
c+y=12, 2L =41 feSenimjec=9ay=3.

Y zT—y
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Jedna z dal3ich dloh ( [LP1-I], str. 434-435), kterou Fibonacci fesi, pochézi
od Abt Kamila. Jeji slovni vyjadreni vede na soustavu rovnic

z+y=10,
T Y5
Yy

Fibonacci uvadi reSeni

T =95-1/225~-+v50000, y=5+1/225- v50000,

které vzapéti upravuje na tvar

T=V125-5, y=15-+v125.

Dalsi alohu ([LP1-I], str. 447) od Abt Kamila je mozno vyjadfit soustavou
rovnic

zy =10,
Tz =19y,
2?4y =22

vede na rovnici 28 + 100z = 10000, kterou je mozno fesit jako rovnici kvad-
ratickou.

Nasledujici tfi priklady, které uvadime v soucasné symbolice, vytvofil pa-
trné sam Fibonacci; ve znamych algebraickych traktatech jeho predchidct se
nevyskytuji. Prvni Gloha ([LP1-I], str. 427-428) vede na rovnici

z? = V6zV5z + 10z + 20 .

/1 [ 1
=95+ 7§+ 525"*‘\/750

a jeho pfibliznou hodnotu 16%. Druhy kofen z = 5 + ,/7% — \/52% + /750,

ktery je zdporny, neuvazuje.

Druha tdloha ( [LP1-I], str. 422) vede na rovnici

Fibonacci uvadi reSeni

1, 1 2
- +1)(—x2+2) =z°+13.
(3= +1) (3
Fibonacci prechazi pomoci jednoduché substituce 22 = z ke kvadratické rovnici,
jeji kladné feseni je z = 12. ReSeni dané ulohy je tedy z = 2v/3 (zaporné feseni
z = —2+/3 Fibonacci neuvadi).
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Tieti tloha ([LP1-I], str. 428-429), ktera se opét tyka rozdéleni ¢isla 10 na
dvé ¢asti, vede na soustavu rovnic

r+y=10,

-6

I—y_

Fibonacci uvadi feseni

z=5-vV6+V31, y=5+v6-V31;
druhé feseni

z=5-v6-V31, y=5+v6+V31
neuvazuje, nebot z < 0 a y > 10.

Poznamenejme, Ze algebraické metody se vyskytuji i v knize Practica geo-
metriae. Na poCatku druhé Césti tfeti kapitoly o méfeni obsahii ¢tyfahelnika
(... de mensuratione quadrilaterorum) podava Fibonacci Sest pravidel pro fe-
Seni linedrnich a kvadratickych rovnic; jejich feSeni zdivodiuje geometrickymi
postupy, které jsou trochu odlisné od téch, které prezentuje v Liber abaci. Déale
resi fadu problému o ¢tyfuhelnicich; kromé geometrickych feSeni zde podava
i feSeni algebraickd — geometrické zadani lohy vede na linedrni nebo kvadra-
tickou rovnici.

Algebraickymi postupy fesi i nékteré problémy osmé kapitoly (... de qui-
busdam subtilitatibus geometricis); poCitd napf. stranu pravidelného pétiahel-
nika a desetitihelnika, je-li ddn polomér kruznice opsané, resp. vepsané.

8. Nula a zaporna ¢&isla.

Ve Fibonacciho pracich se na nékolika mistech vyskytuje nula jako skutecné,
témér , plnohodnotné“ &islo.

Pti provadéni devitkové zkousky se nula objevuje jako zbytek pfi déleni
deviti a je chapana jako skutecné &islo. Napf. pfi vypoctu souéinu ¢isel 123
a 456 ([LP1-I], str. 12; viz ukazka) vychézi nula pfi devitkové zkousce.

V zavéru Fibonacciho spisu Liber abaci je mimo jiné série aloh, ve kterych

je ¢islo 10 déleno na dvé ¢asti, mezi nimiz je urcitd vazba. Jedna z takovychto
tloh ([LP1-I], str. 454-455; viz ukazka) vede na soustavu rovnic

z+y=10,
E+_1_q:61_
T y 4

Stejna tloha se vyskytuje i v zdvéreéné ¢asti algebraického traktatu Abu
Kémila.?” Aba Kamilovo feseni odpovid4 dosazeni za 10 z prvni rovnice do
druhé, tj. vede k rovnici

ﬁ_y__*_z_’-y:ﬁ.];’
T Y 4

37 Abt Kamil i Fibonacci nejprve zdiivodiiuji, Ze proz +y =aje 2 + & = 2. % .
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odtud :
T Yy
4L —y-
y+:c 4’

a tloha tak pfejde na kvadratickou rovnici s nezndmou .
Fibonacci postupuje odlisné. Pfedpoklada, ze je ¢islo 10 rozdéleno na dvé
Easti,
r=2-2z2 a y=8+z;
nezndmou 2 oznacuje jako ,véc“ (res). Po dosazeni za z a y do druhé rovnice,
tj.
2—z 8+2z

snadno dojdeme k rovnici (tento vypocet vSak u Fibonacciho uveden neni)

10+10 25
4

)

(2-2)8+2)=16, resp. z(z+6) =0,
kterd ma kofeny z; = 0 a 2z = —6. Fibonacci v tomto okamziku ¢islo nula
povaZzuje za plnohodnotny kofen (ignoruje v8ak zdporny kofen zo = —6):

Postupuj podle algebry (v origindle secundum algebra) a zjistis, Ze véc [tj. ne-
zndma z | je nula (v originéle rem esse nichil), takZe jedna ze dvou édsti bude 2
a druhd 8.

Fibonacci vzapéti ukazuje modifikovany postup. Opét pfedpokldda, Ze je
¢islo 10 rozdéleno na dvé ¢asti, tentokrat je vSak uvazuje v tvaru

T=2+4+2 a y=8-2z2;
odtud je mozno snadno dojit k rovnici
2(z—6)=0,

ktera ma koreny z; = 0 a z; = 6. Fibonacci v8ak nyni povazuje za plnohodnotny
kofen pouze ¢islo 6 (a ignoruje kofen z; = 0).

Je tfeba si uvédomit, ze Fibonacciho metoda, pfi které se ¢islo 10 rozdéli na
2—-2a8+ 2z, resp. na 2+ z a 8 — z, je postavena na znalosti vysledku.

U Fibonacciho nalézidme na nékolika mistech i zaporna ¢isla.

Ve dvanéacté kapitole Liber abaci je iloha o finanCnich hotovostech péti
osob ( [LP1-1], str. 227-228), ktera vede na nésledujici soustavu péti linedrnich
rovnic:

z+y+b=2(z+u+v),
y+z+b=3u+v+1z),
z+u+b=4v+z+y),
u+v+b=5(+y+2),
v+z+b=6(y+z+u);
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Fibonacci uvadi reSeni
=22, y=-9, z=57, u=12, v=71, b=267

a poznamenava, ze loha je nefesitelna, nepfipustime-li, Ze ma druha osoba
dluh (debitum):

... hec questio est insolubilis, nisi ponamus, secundum hominem habere de-
bitum 9, ...

Jin4 uloha o finanénich hotovostech sedmi osob ( [LP1-I), str. 252-253) vede

na soustavu sedmi rovnic:

m+y+z+%(u+v+w+t)=s,

y+z+u+%(v+w+t+x):s,

t+x+y+%(z+u+v+w):s.

Fibonacci uvadi ,,nejmensi“ celociselné reseni
z =507, y=171, z = -9, u = 1347, v =451, w = 131, t = 1431, s = 2 349;
opét pripousti zadpornou hodnotu hotovosti a zdliraziuje, Ze tloha je resitelna

jen v piipadé, kdy ma tfeti ¢lovék dluh:38

... quare tercius homo habet debitum ipsos 9, vel hec questio est insolubilis:
sit itaque solubilis cum debito tercij hominis; ...

Zaporné FeSeni pripousti Fibonacci i u nésledujici soustavy rovnic ( [LP1-I],
str. 254-257):

z+%(y+z+u)=s,

y+%(z+u+:t)=s+3,
z+%(u+m+y)=s+7,
u+é(z+y+z)=s+12,

jde o nehomogenni soustavu, ve vysledku se objevuji zlomky:

38 Proto méni koeficienty tlohy na hodnoty } a# § a ziskdva kladné Fedeni 1077, 717,
489, 1637, 997, 657, 1749; 3 963.
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Vnde hec questio cum hijs .IIIJ.°T positis residuis solui non potest, nisi
primus homo haberet debitum. Vnde si hanc positionem deinceps cum debito
primi hominis soluere uolueris, ... remanent bizantij 2; et tot habuit debitum
primus homo.

Fibonacci v8ak dochazi i ke kladnému feSeni r = 13%, y = 32%, z= 44%,
u=54}; s = 57%.

Jina dloha ([LP1-I), str. 296-297) vede na homogenni soustavu

1z+1(1z+1 +1z)—1s

27 T3\3T T 3¥ T %) T 3%
3¥T3\3*T3Y TR T
§z+1(12:+11+1z)—- 13'
6 "3\ T3¥TE%) T 0%

Fibonacci uvadi feSeni

T =326, y=174, z = -30, s =470.

Dalsi Glohu o finanénich hotovostech ¢tyf osob, v jejimZz feSeni se objevi
zaporné &islo, nalézadme jak v Liber abaci, tak ve spisu Flos ([LP1-I], str. 349-
352; [LP1-II], str. 238-240; viz ukdzka). Vede na soustavu &tyf linedrnich rovnic:

z+b=2y+2),
y+b=3(z+t),
z+b=4(t+1),
t+b=5(z+y).

Fibonacci oznaduje nezndmou z jako dragme a nezndmou y jako res. Jeho
slovni popis feSeni odpovida v soucasné symbolice tomuto sledu Gprav: z prvni
a druhé rovnice ziska

-—11: +1b t= 1 +4 b
2=t YT =Tt TgY ’

ze tieti a Ctvrté vypocte

b——s-)—:t+§ b—ﬁx-%-% ;
BEEEEEL THETEY
tyto vztahy vSak nemohou platit, jsou-li ¢isla z a y kladna. Fibonacci tak
dochéazi k feSeni

> 2u

poznamenejme, ze je to opét ,nejmensi“ celoCiselné feSeni, vSechna dalsi feSeni
jsou jeho nasobky. Vyskyt zaporného feseni Fibonacci komentuje takto:



301

. hec questio insolubilis est, nisi concedatur, primum hominem habere de-
bitum, et sic in minoribus numeris secundus habet 4, tercius 1, quartus 4, bursa
11; et debitum primi hominis est 1; ... Et si uis cognoscere hanc questionem
sine debito primi hominis insolubilem esse, hoc scire poteris per inuestigatio-
nem proporcionum ipsorum, ... ([LP1-I], str. 350)

. hanc quidem questionem insolubilem esse monstrabo, nisi concedatur,
primum hominem habere debitum: ad quod demonstrandum, ponam pro bizan-
tigs primj hominis dragmam, ... ([LP1-1I}, str. 238)

Ve spisu Flos nalézdme dalsi Glohu se zapornym feSenim ( [LP1-II], str. 242-
243):

a:+-;—(y+z+u)
y+§(z+u+x) =35,
z+§(u+z+y) =36,
+%(r+y+ z) =37.
Resenim je
z=-3, y =18, z2=25, u=29.

Fibonacci poznamenava, Ze zméni-li se hodnoty na pravych stranach rovnic na
181, 183, 184, 185, m4 soustava kladné feSeni (1,94, 125, 141).

V zavéru svého dopisu mistru Theodorovi uvadi Fibonacci tlohu o finanéni
hotovosti péti osob ([LP1-II], str. 251-252; viz ukédzka), kterd vede na neho-
mogenni soustavu péti linedrnich rovnic o péti nezndmych:

1
z+-2—(y+z+u+v)=12,
1
§(z+u+v+z)=15,

1
z+z(u+v+x+y)=18,

Y+

1
u+g(v+z+y+z)=20,
1
v+6(m+y+z+u) =23.
Fibonacci uddva ve svém dopise jen vysledek, pfi¢emz zdlraziuje, Ze prvni
osoba mé dluh:

97 297 99 247 20
= — J— =3 — - —_— = 15— -
r=-13, y=335, #=1lyg, u=lggm, v=2075.
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Poznamenejme, Ze zdporna Cisla, kterd na nékolika mistech ve Fibonacciho
pracich nalézdme, se zde objevila jako dusledek snahy o zachovani platnosti
algoritmu na feSeni urcitého typu uloh. Tento algoritmus v fadé pfipadi dobie
fungoval; pokud ho chtél Fibonacci vyuzivat i pfi feseni dalgich uloh stejného
typu, musel nékdy pfipustit existenci zdpornych ¢&isel. Situace byla ,ulehéena‘
tim, Ze 8lo o Ulohy o finanénich hotovostech, kdy bylo mozno zéporné ¢islo
prirozenym a velmi nazornym zpisobem interpretovat jako dluh. Podrobnéji
o vyskytu zadpornych ¢isel (nejen u Fibonacciho) viz [S]].

Zéaporna ¢isla se objevila nékdy kolem poc¢atku naSeho letopoltu ve staré
Cing v dile Matematika v deviti knihdch (Tiou ¢ang suan $u) p¥i vykladu obec-
ného postupu feSeni soustav linearnich rovnic, ktery je velmi podobny Gaussovu
elimina¢nimu algoritmu. V sedmém stoleti se zaporna ¢isla vyskytuji i v indické
matematice u Brahmagupty (nar. 589). U arabskych matematikii zaporna &isla
nenachazime. V Evropé se objevila v rukopise De arithmeticis propositionibus,
ktery byl napsan nejpozdé&ji v 10. stoleti.?? Axiomaticky zavedl zdporn4 &isla ve
druhé poloviné 19. stoleti némecky matematik Hermann Hankel (1839-1873).

9. Kubické rovnice.

Ve spisu Flos se Fibonacci zabyval problémem, ktery mizeme vyjadrit ku-
bickou rovnici

2 + 22% + 10z = 20 ;

tuto tlohu mu zadal Joannes Palermsky ( [LP1-II], str. 227-234; viz ukézka).4?
Fibonacci pfistupuje k problému geometricky; vyraz =% + 22% + 10z chape
jako obsah obdélnika o strandch 10 a 2, ktery je rozdélen na tii obdélniky:
2
jedna jejich strana je 10, druhéd je po radé %, %, r. Ze vztahu

3z
2= 16‘+ ?; +x
je zfejmé, Ze = neni pfirozené Cislo (nebot 1 < z < 2); z elementdrni Gvahy
o délitelnosti vyplyvé, Ze z neni raciondlni ¢islo (dosadime z = g, kde p,q
jsou nesoudélnd ¢isla). Pokud by z bylo iraciondlnim ¢islem, které je druhou
odmocninou ¢éisla racionalniho, byl by soucet stran dvou uvazovanych obdélniku

roven 9
I2

T
2-2 =z, (—- 1) ;
5 "\t

tato veli¢ina by v3ak byla racionélni (viz levd strana) a soucasné iracionalni
(viz prava strana).

Fibonacci obdobnymi geometrickymi postupy prozkoumal v8echny typy ira-
cionalit, které jsou uvedeny v 10. knize Eukleidovych Zdkladi (v/n, ¥/n, m++/n,

39 Viz [MK], str. 40-42.

40 Poznamenejme, %e tato kubickd rovnice mé jen jeden redlny kofen a ten je kladny.
Objevila se uz u Omara Chajjama (1048-1131), ktery v8ak podal pouze geometrické FeSeni
problému pomoci kuZelosetek a numerickou hodnotu kofene neuvedl.
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Vm + /n, /m+ /n, /m+ /noatd.); zjistil, ze kofen uvazované kubické
rovnice nemfize mit zadny z téchto tvard.4!

Nakonec Fibonacci uvedl pribliznou, ale velmi pfesnou hodnotu hledaného
kofene; neni v8ak jasné, jakym zpusobem ji vypocetl; v nasi symbolice je vyjad-
fena souctem

22 7 42 33 4 40

ppm g L2290 L 8 L3 L 368808107853 .
*t%0 T 602 60° Teor 605 T 6oe

Podle Cardanova vzorce®? je kofen z dan vztahem

=1
3

T

(-2+ {/352 + VIAT480 + {352 — /141480 ) =1,368808107821.

Fibonacciho vysledek je tedy vétsi nez skuteény kofen jen asi o 310711,
10. Teorie ¢isel.

Z hlediska teorie ¢isel zaujima Fibonacci ¢estné misto mezi Diofantem a Fer-
matem.

Velkou pozornost vénuje ilohdm, které vedou na soustavy linedrnich rovnic
feSené v oboru pfirozenych (pfipadné celych) éisel. S touto problematikou se
setkavame jiz v lohach o smésich ¢i slitinach (tzv. pocet sméSovaci); cilem je
vypocitat sloZeni slitiny, ktera je vyrobena ze znamych mnozstvi danych slozek,
nebo vypocitat mnozstvi znamych slozek, ktera jsou zapotiebi k vyrobé daného
mnozstvi pozadované slitiny. Fibonacci v téchto pripadech vétSinou prevadi
vahové poméry jednotlivych slozek na poméry pfirozenych éisel. Uvedme jako
piiklad nésledujici Glohu ( [LP1-I], str. 164):

Zvon z péti kovu vazi 775 rotuli, vydaje na material cinily 162% libry. Sto
rotuli jednotlivych kovi stoji po Tadé 16, 18, 20, 27, 31 liber. Jaké je sloZeni
zvonu, tj. jakd mnoZstvi jednotlivijch kovi obsahuje?

Problém vede na soustavu rovnic

T+ Ty +T3+Tq+2x5 =775,

1 3
166" (16, + 1875 + 203 + 274 + 3lz5) = 162Z )

Vychézeji napi. vdhova mnozstvi 60, 150, 400, 125, 40; ceny, za které byly tyto
kovy potizeny, jsou po radé 9 liber a 12 solidd, 27 liber, 80 liber, 33 liber a 15
solidti, 12 liber a 8 solid.

41 Viz klasicky &ldnek [WF1], dale téz [GH], str. 101-103, nebo [VQ]. Fibonacciho vysledky
mohly pozdé&j§im matematikim naznalovat, ze kofen uvedené kubické rovnice neni mozZno
sestrojit kruzitkem a pravitkem.

42 Viz J. Betvak: Algebra v 16. a 17. stoleti, in Matematika v 16. a 17. stoleti, D&jiny
matematiky, svazek 12, Prometheus, Praha, 1999, str. 161-235.
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Na tlohy sméSovaciho poctu navazuji tzv. ,ptaci ulohy* ( [LP1-1], str. 165-
166). Priklady tohoto typu totiz Fibonacci fesi podobné jako ulohy o michani
smeési.

Poznamenejme, ze Glohy podobného typu uvadi Alkuin (asi 735- 804) ve své
znamé sbirce Propositiones ad acuendos iuvenes (Ulohy na bystieni rozumu
mladiki) a Aba Kamil (asi 850-930) ve spise Kniha aritmetickijch kuriozit;

tickych spisech, v Evropé je v dalsich stoletich nalézime u nejrizngjsich autora.
30 ptdku stoji 30 minci. Jedna koroptev stoji 3 mince, holub 2 mince a 2 vrab-
ci jednu minci. Kolik je kterijch?43

Tato Gloha vede na soustavu rovnic
r+y+z=230,

1
3z+2y+—2—z=30;

snadno se ukaze,*! Ze ma v oboru celych nezdpornych ¢éisel jen t¥i feseni,
(0,10,20) , (3,5,22), (6,0,24).

Fibonacci uvazuje pouze feSeni v mnozin¢ prirozenych Ciscl, tj. dochazi jen
k jedinému reseni.

Nasleduji dvé obdobné tlohy;*® druha vede na soustavu rovnic
z+y+2z+t=230,

1 1
3z +2y+ —z+ -t =30
) B 1 )
kterd mé 19 feSeni v mnoziné pfirozenych cisel.

Takovéto ,ptaci ulohy“ nalezneme i ve Fibonacciho dopisu mistru Theodo-
rovi ([LP1-1I], str. 247, 248; viz ukazky):

30 ptdkiu stoji 30 minci. Holub stoji 2 mince, 2 hrdlicky jednu a 3 vrabci
rovnés jednu minci. Kolik je kterych?0

Uloha vede na soustavu rovnic
z+y+2z=30,

1 1
2z + §y+—3—z:30.

43 Uloha je numericky totozna s 33. tlohou Alkuinovou. Viz [MK], str. 14.

4 2 =30—z—vy, 6z+4y+z = 60, atedy 5c+3y = 30, odtud 0 < z < 6 a 3|z. Dostavame
t¥i moznosti: x = 0, 3, 6.

45 Prvni je numericky totoznd s 47. ilohou Alkuinovou. Viz [MK], str. 14.

46 Tato dloha se objevuje na str. 122 ulebnice Sbirka tloh z algebry, kterou roku 1876
vydali v Praze F. Hromdadko a A. Strnad: Nékdo koupil za 30 penizi 30 ptdki a sice jednéch 3,
druhijch 2 kusy po 1, tietich pak kus po 2 penizich; kolik dostal kterych?
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Fibonacciho zpiisob reSeni odpovida dosazeni z = 30—z —y do druhé rovnice
a ,diskusi rovnice 10z + y = 120; ¢islo 120 déli na dvé ¢asti, z nichz jedna
(tj. 10z) je nasobkem deseti a druhd (tj. y) je mensi nez 30. Udava jen jediné
feSeni (11, 10, 9); navic existuji dvé feseni, (10,20,0) a (12,0, 18), ve kterych se
vSak vyskytuje nula.

Daéle fesi obdobnou Glohu, ve které zaméni 30 za 29 a dostava dvé feSeni:
(10,16,3) a (11,6,12).

V dalsi dloze kupuje za stejné ceny 15 ptakl za 15 minci; tato Gloha pFipousti
jen dvé feSeni (6,0,9) a (5,10, 0), kterd viak Fibonacci neuvazuje — dochazi viak
k reseni (5%, 5, 4%). Proto modifikuje zadéani ulohy, kupuje 15 ptaka za 16 minci
a ziskava jediné feSeni (6,6, 3).

V dalsich dvou ptacich ilohach méni Fibonacci celé zadani. Prvni tloha vede
na soustavu rovnic

z+y+2z=230,
1
2x+3y+§z:30.

Fibonacci uvadi jediné feseni (4, 5, 21); existuje vak jesté feseni (12,0, 18) s nu-
lovou hodnotou. Druhé tloha vede na soustavu rovnic

T+y+z+t=24,

3x+2y+%z+%t=24.
Fibonacci uvadi dvé FeSeni, (4,4,6,10) a (5,2,12,5), existuji viak dalsi Gtyfi
feSeni s nulovymi hodnotami: (0, 10,9, 5), (1,8,15,0), (3,6,0,15) a (6,0, 18,0).

Jinym tématem teorie ¢isel jsou dokonala ¢isla ( [LP1-I], str. 283). Fibonacci
tento pojem nejprve definuje a pak ukazuje to, co bylo zndmo jiz feckym ma-
tematikéim: dokonalymi &isly jsou é&isla tvaru 27 - (2" — 1), kde 2"+ — 1 je
prvodislo. Tvrdi, Ze takovychto dokonalych ¢isel je nekoneéné mnoho (... pote-
ris in infinitum perfectos numeros reperire).t”

Do teorie ¢isel bychom mohli zaradit i vSechny Fibonacciho tlohy, které
vedou na soustavy linedarnich rovnic fesené v oboru celych (nebo pfirozenych)
Cisel; nékteré takové tlohy jiz byly vySe uvedeny. Nésledujici soustava Ctyr
rovnic o péti nezndmych, na kterou vede jedna z Fibonacciho tloh ( [LP1-I],
str. 349), je numericky naro¢na:

1 1 1
T1+5T2 +5T3+H-24 =8,

2 3 4
! +T +1x+17 =s
6zl 2 43 5’4_ )
+1 +z+lx =S
7$1 8352 3 64—— )
+1w+lm+x =38
ghimgherpm™ M =9-

47 Tento problém je dosud otevfen.
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Fibonacci dochazi k ,nejmensimu® feSeni v mnoziné pfirozenych ¢isel:
r; = 8569848, 1y = 21741336 , x3=126955060, x4 = 290657460,
s = 35839901 .

Takovéto tlohy se vét§inou tykaji spoleéného majetku nékolika lidi.

V posledni kapitole Liber abaci nalézame tlohu, kterd pozaduje feSeni ne-
uréité rovnice 22 + y? = a* v oboru racionalnich ¢isel. Fibonacci vychdzi z nej-
znamcjsi pythagorejské trojice 3,4, 5, tj. z rovnosti

16 +9 =125 .

Odtud vyplyva rovnost

neboli
5 5/ 7

odtud Fibonacci dochdzi k reseni

() () =

Jednu tlohu, kterd patri do teorie ¢isel, nalézame v zavéru Fibonacciho spisu
Practica geometriae ([LP1-11], str. 216 218).

Nuleznéte ctvercove cislo, kleré zvétseno o 5 ddvd opét ¢tvercové cislo.

Ve spisu Liber quadratorum je vSak zarazena zajimavejsi a obtiznéjsi aloha
([LPI-11], str. 2715 viz ukidzka). Je z vefejného turnaje u Fridricha 11., Fibo-
naccimu ji tam zadal Joannes Palermsky:

Nagjdcte raciondalni étvercovd éislo, kterd zeélseno 1 zmenseno o 5 davd znovu
raciondlni étvercové Cislo."

Timto problémem se budeme zabyvat ponckud obecendji, misto ¢isla 5 bu-
deme uvazovat prirozené ¢islo a; problém pak vede na soustavu rovnic
5 ,
rT+a= yl ,
2 2
T —a=z",
kterou je treba tesit v oboru racionalunich ¢isel. Vynasobime-li obé rovnice ¢tver-
cem b? spoleéného jmenovatele b éisel @, y, z, dojdeme k soustavé rovnic
- -9
X"+C=Y",
92
X?-C=2",

Il

48 Ve spisu Flos je uvedeno pouze fefeni této ulohy ([LP1-11], str. 227).
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kde X = bz, Y = by, Z = bz, C = ab®.

Jestlize pro prirozena ¢isla X a C existuji prirozena ¢isla Y a Z, pro ktera
vy$e uvedené vztahy plati, nazyva Fibonacci ¢islo C congruum a étverec X2
quadratus congruentus.*® Souétem piedchozich dvou rovnic ziskdame vztah

2X?=Y? 427
ze kterého po substituci Y = u + v, Z = u — v plyne rovnost
X2 =u? 4%,

Cisla u,v, X tedy tvofi tzv. pythagorejskou trojici; Fibonacci ji predpoklada
v tvaru

u =2mn , v=m?-n?, X =m?+n?.

Odtud
C=Y?-X?%=2uw = 4mn(m® — n?) ;

o Cisle tohoto tvaru Fibonacci dokazuje, ze je délitelné cislem 24.
Nyni se vratime k pivodni soustavé rovnic

?4a= y2 ,
z? —a =2,
ob& rovnice mame vynésobit néjakym é&islem b? tak, aby C = ab? bylo con-
gruum, o kterém vime, ze je délitelné Cislem 24. Pro a = 5 proto volime b = 12;
potomje C=5-122=720=4-5-4- (52 —4%),tj. m=5,n=4, a

X =41, Y =49, Z =31,
a tedy

T N R BEDS U TR
1712 YTt BEVIRRST
S pfihlédnutim na vySe uvedené uvahy jiz nebude vypadat tak tajemné na-
sledujici jednoduché feSeni soustavy

2 +5= y2 ,
2 —5=2%.
Ziejmé je y? — 22 = 10, odtud
1440 80-18
(y+2)y—2)= T = 1

49 Obecnéji o této problematice viz R. Franci: Numeri congruo-congruenti in codici dei
secoli XIV e XV, Bolletino di Storia delle Scienze Matematiche 4(1984), str. 3-23.
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Nyni polozime
18

+z—§9 -2 = —
y - y _127

12°

odtud
49 31 41

y:ﬁa Z—ﬁ) 1:_—1—2—

V posledni ¢asti spisu Liber quadratorum fesi Fibonacci nasledujici ulohu
([LP1-II], str. 279-283; viz ukazka), kterou mu zadal mistr Theodorus:

Najdéte takovd raciondlni cisla x,y, z, aby cisla

T4y+z4at, r+y+z+ai+y’, t+y+z+z+y* 427,
byla c¢tvercova.

Fibonacci uvadi nejprve iracionalni feseni

1 1
z=-V17 - = - =24
T =5 5 y=38, 2 ;

pro tyto hodnoty je

r+y+z+a’ =62, ry+z4ai+y? =102, r+y+z+zi4yi+2z? = 26% .

Déle vychazi z dobré znalosti posloupnosti ¢tvercu prirozenych ¢isel a py-
thagorejskych trojic a naléza reSeni dané tlohy v oboru racionalnich ¢isel; jeho
postup naznacime v moderni symbolice.

Fibonacci vychazi z rovnosti

(36k)* + (48k)% = (60k)? , (60k)? + (144k)* = (156k)*
a snazi se najit ¢isla x a k takova, aby pro y = 48k a z = 144k bylo
T4y +2z+ 2% = (36k)%;
pak bude zfejmé Gloha vyreSena. Po dosazeni za y, z je
T+ 192k + 2% = (36k)* ;
po provedeni substituce £ = 36k — a a snadném vypoctu je

_ala-1)
T 12(6a — 19)

Polozime-li nynia =4,je k= ¢ a

1
5



je tedy
2 2

36 60
T+y+z+z? = 57 T+y+z+ai+y’ = i
0

Jinou volbou ¢isla a bychom dostali dalsi feseni.

1562
52

r+y+z+ri+yi+2? =

Fibonacci vSak fesi danou ulohu i v oboru prirozenych ¢isel. Vychazi z rov-
nosti
(7k)? + (24k)? = (25k)? , (25k)* + (60k)? = (65k)2
a snazi se najit Cisla z a k takovd, aby pro y = 24k a z = 60k bylo
r+y+z+zi=(7k)?;
pak bude zfejmé dloha vyfesena. Po dosazeni za y a z je
T + 84k + 2% = (7k)? ;

po provedeni substituce z = 7k — a a snadném vypoctu je

ala—1)
T 7(2a-13)
Polozime-linynia=7,je k=6 a
z =235, y =144 | z =360 ;

je tedy
r+y+z+2® =422, r4y+z+2’4+y? = 1502, z4ytz+zi4yi+2? =390 .

Fibonacci uvadi jesté jedno feSeni v oboru racionélnich ¢isel, které odpovida
volbé a = 8, tj. k = %:

m=10§, y=64; 2=160,

, 562 o o 2002 s o o 5207
rty+z+z® = EVIR rty+tz+ax+y" = 3 ctytz+zrty +z° = 32
Fibonacciho spis Liber quadratorum konci obdobnou tlohou o ¢tyfech ¢islech
z1,%2,Z3, T4, pro kterd jsou éisla

Ty + T2 + T3 + T4 + 27, Ty + Ty + T3 + 14 + 27 + 13,
A T o R o o S S o o I o I R o A

étverce. Fibonacci uvadi pouze vysledek:
6 1
x; =1295, Ty = 45667 , T3 = 11417? , x4 =79920.

Pro tato Cisla je
T +z2+z3+z4+zf =1332? ,

1\2
T+ Ty + T3 +z4+zf+z§= (4757?) s
2 2 2 4\2
A I S R A QR U (123687) ,

’ 3\2
Ty 4Ty + 23+ T4 + 0 + 25+ 25 +25 = k80871,—{) .
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11. Geometrie.

Geometrickym zalezitostem se Fibonacci vénuje zejména ve spise Practica
geometriae.

Uvod tohoto spisu zalind vymezenim pojmi bod, ¢4ra, piimka, rovina,
thel, ..., trojahelnik, ¢tyfahelnik, mnohothelnik atd.; Fibonacci je zde inspi-
rovan Eukleidovymi Zdklady. Prvni ¢ast spisu ( [LP1-II], str. 5-18) je vénovéna
nasobeni geometrickych veli¢in, vyuzivany jsou zde nékteré véty Eukleidovych
Zdkladi, napt. ty, které v geometrické podobé vyjadiuji distributivni zdkony.

Druhé a pata ¢ast je vénovana odmocnindm, jak uz bylo vySe uvedeno.

Tteti ¢ast tohoto dila ([LP1-II], str. 30-110) pojednava o ,méfeni obrazci“
(... de mensuratione omnium camporum), jako je trojuhelnik, ¢tverec, obdél-
nik, kosoétverec, lichobéznik, mnohothelnik, kruh; jde hlavné o vypoéty obsahi
téchto atvart ([LP1-II], str. 30-31, 32, 33, 34, 56, 77, 78; viz ukazky). Najdeme
zde i to, Ze kazdy mnohouhelnik je mozno rozdélit na trojahelniky ( [LP1-II],
str. 83; viz ukdzka), ddle napf. obecny navod na vypocet obvodu a obsahu kruhu
a konkrétni vypocet pro kruh s primérem 14, kde jako 7 je pouzita hodnota -27—2
([LP1-II], str. 86; viz ukazka), i konstrukci strany pravidelného pétitihelniku
a desetitihelniku ( [LP1-II], str. 105; viz ukézka).

Velmi zajimavou pasazi je vypocet konstanty, kterou dnes oznacujeme ;
Fibonacci reprodukuje Archimédiuv vypocet ([LP1-II], str. 88-91), tj. pocita
pomér obvodu pravidelného vepsaného, resp. opsaného 96-tithelnika k pri-
méru.®® Jeho vysledek mtizeme v dnesni symbolice vyjadiit nerovnostmi

1440 - _ 1440
458 4581

Protoze aritmeticky primér &isel § a £ je 23 = I, dochazi Fibonacci k piiblizné
hodnot&®!

1440 _ 864
4581 275

coz je 3,1418. Pro riizné dalsi vypoclty tykajici se kruhu (napf. tlohy o tseéi
a vyseli) slouzi tabulka udédvajici zévislost velikosti thli a délek pfisludnych
tétiv ( [LP1-II], str. 96); velikosti Ghlu se zde rozumi délka ptislusného oblouku
na kruznici o priméru 42 pruti. Délky tétiv i velikosti thld jsou udavany v pru-
tech, stopach, uncich a bodech. Napt. tthlu 66 prutt (tj. pfimy thel) odpovida

50 Viz napf. klasicky &lanek [WH].

51 .. erit proportio circulj ad suum dyametrum, sicut 1440 ad %458, cum sint in medio
inter %458 et %458. Sed proportio de 1440 ad %458 est sicut triplum unius numerorum ad
triplum alterius, hoc est sicut 4320 ad 1375; quorum proportio in minimis numeris est sicut

864 ad 275: sed proportio de 864 ad 275, minus 7, est sicut +3 ad 1; ... ([LP1-II], str. 91)
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tétiva 42 prut (priimér), thlu 33 prutd (tj. pravy ahel) odpovidé tétiva 29
prutdl, 4 stopy, 3 unce a 98 bodt atd.>?

Ve &tvrté &asti (... de diuisione camporum inter consortes, [LP1-II}, str. 110
148) probird Fibonacci déleni atvard na &asti; déleny jsou zde trojihelniky,
¢tyfihelniky, mnohothelniky, kruh a jeho &asti. Za¢ind délenim trojihelniku
na dvé stejné &asti piimkou, kterd jde jeho vrcholem (([LP1-II}, str. 110; viz
ukazka).

Fibonacciho plivodnim vysledkem je patrné dikaz faktu, Ze téZnice troj-
ihelniku se protinaji v jednom bodé ( [LP1-II], str. 112-113; viz ukazka); to znal
jiz Archimédés, ditkaz se vSak z antiky nezachoval. Ze shodnosti a podobnosti
trojthelnikéi azi a gzb, resp. aid a ebd (viz obrazek) Fibonacci dokazuje, Ze
prisecik téZnic déli téZnice v poméru 2 : 1 a Ze je tedy jediny.

a 7

Z Z

Vyj > V4

Sesta ¢ast ([LP1-1I}, str. 158-202) se tyka ,méfeni téles” (... in dimensione
corporum), zejména jehlanu a koule; pozornost je rovnéz vénovana zlatému
fezu. Vypocet povrchu a objemu koule ([LP1-II], str. 185-186) Fibonacci uka-
zuje na prikladu koule o priméru 7 (vychézi 154 a 179%).

Kratka sedmad ¢ast (... de inuentione altitudinum rerum elevatarum, et pro-
funditatum atque longitudinum planitierum, [LP1-II], str. 202-206) je vénovana
zeméméfickym metodam urovani vzdalenosti a vysek.

V osmé &asti (... de quibusdam subtilitatibus geometricis, [LP1-II], str. 207-
224) se Fibonacci zabyvé vypoétem délek stran a thlopiicek pravidelného péti-
thelnika a desetitihelnika, je-li dan polomér kruznice opsané ¢i vepsané a na-
opak vypo&tem poloméri t&chto kruZnic, je-li ddna délka strany pravidelného
pétidhelnika ¢i desetitihelnika. Tato problematika je zjevné inspirovéana 13. kni-
hou Eukleidovych Zdkladi. Rovnéz zde najdeme rizné Glohy o vepsanych ¢tyi-
thelnicich do trojahelnika.

V dopise mistru Theodorovi fesi Fibonacci tuto Glohu ( [LP1-II], str. 249-
250; viz ukéazka):

52 Prut je Zest stop, stopa je 18 unci a unce je 20 bodd. ... Est enim pertica sez peduum, et
pes est decem et octo unciarum; et uncia uiginti punctorum; uel pertica est unciarum .108.
et punctorum 2160.; et suprascripte corde .66. intelliguntur esse protracte in semicirculo
uno, cuius dyameter est 42 perticarum, ... ([LP1-II], str. 95)
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Vypoctéte délku strany rovnostranného pétiihelnika, ktery je vepsdn do rov-
noramenného trojuhelnika se zdkladnou délky 12 a rameny délky 10.

a

10

Pfi feSeni Fibonacci vyuziva podobnosti trojuhelnikii a Pythagorovy véty
pro trojahelnik die (viz obrédzek); v nasi symbolice je

. 4 . 1
de =1z, dl—8~—-5-.L, ze_mxl,
2 (- S (Lo,

z’ = (8 loz) +(loz) ;

Fibonacci tak dochéazi ke kvadratické rovnici
4 6
2
6-2 = 182—
z°+3 7:5 8 x

kterou fesi pomoci ,pravidel algebry“. Nakonec dochazi k priblizné hodnoté

27 24 40 50
S T =4 4568557099
4+ s+ om T ow T oo 56 855 709

kterd je spravné na osmi desetinnych mistech, nebot

z =4,4568557053 .

Geometrické Ulohy, poznatky a postupy je mozno nalézt i na dalgich mis-
tech Fibonacciho dél.>® P¥ipomehime napf. pomérné ¢asté vyuziti Pythagorovy
véty, reprezentaci ¢isel tseckami a rovinnymi Gtvary, geometrické vyjadrovani
odmocnin pomoci Eukleidovy véty o vysce, geometrickd zdivodnéni metod fe-
Seni kvadratickych rovnic i rizné problémy a tlohy, které maji alespon ¢asteéné
geometricky charakter.®

53 Napf. druhd ¢ast posledni kapitoly Liber abaci se nazyva ... de questionibus geometriae
pertinentibus.

54 Negkteré tyto tlohy jsou zndmé z rekrcatni matematiky, napf. Gloha o dvou vézich
a studni ( [LP1-1], str. 398; [KAG], str. 115). RovnéZ lze pfipomenout riizné alohy o nadrzich;
v jedné z nich je do nadrze ponofovdna koule (De cisterna, in qua eiciatur spera rotunda,
[LP1-T], str. 404-405).
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13. Oznacdeni veli¢in pismeny.

Fibonacci uziva na nékterych mistech svych dél pismena k oznaceni Cisel a ve-
li¢in; naznacuje tak cestu k obecnému piistupu k feSeni loh, kdy jiz nezélezi
na konkrétnim ¢iselném zadéni, ale na matematické podstaté dlohy. Dilezité
kroky v tomto sméru ucinili pozdéji zejména F. Viete (1540-1603) a R. Des-
cartes (1596-1650).

Pro odliSeni matematickych symboli od obyc¢ejnych pismen vyuziva Fibo-
nacci tecky; veli¢iny oznacuje napf. .a. nebo .b. Pfi feSeni geometrickych tloh
nebo pii interpretovani ¢isel GseCkami ¢asto vyuziva dvou pismen, napf. .a.b.;
pismena a, b vlastné oznaluji koncové body pfislu$né Gsecky. Na nékterych
mistech jsme jiz tento Fibonacciho pfistup demonstrovali (napf. v pfedchozi
partii o geometrii).

Fibonacciho obecny postup pfi feSeni konkrétnich problémi mizZeme ukazat
na nasledujici tloze.

Pét koni spotiebuje za devét dni Sest vdhovijch jednotek ovsa. Za kolik dni
spotrebuje deset koni Sestndct stejnych vahovych jednotek ovsa.

Fibonacci fesi lohu obecné: a koni spotfebuje b ovsa v ¢ dnech, d koni
spotfebuje e ovsa v f dnech. Soucin a - e - ¢ se rovna souéinu d- b - f a odtud
vyplyva vztah udéavajici hledanou hodnotu.

14. Ukazky z Fibonacciho dila.

Nésledujici ukazky z Fibonacciho dila jsou pfevzaty z [LP1]. P¥i porovnavani
textt v [LP1] a [LP2] bylo zjisténo, ze publikace [LP2] obsahuje velké mnozstvi
chyb (vynechan slova i celé €asti textu, chyby v &islech atd.). I v [LP1] je
vSak fada neduslednosti v latiné, v oznadeni geometrickych veliin, ¢isel apod.
Neékteré jsou patrné jiz v rukopise, nékteré asi vznikly pfi sazbé.
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LIBER ABACI

Incipit liber Abaci Compositus a leonardo filio Bonacij Pisano
In Anno. M° cc® 4.°

SCRIPSISTis mihi domine mi magister Michael Scotte, summe philoso-
phe, vt librum de numero, quem dudum composui, uobis transcriberem: vnde
uestrae obsecundans postulationi, ipsum subtiliori perscrutans Indagine ad
uestrum honorem et aliorum multorum utilitatem correxi. In cuius correctione
quedam necessaria addidj, et quedam superflua resecaui. In quo plenam nume-
rorum doctrinam edidj, iuxta modum indorum, quem modum in ipsa scientia
prestantiorem elegi. ... ([LP1-I], str. 1)

* * *
Explicit prologus. Incipiunt capitula.

DE cognitione nouem figurarum yndorum, et qualiter cum eis omnis nu-
merus scribatur; et qui numeri, et qualiter retineri debeant in manibus, et de
introductionibus abbaci.

De multiplicatione integrorum numerorum.

De additione ipsorum ad inuicem.

De extractione minorum numerorum ex maioribus.

De diuisione integrarum (sic) numerorum per integros.

De multiplicatione integrarum (sic) numerorum cum ruptis atque ruptorum
sine sanis.

De additione ac extractione et diuisione numerorum integrarum cum ruptis
atque partium numerorum in singulis partibus reductione.

De emptione et venditione rerum uenalium et similium.

De baractis rerum uenalium et de emptione bolsonalie, et quibusdam regulis
similibus.

De societatibus factis inter consocios.

De consolamine monetarum atque eorum regulis, que ad consolamen perti-
nent.

De solutionibus multarum positarum questionum quas erraticas appellamus.

De regula elcataym qualiter per ipsam fere omnes erratice questiones solu-
antur.

De reperiendis radicibus quadratis et cubitis ex multiplicatione et diuisione
seu extractione earum in se, et de tractatu binomiorum et recisorum et corum
radicum.

De regulis proportionibus geometrie pertinentibus: de questionibus aliebre
et almuchabale.

Incipit primum capitulum.

Nouem figure indorum he sunt

9 8 7 6 5 4 3 2 1
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Cvm his itaque nouem figuris, et cum hoc signo 0, quod arabice zephirum
appellatur, scribitur quilibet numerus, ut inferius demonstratur. Nam numerus
est unitatum perfusa collectio siue congregatio unitatum, que per suos in infi-
nitum ascendit gradus. Ex quibus primus ex unitatibus, que sunt ab uno usque
in decem, constat. Secundus ex decenis, que sunt a decem usque in centum, fit.
Tertius fit ex centenis que sunt a centum usque in mille. Quartus fit ex millenis
que sunt a mille usque in decem milia, et sic sequentium graduum in infinitum,
quilibet ex decuplo sui antecedentis constat. ... ([LP1-I}, str. 2)

* * *

... Cum quattuor namque a mille usque in decem milia, ut in sequenti cum
figuris numeris super notatis ostenditur.

M.1 MMXXnr MMMXX1 MMMXX MMMMMDC
1001 2023 3022 3020 5600

MMM MCXI MCCXXXIII MMMMCCCXXI
3000 1111 1234 4321

Et sic in reliquis numeris est procedendum. Cum quinque namque figuris scri-
buntur omnes numeri, incipiendo a decem milia usque ad centum milia. Cum
sex uero, a centum milibus usque in mille milia, et sic deinceps, addendo figu-
ram figuris, numerus gradatim in decuplum ascendit. Vnde si contigerit quod
aliquem numerum multarum figurarum propter multitudinem figurarum, quis
legere uel intelligere nequeat, qualiter legere et intelligere ipsum debeat, osten-
dere procurabo.

DE prima itaque figura, hoc est de figura primi gradus, dicat unum.

DE secunda que est in secundo gradu, dicat decem.

DE tertia que erit in tertio gradu, dicat centum, et adcentet eam in superiori
parte.

DE quarta namque figura eiusdem numeri, dicat mille, et adcentet eam in
inferiori parte.

DE quinta uero dicat decem milia.

DE sexta itaque centum milia, et adcentet eam in superiori parte.

DE septima dicat mille milia, et adcentet eam rursum in inferiori parte.

DE octaua dicat decem milia milium.

DE nona dicat centum milia milium, et adcentet eam in superiori parte.

DE decima dicat mille milia milium, et adcentet eam in inferiori parte; et
sic semper per hos tres numeros, scilicet per millenos, et decem millenos, et
centum millenos et adcentando millenos in inferiori parte, et centum millenos
in superiori, usque ad ultimum gradum numeri studeat adcentare. ... ([LP1-I],
str. 3—4)

* * *

Si autem inequales numeros quis multiplicare uoluerit, eadem uia et ordine
erunt multiplicandi; ut si oportuerit multiplicare 123 cum 456, scribantur ad
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inuicem numeri ut supradictum est, ut multiplicentur 3 per 6, erunt 18: po-
nantur 8, retineatur 1 et multiplicentur 3 per 5, erunt 15, que addantur cum
1 seruato, erunt 16 et 6 per 2, et addantur cum 16, erunt 28: ponantur 8 et
retineantur 2, et multiplicentur 3 per 4 ¢t 6 per 1 et 2 per 5, et addatur cum
2 seruatis, erunt 30: ponatur 0, retincantur 3, et multiplicentur 2 per 4 et 5
per 1, et addantur cum 3 seruatis, erunt 16: ponantur 6, ct retineantur 1, cum
quo addatur multiplicatio de 1 in 4, erunt 5 que ponantur, et habebitur pro
summa multiplicationis dicte 56 088. Si autem hoc probare uoluerit, iungantur
figure de 123, erunt 6, et figure de 456, erunt 15, de quo numero dematur 9,
remanebunt 6, que multiplicentur cum 6, erunt 36, quibus per 9 diuisis remanct
0 quod pro pensa habeatur. Tunc colligantur figure que sunt in summa dicte
multiplicationis, erunt 27, quibus per nouenarium diuisis, remanet 0, ut expedit
pro pensa remanere. ... ([LP1-I], str. 12)

* * *

Item si uoluerit scire collectionem de 123 cum 4567, describat cos ut hic
cernuntur; et addat 7 cum 3, erunt 10; ponat 0 et retincat 1 quod addat cum 6
et cum 2, erunt 9 que ponat. Item addat 5 cum 1 que sunt in tertio gradu, erunt
6 que ponat super cundem gradum, et per 4 que sunt in quarto gradu inferioris
numeri, ponet 4 in quarto gradu exeuntis summe, cum non sit aliqua figura
super ipsa in alio numero, scilicet in 123, et sic habebit pro eorum additatione
4690. ... ([LP1-1], str. 19)

* * *

Item si uoluerit extrahere 28 391 de 81 728, extrahat 1 de 8, remanent 7 que
ponat et 9 extrahat de 12, remanent 3 que ponat, et retineat 1 quod addat
cum 3, erunt 4 que extrahat de 7, remanent 3 que ponat. Item 8 que sunt in
quarto gradu minoris numeri extrahat de 11, scilicet de 1 quod est in codem
gradu maioris numeri, et de decenario ei super addito remanent, 3 que ponat et
retineat 1 quod addat cum ultima figura minoris numeri, scilicet cum 2, erunt
3 que extrahat de ultima figura maioris numeri, scilicet de 8, remanent 5 que
ponat; et sic habebit 53 337 pro residuo dicte extractionis.

Probatio.

Si autem pensam prescriptarum extractionum, uel quarumlibet aliarum quis
nosse uoluerit, accipiat pensam utrorumque numerorum secundum quod in
multiplicationibus edocuimus. Et extrahat pensam minoris numeri, si possibile
fuerit, de pensa maioris numeri; sin autem addat super pensam maioris numeri
numerum pense, scilicet 9 et residuum pro pensa eiusdem extractionis habeatur.
Verbi gratia: pensa maioris numeri, scilicet de 81 728 est 8 et minoris, scilicet de
28 391 est 5; et extractis 5 de 8, remanent pro pensa 3 ut in summa neutraliter
residui extractionis reperitur. ( [LP1-I], str. 23)

* * *

Diuisio de 13976 per 23.

ITem si 13976 per 23 quis diuidere uoluerit, ponat 23 sub 76; et cum 23
sint plus quam 13, scilicet de numero duarum ultimarum figurarum diuidendi
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numeri, accipiende sunt tres ipse ultime figure, quarum numerus est 139. Vnde
incipiendus est ultimus gradus exeuntis numeri sub eisdem 9; ponat ibi 6, que
sic inueniuntur per materiam dicti arbitrii, scilicet quod debemus relinquere
primam figuram de 139, scilicet 9, remanent 13, que debemus diuidere per 2:
quia 23 proprior est 20 quam alio decenario numero, exibunt 6 et semis. Vnde
cum debeamus ponere minus, cum 23 sint plus 20, relinquimus ipsum semis, et
ponemus 6 sub 9, ut diximus; et multiplicet ipsa 6 per 2 de 23, erunt 12, que
extrahat de 13, remanet 1, quod ponat super 3 et copulet ipsum cum 9, erunt
19. Et multiplicet 6 per 3 que sunt in 23, erunt 18, que extrahat de 19, remanet
1, quod ponat super 9, ut in prima descriptione cernitur. Et copulet ipsum 1
cum 7 que antecedit eum in numeris, erunt 17; et cum ipsa 17 minus sint quam
23, ponendum est zephirum sub ipsa 7 et 6 que sunt in primo gradu numeri
sunt cum ipsis 17, copulanda erunt 176: post hec ponat sub dicta 6 talem
figuram, que multiplicata in 23 faciat fere 176; eritque 7 prescripta ratione,
hoc est minus medietate de 17: multiplicet itaque ipsa 7 per 2 que sunt in 23,
erunt 14, que extrahat de 17, remanent 3, que ponat super 7 et copulet ipsa
cum 6 primi gradus, erunt 36, ex quibus extrahat multiplicationem de 7 in 3
de 23, remanent 15, que ponat super uirgulam de 23 ex parte seruatis, ut in
hac ultima descriptione describitur. ([LP1-I}, str. 33-34)

* * *

Item si uolueris multiplicare 312 per 323, describe questionem ut hic osten-
ditur, et multiplicabis 12 per 2 que sunt sub uirgula, et addes 1 quod est super
ipsa 2, erunt medie 25. Item multiplicabis 23 per 5 que sunt sub uirgula, et
addas 3 que sunt super ipsa 5, erunt quinte 118: multiplicabis ergo medias 25
per quintas 118, erunt medie quinte, scilicet decime 2950: quare diuides per
2 et per 5, que sunt sub uirgulis, hoc est per 10, uel debes 2950 diuidere per
10; quia ex duplo de %12 in quincuplum de %23, scilicet de 25 in 118, prouenit
decuplum multiplicationis de -12—12 in %23, exibunt integra 295 et nihil aliud, ut
superius in questione demonstratur. Potes enim summam dicte multiplicatio-
nis aliter reperire, scilicet ut ante quam multiplices 25 per 118, diuide 25 per
5 de uirgula; cum per ipsam integraliter possint diuidi, exibunt 5 que serua; et
diuide 118 per 2 que sunt sub uirgula; cum eorum medietas sit integra, exibunt
59, que multiplica per 5 seruata fuerunt quinta pars de 25 erunt 295, que sunt
summa dicte multiplicationis, ut superius repertum est: et hec talis est uitatio
multum est consideranda, per quam euitatur labor multiplicandi et diuidendi:
grauius enim est multiplicare 25 per 118, quam 5 per 59; quorum multipli-
cationem, scilicet de 5 in 59, non oportet per aliquem ruptum diuidere. Vnde
cum debueris multiplicare aliquem numerum per aliquem numerum, et debue-
ris summam illorum per aliquem numerum, uel numeros diuidere, per quem,
uel per quos aliquem numerorum illorum possis integraliter diuidere, studebis
semper diuidere hos quos integraliter diuidere poteris, ante quam multiplices:
deinde multiplicabis residuum numerorum ad inuicem, et diuides per ruptum,
uel per ruptos qui remanebunt ex euitatione, quod in sequentibus demonstrare
curabimus. Sed primum uolo demonstrare unde talis euitatio procedat. Quia ex
multiplicatione de 25 in 118 prouenit decuplum multiplicationis de —12-12 in §23,



321

ut habetur per ea que in antecedente multiplicatione duximus. Ergo ex multipli-
catione quinte partis de 25 in 118 proueniet quinta decupli triplicationis de %12
in %23, scilicet diuisum ipsius multiplicationis: quare si multiplicetur quinta 25,
scilicet 5 per dimidium de 118, scilicet per 59, prouenit ipsa multiplicatio de
112in £23. ([LP1-T], str. 48-49)

* * *

Diuisio de 351523 per 1217.

NAm si {57523 per 2217 diuidere uolueris, diuides 47149 per 1581: et si
diuiseris 1581 per 47 149, habebis diuisionem de $217 in 1523, ut in prece-
dentibus singulariter demonstrauimus. ( [LP1-I], str. 75)

* * *

Incipit capitulum octauum
de reperiendis preciis mercium per maiorem guisam.

IN omnibus itaque negotiationibus quattuor numeri proportionales semper
reperiuntur, ex quibus tres sunt noti, reliquus uero est ignotus: ...

De cantare pisano cum queritur precium de Rotulis, pars prima.

Cantare autem pisanum habet in se centum partes, quarum unaqueque uoca-
tur Rotulus; et Rotuli habent uncias 12, quarum unaqueque ponderat denarios
%39 de cantare; et denarius est carubbe 6, et carrubba est grana quattuor fru-
menti. Quod cantare si uendatur pro libris XL; et queratur quantum ualeant
Rotuli 5: quia tres noti numeri preponuntur in hac positione, sicuti superius
necesse fore prediximus, scilicet Rotuli 100, et libre 40, et Rotuli 5, quorum duo
sunt unius generis, scilicet Rotuli 100 et Rotuli 5; que 100 sunt merces. Aliter
uero, scilicet 40, est alterius generis, scilicet pretii; et est pretium dictorum 100
Rotulorum: quare, ut prediximus, describantur Rotuli 100, et libre 40 in una
linea, retro uidelicet scribendo: deinde Rotuli 5 scribantur sub Rotulis 100, ut
hic superius ostenditur; et erunt duo numeri unius generis, unus sub alio, ut
prediximus, scilicet Rotuli 5 sub Rotulis 100: tunc, ipsis ita descriptis, multipli-
cabis numeros, qui sunt ex aduerso, scilicet 5 per 40, erunt 200; que diuide per
100, exibunt libre 2 pro pretio illorum 5 Rotulorum, que 2 describuntur sub 40:
quia ille numerus, qui ex diuisione peruenit, semper est ex genere illius solius
numeri, qui est in tribus dictis numeris: unde manifestum est, quod ex quat-
tuor numeris qui ponuntur in mercationibus, duo illorum sunt merces, et duo
illorum sunt pretia; et sunt ita proportionales, quia sicut 100, scilicet merces,
est ad suum pretium, scilicet ad 40; ita 5, scilicet merces, erit ad suum pretium,
scilicet ad 2. Nam 100 ad 40 sunt quinque medietates eorum: similiter et 5 ad
2 sunt quinque medietates eorum. Item sicut 40, scilicet pretium, est ad 100,
scilicet ad suam mercem; ita 2 erunt ad suam mercem, scilicet ad 5: nam 40
sunt duo quinte de 100, et 2 sunt duo { de 5: permutatim quoque, sicut merces
est ad mercem, scilicet 5 ad 100; que sunt eius 5]65 ita pretium est ad pretium,
scilicet 2 ad 40: uel, sicut 100 sunt ad 5, que sunt uicuplum eorum, ita 40 sunt
ad 2; et per istas proportiones poteris ex arbitrio colligere, si quartus numerus
ignotus recte inuentus fuerit, prout demonstrabitur suo loco.
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De eodem cum queritur merces de libris.

ITem Rotuli 100 per libras 40; quot Rotulos habuero per libras 2: quia in
his tribus numeris duo sunt ex genere pretii, ... ([LP1-I], str. 83-85)

* * *

... Verbi gratia brachia 20 panni ualeant libras 3 pisaninorum; et Rotuli 42
cotonis ualeant 5 similiter pisaninorum; queritur pro brachiis 50 panni quot
Rotuli cotonis habebuntur. Pone itaque brachia 20 in tabula; post que pone
libras 3, scilicet eorum pretium, sub quibus pone libras 5; post quas 5 pone
Rotulos 42; deinde brachia 50 pone sub brachiis 20, et multiplica 50 per 3,
que sunt eis ex aduerso, erunt 150; que multiplica per 42, cum sint ex aduerso
eisdem tribus; et quot prouenerit diuide per reliquos numeros, scilicet per 20
et per 5, hoc est per 100, uenient 63; et tot Rotuli bombicis habebuntur pro
brachiis 50 panni. ... ([LP1-I], str. 118)

* * *

De baractis monetarum cum plures monete inter similes.

IMperiales 12 ualent pisaninos 31, et soldus Ianuinorum ualet pisaninos 23,
et soldus turnensium ualet Ianuinos 13, et soldus Barcellonensium ualet tur-
nenses 11; queritur de imperialibus 15 quot barcellonenses ualeant. Secundum
quidem uulgarem modum consideratur primum de imperialibus 15 quot pisani-
nos ualeant; ualent enimn pisaninos %38: ex quibus consideratur quot Ianuinos
ualeant; ualent enim Ianuinos 75520: ex quibus consideratur quot turnenses uale-
ant; ualent enim turnenses 1—35—-—21318, scilicet parum minus de turnensibus %18:
ex quibus etiam consideratur iterum quot barcellonenses ualeant; ualent enim
parum amplius de barcellonensibus %20, qui sunt pretium de imperialibus 15
prescriptis. Sed secundum artem pones omnes prescriptas monetas in duabus
lineis per ordinem, scilicet in superiori linea imperiales 12; et pisaninos 31, retro
scribendo, et in inferiori Ianuinos 12, et pisaninos 23; ita ut sint pisanini sub
pisaninis, et in superiori linea turnenses 12, et Ianuini 13; ita ut sint Ianuini 13
super lanuinos 12: deinde sub turnensibus 12 pones turnenses 11; et retro in
eadem linea pones barcellonenses 12; et sic habes in superiori linea imperiales
12, et pisaninos 31, et lanuinos 13, et turnenses 12: in inferiori pisaninos 23, et
Ianuinos 12, et turnenses 11, et barcellonenses 12: et quando habet imperiales
ad cambiandum, scilicet 15, pones ipsos sub imperialibus 12, ut hic ostendi-
tur; et multiplicabis ipsos 15 per pisaninos 31, cum sint ex aduerso; quorum
summam multiplicabis per ianuinos 12, qui sunt ex aduerso eisdem 31; cuius
multiplicationis summam multiplicabis iterum per turnenses 12; cum sint ex
aduerso dictis Ianuinis 12; quorum multiplicationis summam multiplicabis ite-
rum per barcellonenses 12; cum sint similiter ex aduerso dictis turnensibus 12;
quam totam summam diuides per imperiales 12, et per pisaninos 23, et per
ianuinos 13, et per turnenses 11; et euitabis quod euitare poteris, exibunt bar-
cellonenses ET‘TSQ“E%QO pro pretio de imperialibus 15, scilicet parum plus de
barcellonensibus 320, ut prediximus. ... ([LP1-I], str. 126-127)

* * *
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Quot paria coniculorum in uno anno ex uno pario germinentur.

QVidam posuit unum par cuniculorum in quodam loco, qui erat undique

pariete circundatus, ut sciret, quot ex eo paria germinarentur in uno anno:
cum natura eorum sit per singulum mensem aliud par germinare; et in secundo
mense ab eorum natiuitate germinant. Quia suprascriptum par in primo mense
germinat, duplicabis ipsum, erunt paria duo in uno mense. Ex quibus unum,
scilicet primum, in secundo mense geminat; et sic sunt in secundo mense paria
3; ex quibus in uno mense duo pregnantur; et geminantur in tercio mense paria
2 coniculorum; et sic sunt paria 5 in ipso mense; ex quibus in ipso pregnantur
paria 3; et sunt in quarto mense paria 8; ex quibus paria 5 ...
... scilicet quod iunximus primum numerum cum secundo, uidelicet 1 cum 2;
et secundum cum tercio; et tercium cum quarto; et quartum cum quinto, et sic
deinceps, donec iunximus decimum cun undecimo, uidelicet 144 cum 233; et
habuimus suprascriptorum cuniculorum summam, uidelicet 377; et sic posses
facere per ordinem de infinitis numeris mensibus. ( [LP1-I], str. 283-284)

* * *

Septem uetule uadunt romam; quarum quelibet habet burdones 7; et in
quolibet burdone sunt saculi 7; et in quolibet saculo panes 7; et quilibet pa-
nis habet cultellos 7; et quilibet cultellus habet uaginas 7. Queritur summa
omnium predictorum. Primum quidem multiplica numerum uetularum, scilicet
7, per numerum burdonorum, scilicet per 7, erunt burdones 49; quos multiplica
per numerum tascarum, scilicet per 7, erunt tasche 343; quas multiplica per nu-
merum panum unius tasche, scilicet per 7, erunt panes 2401; quos multiplica
per numerum cultellorum unius panis, scilicet per 7, erunt cultelli 16 807; quos
multiplica per numerum uaginarum unius cultelli, scilicet per 7, erunt uagine
117 649; quibus iunctis cum cultellis 16807, et cum panibus 2401, et cum sa-
culis 343, et cum burdonibus 49, et cum netulis 7, erunt in summa 137256, ut
in descriptione ostenditur. Aliter quot sunt genera rerum uniuscuiusque uetule,
tot septimos pone in quadam uirga, cum genera rerum ascendant per septena-
rium; et ante ipsam uirgam pone 1 pro una uetularum, et retro uirgam pone 7,
scilicet numerum uetularum; et multiplica 1 per prima 7, et 7 +————+ 1,
et adde unum, quod est super ipsa, et erunt 8; que per aliam %, erunt 57; que
multiplica per terciam %; que per reliquas septimas, et habe pro numero rerum
unius uetule 19 608; que multiplica per 7, que posita sunt post uirgulam, erunt
137256, ut per alium modum inuenimus. ( [LP1-I], str. 311-312)

* * *

Incipit pars tertia de solutione quarumdam questionum secundum
Modum algebre et almuchabale, scilicet ad proportionem et restaurationem.

Ad compositionem quidem elgebre (sic), et elmulchabale tres proprietates,
que sunt in quolibet numero, considerantur, que sunt radix, quadratus, et nu-
merus simples. Cum itaque aliquis numerus multiplicatur in se, et prouenit
aliquid. Tunc factus ex multiplicatione quadratus est multiplicati; et multipli-
catus sui quadrati est radix. Vt cum multiplicatur 3 in se, ueniunt 9. Sunt
enim 3 radix de 9; et 9 sunt quadratus ternarii. Et cum numerus non habet
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respectum ad quadratum uel radicem, tunc sinpliciter numerus appellatur: he
autem in solutionibus questionum inter se equantur sex modis, ex quibus tres
sunt simplices, et tres compositi. Primus quidem modus est, quando quadratus,
qui census dicitur, equatur radicibus. Secundus quando census equatur numero;
tertius quando radix equatur numero. ...

. reliquos tres modos compositos demonstremus. Primus enim modus est,
quando census et radices equantur numero. Secundus, quando radices et nu-
merus equantur censui; tercius modus est, quando census et numerus equantur
radicibus. Vnde, cum in aliqua questione inuenietur census augmentatus, uel
diminutus cum compositione radicum et numeri, tunc omnia reducenda sunt
ad censum unum. Verbi gratia: duo census, et decem radices equantur denariis
30. Ergo unus census, et 5 radices equantur denariis 15: ...

... Verbi gratia: census et decem radices equentur 39. Dimidium itaque ex
radicibus est 5; quibus in se multiplicatis faciunt 25; quibus additis cum 39
faciunt 64; de quorum radice, que est 8, si auferatur medietas radicum, scilicet
5, remanebunt 3 pro radice quesiti census. Quare census est 9, et ipsius decem
radices sunt 30; et sic census, et decem radices equantur 39. ...

... Verbi gratia: census equetur decem radicibus, et denariis 39; addam siquidem
quadratum medietatis radicum, scilicet 25 super 39, erunt 64; quorum radici,
scilicet 8, superadde 5, scilicet medietatem radicum, prouenient 13 pro radice
quesiti census; quare census est 169. ...

... Verbi gratia: census et 40 equantur 14 radicibus; dimidiatis siquidem ra-
dicibus, ueniunt 7; de quorum quadrato, scilicet de 49, extrahe 40, remanent
9, quorum radicem, que est 3, extrahe de medietate radicum, scilicet de 7, re-
manebunt 4 pro radice quesiti census, census est 16; quibus additis cum 40,
faciunt 56, que sunt radices 14 eiusdem census, cum ex ducta radice de 16 in 14
uenient 56; uel radicem de 9 addes super 7, erunt 10 pro radice quesiti census;
et sic census erit 100; quo addicto cum 40, faciunt 140, que sunt radices 14
de 100, cum ex multiplicatione radicis de 100 in 14 prouenient 140; et sic cum
non soluetur questio cum diminutione, soluetur sine dubio cum additatione. ...
([LP1-1], str. 406-409)

* * *

... diuisi 10 in duas partes, et per unam quamque ipsarum diuisi 10, et
prouenerunt %6. Age in hiis secundum quod in consimili questione superius
dicta sunt, et inuenies: uel pone pro una partium 2, minus re, et pro alia 8,
et rem; et multiplica unam ipsarum in alia, et illud totum per iﬁ; et quod
prouenerit, oppone cum 100, que proueniunt ex ducto 10 in se; et age secundum
algebra, et inuenies, rem esse nichil; quare una ipsarum duarum parcium erit 2,
et alias (sic) 8: et posuerimus unam illarum duarum partium 2 et rem, alia 8,
minus re; et multiplicabimus 2 et rem, in 8, minus re; et illud totum ducemus
per %6, quod prouenerit, erit equale 100 dragmis. Vnde cum agimus secundum
algebra in hiis inueniemus, rem esse 6; quibus additis cum 2, et extractis de 8,
uenient 2 pro una partium, et 8 pro alia. ([LP1-I], str. 455)

* * *
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PRACTICA GEOMETRIAE

Incipit pratica geometriae composita a Leonardo pisano
de filijs bonaccij anno .M.° cc.° zz.°

ROGASTI AMICE DOMINICE ET REVERENDE magister, ut tibi librum
in pratica geometriae conscriberem; igitur amicitia tua coactus, tuis precibus
condescendens, opus iam dudum inceptum taliter tui gratia edidi, ut hi qui
secundum demonstrationes geometricas: et hi qui secundum uulgarem consu-
etudinem, quasi laicalj more, in dimensionibus uoluerint operari super .viij.
huius artis distinctiones, que inferius explicantur, perfectum inueniant docu-
mentum. Quarum prima est, qualiter latitudines camporum quatuor equales
angulos habentium in eorum longitudines triplici modo multiplicentur. Secunda
est de quibusdam regulis geometricis: et de inuentione quadratarum radicum
in tantum quantum eis, qui per rationes solumodo geometricas uoluerint ope-
rari, necessarium esse putaui. Tertia de inuentione embadorum omnium cam-
porum cuiuscunque formae. Quarta de diuisione omnium camporum inter con-
sortes. Quinta de radicibus cubicis inueniendis. Sexta de inuentione embado-
rum omnium corporum cuiuscunque figurae, que continentur tribus dimensi-
onibus, scilicet longitudine, latitudine, et profunditate. Septima de inuenti-
one longitudinum planitierum, et inuentione altitudinum rerum eleuatarum.
Optaua de quibusdam subtilitatibus geometricis. Tamen antequam ad harum
distinctionum perueniam doctrinam, quedam introductoria necessaria prepo-
nenda esse putaui. Ad hec igitur secundum ingenij mei capacitatem perficienda,
tuae correctionis aggressus fiducia, hoc opus curaui tuo magisterio destinare,
ut que in eo fuerint emendanda, tua sapientia corrigantur.

Incipiunt introductoria.

PVNCTVS est id quod nullam habet dimensionem, idest quod non potest
diuidj. Linea est longitudo carens latitudine, cuius termini puncta sunt. Recta
linea est que de puncto ad punctum recte protrahitur. Superficies quidem est
que latitudinem, et longitudinem tantum habet, cuius termini sunt linee: et est
plana, cum undique infra suos terminos super rectas lineas dilatatur. Planus
uero angulus est inclinatio duarum linearum sese in plano tangentium, cum
non iaceant indirecto; et est rectilineus, cum linee continentes angulum sunt
recte. Cumque linea recta super lineam rectam steterit, feceritque circa se duos
angulos sibi inuicem equales, dicitur rectus uterque angulus; et linea stans su-
per ea, cui superstat, cathetus, siue perpendicularis appellatur. Amplus uero,
uel obtusus angulus est qui maior est recto. Acutus namque qui minor recto
inuenitur. Et terminus est finis rei. Figura quidem est que sub uno, uel pluri-
bus terminis iacet. Figura quidem rectilinea est que a rectis lineis circundatur.
Trilatere quippe figure sunt que sub tribus rectis lineis continentur.

Quadrilatere uero sunt que quatuor rectis lineis ambiuntur. Multilatere au-
tem figure sunt que sub pluribus quam quatuor lateribus comprehenduntur.
Circulus enim est quedam plana figura sub una linea contenpta; que linea uo-
catur circumferens, uel periferia, infra quem est punctus: a quo omnes recte
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protracte ad circumferentem lineam sibi inuicem sunt equales: punctus uero
ille centrum circulj appellatur. ([LP1-II], str. 1)

* * *

... Colligitur quippe embadum, scilicet area omnium triangulorum ex mul-
tiplicatione dimidij cathetus in totam basem, uel ex multiplicatione medietatis
basis in totam perpendicularem ... ([LP1-II], str. 30-31)

* * *

IN orthogonio quidem trigono quadratus lateris subtendentis angulum rec-
tum equus est duobus quadratis laterum continentium angulum rectum.
([LP1-11], str. 32)

* * *

AREA omnium trigonorum orthogoniorum colligitur ex multiplicatione uni-

us lateris in dimidium alterius continentibus angulum rectum. ...
([LP1-11], str. 33)

* * *

OMnium trigonorum oxigoniorum area colligitur ex multiplicatione catheti
in dimidium basis, uel ex multiplicatione basis in dimidium catheti. ... ([LP1-
I1], str. 34)

* * *

AREE quidem camporum quadrilaterorum rectos angulos habentium colli-
guntur, secundum quod superius in alia distinctione docuimus. Qui cum ha-
bent latera equalia, multiplicatur unum ex lateribus in se; et cum habent latera
inequalia, multiplicantur longitudines ipsorum per latitudines; et sic habemus
embadum ipsorum. ... ([LP1-II], str. 56)

* * *

RVMBOIDES quidem est figura paralilograma habens tantum latera oppo-
sita, et angulos ut diximus equales. Cumque hanc metiri uolumus, protrahemus
in ea dyametrum, per quam figura diuisa erit in duo trigona equalia. Quare si
cathetum unius per totam basem, scilicet per dyametrum ipsius multiplicaue-
rimus, reddet aream totius rumboidis. ... ([LP1-II], str. 77)

* * *

... camporum quadrilaterorum, qui habent duo latera equidistantia et in-
equalia, est figura, que eque caput abscisa dicitur, cuius reliqua duo latera
equalia sibi inuicem sunt, ut quadrilaterum .abed., cuius latus .ab. est pertice .8.;
et est equidistans lateri .cd., quod latus est pertice 18; quodlibet reliquorum .ac.
et .bd. sit pertice .13. In hac aut figura latus .a.b. capitis abscissio, et latus .cd.
abscissio basis appellatur. Cuius figure embadum colligitur ex multiplicatione
catheti in dimidio laterum .ab. et .cd.; et cathetus ducitur a capite in basim. ...
([LP1-I1], str. 78)
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Incipit pars tertia in dimensione camporum plura latera
quam quatuor habentium.

MODVS itaque metiendi multilateras figuras est, ut diuidas ipsas in tri-
gonos, et areas omnium trigonorum in unum colligas, et sic habebis aream
cuiuslibet multilaterae figure. Et notandum quia multilatera figura, que con-
stat ex quinque lateribus, soluitur adminus in tria trigona. Que uero constant
ex sex lateribus in quatuor; et sic semper omnis multilatera figura soluitur in
duo trigona minus laterum ipsius ... ([LP1-II], str. 83)

* * *

Incipit pars quarta in dimensione circulorum et eorum partium.

CVM itaque campum rotundum, idest circulum, mensurare desideras, ipsius
dyametrj notitiam habeas; quem in %3 multiplica, uel in .22 extende; et quod ex
multiplicatione prouenerit per 7 partire, et habebis quantitatem linee circunfe-
rentis, et continentis ipsum circulum. Cum dimidium dyametrj per dimidium
circunferentis lineae duxeris, nimirum area ipsius circulj inde proueniet: uel ex
quadrato sui dyametrj undecim quartas decimas accipe; et habebis similiter
circuli embadum. Vel si secundum pisanum modum mensurare desideras, dya-
metrum in se multiplica; et quod prouenerit diuide per 7, et habebis panora
embadj ipsius circulj. ...

ET si per notitiam circunferentis linee dyametrum circulj habere desideras,
ipsam in %3 diuide, hoc est septuplum eius diuide per 22. ... ( [LP1-II], str. 86)

* * *

Et si in circulo .abgd. eius dyameter .bd. sit .8.; et uis latus penthagonicum,
seu decagonicum cadens in ipso circulo reperire, super dyametrum .b.d. & cen-
tro .e. cathetus erigatur .ea.; et diuidatur .ed. in duo equa super punctum .z.;
et copuletur recta .az.; et iaceat recta .z. equalis recte .az., et copuletur recta
.ai. Dico quidem quod recta .ai. latus est penthagonicum: et recta .ie. latus
est decagonicum; quod sic probatur: quia linea .ed. diuisa est in duo equa su-
per .z.; et indirecto ipsius adiuncta est linea .ei., erit multiplicatio .ei. in .id.
cum quadrato linee .ez. est equalis quadrato lineae .zi. Sed .zi. recta iacet
equalis recte .az., ergo factum ex .ie. in .di. cum quadrato linee .ez. equatur
quadrato linee .az. Sed quadrato linee .az. equantur quadrata linearum .ae.
et .ez.; ergo factum ex .ie. in .id. cum quadrato lineae .ze. equatur duobus
quadratis linearum .ae. et .ez.: comuniter auferatur quadratum linee .ez., re-
manebit multiplicatio .ei. in .id. equalis quadrato semidyametri .ae., hoc est
quadrato semidyametri .de., cum .de. sit equalis linee .ae.; ergo linea .d.i. diuisa
est media, et extrema, proportione. ( [LP1-II], str. 105)

* * *

Explicit distinctio tertia,
incipit quarta de diuisione camporum inter consortes.
QVARTAM siquidem distinctionem in partes quatuor diuidimus: in prima

quarum triangulos: in secunda quadrilateros: in tertia multilateres: in quarta
circulos, et eorum portiones diuidere docebimus.
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Incipit pars prima de diuisione triangulorum.

CVM itaque triangulum aliquem in duas equas partes ab uno angulorum
diuidere uis, ab ipso angulo super dimidium lateris subtendentis ipsi lineam
protrahe; et habebis optatum. Verbi gratia: uolumus trigonum .abg. 4 puncto .a.
in duo equa diuidere: diuidatur siquidem latus .bg. in duo equa super punctum
.d.; et copuletur recta .ad.; dico siquidem, trigonum .abg. in duo equa trigona
esse diuisum: sunt enim trigona .abd. et .adg. sibi inuicem equalia, cum sint
super equales bases, et sub eadem altitudine, que est ductio catheti ab .a. in
lineam .bg.: ... ([LP1-II], str. 110)

* * *
Preparatoria in diuidendis trigonis per datum punctum infra triangulum.

SI & duobus angulis trigoni super dimidium laterum subtendentium ipsos due
recte protrahantur, se se proportionabiliter secabunt, ita quod quelibet portio,
que est inter angulum et sectionem sui residui est dupla: et si 4 reliquo angulo
super reliquum latus per punctum sectionis recta trahatur: diuidet utique ip-
sum latus in duo equa. In trigono quidem .abg. ab angulis .abg. et .bag. super
dimidium laterum .ag. et .bg. recte protrahantur .ae. et .bz. se inuicem secan-
tes super punctum .d. Dico quod proportio .ad. ad .de. est sicut proportio .bd.
ad .dz.; et quelibet ipsarum sui residui est dupla; quod sic probatur: a puncto
quidem .a. equidistantem recte .bg. ducam rectam .ai.; et protraham rectam
.bz. donec concurrat cum .ai. in puncto .i., et erunt trigona .azi. et .gzb. sibi
inuicem similia; quare est sicut recta .az. ad .zg., ita .iz. ad .zb., et .ia. ad .bg.
equalis est enim .az. ex .zg.; equales ergo erunt .zi. ex .zb., et .ia. ex .bg. Rursus
quia similia sunt trigona .adi. et .bde., est sicut .ia. ad .be., ita .ad. ad .de., et
4d. ad .db. Sed .ia. rectae equalis est recta .bg.; quare est sicut .bg. ad .be., ita
recta .ad. ad .de., et .id. ad .db.: dupla est enim .bg. ex .be.; quare dupla est .ad.
ex .de., et .id. ex .db.: et quoniam equalis est .iz. ex .zb., comuniter si adiun-
gatur recta .zd., erit tota recta .id. equalis duabus .bz. et .zd. Sed .id. ostensa
est dupla ex .db.; quare due recte .bz. et .zd. duple sunt recte .bd.: comuniter
si auferatur recta .db., remanebit recta .bd. equalis duplo recte .dz.; quare .bd.
ex .dz. est dupla: ostensa est enim rectam .ad. duplam esse ex .de.; ergo est
sicut .ad. ad .de., ita .bd. ad .dz.; quod oportebat ostendere. Et si ab angulo
.g. per punctum .d. transeat linea .gt. Dico quod latus .ab. diuisum est in duo
equa super punctum .t.: protraham quidem rectam .gt. extra triangulum .abg.,
donec concurrit super punctum .k. lineae .ik., et erunt trigona .adk. et et (sic)
.edg. sibi inuicem similia; quare est sicut .ad. ad .de., ita .ak. ad .ge.: sed .ad.
ex .de. est dupla; quare recta .ak. est dupla recte .ge., cui etiam dupla est recta
.bg., cum equalis sit .be. ex .eg.: que uero eidem dupla sunt, et sibi inuicem sunt
equalia; quare equalis est recta .ak. recte .bg. Rursus quia similia sunt trigona
.atk. et .btg., est sicut .ak. ad .bg., ita .at. ad .tb.; est enim .ak. equalis recte
.bg., et .at. quidem equalis est recte .tb.: diuisum est ergo latus .ab. in duo equa
4 linea .gt.; quod oportebat ostendere. ([LP1-1I], str. 112-113)

* * *
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CVBVS quidem numerus est, qui surgit ex multiplicatione trium equalium
numerorum, uel ex aliquo quadrato numero in suam radicem ducto. Vt. .8.
et .27., nam .8. surgunt ex multiplicatione de .2. in .2. ducta in .2., uel ex
multiplicatione quaternarij in suam radicem, scilicet in .2., et 27 surgunt ex
tribus ternarijs, uel ex nouenario ducto in suam radicem, que est .3. Nam radix
cubica octonarij est .2.; et radix cubica de .27. est .3.; ... ([LP1-1I], str. 148)

* * *

Incipit de multiplicatione radicum cubicarum inter se.

SI VIS multiplicare radicem cubicam de .40. per radicem cubicam de .60.,
multiplica .40 per 60., erunt .2400., quorum radix cubica est id quod queris. Et
si uis .5. multiplicare per radicem cubicam de .90., cubica .5., erunt .125.: ergo
uis multiplicare radicem cubicam de .125. per radicem cubicam de .90.; quare
multiplicabis .125. per .90.; et eius quod prouenerit radix cubica est illud quod
queris. Et si uis multiplicare duas cubicas radices de 20. per tres radices cubicas
de .40., redige eas ad radicem cubicam unius numeri sic: pro duabus radicibus
de .20. cubicabis .2., erunt .8.; que multiplica per .20., erunt .160., quorum
radix cubica equatur duabus radicibus de .20.: similiter pro tribus radicibus de
.40. cubica .3., erunt .27.; que multiplica per .40., erunt .1080., quorum radix
cubica habetur pro tribus radicibus de 40.: multiplica ergo .160. per .1080.; et
eius quod prouenerit radix cubica erit illud quod queris. ... ([LP1-1I], str. 155)

* * *
Incipit de diuisione radicarum inter se.

SI uis diuidere radicem cubicam de .100. per radicem cubicam de .5., diuide
.100. per .5., prouenient .20., quorum radix cubica est id quod queris. Et si
diuiseris .5. per 100, prouenient 515, cuius radix cubica est id quod prouenit
ex radice de .5. diuisa in radicem de .100. Et uis diuidere .8. per radicem de
.32., cubum de .8., scilicet .512., diuide per .32., uenient .16., quoruin radix
cubica est id quod queris. Et si uis diuidere radicem de .80. per .2., diuide
.80. per cubum binarij, uenient .10., quorum radix cubica est id quod queris.
Item si uis diuidere octo radices cubicas de .10. per tres radices cubicas de.5.,
rediges pluralitatem ipsarum radicum ad radicem unam, et habebis .5120 pro
octo radicibus de .10.; et pro tribus radicibus de .5. habebitur radix de 135.
([LP1-11], str. 156)

* * *
De embado, et superficie rotundae sperae.

Et quia hec que demonstrata sunt, liquida sint et aperta; colligitur quod area
superficiei medietatis cuiuscumque sperae est dupla aree maioris circulj cadentis
in spera, cuius dyameter est dyameter sperae. Quare area superficiei totius
sperae erit quadrupla areae ipsius circulj; que demonstrentur cum numeris. ...
... quia probatum est 4 sapientibus, quod multiplicatio tertiae partis superficiei
sperae in medietatem totius dyametri facit embadum totius sperae. ([LP1-II],
str. 185-186)
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LIBER QUADRATORUM

Incipit liber quadratorum compositus d leonardo pisano.
Anni. M. CC. XXV.

CVM Magister dominicus pedibus celsitudinis uestre, princeps gloriosissime
domine .F., me pisis duceret presentandum, occurrens Magister Johannes pa-
normitanus, questionem mihi proposuit infrascriptam, non minus ad geomet-
riam quam ad numerum pertinentem; vt inuenirem numerum quadratum, cui
quinque additis uel diminutis, semper inde quadratus numerus oriretur: super
cuius questionis solutione 4 me iam inuenta considerans, uidi quod habebat
originem solutio ipsa ex multis que quadratis et inter quadratos numeros acci-
dunt. ... ([LP1-II], str. 253)

* * *
Hec questio predicta in prologo libri huius.

Volo inuenire quadratum, cui addito .5. uel diminuto faciat quadratum nu-
merum. Adiaceat congruum, cui quinta pars sit quadrata, eritque 720., cuius
quinta pars est .144.; in quo diuide quadratos congruentes eidem .720., quorum
primus est .961., secundus est .1681., tertius autem est .2401.; et est radix
primi quadrati .31. Secundi .41., tertij .49., exibit pro primo quadrato 1%%6,
cuius radix est %.2., que prouenit ex diuisione .31. in radicem de .144., hoc est
in .12.; et pro secundo, hoc est pro quesito quadrato, ueniet 3%11, cuius radix
est 1—5.53, que prouenit ex diuisione .41. in .12.; et pro ultimo quadrato ueniet

2716, cuius radix est {54. ... ([LP1-II], str. 271)
* * *

Questio mihi proposita a magistro Theodoro
domini imperatoris phylosopho.

VOlo inuenire tres numeros, qui insimul aggregati cum quadrato primj nu-
meri faciant quadratum numerum. Super quem quadratum, si addatur quad-
ratus secundi, egrediatur inde quadratus numerus; cum quo quadrato, addito
quadrato tertij, similiter quadratus numerus inde proueniat. ...

... radix de %-’1 minus % unius; qui numerus, quamuis sit inratiocinatus, habe-
bitur pro primo numero quesito, et secundus erit .8., tertius 24. ...

ET ut solutio questionis suprascriptae habeatur in numeris ratiocinatis, ...

... habebimus pro radice secundi quadrati %9, et pro radice tertij %28; et erit %9
secundus numerus ex tribus quesitis numeris, et %28 erit tertius: ... remanebunt
§3 pro primo numero; et sic soluta est hec questio in numeris ratiocinatis; et
secundum hunc modum potest solui in infinitis modis.

SOlui etiam hanc questionem in numeris integris, quorum primus fuit 35.
Secundus 144., tertius 360., quorum aggregatio surgit in .539.; super quibus
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addito quadrato primj numeri, scilicet 1225., veniunt 1764.; qui numerus qua-
dratus est, et eius radix est .42.: super quo quadrato addito quadrato numeri
secundi, qui est 20 736, ueniunt 22 500.; qui numerus quadratus est, et radix eius
est .150.: super quo quadrato addito quadrato tertij numeri, scilicet 129600.,
veniunt 152 100.; qui numerus quadratus est, et radix eius est .390. ...

... ex quibus etiam quadratis inuenj hos alios tres numeros, scilicet %10 et 64
et 160. Et non solum per hunc modum tres numeri diuersis modis possunt in-
uenirj; sed etiam inuenientur quatuor cum quatuor numeris quadratis, quorum
duo per ordinem et tres, nec non et omnes simul coniuncti fecerint quadratum
numerum. ... Inuenj hos quatuor numeros, quorum primus est 1295, Secun-
dus 24 566, Tertius %11 417, Quartus uero est 79920.; et eorum aggregatio est
97 199. Super quo numero, si addatur quadratus primj numeri, scilicet 1677 025,
venient 1774 224; qui numerus quadratus est, et eius radix est 1332. Super quo
etiam quadrato ( [LP1-II], str. 279-283)

* * *
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FLOS

Incipit flos Leonardi bigolli pisani super solutionibus quarumdam questionum
ad numerum et ad geometriam, uel ad utrumque pertinentium.

INTELLECTO, beate pater et domine uenerande .R. dei gratia Sce Mar.
In Cosmidin diac. Cardinalis dignissime, quod meorum operum copiam non
preceptiue saltim, quod uos magis decebat, sed simpliciter petere fuistis per
litteras uestre sanctitatis dignati; nihilominus tamen petitionem ipsam reue-

renter suscipiens in mandatis, non solum parere uoto uestro sattegi deuotius in
hac parte, ... ([LP1-1I], str. 227)

* * *
Explicit prologus; incipit tractatus eiusdem.

CVM coram maiestate uestra, gloriosissime princeps Frederice, magister Io-
hannes panormitanus, phylosophus uester, pisis mecum multa de numeris con-
tulisset, interque duas questiones, que non minus ad geometriam quam ad
numerum pertinent, proposuit. Quarum prima fuit ut inueniretur quadratus
numerus aliquis, cui addito uel diminuto quinario numero, egrediatur quad-
ratus numerus; quem quadratum numerum, vt eidem magistro Iohanni retuli,
inueni esse hunc numerum, vndecim et duas tertias et centesimam quadragesi-
mam quartam unius. Cuius numeri radix est ternarius et quarta et VI®. unius.
Cui quadrato numero si addantur quinque, prouenient .XVI. et due tertie et
una centesima quadragesima quarta; qui numerus est quadratus. Cuius radix
est quatuor et una duodecima. Item si auferantur .V. ab eodem quadrato nu-
mero, remanebunt VI. et due tertie et una centesima quadragesima quarta; qui
numerus etiam quadratus est. Cuius radix est duo et tertia et quarta unius.
Et cum diutius cogitassem unde oriebatur predictae questionis solutio, inueni
ipsam habere originem ex multis accidentibus, que accidunt quadratis numeris,
et inter quadratos numeros: quare hinc sumens materiam, libellum incepi com-
ponere ad uestre maiestatis celsitudinis gloriam; quem libellum quadratorum
intitulaui, in quo continebuntur rationes et probationes, geometrice solutiones
questionis predictae, et multarum aliarum questionum solutiones, quem habere
poterit uestra immensitas, si celsitudini uestre placuerit.

ALtera uero questio & predicto magistro Iohanne proposita fuit, vt inuenire-
tur quidam cubus numerus, qui cum suis duobus quadratis et decem radicibus
in unum collectis essent uiginti: super hoc meditando putaui huius questionis
solutionem egredi ex his que continentur in .X.° lib.° Euclidis; et ob hoc super
ipso .X.° Euclidis accuratius studui, adeo quod sui teoraemata ipsius memorie
commendauli, et ipsarum intellectum comprehendi. Et quia difficilior est antece-
dentium et quorumdam sequentium librorum Euclidis, ideo ipsum X™ librum
glosare incepi, reducens intellectum ipsius ad numerum, qui in eo per lineas
et superficies demonstratur; qui liber .X.% tractat de diuersitatibus XV. linea-

rum rectarum, quarum .XV. linearum due uocantur rite, seu ratiocinate. ...
([LP1-II], str. 227-228)
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... Ergo linea ab., ut demonstratum est, non est aliqua ex quindecim lineis, de
quibus fit mentio in .X.°. Euclidis, ut predixi. Et quia hec questio solui non
potuit in aliquo suprascriptorum, studui solutionem eius ad propinquitatem
reducere. Et inueni unam ex .X. radicibus nominatis, scilicet numerum .ab.,
secundum propinquitatem, esse unum et minuta .XXII. et secunda .VIIL. et
tertia . XLII. et quarta . XXXIII. et quinta .ITII. et sexta .XL. ( [LP1-1I], str. 234)

* * *

De tribus hominibus pecuniam comunem habentibus.

TRES homines habebant pecuniam comunem, de qua medictas erat primi,
tertia secundi. Sexta quoque pars tertij hominis; et cum eam in tutiori leco
habere uoluissent, ex ea unusquisque cepit fortuitu; et cum totam ad tutiorem
locum deportassent, primus, ex hoc quod cepit, posuit in comune medietatem,
secundus tertiam, tertius sextam. Et cum ex hoc, quod in comune positum
fuit, inter se equaliter diuisissent, suam unusquisque habuit portionem; queritur
quanta fuit illa pecunia, et quot unusquisque ex ea cepit. ...

... habebit primus homo medietatem totius pecunie, scilicet %23. Et secundus
homo habebit tertiam partem eiusdem pecunie, scilicet -23-15. Et tertius homo
habebit sextam partem eiusdem pecunie, scilicet -(5;7. Et sic, secundum hunc
modum, solutiones similium questionum de facilj haberi possunt. ([LP1-II],
str. 234-236)

* * *
De quatuor hominibus et bursa ab eis reperta, questio notabilis.

SEcunda uero questio fuit de quatuor hominibus bizantios habentibus, qui
bursam bizantiorum inuenerunt, ex quibus primus cum bursa excedit secun-
dum et tertium hominem in dupluo. Secundus tertium et quartum in triplo.
Tertius quartum et primum in quadruplo. Quartus uero homo cum bursa ex-
cedit primum et secundum in quincuplo: hanc quidem questionem insolubi-
lem esse monstrabo, nisi concedatur, primum hominem habere debitum: ad
quod demonstrandum, ponam pro bizantijs primj hominis dragmam; qua addita
cum bursa egredietur dragma una et buarsa una, que sunt duplum bizantiorum
secundi et tertij hominis: quare inter secundum et tertium hominem habetur
equale medietatis burse et unius dragme; de qua medietate ponam, secundum
hominem habere rem, remanet ergo pro bizantijs tertij hominis medietas burse
et unius dragme minus una re: de inde addam bursam cum quantitate secundi
hominis; et erit illud quod aggregabitur bursa una et res una, quorum tertia
pars est equalis quantitatis bizantiorum tertij et quarti hominis. Ergo inter ter-
tium et quartum hominem habent tertiam burse et unius rei; de qua tertia, si
auferatur quantitas bizantiorum tertij hominis, scilicet medietas burse et unius
dragme minus re una, remanebunt pro quantitate bizantiorum quarti hominis

quatuor tertie unius rei minus sexta unius burse et medietate unius dragme: ...
([LP1-1I}, str. 238)
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EPISTOLA AD MAGISTRUM THEODORUM

Epistola suprascripti Leonardi ad Magistrum Theodorum
phylosophum domini Imperatoris.

ASSiduis rogaminibus et postulationibus & quodam mihi amicissimo inu-
itatus, ut modum sibi componerem soluendi subscriptas auium et similium
questiones; ... ([LP1-1I], str. 247)

* * *
De autbus emendis secundum proportionem datam.

QUIDAM emit passeres 3 pro uno denario, et turtures 2 pro uno denario, et
columbam 1 pro denarijs 2, et ex his tribus generibus auium habuit aues 30.
pro denarijs 30. Queritur, quot aues emit ex uno quoque genere: posui primum
passeres 30 pro 10 denarijs, et seruaui denarios .20., qui sunt differentia, que
est & 10 denarijs usque in 30; et mutauj unum ex passeribus in turturem, et
fuit augmentum in ipsa mutatione % unius denarij; quia passer ualebat % unius
denarij, et turtur ualebat % unius denarij, scilicet % unius denarij plus pretio
passeris: et mutauj iterum unum ex passeribus in columbam, et melioratus
sum in ipsa mutatione denarij %1, scilicet differentia que est 4 % unius denarij
usque in denarios 2; et feci sextas ex ipso denario %1, et fuerunt sexte .10.: et
secundum hoc opportuit me mutare passeres in turtures et columbas, donec ex
ipsa mutatione proueniant illi denarij 20, quos superius seruaui: quare ex ipsis
feci sextas, et fuerunt sexte 120; quas diuisi in duas partes, quarum una posset
diuidi per 10. integraliter, et alia per 1; et suma (sic) utriusque diuisionis non
ascenderet in 305 et fuit prima pars 110, et alia 10: et diuisi primam partem,
scilicet 110 per 10, et secundam per 1, et habui columbas 11 et turtures 10.:
quibus extractis de auibus 30, remanserunt 9 pro numero passerum; qui passeres
ualent denarii 3, et turtures 10 ualent denarii 5, et columbe .11. ualent denarii
.22; et sic ex istis tribus generibus auium habebuntur aues 30 pro 30 denarijs,
ut quesitum est. ([LP1-II], str. 247)

* * *

ET si uolumus habere aues 15 pro denarijs 15, hoc esse non posse sine

fractione auium demonstrabo. Verbi gratia: si extraxero pretium 15 passerum
de denarijs 15; ot de residuis denarijs faciam sextas, que sunt 60, non poterunt
diuidj in duas partes, quarum una diuisa per 10, et altera per 1, ueniat numerus
integer ex ipsis duabus diuisionibus, qui sit minor de 15.: ...
... Extractis itaque columbis %3 et turturibus 5 de auibus 15, remanebunt
passeres %4, quorum pretium est denarius 1 et semis; et pretium 5 turturum
est denarij %2; et pretium columbarum 1;5 est denarij 11; et sic ex his tribus
generibus auium habentur aues 15 pro denarijs .15.

ET si uolumus habere aues 15 pro denarijs 16, hoc integraliter poterit; ...
([LP1-I1], str. 248)
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De compositione pentagonj equilateri in triangulum equicrurium datum.

LIBET etiam solutionem subscriptae questionis, quam nuper inueni lumine
uestre correctionis transmittere. Videlicet cum in triangulo equicrurio noto pro-
tractum sit pentagonum equilaterum, qualiter inueniatur longitudo ipsius la-
teris, demonstrabo. Esto trigonum .abc.. cuius unum quodque latus ab et ac
sit 10, mensura et basis .bc. sit 12, et in ipso trigono protractum sit pentago-
num equilaterum a.d.e. f.g; et uolo inuenire longitudinem unius cuiusque lateris
pentagonj: ...

... ponam unum quodque latus pentagonj rem, ...

. angulus .d.i.e est rectus, erunt quadrata laterum di et ie equalia quadrato
linee de.; quod quadratum est census, cum de sit res: quare multiplicabo dz,
scilicet 8 minus # rei, in se, uenient dragme 64 et 1 census minus rebus 212;

et multiplicabo .i.e., scilicet  rei, in se, et ueniet i census; ...

... census et res %36, que equantur dragmis 2182; et sic reducta est questio ad
unam ex regulis algebre. ...

... hoc est pro quantitate unius cuiusque lateris pentagonj, 4 et minuta 27 et
secunda 24 et tertia 40 et quarta 50. Inueni etiam his diebus alias solutiones su-
per similibus questionibus, quas dominationi uestre, quandocumque placuerit,
destinabo. ( [LP1-II], str. 249-250)

Modus alius soluendi similes questiones.

ITem pono solutionem sequentis questionis per quemdam pulchrum modum.
Nam questio talis est. Quinque homines denarios habent, ex quibus primus cum
medietate denariorum secundi habet 12. Secundus cum j denariorum tertij
hominis habet 15. Tertius cum % denariorum quartj habet 18. Quartus cum
L denariorum quinti habet 20. Quintus cum } denariorum primj habet 23: ...

5
([LP1-11], str. 250)

Inuestigatio unde procedat inuentio suprascripta.

Et si unde talis inuentio procedat habere uolueritis, uobis illud, tanquam
domino uenerando mittere procurabo. Soluuntur etiam similes questiones ali-
ter, ut in libro meo denominato uestra sapientia poterit inuenire. Et si super
denarios unius cuiusque adderetur eadem pars denariorum reliquorum qua-
tuor hominum, que additur in dicta questione unicuique de suo consequente,
et haberet primus 12. Secundus 15, et cetera ut supra, tunc questio esset inso-
lubilis, nisi concederetur, primum habere debitum; quod debitum esset 2-13.

197
Et Secundus haberet 3—1483. Tertius £ 11. Quartus $—2215. Quintus 2% 20.

([LP1-II], str. 251-252)
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