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Kapitola 5Práce navazující na LerchaV této kapitole se struènì zmíníme o pracích, které bezprostøednì navazují naLerchovu práci [Lr7]. Lerch odvodil nìkolik kongruencí pro souètyQk(p) = p�1Xa=1 akq(a);pøièem¾ pøi odvozování tìchto kongruencí pou¾íval rùzné postupy pro rùzné pøí-pady a navíc jeho odvozování nepostihuje v¹echny hodnoty èísla k. Naskýtá seotázka, zda nelze odvodit obecný vzorec pro sumu Qk(p). Tento problém vyøe-¹ili ji¾ v roce 1908 A. Friedmann a J. Tamarkine, kteøí tuto metodu publikovaliv [FT]. Jak ukazují èetné citace, inspirací jim byla právì Lerchova práce [Lr7].V této práci nejdøíve dokázali následující tvrzení:Vìta 5.1 Nech» (a; p) = 1. Potom platí�ap� � �aq(a)� 1� p�1Xk=1�kak (mod p);(5.1)kde �k = 8><>: (p�1)!+1p = N pro k = 1;(�1) p�12 B p�k2p�k pro 1 < k < p� 1;� 12 pro k = p� 1:Abychom dokázali toto tvrzení, je nutné si uvìdomit, ¾e výraz 1� yp�1 je kon-gruentní podle modulu p buï s nulou, jsou-li èísla y a p nesoudìlná, nebo s jed-nièkou v opaèném pøípadì. Platí tedy kongruence�ap� � aXy=1 1� yp�1 (mod p):70



Vzhledem k pøedpokladu mù¾eme tedy psát�ap� � aXy=1 1� yp�1 � a� 1� a�1Xy=1 yp�1 (mod p):Sumu na pravé stranì vyjádøíme pomocí Markovova vzorcea�1Xy=1 yp�1 = app +A1ap�1 +A2(p� 1)ap�2 + � � �+Ak(p� 1) + � � �+(p� k + 1)ap�k + � � �+Ap�1(p� 1) + � � �+ 2a;kde Am = (�1)m2 � 1m! Bm2 ; A1 = �12 :1První a poslední èlen mù¾eme upravit následujícím zpùsobem:app � ap + ap +Ap�1(p� 1)!a = aq(a) + La;kde je pro zjednodu¹ení L = (p� 1)!Ap�1p+ 1p :Zavedeme-li Fermatùv kvocient, mámea�1Xy=1 yp�1 = aq(a) + La+A1ap�1 +A2(p� 1)ap�2 + � � �+Ak(p� 1) + � � �+ (p� k + 1)ap�k + � � �+Ap�2(p� 1) + � � �+ 3a2:Odsud plyne tvrzení vìty 5.1, kde �1 = �1 + L. Vynásobíme-li obì strany kon-gruence (5.1) èíslem am�1 a vytvoøíme-li sumu v mezích od a = 1 do a = p� 1,obdr¾íme obecný vzorec pro souèty typu Qk(p), který mù¾eme formulovat násle-dujícím zpùsobem:Vìta 5.2 Nech» p je prvoèíslo, a; k jsou kladná celá èísla nesoudìlná s p. Potomplatíp�1Xa=1 akq(a) � 8>>><>>>: � (�1)k2 B k2k pro k sudé 0 < k < p� 1� (�1)k2 B k2k � 0 pro k liché 1 < k < p� 1 (mod p);(5.2)
kde B k2 je k�té Bernoulliovo èíslo.1De�nice A1 v pùvodním èlánku chybí. 71



Pøi dùkazu této vìty se vyu¾ívá skuteènosti, ¾ep�1Xa=1 ak�1 �ap� = 0a vìty 5.1.V roce 1947 publikoval Karel Koutský práci [Ko], ve které se vìnuje stejnémuproblému. Tato práce byla souèástí semináøe vìnovaného studiu Lerchova díla.Tento semináø byl veden prof. Borùvkou. Koutský zøejmì neznal práci [FT], nebo»se o ní vùbec nezmiòuje. Jeho postup nebudeme podrobnì rozebírat, uvedemepouze výsledky.Pro k = 0 dospìl Koutský ke vzorciQ0(p) � pBp�1 + 1p � 1 (mod p):(5.3)K tomuto vzorci pøipojil následující poznámku: Vzorec tento sice není v Lerchovìpráci explicitnì uveden, av¹ak podle jedné jeho poznámky, blí¾e v¹ak nijak odù-vodnìné, lze souditi, ¾e mu byl znám. Koutský má zøejmì na mysli stranu 488v práci [Lr7], kde Lerch uvádí, ¾e pøi nìkteré jiné pøíle¾itosti doká¾e pro licháprvoèísla vzorec N � �1 + 1p � (�1)mBm (mod p);(5.4)kde p = 2m+1. Vzhledem k tomu, ¾e Lerch pou¾ívá star¹ího oznaèení Bernoullio-vých èísel a s ohledem na Lerchem dokázaný vzorec (4.2), lze øíci, ¾e tyto dvavzorce jsou prakticky toto¾né. K uvedené problematice se Lerch v¹ak u¾ nevrátil.Tento vzorec je také citován v práci [CDP], str. 445, kde je v¹ak pøipisovánN. G. W. h. Beegerovi. Vzhledem k tomu, ¾e práce [Be] byla publikována a¾ vroce 1913, je zøejmé, ¾e prvenství zde patøí Lerchovi.Pro k = 1 odvodil Koutský vzorecQ1(p) � 12 (mod p);(5.5)co¾ je Lerchova kongruence (4.27) (viz. [Lr7], strana 477, vzorec (17).)Pro pøípad 1 < k < p� 1 odvodil Koutský vzorecQk(p) � Bp+k�1 �Bk (mod p):(5.6)Je-li k liché, je také èíslo p+ k� 1 liché a obì Bernoulliova èísla na pravé stranìjsou tudí¾ rovna nule. Je-li k sudé potom platí Kummerova kongruenceBk+p�1k + p� 1 � Bkk (mod p)(5.7)a Koutského vzorec (5.6) je toto¾ný s Friedmannovým vzorcem (5.2). Závìremtohoto èlánku autor porovnává tyto obecné vzorce s Lerchovými výsledky. Jedná72



se o vzorce (4.30) (viz [Lr7], strana 479, vzorec (18)), (4.34) (viz [Lr7], strana480, vzorec (21)) a (4.36) (viz [Lr7], strana 481, vzorec (221)).2Lerchùv vzorec (4.39) (viz [Lr7], strana 482 vzorec (222) se ov¹em takto od-vodit nedá. Koutský v¹ak uvádí kongruenciCl(�p) � B 3p�12 �B p+12 (mod p);(5.8)která ov¹em platí pouze pro p � 3 (mod p). Tuto kongruenci obdr¾íme porov-náním (5.6) s pravou stranou Lerchovy kongruence (4.39), která je modulo ptoto¾ná s Q p�12 .Nakonec se je¹tì struènì zmíníme o práci [ADS], jejími¾ autory jsou T. Agoh,K. Dilcher a L. Skula a která je pøevá¾nì vìnována Fermatovým kvocientùmpro slo¾ený modul m. Z této práce uvedeme dvì vìty, které mají bezprostøednínávaznost na Lerchovy práce. První z nich vyjadøuje jiným zpùsobem Lerchùvvzorec (4.10) ([Lr7], vzorec (8�), strana 474.)Vìta 5.3 Nech» a � 1 a m � 2 jsou nesoudìlná celá èísla. Potom platíaq(a;m) � � a�1Xk=1S��kma � (mod m);kde S�(X) = [X]Xx=1(x;m)=1 x�(m)�1:Druhá vìta, kterou z této práce budeme citovat, je roz¹íøení Lerchovy vìty4.17 pro slo¾ený modul.Vìta 5.4 Nech» m = p�11 � � � p�kk je prvoèíselný rozklad libovolného celého èíslam � 2, a je kladné celé èíslo splòující podmínku (m,a)=1. Potom platíaq(a;m) � ��(m) kXr=1 nrn0r�(mr)2 a�1Xj=1�B�(mr)� ja��B�(mr)� (mod m);kde mr = p�rr , nr = m=mr a n0r je celé èíslo vyhovující podmínce n2rn0r � 1(mod mr), (1 � r � k).
2Koutský se zde dopustil men¹í chyby, kdy¾ uvádí p+12 � 1 (mod p) místo správného p+12 �1 (mod 2). 73
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