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Kapitola 5

Prace navazujici na Lercha

V této kapitole se strucné zminime o pracich, které bezprostiedné navazuji na
Lerchovu préci [Lr7]. Lerch odvodil nékolik kongruenci pro soucty

Q) = 3 abla),

pri¢emz pri odvozovani téchto kongruenci pouzival rizné postupy pro rtizné pii-

pady a navic jeho odvozovani nepostihuje vSechny hodnoty ¢isla k. Naskyta se

otazka, zda nelze odvodit obecny vzorec pro sumu Q(p). Tento problém vyfe-

§ili jiz v roce 1908 A. Friedmann a J. Tamarkine, ktefi tuto metodu publikovali

v [FT]. Jak ukazuji Cetné citace, inspiraci jim byla pravé Lerchova prace [Lr7].
V této praci nejdiive dokazali nésledujici tvrzeni:

Véta 5.1 Necht (a,p) = 1. Potom plati

p—1

a
5.1 —| = —aq(a) — 1 — ara® (mod p),
(1) HERZS > e (mod )
kde
7(’)72!“ =N prok=1,
_ p— Bp—k
Ok = (—1)T1 - prol<k<p-1,

% prok=p—1.

Abychom dokazali toto tvrzeni, je nutné si uvédomit, ze vyraz 1 — y?~! je kon-

gruentni podle modulu p bud s nulou, jsou-li ¢isla y a p nesoudélnd, nebo s jed-
nickou v opa¢ném piipadé. Plati tedy kongruence

[%] = yi:l 1-y"~! (mod p).
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Vzhledem k predpokladu mtzeme tedy psat

a a—1
a
—| = 1—y?t=a—-1- y?P~ 1 (mod p).
=X 2y modp)
y= y=
Sumu na pravé strané vyjadiime pomoci Markovova vzorce

a—1

aP
D= A AT A(p = 1+ A= 1)
y=1

+p—k+Da?*+.- 4 A, 1 (p—1)+ -+ 2a,

kde ( )m
-1)2 -1 1
————B=n, A :—5.1

Prvni a posledni ¢len miizeme upravit nasledujicim zptisobem:

A, =
m!

a? a a
———+4+ -+ A,_1(p—1)la = aq(a) + La,
o p p (p—1) (a)

kde je pro zjednoduseni
(p—1D!4pap+1

L=
p
Zavedeme-li Fermattv kvocient, madme
a—1
Zy”_l =aq(a) + La+ Aja?~ ' + Ay(p— 1)a?™ 2 + - -
y=1

+Ap—D+-+(p—k+Da" 4+ + 4, s(p—1) +---+ 3d®.

Odsud plyne tvrzeni véty 5.1, kde a3 = —1 + L. Vynasobime-li obé strany kon-
gruence (5.1) ¢islem a™~! a vytvoifme-li sumu v mezichod a =1doa=p—1,
obdrzime obecny vzorec pro soucty typu Q(p), ktery miZeme formulovat nésle-
dujicim zptisobem:

Véta 5.2 Necht p je prvocislo, a, k jsou kladnd cela ¢isla nesoudélnd s p. Potom
plati

pro k sudé O<k<p-1

ZakQ(a) = (mod p),
a=1 (—1)5B,
—==0 pro k liché 1<k<p-1

kde Bg je k—té Bernoulliovo cislo.

IDefinice A; v ptivodnim ¢ladnku chybi.
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Pri dikazu této véty se vyuziva skutecnosti, ze

p—1
SR
a=1 p

a véty 5.1.

V roce 1947 publikoval Karel Koutsky praci [Ko], ve které se vénuje stejnému
problému. Tato prace byla soucasti seminafe vénovaného studiu Lerchova dila.
Tento seminér byl veden prof. Bortivkou. Koutsky zfejmé neznal praci [FT], nebot
se o ni viibec nezminuje. Jeho postup nebudeme podrobné rozebirat, uvedeme
pouze vysledky.

Pro k = 0 dospél Koutsky ke vzorci

(5.3) Qolp) = 1% 1 (mod p).

K tomuto vzorci pripojil nésledujici pozndmku: Vzorec tento sice neni v Lerchové
praci explicitné uveden, avsak podle jedné jeho pozndmky, bliZe vsak nijak odi-
vodnéné, lze souditi, Ze mu byl znam. Koutsky ma zfejmé na mysli stranu 488
v praci [Lr7], kde Lerch uvadi, 7e pii nékteré jiné piilezitosti dokdze pro lichd
prvocisla vzorec

(5.4) =-1+ % — (-1)"B;, (mod p),

kde p = 2m+1. Vzhledem k tomu, ze Lerch pouziva starsiho oznaceni Bernoullio-
vych ¢isel a s ohledem na Lerchem dokézany vzorec (4.2), lze fici, ze tyto dva
vzorce jsou prakticky totozné. K uvedené problematice se Lerch v8ak uz nevratil.
Tento vzorec je také citovan v praci [CDP], str. 445, kde je v8ak pfipisovan
N. G. W. h. Beegerovi. Vzhledem k tomu, Ze prace [Be| byla publikovina az v
roce 1913, je zfejmé, ze prvenstvi zde patii Lerchovi.
Pro k = 1 odvodil Koutsky vzorec

(5.5) @1(p) = 5 (mod p),

1

2

coz je Lerchova kongruence (4.27) (viz. [Lr7], strana 477, vzorec (17).)
Pro ptipad 1 < k < p — 1 odvodil Koutsky vzorec

(5.6) Qr(p) = Bpyr—1 — By, (mod p).

Je-li k liché, je také ¢islo p + k — 1 liché a obé Bernoulliova ¢isla na pravé strané
jsou tudiz rovna nule. Je-li k£ sudé potom plati Kummerova kongruence

Bripr _ Be (mod p)

(5:7) k+p—1 k

a Koutského vzorec (5.6) je totozny s Friedmannovym vzorcem (5.2). Zavérem
tohoto ¢lanku autor porovnéva tyto obecné vzorce s Lerchovymi vysledky. Jedné
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se o vzorce (4.30) (viz [Lr7], strana 479, vzorec (18)), (4.34) (viz [Lr7], strana
480, vzorec (21)) a (4.36) (viz [Lr7], strana 481, vzorec (221)).2

Lerchiiv vzorec (4.39) (viz [Lr7], strana 482 vzorec (22?) se oviem takto od-
vodit nedé. Koutsky vSak uvadi kongruenci

(58) Cl(—p) = B% — Bp+1 (HlOd p),

kterd ovSem plati pouze pro p = 3 (mod p). Tuto kongruenci obdrzime porov-
nanim (5.6) s pravou stranou Lerchovy kongruence (4.39), kterd je modulo p
totoznd s Q% .

Nakonec se jesté stru¢né zminime o praci [ADS], jejimiz autory jsou T. Agoh,
K. Dilcher a L. Skula a ktera je prevazné vénovana Fermatovym kvocientim
pro slozeny modul m. Z této prace uvedeme dvé véty, které maji bezprostiedni
navaznost na Lerchovy prace. Prvni z nich vyjadfuje jinym zptisobem Lerchtv
vzorec (4.10) ([Lr7], vzorec (8*), strana 474.)

Véta 5.3 Nechta > 1 a m > 2 jsou nesoudélnd cela c¢isla. Potom plati

aq(a,m) = — ZS* <k_m> (mod m),
k=1 a
kde
[X]
s = Y oo
z=1
(z,m)=1

Druhé véta, kterou z této prace budeme citovat, je rozsiteni Lerchovy véty
4.17 pro slozeny modul.

Véta 5.4 Necht m = pi" ---pi* je prvociselny rozklad libovolného celého cisla
m > 2, a je kladné celé ¢islo spliiujici podminku (m,a)=1. Potom plati

ag(a,m) = —(m) 3" ¢’Z;Z§2 3 i(m () () B¢(mr)> (mod m),

r=1 j=

kde m, = p&, n, = m/m, a n. je celé ¢islo vyhovujici podmince n2n. = 1
(mod m,.), (1 <r <k).

2Koutsky se zde dopustil mensi chyby, kdyz uvadi i =1 (mod p) misto spravného ﬂ =

1 (mod 2).
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