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Kapitola 6Fermatovy marginálieV této kapitole se struènì zmíníme o øeckém matematikovi Diofantovi z Alexan-drie a uvedeme nìkteré Fermatovy poznámky, které zapsal na okraje Bachetovavydání Aritmetiky z roku 1621. Budeme si v¹ímat poznámek týkajících se rozkla-du èísla na souèet dvou ètvercù a samozøejmì poznámky, která je dnes známajako Velká Fermatova vìta.6.1 Diofantos z AlexandrieO ¾ivotì tohoto významného matematika þstøíbrného vìku øecké matematikyÿmáme dnes velmi málo údajù. Uvádí se, ¾e ¾il ve 3. století po Kristu. Z jehodíla se zachovaly dva tituly, a sice Aritmetika a O èíslech mnohoúhelníkových.Nutno v¹ak podotknout, ¾e obì tato díla se nezachovala úplná. Z tøinácti knihAritmetiky, o nich¾ se Diofantos zmiòuje v pøedmluvì k tomuto dílu, se zachovalopouze ¹est, navíc konec druhé knihy je ztracen.1 Pokud Diofantos v Aritmeticemluví o teoreticko èíselných pøedpokladech, obyèejnì odkazuje na svoje Poris-mata. Není známo, zda to byla samostatná kniha, èi zda Porismata byla souèástíAritmetiky. V ka¾dém pøípadì se nezachoval ¾ádný Diofantùv èíselnì teoretickýdùkaz.Zatímco u øeckých matematikù klasického a helénistického období mù¾ememluvit o geometrizaci v¹ech èástí matematiky, dílo Diofantovo pøedstavuje vy-vrcholení návratu k aritmetizaci matematiky. Tuto tendenci mù¾eme pozorovatu alexandrijských matematikù v prvním a druhém století po Kristu, jako bylnapøíklad Herón z Alexandrie. Za druhý zdroj Diofantova díla nutno pova¾ovatøe¹ení neurèitých rovnic. O této disciplínì se ze starovìku zachovalo velmi má-lo zpráv. Jak ukazuje tzv. Plimptonská tabulka è. 322, Babylóòané umìli øe¹itneurèitou rovnici X2 + Y 2 = Z2:1V osmdesátých letech byly objeveny dal¹í ètyøi knihy, ty v¹ak v dobì Fermatovì nebylyznámy, proto se o nich nebudeme podrobnìji zmiòovat.74



Øe¹ení této rovnice má rovnì¾ Eukleides ve svých em Základech (Kniha 10, tvr-zení 29). Eukleides ukázal (Základy, Kniha 2, tvrzení 9) jak najít v¹echna øe¹ení,tzv. Pellovy rovnice aX2 + 1 = Y 2pro a = 2, známe-li nejmen¹í øe¹ení této rovnice.Aritmetika je sbírka úloh (zachovalo se jich celkem 189), ka¾dá z nich jevyøe¹ena. Má-li nìjaká úloha více zpùsobù øe¹ení, jsou v¹echny uvedeny. Na prvnípohled se zdá, ¾e Aritmetika není teoretickým dílem. V antické matematice v¹akbylo bì¾né, ¾e metody øe¹ení nebyly formulovány obecným zpùsobem oddìlenýmod úloh, ale jsou uvádìny na konkrétních pøíkladech. Diofantos se dr¾el tétotradice a i kdy¾ své úlohy formuluje obecnì, øe¹ení demonstruje na konkrétnímpøíkladu. Obecné øe¹ení v¹ak lze z tìchto ukázek odvodit. Øe¹ením úloh jsou v¾dykladná racionální èísla. Diofantovým nejvìt¹ím pøínosem jsou jeho metody øe¹eníneurèitých rovnic.První kniha je rozdìlena na dvì èásti. V první de�nuje Diofantos základní po-jmy. Udává, ¾e v¹echna èísla se skládají z urèitého poètu jednotek, pøièem¾ tentopoèet lze zvy¹ovat do nekoneèna. Zavádí také pøirozené mocniny a¾ do stupnì¹est. Pro tyto mocniny zavedl zavedl zvlá¹tní symboly: �
 pro druhou mocninu,K
 pro tøetí mocninu, �
� pro ètvrtou mocninu, �K
 pro pátou mocninu a ko-neènì K
K pro mocninu ¹estou. Neurèitý poèet jednotek (neznámou) nazýváèíslem (�%���o&) a oznaèuje písmenem & . Urèitý a nemìnný poèet jednotek (koe-�cient) nazývá � �o��& a oznaèuje symbolem Mo. Dále jsou zavedeny pøevrácenéhodnoty a pravidla pro násobení mocnin a jejich pøevrácených hodnot. Diofantoszavádí i záporná èísla (nedostatek) a pravidla pro jejich sèítání, násobení a dìle-ní, nedává jim v¹ak ¾ádný smysl. Nezavedl ¾ádné speciální symboly pro operacesèítání a násobení, stejnì tak neu¾ívá ¾ádný symbol, vyskytuje-li se neznámá vevy¹¹í mocninì. Pro druhou mocninu neurèité promìnné v¹ak zavedl symbol �.V¹echny úlohy v této knize jsou urèité. Úlohy 27 a¾ 30 vedou na systém dvou rov-nic o dvou neznámých, který je ekvivalentní kvadratické rovnici. Aby bylo øe¹eníracionální, je tøeba, aby diskriminant rovnice byl druhou mocninou pøirozenéhoèísla. Diofantos tak èiní bez zvlá¹tního vysvìtlování, co¾ svìdèí o tom, ¾e metodaøe¹ení kvadratické rovnice ve v¹ech jejích podobách byla v té dobì dobøe známa.Úlohy druhé knihy ji¾ pøedstavují øe¹ení neurèitých úloh. Prvních deset jeekvivalentní rovnicím tvaru F2(X < Y ) = 0;kde F2(X;Y ) je mnohoèlen 2. stupnì s racionálními koe�cienty. Na tìchto úloháchDiofantos ukazuje svoji metodu. Diofantos rovnì¾ bezpeènì vìdìl, ¾e má-li tatorovnice racionální øe¹ení, má jich nekoneènì mnoho, pøièem¾ neznámé mohoubýt vyjádøeny jako racionální funkce jednoho parametru X = '(t), Y =  (t). Vedruhé knize toto není explicitnì uvedeno, v devatenácté úloze tøetí knihy v¹akuvádí: þVíme, ¾e rozlo¾ení kvadrátu na dva kvadráty je mo¾no provést nekoneènìmnoha zpùsoby.ÿ Zbývající úlohy vedou na øe¹ení systémù rovnic, které nejsouvy¹¹ího stupnì ne¾ dva. V závìru druhé a na poèátku tøetí knihy se objevujízadání, která pøedstavují roz¹íøení u¾ vyøe¹ených úloh na vìt¹í poèet neznámých.75



Kniha tøetí je vlastnì pokraèováním pøede¹lé. Øe¹í se zde soustavy tøí, ètyøi více rovnic, ka¾dá z nich je stupnì nejvý¹ dva.V knize ètvrté jsou øe¹eny neurèité rovnice tøetího a ètvrtého stupnì, úlohaosmnáctá je dokonce stupnì ¹est.Nejobtí¾nìj¹í úlohy øe¹í kniha pátá, snad proto je zde text mnohdy vynechanýa nesrozumitelný, nebo» ti, jen¾ ho pøepisovali, mu nerozumìli. Právì Fermat vesvých poznámkách tento text na mnoha místech doplòuje a správným zpùsobeminterpretuje. V této knize se objevuje nový typ úloh, kdy zadané èíslo N je nutnovyjádøit jako sumu dvou, tøí èi ètyø kvadrátù, z nich¾ ka¾dý vyhovuje nìjakýmpodmínkám. Pro øe¹ení tìchto úloh objevil Diofantos speciální algoritmus.V¹echny úlohy ¹esté knihy se týkají pravoúhlých trojúhelníkù s racionálnímistranamiX2+Y 2 = Z2. Jsou zde uvedeny doplòující podmínky týkající se plochy,souètu plochy a délky jedné strany atd. Jinými slovy je zadána je¹tì nìjaká funkcef(X;Y; Z) = 0. Právì Fermatovy poznámky k øe¹ením úloh této knihy tvoøípomìrnì velkou èást jeho díla z teorie èísel. Fermat mìl pøi studiu této knihypatrnì dost èasu a navíc na okrajích bylo dost místa, tak¾e nám zde zanechaljediný kompletní dùkaz z teorie èísel.6.2 Rozklad èísla na souèet dvou ètvercùO nejznámìj¹í marginálii, kterou dnes známe jako Velká Fermatova vìta, budepojednáno pozdìji, proto se zmíníme o dal¹ích, které pøedstavují nejdùle¾itìj¹íFermatovy výsledky z teorie èísel. Podívejme se podrobnìji na dal¹í Fermatovodùle¾ité tvrzení z teorie èísel, které mù¾eme formulovat do následující vìty:Vìta 6.1 Dané prvoèíslo p lze rozlo¾it jediným zpùsobem na souèet dvou kvad-rátù právì tehdy, kdy¾ je tvaru 4k + 1 nebo p = 2.Úloha 19 tøetí knihy zní: Najít taková ètyøi èísla, aby druhá mocnina sou-ètu v¹ech ètyø èísel zùstala druhou mocninou, jestli¾e k ní pøièteme nebo od níodeèteme ka¾dé z tìchto ètyø èísel.Diofantos øe¹í tuto úlohu následujícím zpùsobem: Proto¾e v ka¾dém pravoúh-lém trojúhelníku druhá mocnina pøepony zùstane druhou mocninou, pøièteme-lik ní èi odeèteme-li od ní dvojnásobek souèinu odvìsen, budu nejprve hledat ètyøipravoúhlé trojúhelníky, které mají stejnou pøeponu. Tato úloha je shodná s úlo-hou o rozlo¾ení nìjakého kvadrátu na souèet dvou kvadrátù, a to ètyømi zpùsoby,pøièem¾ víme, ¾e rozlo¾ení kvadrátu na souèet dvou kvadrátù lze provést neko-neènì mnoha zpùsoby.Nyní vezmeme dva pravoúhlé trojúhelníky z nejmen¹ích èísel, jako napøíklad3, 4, 5 a 5, 12, 13 a strany ka¾dého z nich vynásobíme pøeponou druhého. Prvnítrojúhelník bude mít strany 39, 52, 65 a druhý 25, 60, 65. Jsou to pravoúhlétrojúhelníky, které mají stejnou pøeponu.Podle své podstaty se èíslo 65 rozkládá na souèet dvou ètvercù dvìma zpùsoby,jmenovitì 49 plus 16 a 64 plus 1. Je to proto, ¾e 65 je souèin 5 a 13 a ka¾dé z tìchtoèísel se rozkládá na souèet dvou ètvercù. Nyní pro èísla 49 a 16 naleznu strany,které jsou 7 a 4 na základì tìchto èísel sestrojím pravoúhlý trojúhelník, který76



bude mít strany 33, 56, 65. Stejnì tak èíslùm 64 a 1 odpovídají odvìsny 8 a 1a sestrojím trojúhelník o stranách 16, 63 a 65.Tímto zpùsobem obdr¾íme ètyøi pravoúhlé trojúhelníky se stejnými pøepona-mi. Vrátíme-li se k pùvodní úloze, jako souèet tìchto ètyø èísel beru 65x, ka¾déz tìchto èísel v x2, vzatých tolikrát, kolik je druhá mocnina plochy, jmenovitìprvní 4056x2, druhé 3000x2, tøetí 3696x2 a ètvrté 2016x2. Souèet tìchto ètyø èí-sel 12768x2 je roven 65x, èíslo x je rovno 6512768 . K podmínkám: první èíslo bude17136600, druhé 12675000 takových dílù, tøetí 15615600 takových dílù, ètvrté8517600 a jmenovatel bude roven 163021824.V této úloze hledáme øe¹ení neurèité rovnice(X1 +X2 +X3 +X4)2 �Xi = � i = 1; 2; 3; 4:Pøi øe¹ení této úlohy Diofantos nejprve pøichází k pravoúhlým trojúhelníkùms racionálními stranami, pøesnìji øe¹í neurèitou rovniciX2 + Y 2 = Z2v oboru celých èísel. Øe¹ení této rovnice je, jak bude dokázáno pozdìji,Z = p2 + q2; Y = 2pq; X = p2 � q2;kde p > q a èísla p, q mají opaènou paritu. Diofantos toto øe¹ení nikde neuvádí,nebo» je pova¾uje za v¹eobecnì známé.Diofantos také vìdìl, ¾e jsou-li a, b, c strany pravoúhlého trojúhelníka, jec2� 2ab = �. Hledá proto celé èíslo N , které lze vyjádøit jako souèet dvou ètver-cù ètyømi rùznými zpùsoby. Proto bere dva pravoúhlé trojúhelníky v þnejmen¹íchèíslechÿ, tedy trojúhelníky, jejich¾ strany jsou celá nesoudìlná èísla a tvrdí, ¾esouèin jejich pøepon, tedy 65, lze vyjádøit jako souèet dvou ètvercù dvìma rùz-nými zpùsoby. Toto tvrzení je dùsledek následujícího vzorce, který je dnes takéznám jako Vi�etovy identity(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac+ bd)2 + (ad� bc)2 = (ad+ bc)2 + (ac� bd)2:To, ¾e Diofantos tuto formuli znal, svìdèí jeho slova, ¾e èíslo 65 je podle jehopodstaty mo¾no rozlo¾it na souèet dvou ètvercù dvìma zpùsoby, proto¾e 65 jesouèin 5 a 13 a ka¾dé z tìchto èísel lze vyjádøit jako souèet dvou ètvercù. Stejnìtak vìdìl, ¾e èíslo 65 je pøeponou ètyø pravoúhlých trojúhelníkù s celoèíselnýmistranami, jinými slovy druhá mocnina èísla, které lze rozlo¾it dvìma rùznýmizpùsoby na souèet dvou kvadrátù se dá rozlo¾it na souèet ètyø kvadrátù ètyømirùznými zpùsoby.Fermatova poznámka k této úloze je pomìrnì dlouhá a svìdèí o tom, ¾e seFermat v této problematice velmi dobøe orientoval: Prvoèíslo, které pøevy¹ujeo jednièku násobek ètyø, je pouze v jednom pøípadì pøeponou pravoúhlého troj-úhelníka, jeho kvadrát ve dvou pøípadech, krychle ve tøech, bikvadrát ve ètyøecha tak dále a¾ do nekoneèna.Toté¾ prvoèíslo a jeho kvadrát lze pouze jedním zpùsobem vyjádøit jako souèetdvou kvadrátù, jeho krychli a bikvadrát dvìma, pátou a ¹estou mocninu ètyømia tak dále a¾ do nekoneèna. 77



Vynásobíme-li prvoèíslo, které lze vyjádøit jako souèet dvou ètvercù, jinýmtakovým prvoèíslem, potom lze tento souèin rozlo¾it na souèet dvou ètvercù dvìmazpùsoby. Bude-li násobitel kvadrát druhého èísla, potom lze tento souèin tøemizpùsoby rozlo¾it na souèet dvou ètvercù. Bude-li násobitel tøetí mocninou druhéhoèísla, potom lze rozlo¾ení souèinu na souèet dvou ètvercù provést ètyømi zpùsobya tak dále a¾ do nekoneèna.Z tohoto lze snadno stanovit, kolika zpùsoby mù¾e být dané èíslo pøeponou pra-voúhlého trojúhelníka. Je tøeba vzít v¹echna prvoèísla, která o jednièku pøevy¹ujínásobek ètyø, které jsou obsa¾eny v daném èísle, napøíklad 5, 13, 17. Obsahuje-lidané èíslo mocniny tìchto prvoèinitelù, je tøeba vzít exponenty tìchto prvoèinite-lù. Nech» napøíklad dané èíslo obsahuje 5 ve tøetí mocninì, 13 ve druhé mocninìa 17 v mocninì první. V tom pøípadì je nutné vzít exponenty v¹ech tìchto pr-voèinitelù, konkrétnì pro èíslo 5 exponent 3, pro èíslo 13 exponent 2 a pro èíslo17 exponent jedna. Dále je tøeba tyto exponenty, o nich¾ byla øeè, uspoøádat,napøíklad 3, 2, 1.Je tøeba vynásobit první druhým, zdvojnásobit a pøièíst souèet prvního a dru-hého, obdr¾íme 17. Dále vynásobíme 17 tøetím exponentem, zdvojnásobíme a pøi-èteme souèet 17 a tøetího exponentu, èím¾ obdr¾íme 52. V tomto pøípadì budedané èíslo pøeponou 52 rùzných pravoúhlých trojúhelníkù. Metoda se nezmìní projakýkoliv poèet prvoèinitelù a jakékoliv exponenty.Jiná prvoèísla, která nepøevy¹ují o jednièku násobek ètyø, stejnì tak jako jejichmocniny, nic k hledanému èíslu nepøièítávají a nic od nìho neodeèítají.Najít èíslo, které bude pøeponou pravoúhlého trojúhelníka tolikrát, kolikrát sipøejeme. Nech» je tøeba najít èíslo, které bude pøeponou sedmi rùzných pravoúh-lých trojúhelníkù.Dané èíslo 7 zdvojnásobíme, obdr¾íme 14. Pøidáme jednièku, dostaneme 15.Vezmeme v¹echny prvoèíselné dìlitele 15, co¾ jsou 3 a 5. Odeèteme od ka¾déhojednièku a bereme polovinu zbytkù, dostaneme 1 a 2, jmenovitì vynásobíme jedenkvadrátem druhého. Tak dostaneme èíslo, vyhovující podmínce, aby obsahovalopouze prvoèísla o jednièku pøevy¹ovaly násobek ètyø. Na základì toho je snadnénajít nejmen¹í èíslo, které by bylo pøeponou pravoúhlého trojúhelníka tolikrát,kolikrát je tøeba.Najít èíslo, které lze rozlo¾it na souèet dvou kvadrátù tolikrát, kolikrát se po¾a-duje. Nech» po¾adujeme rozlo¾it dané èíslo deseti zpùsoby. Dvojnásobek desítky jedvacet. Vezmeme prvoèinitele, co¾ jsou èísla 2, 2, 5. Od ka¾dého odeèteme jedniè-ku, dostaneme 1, 1, 4. Znamená to, ¾e musíme vzít tøi prvoèísla, která pøevy¹ujío jednièku násobek ètyø, napøíklad èísla 5, 13, 17. Z jednoho z nich vezmemekvadráto-kvadrát a ten vynásobíme ostatními dvìma. Tak dostaneme èíslo, kterése rozkládá na souèet dvou kvadrátù deseti zpùsoby.Z druhé strany tato metoda umo¾òuje najít, kolika zpùsoby se dané èíslorozkládá na souèet kvadrátù.Nech» je dané èíslo 325. Jeho prvoèíselní dìlitelé, kteøí pøevy¹ují o jednièkunásobek ètyø budou 5, 13, pøièem¾ poslední je jednou a první v druhé mocninì.Vezmeme exponenty 2 a 1. Seèteme jejich násobek a souèet, co¾ dává 5, pøiètemejednièku a vezmeme polovinu, co¾ je 3. To znamená, ¾e dané èíslo je mo¾norozlo¾it na souèet dvou kvadrátù tøemi zpùsoby.78



Dostaneme-li tøi exponenty, napøíklad 2, 2, 1, proces bude následující. Souèindvou prvních, seètený s jejich sumou, bude 8. Vynásobíme toto èíslo tøetím a pøi-poèteme souèet èinitelù, dostaneme 17. Nakonec pøièteme jednièku, co¾ dá 18,polovina tohoto èísla je 9. Tolika zpùsoby lze rozdìlit toto èíslo na souèet dvoukvadrátù. Je-li poslední èíslo, z nìho¾ je nutné vzít polovinu, liché, musíme odnìho odeèíst jednièku a vzít polovinu zbytku.Je mo¾né je¹tì zadat následující otázku: Najít celé èíslo, jeho¾ souèet se za-daným celým èíslem bude druhá mocnina a na druhé stranì bude pøeponou pra-voúhlého trojúhelníka tolikrát, kolikrát je po¾adováno.Tato otázka je tì¾ká. Je-li napøíklad tøeba najít èíslo, které bude dvakrát pøe-ponou pravoúhlého trojúhelníka a pøi pøipoètení 2 dává kvadrát, potom èíslo 2023vyhovuje podmínce, ale existuje nekoneènì mnoho jiných, jako 3362 atd.Fermatovo tvrzení, ¾e ka¾dé prvoèíslo tvaru 4k + 1 lze rozlo¾it jediným zpù-sobem na souèet dvou ètvercù, hraje velmi dùle¾itou roli v teorii èísel. Fermatneuvádí jeho dùkaz, ten v¹ak není pøíli¹ obtí¾ný.Pøedpokládejme nejprve, ¾e dané prvoèíslo lze vyjádøit jako souèet dvou kvad-rátù, tedy p = a2 + b2. Je zøejmé, ¾e èísla a a b nemohou být sudá, nebo» souèetjejich druhých mocnin by byl dìlitelný ètyømi. Jsou-li obì lichá, je a2 + b2 � 2(mod 4) a tedy p = 2. Koneènì je-li napøíklad a liché a b sudé, je p � 1 (mod 4).Naopak 2 = 12 + 12. Dále budeme pøedpokládat, ¾e p � 1 (mod 4). Z teoriekvadratických zbytkù plyne, ¾e èíslo �1 je kvadratický zbytek v¹ech prvoèíseltvaru 4k + 1. Existuje tedy èíslo x splòující podmínku 1 � x � p � 1 takové,¾e platí x2 + 1 � 0 (mod p), tedy x2 + 1 = mp, kde 1 � m � p � 1. Mno¾inav¹ech èísel m, splòujících podmínku 1 � m � p� 1 a mp = x2 + y2 je neprázdná.Oznaème m0 nejmen¹í z tìchto èísel. Je-li m0 = 1, potom prvoèíslo p je sumadvou ètvercù.Pøedpokládejme naopak, ¾e m0 > 1. ísla x a y napí¹eme ve tvarux = cm0 + x1 a y = dm0 + y1;kde c a d jsou celá èísla a �m02 < x1; y1 � m02 :Je zøejmé, ¾e alespoò jedno z èísel x1 a y1 je rùzné od nuly. V opaèném pøípadìm02jx2 + y2 = m0p, tedy m0jp a tudí¾ m0 = p, co¾ nelze. Je tedy0 < x12 + y12 � m024 + m024 = m022 < m02a x12 + y12 � x2 + y2 (mod m0):Je tedy x2 + y2 = m0m0, pøièem¾ platí 1 � m0 < m0. Odsud plynem02m0p = (x2 + y2)(x12 + y12) = (xx1 + yy1)2 + (xy1 � yx1)2:Na druhé stranì platíxx1 + yy1 = x(x� cm0) + y(y � dm0) = (x2 + y2)�m0(c+ yd) = m0t;79



xy1 � yx1 = x(y � dm0)� y(x� cm0) = �m0(xd � yc) = m0u;kde t; u jsou celá èísla. Je tudí¾ m0p = t2 + u2 a 1 � m0 < m0. To je v¹ak spors pøedpokladem, ¾e m0 je nejmen¹í z èísel m, proto je m0 = 1.Nech» p = a2 + b2. Snadno se uká¾e, ¾e platíp2 = (a2 + b2)2 = (2ab)2 + (a2 � b2)2;jinými slovy èísla p a p2 jsou pøeponou pouze jednoho pravoúhlého trojúhelní-ka. Pou¾itím této identity i identit Vi�etových lze dokázat, ¾e èísla p3 a p4 jsoupøeponami dvou pravoúhlých trojúhelníkù atd.Je-li p pøeponou pravoúhlého trojúhelníka, potom rovnice p2 = x2 + y2 májediné øe¹ení, a sice x = 2ab a y = a2 � b2. Je-li pn pøeponou pravoúhléhotrojúhelníka, potom rovnice p2n = x2+y2 má podle pøedcházející úvahy n øe¹ení.Jsou-li p a q jsou prvoèísla tvaru 4k + 1, potom je p = a2 + b2, q = c2 + d2.Souèin tìchto èísel lze vyjádøit pomocí identity (6. 1.) a obdr¾ímepq = (a2 + b2)(c2 + d2) = (ad� bc)2 + (ac� bd)2Odsud plyne, ¾e souèin pq lze rozlo¾it na souèet dvou ètvercù dvìma rùznýmizpùsoby. Pro souèin pq2 obdr¾ímepq2 = (a2 + b2)(c2 + d2) = � a2(c2 + d2)2 + b2(c2 + d2)2(a2 + b2)[(2cd)2 + (c2 � d2)2] :Výraz (a2 + b2)[(2cd)2 + (c2 � d2)2] lze rozlo¾it na souèet dvou ètvercù dvìmazpùsoby, souèin pq2 se rozkládá celkem tøemi zpùsoby. Analogicky lze postupovatpro souèin pqn, tak¾e tento lze rozlo¾it na souèet dvou kvadrátù celkem n + 1zpùsoby.Nech» N je dané èíslo. Ptáme se, v kolika rùzných pravoúhlých trojúhelní-cích je toto èíslo pøeponou. Je zøejmé, ¾e tento poèet mohou ovlivnit pouze tiprvoèinitelé èísla N , které lze vyjádøit jako souèet dvou ètvercù. Fermat uvádípøíklad, kdy N = N1paqbrc, kde N1 je souèin prvoèinitelù tvaru 4k � 1 a èíslap, q a r jsou tvaru 4k + 1. Dle jeho návodu poèet pravoúhlých trojúhelníkù jen = (2ab + a + b)2c + (2ab + a + b) + c. Provedeme-li naznaèené úkony, mámen = 4abc + 2ab+ 2ac + 2bc + a + b + c a tuto rovnost lze jednoduchou úvahounapsat ve tvaru n = 12[(2a+ 1)(2b+ 1)(2c+ 1)� 1]:Uvìdomíme-li si, ¾e prvoèíslo pa je pøeponou právì n = 12 [(2a + 1) � 1] = apravoúhlých trojúhelníkù, je zøejmé, jakým zpùsobem Fermat uva¾oval. Tutoformuli lze roz¹íøit na libovolný poèet prvoèinitelù.Známe-li naopak èíslo n, lze tuto rovnost upravit na tvar(2a+ 1)(2b+ 1) : : : (2c+ 1) = 2n+ 1:Proto¾e 2n + 1 je liché èíslo, lze je rozlo¾it na souèin m lichých prvoèinitelùx; y; : : : z. Odsud plyne, ¾e a = x�12 , b = y�12 , atd. Vezmeme-li postupnì prvníchm prvoèísel tvaru 4k + 1 a èísla a; b; : : : c uspoøádáme sestupnì, jeN = paqb : : : rc80



nejmen¹í èíslo, které je pøeponou n pravoúhlých trojúhelníkù.Je-li N = paqb : : : rc, kde p; q; : : : r jsou prvoèísla tvaru 4k+ 1, potom lze totoèíslo rozlo¾it na souèet dvou ètvercù n zpùsoby, pøièem¾n = 12[(a+ 1)(b+ 1) : : : (c+ 1)]zpùsoby. Nalezení èísla N je zøejmé, vèetnì jeho minimalizace.V deváté úloze páté knihy dává Diofantos tuto úlohu: Rozlo¾it jednotku na dvazlomky a pøièíst ke ka¾dému z nich dané èíslo tak, abychom dostali ètverec. Danéèíslo nesmí být liché, (jeho dvojnásobek, zvìt¹ený o jednièku nesmí být dìlitelnýprvoèíslem, jen¾ po pøiètení jednièky je dìlitelné ètyømi).Tato úloha je ekvivalentní systému rovnicX1 +X2 = 1X1 + a = Y12X2 + a = Y22Jednoduchou úpravou se z tìchto rovnic obdr¾í podmínka 2a+1 = Y12+Y22. íslotvaru 2a+ 1 nelze v¾dy vyjádøit jako souèet dvou ètvercù, co¾ zøejmì Diofantosvìdìl a proto klade dodateèná omezení pro èíslo a. První komentátoøi a pøekla-datelé Arimetiky neumìli ztracený text doplnit, doplnìní v závorce pochází a¾od P. Tanneryho. Podívejme se, jak øe¹il úlohu Diofantos.Pøedpokládám, ¾e se ke ka¾dému zlomku pøipoèítává 6 a dostane se kvadrát.Jeliko¾ chceme rozlo¾it jednotku, pøièíst ke ka¾dé èásti 6 a obdr¾et kvadrát,znamená to, ¾e souèet kvadrátù je roven 13. Tedy je nutno rozlo¾it 13 na dvaètverce, ka¾dý z nich bude vìt¹í ne¾ 6.Rozlo¾ím-li 13 na dva kvadráty, jejich¾ rozdíl je men¹í ne¾ jednièka, na¹el jsemøe¹ení úlohy. Vezmu-li polovinu z 13 obdr¾ím 6 12 , hledám jakou druhou mocninuzlomku je nutné pøièíst k 6 12 abych dostal druhou mocninu. V¹e vynásobím ètyø-mi, potom budu hledat, jakou druhou mocninu zlomku je nutné pøièíst k 26, aby-chom obdr¾eli kvadrát. Nech» tento pøièítaný zlomek je 1x2 , potom 26 + 1x2 = �.Vynásobím-li v¹e x2, obdr¾ím 26x2 + 1 = �. Nech» èíslo na pravé stranì jerovno 5x+ 1, potom � = 25x2 + 10x+ 1 a x je rovno 10, x2 je 100 a 1x2 je 1100 .V tomto pøípadì k 26 je nutné pøidat 1100 a 1400 k 6 12 , co¾ dává ètverec o stranì5120 . Tímto zpùsobem je tedy nutné rozlo¾it 13 na dva ètverce tak, aby stranaka¾dého z nich byla blízká 5120 . Budu hledat co musím odeèíst od tøí a pøièíst ke2, abych dostal 5120 .Sestrojím dva ètverce: jeden se stranou 11x + 2, druhý se stranou 3 � 9x.Souèet tìchto ètvercù je 202x2 + 13� 10x = 13, co¾ dává x = 5101 . Znamená to,¾e strana jednoho ètverce bude 257101 a druhého 258101 .A odeètu-li od ka¾dého z tìchto ètvercù 6, potom jedna èást jednièky bude535810201 a druhá 484310201 a je zøejmé, ¾e ka¾dá z nich jsouce zvìt¹ena o 6 je kvadrát.Diofantovo øe¹ení se velmi snadno pochopí, podíváme-li se na problém oèimageometrie, i kdy¾ je více ne¾ pravdìpodobné, ¾e Diofantos takto neuva¾oval. Tutoúlohu lze toti¾ formulovat následujícím zpùsobem: Na kru¾nici k, která má rovniciu2 +v2 = 13 najít bod P = [�;�] takový, ¾e jeho souøadnice jsou racionální èísla,81



která splòují podmínky �2 > 6 a �2 > 6. Nalezneme bod A = [ 5120 ; 5120 ], který le¾ívnì kru¾nice a bod B = [2; 3] le¾ící na kru¾nici. Pøímka AB má parametrickérovnice u = 2 + 11t a v = 3� 9t a její prùseèík s kru¾nicí k je bod P .Jak ji¾ bylo øeèeno, text této úlohy byl neúplný a komentátoøi Arimetikyvèetnì Bacheta tuto úlohu nepochopili. Jak ukazují Fermatovy poznámky k tétoúloze, Fermat se zde perfektnì orientoval a ztracenou podmínku dokázal doplnit.V první poznámce k této úloze Fermat uvádí: þíslo 21 nemù¾e být rozlo¾enona souèet dvou druhých mocnin zlomkù. Toto mù¾eme snadno dokázat. Obecnì¾ádné èíslo, jeho¾ tøetí èást nemá tøetinu, nemù¾e být rozlo¾eno na souèet dvouètvercù ani celých èísel, ani zlomkù.ÿDruhá poznámka, kterou Fermat k této úloze uèinil, zní: þZde je jistá pod-mínka, která je vskutku obecná a doká¾e vylouèit v¹echna nevyhovující èísla. Jenutné, aby dané èíslo nebylo liché a aby dvojnásobek tohoto èísla zvìt¹ený o jed-nièku po vydìlení nejvìt¹í druhou mocninou v nìm obsa¾enou, nebylo dìlitelnéprvoèíslem, které je o jednièku men¹í ne¾ násobek ètyø.ÿTato poznámka jasnì dokazuje, ¾e Fermat bezpeènì vìdìl, ¾e ¾ádné èíslo tvaru4k � 1 nemù¾e být rozlo¾eno na souèet dvou ètvercù. Pøedpokládáme-li opaktohoto tvrzení, obdr¾íme 4k � 1 = x2 + y2;kde x a y jsou celá èísla s opaènou paritou, napø. x sudé a y liché. Potomk = �x2�2 +�y2 + 14 � :Podle pøedpokladu je první sèítanec celé èíslo, je tedy i druhý sèítanec celé èíslo,tedy platí y2 + 1 = 4k0. V tomto pøípadì bychom v¹ak dostali y2 = 4k0� 1, jen¾e¾ádná druhá mocnina nemù¾e být v tomto tvaru a dostáváme spor s pùvodnímpøedpokladem.Pokud by platilo 4k � 1 = �x2�2 + �y2�2 ;obdr¾eli bychom z2(4k � 1) = x2 + y2. Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøed-pokládat, ¾e (x; z) = (y; z) = 1. Za tohoto pøedpokladu, nemohou být èíslax, y, z souèasnì sudá. Nech» tedy z je liché. Potom platí z = 4k0 + 1 a tedy(4k0 + 1)(4k � 1) = x2 + y2 = 4k00 � 1 a toto èíslo nelze rozdìlit na souèetdvou kvadrátù. Vy¹etøíme pøípad z sudé. V tomto pøípadì je z2 = 4k0 a tudí¾4k0(4k� 1) = x2 + y2 = 4k00. Jeliko¾ x a y nemohou být souèasnì sudé, musí býtobì liché, tedy je x2 = 4m+ 1, y2 = 4n+ 1 a jejich souèet je tvaru 4r + 2, tedyopìt spor.Vrátíme-li se k Fermatovì poznámce, potom èíslo 2n+1 nemù¾e být rozlo¾enona souèet dvou kvadrátù je-li n liché, nebo» 2(2n� 1) + 1 = 4n � 1. Stejnì taknemù¾e být rozlo¾eno na tento souèet, je-li 2n+ 1 = m2(4n� 1).82



6.3 Velká Fermatova vìtaNejznámìj¹í Fermatova Marginálie se týká úlohy 8 druhé knihy, která zní: Zadanýkvadrát rozlo¾it na dva kvadráty.Diofantos nabízí dva zpùsoby øe¹ení. Nech» je tøeba rozlo¾it 16 na dva kvad-ráty. Nech» první je roven x2, potom druhý bude 16�x2, tudí¾ 16�x2 je rovnì¾rovno kvadrátu. Vytváøím kvadrát z jistého mno¾ství x minus tolik jednotek,kolik se jich najde ve stranì ètverce s obsahem 16, nech» je to 2x � 4. Potomkvadrát tohoto èísla je roven 4x2 + 16 � 16x a musí se rovnì¾ rovnat 16 � x2.Pøipoètu k obìma stranám chybìjící a odeètu podobné od podobných. Potom5x2 je rovno 16x a x je rovno 165 . Jeden kvadrát je roven 25625 a druhý 14425 , jejichsouèet je 40025 a x je rovno 16.Jiný zpùsob: Nech» opìt 16 je nutno rozlo¾it na dva kvadráty. Vezmu opìtjako x stranu jednoho ètverce a stranu druhého nìkolik x minus tolik jednotek,kolik je strana dìleného ètverce, nech» je to 2x � 4. Máme tedy dva kvadráty;jeden je x2 a druhý 4x2 + 16 + �16x. Po¾aduji, aby souèet tìchto ètvercù byl16. Je tedy 5x2 + 16 � 16x rovno 16 a x je rovno 165 . Strana prvního ètverce je165 , sám ètverec bude 25625 . Strana druhého ètverce je 125 , sám ètverec bude 14425a dùkaz je zøejmý.Tato úloha spoèívá v øe¹ení neurèité rovnicex2 + y2 = z2(6.1)v oboru racionálních èísel. Trojice èísel, které tuto rovnici splòují, nazývámepythagorejská èísla, (pythagorejské trojice èi triplety). Jak dokládá tzv. plimpton-ská tabulka è. 322, (1900{1600 pø. n. l.) nalézt takové trojice umìli u¾ ve staréBabylonii.Je zøejmé, ¾e pokud x; y; z je pythagorejská trojice, je kx; ky; kz; k 2 N+také pythagorejská trojice. Jestli¾e (x; y) = (y; z) = (x; z) = 1, mluvíme o tzv.primitivní pythagorejské trojici. Dále uká¾eme, jak nalézt libovolnou primitivnípythagorejskou trojici. Z vlastností sudých a lichých èísel plyne, ¾e dvì èísla z tétotrojice jsou lichá a jedno sudé a ¾e tím sudým èíslem nemù¾e být èíslo z. Nech»sudým èíslem z trojice je èíslo x. Potom lze psátx2 = z2 � y2 = (z + y)(z � y)(6.2)Jeliko¾ souèet resp. rozdíl dvou lichých èísel je èíslo sudé, mù¾eme polo¾it x =2u; z + y = 2v; z � y = 2w a dosazením do (6. 3) obdr¾ímeu2 = vw; pøièem¾ (v; w) = 1Z vìty o jednoznaènosti rozkladu celého èísla na prvoèinitele plyne následujícítvrzení:Vìta 6.2 Nech» platí u2 = vw a (v; w) = 1. Potom èísla v; w jsou druhýmimocninami.Platí tedyz = v + w = p2 + q2; y = v � w = p2 � q2; x = 2pq; p > q(6.3) 83



a èísla p; q mají opaènou paritu.Hledáme-li øe¹ení rovnice v racionálních èíslech, mù¾eme postupovat takto:Rovnici vydìlíme èíslem x a upravíme na tvar1 = � zx�2 � �yx�2 = � zx � yx�� zx + yx� :Z tohoto tvaru je vidìt, ¾e oba èinitelé jsou èísla pøevrácená a po jednoduchéúpravì obdr¾íme XZ = 2kk2 + 1 ; YZ = k2 � 1k2 + 1Volba k = pq , (p; q) = 1 dává celoèíselné øe¹ení.Diofantova volba X = x a Y = kx� a, pøièem¾ k = 2 je chápáno jako jedenz mo¾ných zpùsobù, a = 4 je pevnì dané, vede právì k tomuto øe¹ení.Fermatova poznámka k této úloze zní: þNaopak je nemo¾né rozdìlit krychlina dvì krychle, ètvrtou mocninu ve dvì ètvrté mocniny nebo obecnì jakoukolivmocninu vy¹¹í ne¾ dvì ve dvì mocniny tého¾ stupnì. Pro toto tvrzení jsem na-lezl opravdu podivuhodný dùkaz, ale tento okraj pøíli¹ úzký, aby zde mohl býtnapsán.ÿ Jinými slovy neurèitá (diofantická) rovnicexn + yn = zn(6.4)nemá pro n > 2 øe¹ení v oboru kladných celých èísel. (Fermat, stejnì jako Dio-fantos pracoval pouze s kladnými èísly.Tato Fermatova poznámka, známá pozdìji jako Velká Fermatova vìta, se stalapatrnì nejslavnìj¹ím problémem v dìjinách matematiky a hledání Fermatovadùkazu pøipomíná úsilí mnoha lidí o sestrojení perpetua mobile.6.3.1 Pøípad n = 4Fermat sám toto tvrzení umìl dokázat pro n = 4. K úloze 20 ¹esté knihy Aritme-tiky pøipojil toti¾ následující poznámku: þPlocha pravoúhlého trojúhelníka, jeho¾strany jsou celá èísla, nemù¾e být druhá mocnina. Uvedu dùkaz tohoto mnou ob-jeveného tvrzení, které jsem objevil po vysilujícím a dlouhém pøemý¹lení. Tentozpùsob dokazování povede k nádherným úspìchùm v aritmetice.Kdyby plocha trojúhelníka byla kvadrátem, pak by existovaly dva bikvadráty,jejich¾ rozdíl by byl kvadrát, z èeho¾ plyne, ¾e by existovaly dva kvadráty, jejich¾souèet a rozdíl by byl kvadrát. To znamená, ¾e by existovalo ètvercové èíslo, je¾ bybylo rovno kvadrátu a udvojenému kvadrátu za podmínky, ¾e kvadráty, z nich¾je slo¾eno, dají v souètu druhou mocninu. Je-li v¹ak ètvercové èíslo sestavenoz kvadrátu a udvojeného kvadrátu, potom je jeho strana podobným zpùsobemsestavena z kvadrátu a udvojeného kvadrátu, co¾ mohu snadno dokázat, a odsudplyne, ¾e tato strana je souètem stran pøi pravém úhlu pravoúhlého trojúhelníka,jeden z tìchto kvadrátù bude základnou a druhý udvojený vý¹kou.Znamená to, ¾e tento pravoúhlý trojúhelník bude sestrojen ze dvou ètverco-vých èísel, jejich¾ souèet a rozdíl jsou druhé mocniny. Je mo¾né dokázat, ¾e tytodva kvadráty jsou men¹í ne¾ kvadráty pùvodní, o nich¾ pøedpokládáme, ¾e jejich84



souèet a rozdíl jsou druhé mocniny. Znamená to, ¾e máme-li dva kvadráty, je-jich¾ souèet a rozdíl jsou opìt kvadráty, potom existují celá èísla, jen¾ jsou takékvadráty stejných vlastností, ale jejich souèet je men¹í prvního.Touto úvahou obdr¾ím druhý souèet, který je men¹í ne¾ ten, který jsem získalz prvních èísel a tak do nekoneèna budu nacházet celá èísla, která se neustálezmen¹ují. To je v¹ak nemo¾né, je-li dáno celé èíslo, nemù¾e existovat nekoneènìmnoho celých èísel, která jsou men¹í ne¾ toto èíslo.Úplný dùkaz s podrobným objasnìním nelze napsat na tyto úzké okraje.Stejnou úvahou jsem na¹el a dokázal, ¾e ¾ádné trojúhelníkové èíslo kromìjednièky není rovno bikvadrátu.ÿTento popis dùkazu, který nám Fermat zanechal, je brilantní ukázkou pou¾itímetody nekoneèného sestupu. V pravoúhlém trojúhelníku platí a2 + b2 = c2a obsah tohoto trojúhelníka je P = ab2 = s2. Platí� (a+ b)2 = c2 + 4s2(a� b)2 = c2 � 4s2Vynásobením tìchto dvou rovnic obdr¾íme(a2 � b2)2 = c4 � (2s)4;tedy rovnice X4 � Y 4 = Z2má netriviální øe¹ení v oboru pøirozených èísel. Nech» x, y, z jsou øe¹ení tétorovnice. Bez újmy na obecnosti lze pøedpokládat, ¾e tato èísla jsou po dvounesoudìlná. Platí z2 = x4 � y4 = (x2 + y2)(x2 � y2):Je-li (x2 + y2; x2� y2) = 1, existují nesoudìlná èísla k a l taková, ¾e x2 + y2 = k2a x2 � y2 = l2. Obì tato èísla musí být lichá, nebo» platí 2x2 = k2 + l2. V tompøípadì existují kladná celá èísla u = k+l2 a v = k�l2 a (u; v) = 1, jeliko¾ k a ljsou lichá.Máme uv = k2�l24 , tedy y2 = 2uv. Existují tedy celá kladná èísla m a ntaková, ¾e platí u = 2m2 a v = n2. Dále platíu2 + v2 = (k + l)2 + (k � l)24 = k2 + l22 = x2:Proto¾e èísla u, v, x tvoøí pythagorejskou trojici, existují nesoudìlná èísla a, btaková, ¾e platí 8<: u = 2m2 = 2abv = n2 = a2 � b2x = a2 + b2a odsud plyne m2 = ab. Potom opìt èísla a a b jsou druhé mocniny an2 = a2 � b2 = c4 � d4:Trojice èísel (c; d; n) je také øe¹ení rovnice a platí 0 < c < a < x.85



Je-li (x2 + y2; x2 � y2) = 2, jsou èísla x a y lichá, z je sudé. Potom je x4 =y4 + z2, èísla x2, y2 a z tvoøí pythagorejskou trojici, je tedyx2 = a2 + b2; y2 = a2 � b2; z = 2ab:Odsud plyne x2y2 = a4 � b4, pøièem¾ platí 0 < a < x.Je-li tedy jistá trojice pøirozených èísel øe¹ením rovnice, potom z toho plyne,¾e existuje dal¹í trojice men¹í ne¾ uva¾ovaná, která je øe¹ením této rovnice. Tov¹ak podle metody nekoneèného sestupu není mo¾né.Dùsledkem tìchto úvah je následující tvrzení:Vìta 6.3 Rovnice X4 + Y 4 = Z4 nemá øe¹ení v oboru celých èísel.Pokud by toti¾ platilo x4 + y4 = z4, platilo by také z4 � y4 = (x2)2, co¾ je spors vý¹e uvedenými závìry.Je nutné si uvìdomit, ¾e tím je souèasnì dokázána platnost této vìty i prolibovolné èíslo dìlitelné 4. Skuteènì, kdyby platilo x4m + y4m = z4m, byla byèísla xm; ym; zm øe¹ením rovnice x4 + y4 = z4, které v¹ak neexistuje. Navíc jetøeba si uvìdomit, ¾e ka¾dé pøirozené èíslo n > 2, které není dìlitelné èíslem 4,musí být dìlitelné nìjakým prvoèíslem p > 2. Abychom dokázali obecnì VelkouFermatovu vìtu, staèí ji dokázat pouze pro prvoèísla.6.3.2 Pøípad n = 3. Prvním matematikem, který se po Fermatovì smrti vìnoval tomuto problémubyl Leonhard Euler, jen¾ v dopise Goldbachovi oznamuje, ¾e na¹el øe¹ení tohotoproblému pro n = 3. Pozdìji se rozhodl ho uveøejnit v posledním oddíle svéAlgebry, kdy¾ vypracoval novou techniku pro práci s kvadratickými iracionalitamia jejich pou¾ití v teorii binárních kvadratických forem.Tento dùkaz je pomìrnì dlouhý, proto uvedeme pouze hlavní my¹lenky. Kom-pletní dùkaz mù¾e ètenáø najít v [Ed] èi v [Ri3]. Nech» x, y, z jsou kladná celáèísla, po dvou nesoudìlná, která vyhovují rovnicix3 + y3 = z3:(6.5)Je zøejmé, ¾e právì jedno z èísel x; y; z musí být sudé, nech» je to z. Potom èíslax+ y a x� y jsou sudá, tedy x+ y = 2a, x� y = 2b a odsud plyne, ¾e x = a+ ba y = a� b. Dosadíme-li za x a y do (6. 6), obdr¾ímez3 = x3 + y3 = (x+ y)(x2 � xy + y2) = 2a(a2 + 3b2):ísla a a b mají opaènou paritu a jsou nesoudìlná. Navíc mù¾eme pøedpokládat¾e jsou kladná a x 6= y. Platí-li tedy Velká Fermatova vìta, musí existovat celáèísla a, b taková, ¾e (a; b) = 1 a výraz 2a(a2 + 3b) je tøetí mocninou celého èísla.Proto¾e èísla 2a a a2+3b2 jsou bu nesoudìlná, nebo mají spoleèný dìlitel rovnýèíslu 3, dìlí se dùkaz na dva pøípady. Uva¾ujme nejprve, ¾e (2a; a2 + 3b2) = 1.V tomto pøípadì èíslo a není dìlitelné tøemi a z vìty o jednoznaènosti rozkladu86



èísla na prvoèinitele plyne, ¾e 2a = r3 a a2 + 3b2 = s3, kde s je liché a nenídìlitelné 3. V tomto pøípadì i èíslo smusí být tvaru s = u2+3v2 a a = u(u2�9v2),b = 3v(u2�v2), pøièem¾ v je liché, u je sudé a není dìlitelné 3 a (u; v) = 1. Odsudplyne, ¾e èísla 2u, u+ 3v a u� 3v jsou po dvou nesoudìlná a z podmínkyr3 = 2a = 2u(u� 3v)(u+ 3v)plyne 2u = n3; u� 3v = l3; u+ 3v = m3:Souèasnì v¹ak platí l3 +m3 = n3;pøièem¾ jn3j < 3jn3j � jn3(u�9v2)(a2 + 3b2)j = j2a(a2 + 3b2j = jz3j:Podle metody nekoneèného sestupu v tomto pøípadì nemá rovnice (6. 6) øe¹enív oboru pøirozených èísel. Podobným zpùsobem lze vyøe¹it i pøípad, kdy (2a; a2+3b2) = 3.Eulerùv dùkaz mìl v¹ak mezeru, nebo» je nutné dokázat pomocné tvrzení, ¾epro s3 = a2 + 3b2 je s = t2 + 3u2. Pøesný a kompletní dùkaz podal a¾ Landauv roce 1901.Vzhledem k tomu, ¾e Fermat pracoval s kvadratickými formami tvaru x2+ay2,je mo¾né, ¾e znal , alespoò v hrubých rysech, dùkaz pro n = 3. Je zajímavé,¾e Fermat kromì své poznámky k osmé úloze druhé knihy Aritmetiky nikdyneuvádìl toto tvrzení obecnì, zatím co pøípady n = 3 a n = 4 zmiòuje nìkolikrát.(Viz napø. uvedený dopis Carcavimu). Mahoney se domnívá [Ma], ¾e právì úspìchv tìchto dvou pøípadech mohl vést Fermata k zobecnìní tohoto tvrzení a ¾eprávì metoda nekoneèného sestupu by mohla být oním podivuhodným dùkazem.Jestli¾e tomu tak skuteènì bylo, pak se Fermat dopustil podobì nesprávnéhozobecnìní jako v pøípadì Fermatových èísel.Pøedpokládejme, ¾e Velká Fermatova vìta neplatí pro nìjaký exponent n > 2.Mù¾eme pøedpokládat, ¾e n je liché prvoèíslo a ¾e existují celá èísla a, b, c taková,¾e platí an + bn = cn, pøièem¾ c je sudé a zbývající èísla jsou lichá, a 6= ba (a; b; c) = 1. Polo¾mex = cn2 ; y = an � bn2 ; z = abcn�22 ;kde x, y, z jsou celá èísla, x je sudé. Potom jex+ y = an; x� y = bn:Odsud plyne x2 � y24x2 = �abc2�n = � zx�n :Dále platí x(xn � 4zn) = xn�1 hx2 � 4x2 � zx�ni = (xn�12 y)2:87



Nech» d = (x; z), tak¾e d = cn�22 , nebo» (ab; c) = 1. Polo¾me x = dx0, z = dz0,tak¾e (x0; z0) = 1 a x0 je sudé. Potom èíslo dn+1x0(x0n � 4z0n) je druhá mocninaa tudí¾ existují celá èísla r a s taková, ¾e platíx0 = r2; x0n � 4z0n = s2:Je tedy r2n � s2 = (rn + s)(rn � s) = 4z0n:Proto¾e je r � s (mod 2), je (rn + s; rn � s) = 2 arn + s = 2t2; rn � s = 2un:Seètením tìchto dvou rovnic obdr¾íme rn = tn + un. Jeliko¾ jer2 = x0 = xd = c2;je r = c a metoda nekoneèného sestupu se nedá pro tento pøípad pou¾ít.Pou¾ití kvadratických forem v¹ak není jedinou mo¾ností jak dokázat VelkouFermatovu vìtu pro n = 3. Uva¾ujme výrazy typu v = a + bp�3, a; b 2 Z.Snadno se doká¾e, ¾e souèet, rozdíl a souèin tìchto výrazù je rovnì¾ výraz tohototypu a navíc platí 1 � (a + bp�3) = (a + bp�3). Øeèeno slovy dne¹ní algebry,výrazy tohoto tvaru tvoøí komutativní okruh s jednièkou. Euler jako první pou¾ilsmìlou my¹lenku pøenést zákony aritmetiky celých èísel na èísla tvaru (a+bp�3).Jinými slovy Euler byl první, kdo zaèal pracovat s komplexními èísly jako s èísly.Rozlo¾íme-li toti¾ výrazp2 + 3q2 = (p+ qp�3)(p� qp�3);lze dokázat, ¾e k tomu, abychom na¹li tøetí mocninu tvaru p2 + 3q2 staèí polo¾itp+ qp�3 = (a+ bp�3)3:6.3.3 Události roku 1847Euler pøi øe¹ení pøípadu n = 5 neuspìl. Dùkaz podal v roce 1825 Dirichlet, tentodùkaz v¹ak byl neúplný, na co¾ poukázal Legendre, který souèasnì uvedl vlastnínezávislý a úplný dùkaz. Dirichlet v roce 1828 svùj dùkaz doplnil a o ètyøi rokypozdìji se mu podaøilo vyøe¹it pøípad n = 14. V roce 1839 dokázal platnost pron = 7 Lamé. Tyto dùkazy v¹ak byly èím dál tím slo¾itìj¹í a pøípad od pøípa-du se znaènì li¹ily. Proto úsilí matematikù, kteøí se zabývali tímto problémem,smìøovalo k nalezení metody, která by Velkou Fermatovu vìtu øe¹ila obecnì.Dne 1. bøezna 1847 oznámil Lamé na zasedání Paøí¾ské akademie, ¾e na¹elobecný dùkaz Velké Fermatovy vìty. Lamé v podstatì zobecnil my¹lenky dùkazùpro n = 3; 4; 5; 7. Zavedl komplexní èísla a rozlo¾il výraz xn + yn na n lineárníchèinitelù xn + yn = (x+ y)(x+ ry)(x + r2y) � � � (x + rn�1y); n liché:88



Komplexní èíslo r musí splòovat podmínku rn = 1. Jsou-li èinitelé na pravé stranìpo dvou nesoudìlní, musí ka¾dý z nich být n-tou mocninou a lze pou¾ít metodunekoneèného sestupu. Lamé tak místo s celými èísly pracoval se speciálními èíslytvaru a0 + a1� + � � �+ a��1���1; a0; a1; : : : ; a��1 2 Z:Tato èísla tvoøí kruhové tìleso Q(�). Název kruhové tìleso vznikl z toho, ¾e moc-niny èísla � znázornìné v komplexní rovinì jsou vrcholy pravidelného n-úhelníkavepsaného jednotkové kru¾nici se støedem v poèátku. Podobnými úvahami se za-býval i Cauchy. Oba dva deponovali u Paøí¾ské akademie zapeèetìné obálky. 2Lamého nad¹ení v¹ak nesdílel Liouville, který ve svém vystoupení poukázal naskuteènost, ¾e Lamé mechanicky pøenesl vlastnosti celých èísel na prvky tìlesaQ(�). V okruhu celých èísel platí vìta o jednoznaènosti rozkladu èísla na prvoèi-nitele.24. kvìtna zveøejnil Liouville dopis, ve kterém Kummer z Wroclavi pí¹e, ¾epro n = 37 není tento rozklad jednoznaèný a uvedená metoda se nedá obecnìpou¾ít. Kummer dále pí¹e, ¾e tento nedostatek je mo¾né odstranit zavedením no-vého typu komplexních èísel, které nazval ideální komplexní èísla. Nakonec uvedl,¾e výsledky této nové teorie byly pøedneseny na zasedání Berlínské akademie vìdv roce 1846 a publikovány ve Zprávách této Akademie. V roce 1847 publikovaldal¹í dva èlánky [Ku1], [Ku2], v nich¾ podává úplné vysvìtlení své nové teorie.Kummerovy práce se staly základem novì vzniklé teorie ideálù obecného okru-hu, která byla rozvinuta Dedekindem, Krullem, van der Waerdenem a dal¹ímivýznaènými matematiky.I pøes velký význam Kummerovy teorie se v¹ak nepodaøilo obecnì Fermatovuhypotézu dokázat, i kdy¾ zejména v posledních letech, kdy byly do øe¹ení tohotoproblému zapojeny i nejvýkonnìj¹í poèítaèe, s jejich¾ pomocí byla tato hypotézaovìøena pro v¹echna lichá èísla < 4 � 106. Teprve v roce 1993 se podaøilo tentoproblém, který více ne¾ 300 let odolával úsilí mnoha svìtových profesionálníchi amatérských matematikù a který se nìkolikrát stal i motorem pokroku v mate-matice, vyøe¹it. Dne 23. èervna 1993 pøednesl britský matematik Andrew Wilespøedná¹ku o vyøe¹ení významné hypotézy japonského matematika Zutaki Taniya-my v aritmetické algebraické geometrii týkající se velké tøídy eliptických køiveknad racionálními èísly. Jako dùsledek odsud vyplývá nemo¾nost øe¹ení rovnice(1) v oboru pøirozených èísel. Tento dùkaz je v¹ak daleko za hranicemi Fermato-vých mo¾ností, tak¾e to, jaký dùkaz mìl Fermat na mysli, u¾ asi zùstane nav¾dytajemstvím.
2Pokud nìkdo pøi¹el na nový objev, který bylo nutno je¹tì dopracovat, mohl u Paøí¾skéakademie ulo¾it zapeèetìnou obálku, kde popsal hlavní my¹lenku svého objevu.89
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