Historie Fermatovych kvocienti (Fermat — Lerch)

Fermatovy marginélie

In: Karel Lepka (author): Historie Fermatovych kvocientt (Fermat — Lerch). (Czech). Praha:
Prometheus, 2000. pp. 74-89.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401891

Terms of use:

© Lepka, Karel

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/401891
http://dml.cz

Kapitola 6

Fermatovy marginalie

V této kapitole se stru¢né zminime o feckém matematikovi Diofantovi z Alexan-
drie a uvedeme nékteré Fermatovy poznamky, které zapsal na okraje Bachetova
vydéani Aritmetiky z roku 1621. Budeme si v§imat poznamek tykajicich se rozkla-
du ¢isla na soucet dvou Ctvercl a samoziejmé poznamky, kterd je dnes znama
jako Velkd Fermatova véta.

6.1 Diofantos z Alexandrie

O zivoté tohoto vyznamného matematika ,stfibrného véku fecké matematiky“
mame dnes velmi malo tdaji. Uvadi se, ze zil ve 3. stoleti po Kristu. Z jeho
dila se zachovaly dva tituly, a sice Aritmetika a O dislech mnohothelnikovyjch.
Nutno vSak podotknout, Ze obé tato dila se nezachovala Gplna. Z trinacti knih
Aritmetiky, o nichZ se Diofantos zmifnuje v pfedmluvé k tomuto dilu, se zachovalo
pouze Sest, navic konec druhé knihy je ztracen.! Pokud Diofantos v Aritmetice
mluvi o teoreticko ¢iselnych predpokladech, obyc¢ejné odkazuje na svoje Poris-
mata. Neni znamo, zda to byla samostatna kniha, ¢i zda Porismata byla soucasti
Aritmetiky. V kazdém pripadé se nezachoval zadny Diofantiv ¢iselné teoreticky
dikaz.

Zatimco u Teckych matematikt klasického a helénistického obdobi mizeme
mluvit o geometrizaci vSech ¢asti matematiky, dilo Diofantovo predstavuje vy-
vrcholeni navratu k aritmetizaci matematiky. Tuto tendenci mtizeme pozorovat
u alexandrijskych matematikt v prvnim a druhém stoleti po Kristu, jako byl
napfiklad Herén z Alexandrie. Za druhy zdroj Diofantova dila nutno povazovat
feSeni neurcitych rovnic. O této discipliné se ze starovéku zachovalo velmi mé-
lo zprav. Jak ukazuje tzv. Plimptonskd tabulka ¢. 322, Babyloniané uméli tesit
neurcitou rovnici

X2+vV%=2%

1V osmdesétych letech byly objeveny dalsi &ty¥i knihy, ty vSak v dob& Fermatové nebyly
znamy, proto se o nich nebudeme podrobnéji zmihovat.
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Resen{ této rovnice méd rovnéz Eukleides ve svych em Zékladech (Kniha 10, tvr-
zeni 29). Eukleides ukdzal (Zéklady, Kniha 2, tvrzeni 9) jak najit vSechna FeSent,
tzv. Pellovy rovnice

aX’+1=Y?

pro a = 2, zndme-li nejmensi feseni této rovnice.

Aritmetika je sbirka tloh (zachovalo se jich celkem 189), kazdad z nich je
vyresena. Méa-li néjakd tloha vice zplisobl feseni, jsou vSechny uvedeny. Na prvni
pohled se zda, ze Aritmetika neni teoretickym dilem. V antické matematice vSak
bylo bézné, Ze metody feSeni nebyly formulovany obecnym zpisobem oddélenym
od uloh, ale jsou uvadény na konkrétnich piikladech. Diofantos se drzel této
tradice a i kdyz své tlohy formuluje obecné, feSeni demonstruje na konkrétnim
piikladu. Obecné feseni viak lze z téchto ukazek odvodit. ReSenim tloh jsou vzdy
kladné racionalni ¢isla. Diofantovym nejvétsim piinosem jsou jeho metody reseni
neurcitych rovnic.

Prvni kniha je rozdélena na dvé ¢asti. V prvni definuje Diofantos zdkladni po-
jmy. Udav4, ze vsechna c¢isla se sklddaji z ur¢itého poctu jednotek, pricemz tento
pocet lze zvySovat do nekonec¢na. Zavadi také prirozené mocniny az do stupné
Sest. Pro tyto mocniny zavedl zavedl zvlastni symboly: A7 pro druhou mocninu,
K7 pro tfeti mocninu, A7A pro ¢tvrtou mocninu, AK” pro padtou mocninu a ko-
neéné K"K pro mocninu Sestou. Neur¢ity pocet jednotek (nezndmou) nazyva
¢islem (aptBuos) a oznacuje pismenem ¢. Uréity a neménny pocet jednotek (koe-
ficient) nazyva n povas a oznacuje symbolem M°. Déle jsou zavedeny pievricené
hodnoty a pravidla pro nasobeni mocnin a jejich prevracenych hodnot. Diofantos
zavadi i zdpornd Cisla (nedostatek) a pravidla pro jejich s¢itani, nasobeni a déle-
ni, nedava jim vsak zadny smysl. Nezavedl zadné specidlni symboly pro operace
s¢itani a nasobeni, stejné tak neuziva zaddny symbol, vyskytuje-li se nezndma ve
vy$8i mocniné. Pro druhou mocninu neurcité proménné vsak zavedl symbol O.
Vsechny tlohy v této knize jsou urcité. Ulohy 27 az 30 vedou na systém dvou rov-
nic o dvou neznamych, ktery je ekvivalentni kvadratické rovnici. Aby bylo feSeni
raciondlni, je tfeba, aby diskriminant rovnice byl druhou mocninou prirozeného
¢isla. Diofantos tak ¢ini bez zvlastniho vysvétlovani, coz svéd¢i o tom, Ze metoda
feSeni kvadratické rovnice ve vSech jejich podobach byla v té dobé dobfe znama.

Ulohy druhé knihy jiz piedstavuji feSeni neurcitych tloh. Prvnich deset je
ekvivalentni rovnicim tvaru

FQ(X < Y) - 0,

kde F5(X,Y") je mnohoclen 2. stupné s racionalnimi koeficienty. Na téchto Glohach
Diofantos ukazuje svoji metodu. Diofantos rovnéz bezpecné védél, ze ma-li tato
rovnice raciondlni feSeni, ma jich nekone¢né mnoho, pfricemz nezndmé mohou
byt vyjadieny jako raciondlni funkce jednoho parametru X = p(t), Y = ¢(t). Ve
druhé knize toto neni explicitné uvedeno, v devatenacté tloze treti knihy vSak
uvadi: ,,Vime, Ze rozlozeni kvadratu na dva kvadraty je mozno provést nekonecné
mnoha zpusoby.“ Zbyvajici ilohy vedou na feSeni systému rovnic, které nejsou
vyssiho stupné nez dva. V zavéru druhé a na pocatku tieti knihy se objevuji
zadani, kterd predstavuji rozsifeni uz vyresenych tloh na vétsi pocet neznamych.
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Kniha tfeti je vlastné pokracovanim predeslé. Resi se zde soustavy t¥i, ¢ty
i vice rovnic, kazda z nich je stupné nejvys dva.

V knize ¢tvrté jsou feSeny neurcité rovnice tretiho a ¢tvrtého stupné, Gloha
osmnacta je dokonce stupné Sest.

Nejobtiznéjsi tlohy resi kniha pata, snad proto je zde text mnohdy vynechany
a nesrozumitelny, nebot ti, jenz ho prepisovali, mu nerozuméli. Pravé Fermat ve
svych poznamkéch tento text na mnoha mistech dopliuje a spravnym zptisobem
interpretuje. V této knize se objevuje novy typ tloh, kdy zadané ¢islo N je nutno
vyjadrit jako sumu dvou, tif ¢i ¢ty? kvadratd, z nichz kazdy vyhovuje néjakym
podminkam. Pro feSeni téchto tloh objevil Diofantos specidlni algoritmus.

Vsechny ulohy Sesté knihy se tykaji pravodhlych trojihelnikd s racionalnimi
stranami X2+Y? = Z2. Jsou zde uvedeny dopliujici podminky tykajici se plochy,
sou¢tu plochy a délky jedné strany atd. Jinymi slovy je zadana jesté néjaka funkce
f(X,Y,Z) = 0. Pravé Fermatovy pozndmky k feSenim tloh této knihy tvori
pomeérné velkou ¢ast jeho dila z teorie Cisel. Fermat mél pfi studiu této knihy
patrné dost casu a navic na okrajich bylo dost mista, takze nam zde zanechal
jediny kompletni dikaz z teorie Cisel.

6.2 Rozklad ¢isla na souc¢et dvou C¢tvercu

O nejznadméjsi margindlii, kterou dnes zname jako Velka Fermatova véta, bude
pojednano pozdéji, proto se zminime o dalSich, které predstavuji nejdilezitéjsi
Fermatovy vysledky z teorie ¢isel. Podivejme se podrobnéji na dalsi Fermatovo
dtlezité tvrzeni z teorie cisel, které mizeme formulovat do nasledujici véty:

Véta 6.1 Dané prvocislo p lze rozloZit jedinym zpusobem na soucet dvou kvad-
rdtu prave tehdy, kdyZ je tvaru 4k + 1 nebo p = 2.

Uloha 19 tieti knihy zni: Najit takovd ctyii cisla, aby druhd mocnina sou-
¢tu vsech ctyr cisel zustala druhou mocninou, jestlize k ni pricteme nebo od ni
odecteme kaZdé z téchto ctyr cisel.

Diofantos fesi tuto tlohu nasledujicim zpisobem: Protoze v kazdém pravouih-
lém trojihelniku druhd mocnina pfepony ztstane druhou mocninou, piicteme-li
k ni ¢i odec¢teme-li od ni dvojnasobek soucinu odvésen, budu nejprve hledat ¢tyri
pravouhlé trojihelniky, které maji stejnou preponu. Tato iloha je shodné s tlo-
hou o rozlozeni néjakého kvadratu na soucet dvou kvadrati, a to ¢tyfmi zptsoby,
pricemz vime, ze rozlozeni kvadratu na soucet dvou kvadrati lze provést neko-
necné mnoha zptsoby.

Nyni vezmeme dva pravothlé trojuhelniky z nejmensich ¢isel, jako naptiklad
3,4,5ad, 12, 13 a strany kazdého z nich vynasobime pieponou druhého. Prvni
trojihelnik bude mit strany 39, 52, 65 a druhy 25, 60, 65. Jsou to pravothlé
trojuhelniky, které maji stejnou preponu.

Podle své podstaty se ¢islo 65 rozklada na soucet dvou ¢tverct dvéma zpasoby,
jmenovité 49 plus 16 a 64 plus 1. Je to proto, ze 65 je soucin 5 a 13 a kazdé z téchto
Cisel se rozkladé na soucet dvou ¢tvercti. Nyni pro ¢isla 49 a 16 naleznu strany,
které jsou 7 a 4 na zakladé téchto cisel sestrojim pravouhly trojihelnik, ktery
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bude mit strany 33, 56, 65. Stejné tak ¢islim 64 a 1 odpovidaji odvésny 8 a 1
a sestrojim trojuhelnik o stranach 16, 63 a 65.

Timto zptsobem obdrzime ¢tyfi pravotihlé trojahelniky se stejnymi prepona-
mi. Vratime-li se k ptivodni tloze, jako soucet téchto ctyt ¢isel beru 65z, kazdé
z téchto ¢isel v x2, vzatych tolikrat, kolik je druhd mocnina plochy, jmenovité
prvni 405622, druhé 3000z, tieti 3696x2 a étvrté 2016x2. Soudet téchto Gtyi &i-
sel 12768z je roven 65z, &slo  je rovno e K podminkédm: prvni ¢islo bude
17136600, druhé 12675000 takovych dild, tieti 15615600 takovych dild, ¢tvrté
8517600 a jmenovatel bude roven 163021824.

V této tloze hleddme feSeni neurcité rovnice

(X1 +Xo+ X3+ X))+ X; =0 i=1,2,34.

Pti feseni této tlohy Diofantos nejprve prichdzi k pravoihlym trojihelniktim
s raciondlnimi stranami, presnéji fesi neurcitou rovnici

X2 4+y? =27
v oboru celych &sel. Reseni této rovnice je, jak bude dok4zano pozdéji,
Z=p"+¢*, Y=2p X=p'-¢,

kde p > ¢ a ¢isla p, ¢ maji opacnou paritu. Diofantos toto feseni nikde neuvadi,
nebot je povazuje za vSeobecné znamé.

Diofantos také védél, Ze jsou-li a, b, ¢ strany pravouhlého trojahelnika, je
¢ £ 2ab = 0. Hleda proto celé ¢islo N, které lze vyjadiit jako soudet dvou &tver-
cli ¢tyfmi riznymi zptsoby. Proto bere dva pravouhlé trojihelniky v ,nejmensich
Cislech”, tedy trojuhelniky, jejichz strany jsou celd nesoudélnd cisla a tvrdi, ze
soucin jejich pfepon, tedy 65, lze vyjadrit jako soucet dvou ¢tverci dvéma riz-
nymi zptsoby. Toto tvrzeni je disledek nésledujiciho vzorce, ktery je dnes také
zndm jako Vietovy identity

(a® + b%)(c* + d*) = (ac+ bd)* + (ad — bc)* = (ad + be)* + (ac — bd)?.

To, ze Diofantos tuto formuli znal, svéd¢i jeho slova, ze ¢islo 65 je podle jeho
podstaty mozno rozlozit na soucet dvou ctverci dvéma zpUsoby, protoze 65 je
soucin 5 a 13 a kazdé z téchto Cisel lze vyjadrit jako soucet dvou Ctvercd. Stejné
tak védeél, ze ¢islo 65 je preponou ¢tyi pravouhlych trojihelnikt s celociselnymi
stranami, jinymi slovy druhd mocnina ¢isla, které lze rozlozit dvéma rdznymi
zpUsoby na soucet dvou kvadrath se da rozlozit na soucet ¢tyr kvadrati ¢tyimi
riznymi zpisoby.

Fermatova poznamka k této tloze je pomérné dlouhd a svédci o tom, ze se
Fermat v této problematice velmi dobie orientoval: Prvocislo, které prevysuje
o jednicku ndsobek ctyr, je pouze v jednom pripadé preponou pravouhlého troj-
whelnika, jeho kvadrdt ve dvou pripadech, krychle ve trech, bikvadrat ve ctyrech
a tak dale aZ do nekonecna.

TotéZ prvocislo a jeho kvadrdt lze pouze jednim zpiusobem vyjddrit jako soucet
dvou kvadrati, jeho krychli a bikvadrat dvéma, pdtou a Sestou mocninu ¢tyrmi
a tak ddle aZ do nekonecna.
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Vynasobime-li prvocislo, které lze vyjadrit jako soucet dvou ctvercu, jinym
takovym prvocislem, potom lze tento soucin rozloZit na soucet dvou ctvercu dvéma
zpusoby. Bude-li ndsobitel kvadrdt druhého cisla, potom lze tento soucin tremi
zpusoby rozloZit na soucet dvou ctverci. Bude-li nasobitel treti mocninou druhého
c¢isla, potom lze rozloZeni soucinu na soucet dvou ctverci provést ctyrmi zpiusoby
a tak dale aZ do nekonecna.

Z tohoto lze snadno stanovit, kolika zpisoby miZe byt dané cislo preponou pra-
vouhlého trojuhelnika. Je treba vzit vsechna prvocisla, kterd o jednicku prevysugi
ndsobek ¢tyr, ktere jsou obsaZeny v daném cisle, napriklad 5, 13, 17. Obsahuje-li
dané cislo mocniny téchto prvocinitelu, je treba vzit exponenty téchto prvocinite-
li. Necht napriklad dané cislo obsahuje 5 ve treti mocniné, 13 ve druhé mocniné
a 17 v mocniné prvni. V tom pripadé je nutné vzit exponenty vsech téchto pr-
vociniteli, konkrétné pro cislo 5 exponent 3, pro cislo 13 exponent 2 a pro cislo
17 exponent jedna. Dadle je tieba tyto exponenty, o michZ byla rec, uspordidat,
naptiklad 3, 2, 1.

Je treba vynasobit pruni druhym, zdvojndsobit a pricist soucet pruoniho a dru-
hého, obdrzZime 17. Dale vynasobime 17 tretim exponentem, zdvojndasobime a pfi-
cteme soucet 17 a trettho exponentu, ¢imzZ obdrZime 52. V tomto pripadé bude
dané cislo preponou 52 riznych pravouhlych trojihelniki. Metoda se nezméni pro
jakykoliv pocet prvociniteli a jakékoliv exponenty.

Jina prvocisla, kterda neprevysuji o jednicku ndsobek ctyr, stejné tak jako jejich
mocniny, nic k hledanému ¢islu nepticitavagi a nic od ného neodecitaji.

Najit cislo, které bude preponou pravouhlého trojuhelnika tolikrat, kolikrat si
prejeme. Necht je tieba nagit cislo, které bude preponou sedmi rizniych pravoih-
lych trojuhelniki.

Dané cislo 7 zdvojndsobime, obdrZime 14. Pridame jednicku, dostaneme 15.
Vezmeme vsechny prvociselné délitele 15, coZ jsou 8 a 5. Odecteme od kaZdého
jednicku a bereme polovinu zbytki, dostaneme 1 a 2, jmenovité vynasobime jeden
kvadratem druhého. Tak dostaneme cislo, vyhovugici podmince, aby obsahovalo
pouze prvocisla o jednicku prevysovaly ndsobek ctyr. Na zdkladé toho je snadné
najit nejmensi cislo, které by bylo preponouw pravouhlého trojuhelnika tolikrdt,
kolikrdt je treba.

Nayit cislo, které lze rozloZit na soucet dvou kvadrati tolikrat, kolikrdt se poZa-
duje. Necht poZadujeme rozloZit dan€ cislo deseti zpusoby. Dvojnasobek desitky je
dvacet. Vezmeme prvocinitele, coZ jsou ¢isla 2, 2, 5. Od kaZdého odecteme jednic-
ku, dostaneme 1, 1, 4. Znamend to, Ze musime vzit tri prvocisla, kterd prevysugi
o jednicku masobek ctyr, napriklad cisla 5, 13, 17. Z jednoho z mich vezmeme
kvadrdto-kvadrdt o ten vyndsobime ostatnimi dvéma. Tak dostaneme cislo, které
se rozklada na soucet dvou kvadrati deseti zpusoby.

Z druh€ strany tato metoda umozZnuje najit, kolika zpisoby se dané cislo
rozklada na soucet kvadrati.

Necht je dané cislo 325. Jeho prvociselni délitelé, kteri prevysuji o jednicku
ndsobek ctyr budou 5, 13, pricemzZ posledni je jednou a pruni v druh€ mocniné.
Vezmeme exponenty 2 a 1. Secteme jejich nasobek a soucet, coZ davd 5, pFicteme
jednicku a vezmeme polovinu, coZ je 3. To znamend, Ze dané cislo je mozZno
rozloZit na soucet dvou kvadrati tremi zpusoby.
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Dostaneme-li t7i exponenty, napriklad 2, 2, 1, proces bude ndsledujici. Soucin
dvou prunich, secteny s jejich sumou, bude 8. Vynasobime toto cislo tretim a pri-
pocteme soucet ciniteli, dostaneme 17. Nakonec pricteme jednicku, coZ dd 18,
polovina tohoto cisla je 9. Tolika zpisoby lze rozdélit toto cislo na soucet dvou
kvadrdti. Je-li posledni cislo, z néhoZ je nutné vzit polovinu, liché, musime od
ného odecist jednicku a vzit polovinu zbytku.

Je mozn€ jesté zadat ndsledujici otdzku: Najit celé cislo, jehoZ soucet se za-
danym celym cislem bude druha mocnina a na druhé strané bude preponou pra-
vouhlého trojuhelnika tolikrat, kolikrat je poZadovdno.

Tato otdzka je tezka. Je-li napriklad treba najit cislo, které bude dvakrat pre-
ponou pravouhlého trojuhelnika a p7i pFipocteni 2 davd kvadrat, potom cislo 2023
vyhovuje podmince, ale existuje nekonecné mnoho jinych, jako 3362 atd.

Fermatovo tvrzeni, ze kazdé prvocislo tvaru 4k + 1 lze rozlozit jedinym zpt-
sobem na soucet dvou c¢tverctli, hraje velmi dilezitou roli v teorii ¢isel. Fermat
neuvadi jeho diikaz, ten vSak neni prili§ obtizny.

Predpokladejme nejprve, ze dané prvocislo lze vyjadrit jako soucet dvou kvad-
ratd, tedy p = a® + b2. Je ziejmé, Ze ¢isla a a b nemohou byt sudd, nebot soudet
jejich druhych mocnin by byl délitelny ¢tyimi. Jsou-li obé lich4, je a? + b2 = 2
(mod 4) a tedy p = 2. Konecné je-li napriklad a liché a b sudé, je p =1 (mod 4).

Naopak 2 = 12 + 12. Déle budeme piedpokladat, ze p = 1 (mod 4). Z teorie
kvadratickych zbytki plyne, Ze ¢islo —1 je kvadraticky zbytek vSech prvocisel
tvaru 4k + 1. Existuje tedy c¢islo x spliujici podminku 1 < z < p — 1 takové,
7e plati 22 + 1 = 0 (mod p), tedy 22 + 1 = mp, kde 1 < m < p — 1. Mnozina
viech ¢isel m, splitujicich podminku 1 < m < p—1 a mp = x2 + y? je neprazdni.
Ozna¢me mg nejmensi z téchto ¢isel. Je-li my = 1, potom prvodislo p je suma
dvou ¢tvercti.

Predpokladejme naopak, ze mg > 1. isla x a y napiSeme ve tvaru

r=cmog+x1 a y=dmo+y,
kde ¢ a d jsou cela ¢isla a

mo mo
— <z < —.
B LY S 5

Je zfejmé, ze alespon jedno z Cisel x; a y; je rizné od nuly. V opacném piipadé
mo?|z? + y? = mop, tedy mo|p a tudiz mo = p, coz nelze. Je tedy

2 2
. . myg mo myg 9
O<z’+y’<——+—" =" <«<m
! = 4 4 2 0

1’ +y? =22 +y?  (mod my).
Je tedy 22 + y? = mem/, pfiemz plati 1 < m' < mg. Odsud plyne
mo*m'p = (¢ + y*)(21* + 91%) = (w21 +yy1)” + (2y1 — ya1).
Na druhé strané plati

zxy +yy1 = z(x — emo) +y(y — dmo) = (2 + y*) — mo(c + yd) = met,
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xy1 —yx1 = x(y — dmo) — y(x — cmp) = —mo(xd — yc) = mou,

7 vz

kde t,u jsou celd ¢isla. Je tudiz m'p = t2 + u? a 1 < m/ < my. To je viak spor
s predpokladem, Ze mg je nejmensi z ¢isel m, proto je mo = 1.
Necht p = a? + b%. Snadno se ukdze, ze plati

PP = (0 +b%)" = (2ab)* + (a® — b%)?,

jinymi slovy &sla p a p? jsou preponou pouze jednoho pravothlého trojahelni-
ka. Pouzitim této identity i identit Vietovych lze dokdzat, ze &sla p® a p* jsou
preponami dvou pravothlych trojihelnikt atd.

Je-li p pieponou pravothlého trojthelnika, potom rovnice p* = 2% + y* ma
jediné feSeni, a sice z = 2ab a y = a® — b%. Je-li p” pfeponou pravothlého
trojahelnika, potom rovnice p?* = 22 +y? m4 podle predchézejici tvahy n fedeni.

Jsou-li p a ¢ jsou prvoéisla tvaru 4k + 1, potom je p = a®> + b, ¢ = ¢ + d>.
Soudin téchto ¢isel lze vyjadiit pomoci identity (6. 1.) a obdrzime

pg = (a* + b*)(c* + d*) = (ad % bc)? + (ac F bd)*

Odsud plyne, Ze soulin pq lze rozlozit na soucet dvou ¢tverc dvéma riznymi
zptisoby. Pro souéin pg? obdrzime

2 2 2 2 2\ a2(c2+d2)2+b2(02 +d2)2
pg- = (a” +b7)(c” +d°) = { (a2 —|—b2)[(20d)2 + (02 _ d2)2]
Vyraz (a? + b?)[(2¢d)? + (¢? — d?)?] lze rozlozit na soufet dvou ¢tverci dvéma
zptisoby, soudin pg? se rozklads celkem tfemi zpiisoby. Analogicky lze postupovat
pro soucin pq", takze tento lze rozlozit na soucet dvou kvadratd celkem n + 1
zpusoby.

Necht N je dané cislo. Ptame se, v kolika ruznych pravouhlych trojihelni-
cich je toto ¢islo preponou. Je ziejmé, ze tento pocet mohou ovlivnit pouze ti
prvocinitelé cisla IV, které lze vyjadrit jako soucet dvou c¢tverct. Fermat uvadi
piiklad, kdy N = Nip®¢r¢, kde N; je souéin prvoéiniteld tvaru 4k — 1 a ¢&isla
p, ¢ a r jsou tvaru 4k + 1. Dle jeho navodu pocet pravothlych trojahelnikd je
n = (2ab + a + b)2c + (2ab + a + b) + ¢. Provedeme-li naznacené tkony, mame
n = 4abc + 2ab + 2ac + 2bc + a + b + ¢ a tuto rovnost lze jednoduchou tvahou
napsat ve tvaru

n= %[(m +F1)2b+1)2e+1) — 1],

Uvédomime-li si, ze prvocislo p® je pfeponou pravé n = %[(2(1 +1)-1 =a
pravouhlych trojahelniki, je ziejmé, jakym zptsobem Fermat uvazoval. Tuto
formuli lze rozsifit na libovolny pocet prvociniteli.

Znéme-li naopak ¢islo n, lze tuto rovnost upravit na tvar

2a+1)(20+1)...(2c+1)=2n+1.

Protoze 2n + 1 je liché cislo, lze je rozlozit na souc¢in m lichych prvociniteld

z,v,...z. Odsud plyne, ze a = &=L, b = 9747 atd. Vezmeme-li postupné prvnich

2
m prvocisel tvaru 4k + 1 a ¢isla a, b, . . . ¢ usporadame sestupné, je

N:paqb...rc
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nejmensi Cislo, které je pfeponou n pravouhlych trojihelnikd.
Je-li N = p%q®...r°, kde p,q, . ..r jsou prvoéisla tvaru 4k + 1, potom lze toto
¢islo rozlozit na soucet dvou ¢tvercti n zptisoby, pricemz

n = %[(a+1)(b+ ... (c+1)]

zpusoby. Nalezeni ¢isla N je ziejmé, véetné jeho minimalizace.

V devaté tloze paté knihy dava Diofantos tuto lohu: RozloZit jednotku na dva
zlomky a pricist ke kaZdému z nich dané cislo tak, abychom dostali ¢tverec. Dané
¢islo nesmi byt liché, (jeho dvojndsobek, zvétseny o jednicku nesmi byt délitelny
prvocislem, jenZ po pricteni jednicky je délitelné ctyimi).

Tato tloha je ekvivalentni systému rovnic

Xi+X=1
X, +a=Y?
Xo +a=Y?

Jednoduchou tpravou se z téchto rovnic obdrzi podminka 2a+1 = Y72 + Y52, islo
tvaru 2a + 1 nelze vzdy vyjadfit jako soucet dvou ¢tverct, coz ziejmé Diofantos
védeél a proto klade dodateénd omezeni pro ¢islo a. Prvni komentétofi a prekla-
datelé Arimetiky neuméli ztraceny text doplnit, doplnéni v zavorce pochézi az
od P. Tanneryho. Podivejme se, jak fesil tlohu Diofantos.

Predpokladam, ze se ke kazdému zlomku pfipocitava 6 a dostane se kvadrat.
Jelikoz chceme rozlozit jednotku, pricist ke kazdé ¢asti 6 a obdrzet kvadrat,
znamend to, ze soucet kvadrat je roven 13. Tedy je nutno rozlozit 13 na dva
¢tverce, kazdy z nich bude vétsi nez 6.

Rozlozim-li 13 na dva kvadraty, jejichz rozdil je mensi nez jednicka, nasel jsem
feSeni Glohy. Vezmu-li polovinu z 13 obdrzim 6%, hledam jakou druhou mocninu
zlomku je nutné pricist k 6% abych dostal druhou mocninu. Ve vynasobim c¢tyi-
mi, potom budu hledat, jakou druhou mocninu zlomku je nutné pricist k 26, aby-
chom obdrzeli kvadrat. Necht tento pficitany zlomek je ;—2, potom 26 + x% =0.

Vynésobim-li vée x2, obdrzim 2622 + 1 = 0. Necht ¢islo na pravé strané je
rovno 5z + 1, potom 0 = 25z% + 10z + 1 a « je rovno 10, z* je 100 a -5 je 1o5-
V tomto pifpadé k 26 je nutné piidat 55 a 555 k 63, coz davé Ctverec o strané
%. Timto zptisobem je tedy nutné rozlozit 13 na dva ¢tverce tak, aby strana
kazdého z nich byla blizka 3_1 Budu hledat co musim odecist od tii a pricist ke

0
51
2, abych dostal 5.

Sestrojim dva C¢tverce: jeden se stranou 1lx + 2, druhy se stranou 3 — 9z.
Soucet téchto ¢tvercid je 20227 + 13 — 10z = 13, coz davé & = 27. Znamend to,
Ze strana jednoho &tverce bude 237 a druhého 228

A odectu-li od kazdého z téchto ¢tverci 6, potom jedna ¢ast jednicky bude
5358 L4843 _ i w4 s YA o i 3
16201 & druhd 75567 a je ziejme, Ze kazd& z nich jsouce zve:tsena 0 6 je kvadr'at.

Diofantovo feSeni se velmi snadno pochopi, podivame-li se na problém oc¢ima
geometrie, i kdyz je vice nez pravdépodobné, ze Diofantos takto neuvazoval. Tuto
ulohu lze totiz formulovat nasledujicim zptisobem: Na kruznici k, kterd ma rovnici

u? +v? = 13 najit bod P = [«; 8] takovy, Ze jeho soufadnice jsou racionélni &isla,
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kterd spliuji podminky a® > 6 a 3% > 6. Nalezneme bod A = [31; 2], ktery lez
vné kruznice a bod B = [2;3] lezici na kruznici. Pfimka AB md parametrické
rovnice u = 2+ 11t a v = 3 — 9t a jeji prisecik s kruznici k je bod P.

Jak jiz bylo feceno, text této Glohy byl neiplny a komentatori Arimetiky
véetné Bacheta tuto Glohu nepochopili. Jak ukazuji Fermatovy poznadmky k této
uloze, Fermat se zde perfektné orientoval a ztracenou podminku dokazal doplnit.

V prvni poznamce k této tloze Fermat uvadi: ,islo 21 nemiize byt rozlozeno
na soucet dvou druhych mocnin zlomkd. Toto mzeme snadno dokazat. Obecné
zadné cCislo, jehoz treti ¢ast nemd tfetinu, nemtze byt rozlozeno na soucet dvou
¢tvercl ani celych ¢isel, ani zlomk.“

Druhd poznamka, kterou Fermat k této tloze ucinil, zni: | Zde je jista pod-
minka, kterd je vskutku obecnd a dokdze vyloucit vSechna nevyhovujici ¢isla. Je
nutné, aby dané ¢islo nebylo liché a aby dvojnasobek tohoto ¢isla zvétseny o jed-
ni¢ku po vydéleni nejvétsi druhou mocninou v ném obsazenou, nebylo délitelné
prvocislem, které je o jednicku mensi nez nasobek ctyt.“

Tato poznamka jasné dokazuje, ze Fermat bezpecné védeél, ze zadné ¢islo tvaru
4k — 1 nemuze byt rozlozeno na soucet dvou ctvercd. Predpokladame-li opak
tohoto tvrzeni, obdrzime

4k — 1 = 2% 4+ ¢,

kde = a y jsou celd cisla s opacnou paritou, napf.  sudé a y liché. Potom

= (@) (U0

Podle predpokladu je prvni sc¢itanec celé ¢islo, je tedy i druhy sc¢itanec celé ¢islo,
tedy plati y? + 1 = 4k’. V tomto pfipadé bychom v8ak dostali 32 = 4k’ — 1, jenze
z&4dnda druhd mocnina nemuze byt v tomto tvaru a dostavame spor s ptivodnim
predpokladem.

Pokud by platilo

et () (2

obdrzeli bychom z2(4k — 1) = z? + y%. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme pred-
pokladdat, ze (z,z) = (y,z) = 1. Za tohoto pfedpokladu, nemohou byt éisla
x, y, z soufasné sudd. Necht tedy z je liché. Potom plati z = 4k’ + 1 a tedy
(4k" + 1)(4k — 1) = 2?2 + y? = 4k” — 1 a toto ¢&islo nelze rozdélit na soudet
dvou kvadratd. VySetfime piipad z sudé. V tomto piipadé je 2> = 4k’ a tudiz
4k'(4k — 1) = 22 + y? = 4k". Jelikoz z a y nemohou byt soufasné sudé, musi byt
obé liché, tedy je 22 = 4m + 1, y> = 4n + 1 a jejich soucet je tvaru 4r + 2, tedy
opét spor.

Vratime-li se k Fermatové poznamce, potom ¢islo 2n+ 1 nemtze byt rozlozeno
na soucet dvou kvadréatd je-li n liché, nebot 2(2n — 1) + 1 = 4n — 1. Stejné tak
nemiiZze byt rozloZeno na tento soucet, je-li 2n + 1 = m?(4n — 1).
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6.3 Velka Fermatova véta

Nejznaméjsi Fermatova Margindlie se tyka tlohy 8 druhé knihy, ktera zni: Zadany
kvadrat rozloZit na dva kvadrdty.

Diofantos nabizi dva zptsoby feSeni. Necht je tfeba rozlozit 16 na dva kvad-
raty. Necht prvni je roven z?, potom druhy bude 16 — 22, tudiz 16 — 22 je rovnéz
rovno kvadratu. Vytvarim kvadrat z jistého mnozstvi z minus tolik jednotek,
kolik se jich najde ve strané ¢tverce s obsahem 16, necht je to 2z — 4. Potom
kvadréat tohoto ¢isla je roven 4x? 4+ 16 — 16z a musi se rovnéz rovnat 16 — z2.
Pripoc¢tu k obéma stranam chybéjici a odectu podobné od podobnych. Potom

5z je rovno 16z a = je rovno %. Jeden kvadrét je roven % a druhy %, jejich
soucet je % a z je rovno 16.

Jiny zptsob: Necht opét 16 je nutno rozlozit na dva kvadraty. Vezmu opét
jako z stranu jednoho ¢tverce a stranu druhého nékolik x minus tolik jednotek,
kolik je strana déleného ¢tverce, necht je to 2x — 4. Mame tedy dva kvadraty;
jeden je z2 a druhy 4z2 + 16 + —16z. Pozaduji, aby soucet téchto &tverct byl
16. Je tedy 5x? + 16 — 162 rovno 16 a z je rovno %. Strana prvniho ¢tverce je
1 sam ctverec bude 228, Strana druhého Etverce je 12, sdm ¢tverec bude L4
a dtkaz je zrejmy.

Tato tloha spociva v feSeni neurcité rovnice

(6.1) @yt =27

v oboru raciondlnich ¢isel. Trojice Cisel, které tuto rovnici spliuji, nazyvame
pythagorejskd cisla, (pythagorejské trojice ¢ triplety). Jak doklada tzv. plimpton-
skd tabulka ¢. 322, (1900-1600 pf. n. 1.) nalézt takové trojice uméli uz ve staré
Babylonii.

Je zfejmé, Ze pokud z,y,z je pythagorejskd trojice, je kw,ky,kz;k € NT
také pythagorejskd trojice. Jestlize (z,y) = (y,2) = (x,2) = 1, mluvime o tzv.
primitivni pythagorejské trojici. Dale ukdzeme, jak nalézt libovolnou primitivni
pythagorejskou trojici. Z vlastnosti sudych a lichych ¢isel plyne, ze dvé ¢isla z této
trojice jsou licha a jedno sudé a Ze tim sudym ¢islem nemuze byt ¢islo z. Necht
sudym cislem z trojice je ¢islo x. Potom lze psat

(6.2) =2 -y =(z+y)(z—v)

Jelikoz soucet resp. rozdil dvou lichych ¢isel je ¢islo sudé, miizeme polozit z =
2u,z+y = 2v,z —y = 2w a dosazenim do (6. 3) obdrzime

u? = vw, pricemz (v,w) =1
7 véty o jednoznacnosti rozkladu celého cisla na prvocinitele plyne nésledujici
tvrzeni:

Véta 6.2 Necht plati u?> = vw a (v,w) = 1. Potom ¢isla v,w jsou druhymi
mMocnInamsi.

Plati tedy

63) z=v+w=p’+¢, y=v—-w=p'—¢°, T=2pq, p>q
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a Cisla p, ¢ maji opacnou paritu.
Hledame-li feSeni rovnice v raciondlnich ¢islech, mtizeme postupovat takto:
Rovnici vydélime ¢islem z a upravime na tvar

= -GGy
x x xr z/\z =z
7 tohoto tvaru je vidét, ze oba Cinitelé jsou cisla prevracend a po jednoduché
upravé obdrzime
X 2 Y k-1
Z  k2+1 Z k2+1
Volba k = g, (p,q) = 1 dava celotiselné Feseni.
Diofantova volba X =z a Y = kx — a, pficemz k = 2 je chapano jako jeden
z moznych zpasobd, a = 4 je pevné dané, vede pravé k tomuto feseni.
Fermatova poznamka k této tloze zni: ,Naopak je nemozné rozdélit krychli
na dvé krychle, ¢tvrtou mocninu ve dvé ¢tvrté mocniny nebo obecné jakoukoliv
mocninu vy$si nez dvé ve dvé mocniny téhoz stupné. Pro toto tvrzeni jsem na-
lezl opravdu podivuhodny dtikaz, ale tento okraj prilis tzky, aby zde mohl byt
napsan.“ Jinymi slovy neuréitd (diofanticka) rovnice

(6.4) "ty =2"

nemd pro n > 2 feSeni v oboru kladnych celych éisel. (Fermat, stejné jako Dio-
fantos pracoval pouze s kladnymi ¢isly.

Tato Fermatova poznamka, znamé pozdéji jako Velka Fermatova véta, se stala
patrné nejslavnéjsim problémem v déjindch matematiky a hleddni Fermatova
dikazu pripomina tsili mnoha lidi o sestrojeni perpetua mobile.

6.3.1 Pripad n=14

Fermat sam toto tvrzeni umél dokdzat pro n = 4. K tloze 20 Sesté knihy Aritme-
tiky pripojil totiz nasledujici poznamku: ,,Plocha pravouhlého trojahelnika, jehoz
strany jsou celd ¢isla, nemize byt druhd mocnina. Uvedu diikaz tohoto mnou ob-
jeveného tvrzeni, které jsem objevil po vysilujicim a dlouhém premysleni. Tento
zpusob dokazovani povede k nadhernym dspéchtim v aritmetice.

Kdyby plocha trojahelnika byla kvadratem, pak by existovaly dva bikvadraty,
jejichz rozdil by byl kvadrat, z cehoz plyne, Ze by existovaly dva kvadraty, jejichz
soucet a rozdil by byl kvadrat. To znamena, ze by existovalo ¢tvercové ¢islo, jez by
bylo rovno kvadratu a udvojenému kvadratu za podminky, ze kvadraty, z nichz
je slozeno, daji v souctu druhou mocninu. Je-li vSak ctvercové ¢islo sestaveno
z kvadratu a udvojeného kvadratu, potom je jeho strana podobnym zptisobem
sestavena z kvadratu a udvojeného kvadratu, coz mohu snadno dokazat, a odsud
plyne, Ze tato strana je souctem stran pii pravém thlu pravoihlého trojahelnika,
jeden z téchto kvadrati bude zékladnou a druhy udvojeny vyskou.

Znamend to, ze tento pravouhly trojihelnik bude sestrojen ze dvou ¢tverco-
vych ¢isel, jejichz soucet a rozdil jsou druhé mocniny. Je mozné dokazat, ze tyto
dva kvadraty jsou mensi nez kvadraty ptivodni, o nichz predpoklddédme, Ze jejich
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soucet a rozdil jsou druhé mocniny. Znamena to, ze mame-li dva kvadraty, je-
jichz soucet a rozdil jsou opét kvadraty, potom existuji celd ¢isla, jenz jsou také
kvadraty stejnych vlastnosti, ale jejich soucet je mensi prvniho.

Touto tvahou obdrzim druhy soucet, ktery je mensi nez ten, ktery jsem ziskal
z prvnich ¢isel a tak do nekonecna budu nachéazet celd cisla, kterd se neustéale
zmensuji. To je v8ak nemozné, je-li ddno celé cislo, nemtize existovat nekonecné
mnoho celych ¢isel, kterd jsou mensi nez toto ¢islo.

Uplny diikaz s podrobnym objasnénim nelze napsat na tyto tizké okraje.

Stejnou Gvahou jsem naSel a dokdzal, ze zaddné trojuhelnikové ¢islo kromé
jednicky neni rovno bikvadratu.«

Tento popis dikazu, ktery nam Fermat zanechal, je brilantni ukdzkou pouziti
metody nekone¢ného sestupu. V pravothlém trojahelniku plati a? + v? = ¢?
a obsah tohoto trojihelnika je P = % = s?. Plati

(a + b)? c? + 452
(a—b)?= c*—4s

Vynésobenim téchto dvou rovnic obdrzime
(@ 1) = ¢t~ (29)",

tedy rovnice
X4 _ Y4 — Z2

ma netrividlni feSeni v oboru prirozenych ¢isel. Necht z, y, z jsou feSeni této
rovnice. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, Ze tato ¢isla jsou po dvou
nesoudélna. Plati
2 =at —yt = (2 + ) (@ — 7).

Je-li (22 + 92,22 —y?) = 1, existuji nesoudélna ¢isla k a [ takova, ze 2 +y> = k>
a 22 — y% = [?. Obé tato ¢isla musi byt lichd, nebot plati 222 = k% + 2. V tom
piipadé existuji kladnd celd ¢isla u = % av = % a (u,v) = 1, jelikoz k a l
jsou licha.

Méme uv = kQZlQ, tedy y?> = 2uv. Existuji tedy celd kladna &sla m a n
takovd, ze plati u = 2m? a v = n?. Déle plati

I (k+l)21(k—l)2 _ k2;12 _ 2

Protoze ¢isla u, v, x tvori pythagorejskou trojici, existuji nesoudélnd ¢isla a, b
takovd, ze plati

u=2m? = 2ab

v=n?=a%- b

z =a® + b?

a odsud plyne m? = ab. Potom opét &sla a a b jsou druhé mocniny a
n?=a>-0*=ct—d*.

Trojice ¢isel (¢, d,n) je také feSeni rovnice a plati 0 < ¢ < a < z.
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Je-li (22 + 4%, 2% — y?) = 2, jsou ¢isla = a y lich4, z je sudé. Potom je z* =
y* + 22, ¢isla 22, y? a z tvoii pythagorejskou trojici, je tedy

z? = a”® + b, y? =a® —b?, z = 2ab.

Odsud plyne z%y? = a* — b?, pficemz plati 0 < a < z.

Je-li tedy jista trojice prirozenych cisel fesenim rovnice, potom z toho plyne,
ze existuje dalsi trojice mens$i nez uvazovana, kterd je reSenim této rovnice. To
vSak podle metody nekone¢ného sestupu neni mozné.

Disledkem téchto tvah je nasledujici tvrzeni:

Véta 6.3 Rovnice X* +Y* = Z* nemd reseni v oboru celijch cisel.

Pokud by totiz platilo z* + y* = 2%, platilo by také z* — y* = (22)2, coz je spor
s vySe uvedenymi zavéry.

Je nutné si uvédomit, ze tim je soucasné dokizana platnost této véty i pro
libovolné ¢islo délitelné 4. Skutecéné, kdyby platilo 2™ + y*™ = z4™  byla by
¢isla ™, y™, 2™ feSenim rovnice z* + y* = z*, které viak neexistuje. Navic je
tfeba si uvédomit, ze kazdé ptirozené Cislo n > 2, které neni délitelné cislem 4,
musi byt délitelné néjakym prvocislem p > 2. Abychom dokézali obecné Velkou
Fermatovu vétu, staci ji dokdzat pouze pro prvocisla.

6.3.2 Pripad n=3

Prvnim matematikem, ktery se po Fermatové smrti vénoval tomuto problému
byl Leonhard Euler, jenz v dopise Goldbachovi oznamuje, ze nasel feSeni tohoto
problému pro n = 3. Pozdéji se rozhodl ho uvefejnit v poslednim oddile své
Algebry, kdyz vypracoval novou techniku pro praci s kvadratickymi iracionalitami
a jejich pouziti v teorii binarnich kvadratickych forem.

Tento diikaz je pomérné dlouhy, proto uvedeme pouze hlavni myslenky. Kom-
pletni diikaz muze ¢tendf najit v [Ed] ¢ v [Ri3]. Necht z, y, z jsou kladné celd
¢isla, po dvou nesoudélnd, kterd vyhovuji rovnici

(6.5) 23 4y =25

Je ziejmé, ze pravé jedno z Cisel x,y, z musi byt sudé, necht je to z. Potom disla
x+y ax—yjsousuda, tedy £ +y = 2a, ¢ —y = 2b a odsud plyne, ze x = a + b
ay =a—b. Dosadime-li za = a y do (6. 6), obdrzime

2 =28 +y® = (z +y)(2® — 2y +y?) = 2a(a® + 3b7).

isla @ a b maji opacnou paritu a jsou nesoudélna. Navic miizeme predpokladat
ze jsou kladné a = # y. Plati-li tedy Velkd Fermatova véta, musi existovat celd
¢isla a, b takova, 7e (a,b) = 1 a vyraz 2a(a® + 3b) je tieti mocninou celého ¢isla.

Protoze ¢isla 2a a a®+3b? jsou bu nesoudélnd, nebo maji spole¢ny délitel rovny
¢islu 3, déli se diikaz na dva piipady. Uvazujme nejprve, ze (2a,a® + 3b?) = 1.
V tomto piipadé ¢islo a neni délitelné tfemi a z véty o jednoznacnosti rozkladu
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¢isla na prvodcinitele plyne, ze 2a = r3 a a® + 3b> = 53, kde s je liché a neni

délitelné 3. V tomto piipadé i ¢islo s musi byt tvaru s = u?+3v? aa = u(u®—90?),
b = 3v(u? —v?), pficemz v je liché, u je sudé a neni délitelné 3 a (u,v) = 1. Odsud
plyne, ze ¢isla 2u, u + 3v a u — 3v jsou po dvou nesoudélnd a z podminky

= 2a = 2u(u — 3v)(u + 3v)

plyne
2u =n?, u—3v =10, u+ 3v=m3.

Soucasné vsak plati

B4+ m3=nd,

pricemz
[n®| < 3|n®| < |n®(u 90v?)(a* + 3b*)| = |2a(a® + 3b%| = |2°|.

Podle metody nekoneéného sestupu v tomto piipadé nemd rovnice (6. 6) FeSeni
v oboru pfirozenych ¢isel. Podobnym zpiisobem lze vytesit i pripad, kdy (2a, a®+
3b%) = 3.

Eulertv dikaz mél vSak mezeru, nebot je nutné dokazat pomocné tvrzeni, Ze
pro s? = a? + 3b% je s = t? + 3u®. Presny a kompletni diikaz podal az Landau
v roce 1901.

Vzhledem k tomu, Ze Fermat pracoval s kvadratickymi formami tvaru z2+ay?,
je mozné, ze znal , alesponn v hrubych rysech, dikaz pro n = 3. Je zajimavé,
Zze Fermat kromé své poznamky k osmé tloze druhé knihy Aritmetiky nikdy
neuvadeél toto tvrzeni obecné, zatim co piipady n = 3 a n = 4 zminuje nékolikrat.
(Viz napf. uvedeny dopis Carcavimu). Mahoney se domniva [Ma], Ze pravé tspéch
v téchto dvou pripadech mohl vést Fermata k zobecnéni tohoto tvrzeni a ze
pravé metoda nekonec¢ného sestupu by mohla byt onim podivuhodnym dikazem.
Jestlize tomu tak skutec¢né bylo, pak se Fermat dopustil podobé nespravného
zobecnéni jako v pripadé Fermatovych cisel.

Predpokladdejme, ze Velkd Fermatova véta neplati pro néjaky exponent n > 2.
Miuzeme predpokladat, ze n je liché prvocislo a zZe existuji cela cisla a, b, ¢ takova,
7e plati a™ + b" = ¢, pfiCemz c je sudé a zbyvajici ¢isla jsou licha, a # b
a (a,b,c) = 1. PoloZme

c” a” — b abc™ 2

kde z, y, z jsou celd cisla, x je sudé. Potom je

r+y=a", x—y=>b".

(5 =0

Odsud plyne

Dale plati



Necht d = (z,z), takze d = g, nebot (ab,c¢) = 1. Polozme = = dz', z = dz’,
takze (2',2') =1 a 2’ je sudé. Potom ¢islo d" ™1z’ (z'™ — 42'") je druhd mocnina
a tudiz existuji celd Cisla r a s takova, ze plati
z' =1 o' — 42" =82,
Je tedy
P2 — % = (1" 4 8) (" — ) = 42'".

ProtoZe je r = s (mod 2), je (r* +s,r" —s) =2 a
s = 2t2, r’" —s=2u".
Sectenim téchto dvou rovnic obdrzime 7 = t" + u". Jelikoz je

!
=1 =

je r = ¢ a metoda nekonec¢ného sestupu se neda pro tento pripad pouzit.
Pouziti kvadratickych forem vSak neni jedinou moznosti jak dokazat Velkou
Fermatovu vétu pro n = 3. UvaZujme vyrazy typu v = a + bv/—=3, a,b € Z.
Snadno se dokéze, ze soucet, rozdil a soucin téchto vyrazi je rovnéz vyraz tohoto
typu a navic plati 1 - (a + bv/=3) = (a + bv/=3). Receno slovy dnesni algebry,
vyrazy tohoto tvaru tvori komutativni okruh s jednickou. Euler jako prvni pouzil
smélou myslenku pienést zakony aritmetiky celych ¢isel na ¢isla tvaru (a-+byv/—3).
Jinymi slovy Euler byl prvni, kdo zacal pracovat s komplexnimi ¢isly jako s Cisly.
Rozlozime-li totiz vyraz

P’ +3¢° = (p+avV=-3)(p — ¢v-3),
lze dokdzat, Ze k tomu, abychom nagli tfet{ mocninu tvaru p? + 3¢® stac¢i polozit

p+qvV—3 = (a+b/-3)>.

6.3.3 Udalosti roku 1847

Euler pfi feseni piipadu n = 5 neuspél. Dikaz podal v roce 1825 Dirichlet, tento
dikaz vSak byl nelplny, na coz poukdzal Legendre, ktery soucasné uvedl vlastni
nezdvisly a uplny dtikaz. Dirichlet v roce 1828 sviij diikaz doplnil a o ¢tyfi roky
pozdéji se mu podafilo vytesit pripad n = 14. V roce 1839 dokézal platnost pro
n = 7 Lamé. Tyto dlikazy vSak byly ¢im dal tim slozitéjsi a piipad od piipa-
du se znac¢né lisily. Proto Gsili matematikl, kteri se zabyvali timto problémem,
smétovalo k nalezeni metody, kterd by Velkou Fermatovu vétu tesila obecné.

Dne 1. brezna 1847 oznamil Lamé na zasedani Parizské akademie, Ze nasel
obecny ditkkaz Velké Fermatovy véty. Lamé v podstaté zobecnil myslenky dikazi
pron = 3,4,5,7. Zavedl komplexni ¢isla a rozlozil vyraz ™ + y™ na n linedrnich
Cinitel

2"y = @+ y)o by @+ r7y) (), o lich
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Komplexni ¢islo r musi spliovat podminku 7 = 1. Jsou-li ¢initelé na pravé strané
po dvou nesoudélni, musi kazdy z nich byt n-tou mocninou a lze pouzit metodu
nekonecného sestupu. Lamé tak misto s celymi ¢isly pracoval se specidlnimi ¢isly
tvaru

ao +ar{+ - +arx 1M, ao,an,...,ax1 € Z

Tato ¢isla tvori kruhové téleso Q(¢). Nazev kruhové téleso vznikl z toho, Ze moc-
niny ¢isla ¢ znazornéné v komplexni roviné jsou vrcholy pravidelného n-thelnika
vepsaného jednotkové kruznici se stfedem v pocatku. Podobnymi Gvahami se za-
byval i Cauchy. Oba dva deponovali u Pafizské akademie zapeceténé obdlky. 2
Lamého nadseni vSak nesdilel Liouville, ktery ve svém vystoupeni poukdzal na
skutec¢nost, ze Lamé mechanicky prenesl vlastnosti celych ¢isel na prvky télesa
Q(¢). V okruhu celych ¢isel plati véta o jednoznaé¢nosti rozkladu ¢isla na prvoci-
nitele.

24. kvétna zvefejnil Liouville dopis, ve kterém Kummer z Wroclavi pise, zZe
pro n = 37 neni tento rozklad jednozna¢ny a uvedend metoda se nedd obecné
pouzit. Kummer ddle piSe, Ze tento nedostatek je mozné odstranit zavedenim no-
vého typu komplexnich ¢isel, které nazval idedlni komplexni ¢isla. Nakonec uvedl,
ze vysledky této nové teorie byly predneseny na zasedani Berlinské akademie véd
v roce 1846 a publikovany ve Zpravach této Akademie. V roce 1847 publikoval
dalsi dva ¢lanky [Kul], [Ku2], v nichZz podava Gplné vysvétleni své nové teorie.
Kummerovy prace se staly zadkladem nové vzniklé teorie idealti obecného okru-
hu, kterd byla rozvinuta Dedekindem, Krullem, van der Waerdenem a dalsimi
vyzna¢nymi matematiky.

I ptes velky vyznam Kummerovy teorie se vSak nepodafilo obecné Fermatovu
hypotézu dokézat, i kdyz zejména v poslednich letech, kdy byly do feSeni tohoto
problému zapojeny i nejvykonnéjsi pocitace, s jejichz pomoci byla tato hypotéza
ovéfena pro viechna lichd &isla < 4 - 108. Teprve v roce 1993 se podaiilo tento
problém, ktery vice nez 300 let odolaval Gsili mnoha svétovych profesionalnich
i amatérskych matematikt a ktery se nékolikrat stal i motorem pokroku v mate-
matice, vyfesit. Dne 23. ¢ervna 1993 piednesl britsky matematik Andrew Wiles
prednésku o vyfeseni vyznamné hypotézy japonského matematika Zutaki Taniya-
my v aritmetické algebraické geometrii tykajici se velké tridy eliptickych kiivek
nad raciondlnimi ¢isly. Jako disledek odsud vyplyva nemoznost feSeni rovnice
(1) v oboru prirozenych ¢isel. Tento dikaz je vSak daleko za hranicemi Fermato-
vych moznosti, takze to, jaky diikaz mél Fermat na mysli, uz asi ztistane navzdy
tajemstvim.

2Pokud n&kdo piigel na novy objev, ktery bylo nutno jeité dopracovat, mohl u Paiizské
akademie ulozit zapeceténou obdalku, kde popsal hlavni mySlenku svého objevu.
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