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KAPITOLA I1.

POSLOUPNOSTI REALNYCH A KOMPLEXNICH CISEL

V této kapitole odvodime, vychazejice z DI, kap. II (pfedtéte si
tuto kapitolu, neméte-li jeji obsah dokonale v paméti), dalsi véty
o posloupnostech realnych éisel; v § 3, 4 odvodime téZ nékteré véty,
platné i pro posloupnosti ¢isel komplexnich. O t. zv. dvojnych, troj-
nych, ... posloupnostech viz nékolik slov v kap. VI, § 10, pozn. 3
a § 11, piikl. 2 (nejsou to vlastné posloupnosti ve smyslu této kap. II).

§ 1. Rozsifeni oboru redinych &isel o prvky 4+ oo, — . V DI,
kap. I jsme vysli z mnoZiny v8ech raciondlnich ¢isel, kterou budeme
stale znadit P. Tuto mnoZinu jsme zavedenim Fezi rozsifili na mnoZinu
v8ech redlnych &isel, kterou budeme stile znadit E,. Jevi se ucelnym,
roz&ifiti mnoZinu E, je$t& o dva daldi prvky, které nazveme -+ oo,
— oo (6teme ovSem: plus a minus nekoneéno). Nejpfirozenéji k nim
dospéjeme takto: Uspofddanou dvojici « = (4/B) mnozin A4 CP,
B CP jsme v DI, kap. I, § 4 nazvali Fezem, jsou-li splnény tyto tii
podminky (pidi je v symbolice theorie mnozin):

1. A4+0,B+90.2.AuB=P.3.(aed,beB)=a<bl)

Vynechdm-li prvni podminku, dostanu vedle Fezii, vySetfovanych
v DI, jesté dva dalsi fezy, totiz ty, kde je budto B = ¢ a tedy A = P,
nebo 4 = ¢ a tedy B = P. Rez (P/0) nazveme + oo, fez (§/P) nazveme
— o0. Témto prvkum Fikdme nekoneé€nd nebo nevlastni redln4 &isla,
ostatnim redlnym éisliim, zndmym z DI, fikime kone&nd nebo vlastni
redlnd ¢isla. Slova ,,redlné &islo“ znamenaji v dalsim koneéné nebo
nekoneéné redlné &islo (naproti tomu slovo ,,racionalni‘‘ nebo ,,celé*
dislo znadi vidy konelné &islo). Znakem E} budeme stile znagdit
mnozinu viech (koneénych i nekoneénych) redlnych éisel, t. j. klademe

E} =E, v (+ ®) U (— »).

Poznadmka 1. Jiz v DI jsme uZivali symbold + o0, — oo, ale
pouze jako souéasti vzorcl (na pf. lim (z — x%) = — 0), nedavajice
Z->+ D0

1y Odtud u% plyne, %o AB = 0.
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jim samostatného vyznamu. Ted je étenaf snad jiZ dostateénd vyspély,
aby se nedal svésti slovem ,,nekonetno“ k néjakym metafysickym
spekulacim.

Poznamka 2. Aby zavedeni prvki + oo, — oo bylo udelné, je
nutno vhodnym zptisobem na né roziifiti vztahy a podetni vykony,
definované pro koneéns redlnd &fsla. Definujeme tedy:

A. Absolutni hodnota. Definujeme |+ oo = |— oo| = + co.

B. Uspoiadéani. Je-li @ koneéné, definujeme uspofadani takto:
—ow<a a<+ 0, —0 <+ . Cislo + o poditime oviem
mezi kladnd (a téZ mezi nezdpornd) é&fsla, éislo — oo mezi zdpornd
(a téZ mezi nekladnd); je totiZ — o0 < 0 < + co.

C. Séitani. Nedefinujeme soucet
(1) a+b+..+m,
jestliZe mezi scitanci je aspoii jeden + oo a soudasné aspoil jeden
— . V ostatnich pifpadech definujeme: Je-li aspori jeden séitanec
v (1) + oo (po pfip. — o), nechf soudet (1) znaéi + oo (po pfip.
— o0). Na pf.

(=3 +(+ o)+ 24 (+o)=+w®, T+(—0)+8=—0c0,
kdezto (+ o) 4+ 5 + (— o0) nemd smyslu.

D. Nésobeni. Nedefinujeme souédin
(2) ab...m

v tom piipadé, Ze aspoil jeden &initel je nekoneény a soudasné aspoii
jeden d&initel je nula. V ostatnich ptipadech definujeme: Je-li aspoii
jeden ¢initel v (2) nekoneény, definujeme soudin (2) jako +4 oo (po

piip. — o), je-li potet zadpornych &initeld (véetné — oo) sudy (po
piip. lichy). Na pi. 7. (+ @) .(—10).(— 5).(— ®©) = — 0, 3.6.
.(— ®).(— ®) = + oo, kdezto 3. (+ o0).0 neméd smyslu. Misto
(—1).a piSeme —a; tedy — (4 )= (—1).(4 ®)= — o,

—(— )= (—1).(— ®) = + co. Misto a 4 (— b) pifeme a — b
a pod., jak jsme zvykli u koneénych ¢isel.?)

?) To ovSem neznamens jests, %e by ¢islo # = a—b musilo vidy vyhovovati
rovnici b 4 = = a; viz cvié. 3.
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a a
+ o T "o
zlomek s nekoneénym &itatelem a s koneénym jmenovatelem raznym
od nuly definujeme jako 4 oo, mé-li itatel totéz znameni jako jme-
novatel, a jako — oo, ma-li &itatel opadné znameni nez jmenovatel.

+ o — oo +oo_—oo___ .
3 = —§5 = + o, — = - © Naproti tomu
zlomek, kde budto jmenovatel je nula nebo ¢itatel i jmenovatel jsou

nekoneén4 ¢isla, zustdva nedefinovan.

E. Déleni. Pro koneéné a definujeme = 0. Dale:

Na pi.

K poéetnim pravidlim pravé zavedenym viz cvid. 1, 2.

Mime-li posloupnost a;, a,, ... &isel z Ef (tak¥e mezi jejimi
¢leny se muze vyskytovati také + oo a — o), definujeme jeji limitu
stejné jako v DI. Kone&n4 neboli vlastni limita oviem nemiize existo-
vati, jestliZe posloupnost obsahuje nekone¢né mnoho nekoneénych
¢lendi; naproti tomu muZe v tomto piipad$ existovati nekoneénd
neboli nevlastni limita, kterou definujeme oviem stejné jako v DI,
def. 7, 8: Posloupnost realnych &isel a,, a,, ... ma limitu + oo, jestlize
ke kazdému konetnému®) K existuje pfirozené n, tak, ze

(3) meN,m>mn) =a,>K,;

podobné pro limitu — oo (piste a, < K misto a, > K).

Utelnost zavedenych definici pro podetni vykony s &isly + o0, — oo
se nim projevi v nésledujicich dvou vétich — a oviem také pozdéji
na ruznych mistech.

Vé&ta 13. Budte a,, a,, ...; by, b, ... dvé posloupnosti redlnyjch é&sel.
Potom platt tyto rovnice, pokud jejich pravd sirana md vijznom:

lim|a,| = |lim a,| ;
lim(e, + b,) = lim a,, 4+ lim b, ;

lim a,b, = lim a, lim b,, ;

lim

a, lima,
b, limbd,’
(4) lim Max (a,, b,) = Max (lim a,, lim b,) @ podobné pro Min.
3) Toto slovo musime nyni pfidat, abychom vyloudili piipad K = 4+ .
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Pozniémka 3. Zachovdvame oviem umluvu z DI, kap. II, § 1,
pozn. 1: mluvime o posloupnosti a o jeji limité i tehdy, kdyZ koneény
podet ¢lend neni definovan.

Dukaz. A. DokaZme napied rovnici (4), ktera se v DI nevyskytla.
Necht pravi strana méa smysl, takZe existuje lim a, = a, lim b, = b.
Vzhledem k symetrii sta¢i vysetfiti piipad e > b, takZze prava strana
v (4) je rovna a. PoloZme ¢, = Max (a,, b,). Budiz pfedné a > b,
takZe pro viechna n > n, je a, > b, podle véty 59 v DL.4) Pro n > n,
je tedy c, = a,, tedy vskutku lim ¢, = lim @, = a. BudiZ za druhé
a = b..Je zfejmo, Ze posloupnost

6)) a5, b,a,b, ...

mé v tomto pfipadé limitu a. Ale pro kazdé » je budto ¢, = a, nebo
¢, = b,, takZe posloupnost c,, ¢, ... je vybrdna z (5) a mé tedy podle
véty 62 v DI4) vskutku limitu a.

B. Ostatni rovnice jsme dokézali v DI, kap. II, § 2 pro vlastni limity
a v DI, kap. I1, § 3, cvié. 4, 6, 8, 9, 12 pro nevlastni limity. Tam jsme
oviem pfedpokléddali, Ze éleny posloupnosti byly konecné; ale ¢tenar
ihned pozné, Ze tentyZ postup lze aplikovati, jsou-li nékterd a,, b,
nekoneéna.

Poznimka 4. Definici vlastni i nevlastni limity lze shrnouti takto:
Posloupnost a,, a,, ... mé limitu e (vlastni nebo nevlastni) tehdy
a jen tehdy, jestliZe plati toto:

1. Ke kazdému ¢’ > a existuje n, tak, Ze n > ny =>a, < t'.

2. Ke kaZdému " < a existuje n, tak, Ze n = n, =>a, > t".

Diukaz. I. Je-li a koneéné é&islo, je ekvivalence nadich podminek
s definicf limity z¥ejmd. II. Je-li @ = + oo, nepoZaduje prvni podmin-
ka vibec nic (nebof neexistuje ¢’ > a), druhd pak je totozn4 s definici
limity + co. ITI. Podobnd pro a = — co. Tato pozndmka nim nékdy
uset¥i rozlifovani vlastnich a nevlastnich limit.

Druhé véta, kterou zobecnime, je véta o supremu a infimu (viz
DI, véty 39, 40). P¥i formulovéni véty o supremu jsme v DI musili
piedpokléddati, e mnoZina M byla neprizdni a shora omezend. Za-
veden{ ¢isel + 00, — oo nam dovoluje zbaviti se tohoto omezeni.

4) Tato vita plati zfejms i v naSem pon&kud zobecnéném pifpade.
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Budiz M c E}. Cislo k ¢ Ef nazvu horni zivorou (nebo hornim
odhadem) mnoziny M, jestliZze plati

zeM =2k,

t. j. jestlize Z4dné &islo z M nenf vétii nez k. Cislo + oo je oviem horni
zévorou kazdé mnoziny M C Ef. Jestlize existuje konedns horni
zavora mnoziny M, fkdme, %¢ M je shora omezeni. To je ve
shodé s definici v DI, kap. I, § 8; nyni oviem muZe M obsahovati
také prvek — oo. Vétu o supremu muZeme nyni obecnéji formulovati

takto:

Véta 14. BudiZ M C Ef. Potom mezi v¥emi hornimi zdvorami mnofiny
M je jedna, kterd je ze vdech nejmendi, oznaéme ji @.5) Znak: G = sup M;
ndzev: supremum mmnoéiny M.

Ekvivalentni je tato formulace:

Véta 14a. BudiZ M C Ef. Potom existuje v Ef jedno a jen jedno &islo
G, je£ md tyto dvé vlastnosti:

1. v e M = 2 < G, t. 4. Zddné &islo z M nent v¥t¥t nef G.

2. Ke katdému éislu @' < G existuje x, € M tak, Ze z, > Q.

Ob& formulace jsou zfejmé ekvivalentni. Nebot vlastnost 1 z véty
14a ik pravé toto: G je horni zavorou a vlastnost 2 ¥ika pravé toto:
#4dné &islo @' < G neni horni zavorou mnozZiny M. A %e nejmensi
horn{ zévora je jen jedna, je jasné.®)

Diukaz vé&ty 14. I. Necht pfedné M neni shora omezeni; potom
zfejmé jedinou (a tedy nejmensf) horni zivorou je é&islo -+ cc.
I1. Necht za druhé M je shora omezend a obsahuje aspoii jedno koneéné
¢éislo. Potom mnoZina M, = M — (— o) ma ziejmé tytéz horni
zavory jako M; ale M, je shora omezeni a neprdzdnd mnoZina ko-
neénych ¢isel a véta 39 z DI davé ihned Zidany vysledek. ITI. Zbyva
ptipad, Ze M je budto prdzdna nebo obsahuje jediny prvek, a to — oco.
Potom ¢islo — oo je horni zédvorou (a tedy nejmensi horni zavorou)
mnoZiny M.

5) T. j. neexistuje Zadné horni zédvora mnoZiny M, kterd by byla mensi neZ G.

8) V DI, 1. vydén{ je vyslovena jen formulace druhd, v 2. vydani jsou vy-
sloveny ob&; oviem jen pro neprazdné shora omezené mnoZiny koneénych
dsel.
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Pamatujme, Ze sup § = — co.

Budi% op&t M c E}. Cislo k ¢ EX nazvu dolni zévorou mnoZiny M,
jestliZe z e M =2z > k. Plati zase, %e existuje nejv&tdf ze viech
dolnich zévor; znak inf M, ndzev infimum mnoziny M. Zfejms inf § =
= 4 o0. Sestavme né&kolik trividlnich disledku:

(sup M = - o0) <= (M neni shora omezend) .
(inf M = — o0) <> (M neni zdola omezend) .

Obsahuje-li M aspoii dvé ruzna é&isla z < y, je inf M < sup M (ne-
bot inf M < x < y < sup M). Skldda-li se M z jediného ¢&isla z, je

sup M = inf M = z. Ale pozor: Je-li M =9, je supM = — oo,
inf M = 4+ co.

Cely obsah tohoto paragrafu je téméf trividlni. Jeho smysl spoéiva
v tom, Ze rozifeni mnoziny E, o éisla 4+ 00, — oo nam dovoluje
¢asto shrnouti né€kolik p¥ipadi (na pf. vlastni a nevlastni limity —
véta 13, nebo omezené a neomezené mnoZiny — véta 14). VétSina

cvi¢enf k tomuto paragrafu je skoro trividlni; jde mné& jen o to, aby
se Gtenal presvéddéil, Ze mné porozumél.

Pozndmka 5. Je-li f redlnd funkce, definovani v mnoZiné M, bu-
deme supremum viech hodnot f(x) pro viechna z ¢ M, t. j. supremum

mnoziny f(M), znadit sup f(x) (..supremum funkce f v mnozin& M*).
2zeM

Podobné infimum.

Poznamka 6. Je dobfe, naudit se s infimem a supremem trochu
poditat. V této pozndmce znalf M, N, P, Q, A, B mnoZiny redlnych
Cisel.

1. Jestlize x ¢ M =z < sup N, je sup M < sup N, nebot sup N je
horni zavorou mnoZiny M, a sup M je nejmensi horni zivorou.
Podobné: Jestlize x e M =>z > inf N, je inf M > inf N. Specidlné:
Je-liM Cc N, jesup M < sup N (nebot z e M =z < sup N) a podobné
inf M > inf N.

II. Necht (x € P, y € Q) =z < y. Tvrdim, Ze sup P < inf Q. Ditkaz:
Budiz z € P. Potom pro ka#dé y € @ je z < v, t. j. z je dolnf zdvorou
mnoziny @. Tedy x < inf Q. To plati pro kazdé z e P. Tedy &islo inf Q
je hornf zdvorou mnoziny P. Tedy sup P < inf Q.



II1. Necht ke ka%dému z ¢ 4 existuje y ¢ B tak, %e z < y. Potom
sup 4 < sup B. Dikaz: Budi? z ¢ A. Existuje y ¢ B tak, e z < y.
Ale y < sup B. Tedy 2 < sup B. To plati pro kazdé x ¢ A. Tedy podle
I sup A < sup B.

IV. Podobné lze odhadovati maximum a minimum koneéného
poctu é&isel. Jsou-li na pf. z,, y;, 2; 4 = 1, ..., r) koneéns reilnd (nebo
i komplexnf) éisla, je

Max |z, — z;| < Max |z, — y,| + Max |y, — 2z, .

15i<r 1<i<r 1<i<yr
Dukaz: Pro kazdé ¢ je

l2g — 2| = [xi_yi'*'yi_ziig |1’i—?l.'|+ Iyi_zil’
tedy tim spiSe
|, — z,) < Max |z, — y;| + Max |y, — 2] .
1=i<r 1<i<r )

Této nerovnosti vyhovuje tedy i nejvétsi z &isel |z, — z,| -

Piiklad 1. Pro kazdé z € Z budiz M, n&jaks mnoZina realnych ¢isel;
sup M, = S(z) zavisi na z. Véechna &isla S(z) pro viechna z € Z tvofi
jistou mnoZinu 7' a tvrdim, %e sup 7' = sup Y M,. T. j. tvrdim, Ze

zeZ

(6) sup U M, = sup (sup M)
zeZ zeZ
Dukaz: Pravé strana je éfslo sup S(z) = G. L. Jelize Y M,,jex e M
zeZ 2Z
pro jisté z,, tedy z < 8(z,) < G. Tedy: G je horni zavora mnoZiny
U M..II. Budiz &’ < G. Tedy existuje z, tak, Ze S(z,) = sup M, > G@'.
2eZ
Tedy existuje x e M, tak Ze x> G’. Tedy G’ neni horni zivorou
mnoziny U M,. Tedy G je vskutku nejmensi horni zadvora. Podobné
2eZ
inf Y M, = inf (inf M,).

2¢Z zeZ
Jako cviceni ukaite, Ze

sup N M, < inf (sup M,),

zeZ zeZ
inf A M, = sup (inf M,)
zeZ zeZ
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(to je jeste lehéi). Piiklad dvou mnozin M, = (1, 3, 4), M, = (2, 3, 5)
ukazuje, %e zde nemusi platit znameni rovnosti.

Pfiklad 2. BudiZ f reilnd funkce, definovand v n&jaké mnozing
M c A x B. (Hodnotu funkce v bodé [z,y] (x €A, y ¢ B) znaéme
f(z, y).) Potom je
Q) sup f(z, y) = sup (sup (@, 9))

(2, y]eM zed Y MT*
(Uzivam oznaleni z kap. I, § 8, pozn. 3.)

Diikaz. Leva strana je sup f(M). Mnozinu f(M) pak dostaneme
takto: p¥i pevném z € A vezmu mnozinu P, viech hodnot f(z, y) s timto
z a se viemi hodnotami y e M=* (t. j. se viemi hodnotami y, pro néz
[z, y] € M), nadez f(M) je sjednoceni viech P, takZe rovnici (7) lze
psati

sup U P, = sup (sup P,),
zed Ted
co% je rovnice (6), jen s jinymi pismeny. Specidlné pro M = A4 X B
je M=* = B pro kazdé z ¢ 4, tedy
sup f(z,y) = sup (sup f(z, ) -
[z,y]led x B zeA yeB
Podobné pro infimum.

Poznémka 7. Cislo sup M patfi do mnoziny M ziejmé tehdy a jen
tehdy, je-li jedno z ¢isel mnoZiny M nejv&tii ze vech ¢isel mnoziny
M. Toto nejvétsi ¢islo mnoziny M je pak pravé éislo sup M. V tomto
(ale jenom v tomto) p¥ipadé budeme misto sup M n&kdy psiti Max M.

Podobné piSeme nékdy Max f(z) (oznadujice tim nejvéti éislo mnoziny
zeM

f(M), existuje-li oviem). Podobné pro inf, Min. Smime tedy pséati
sup {0, 1> = 1 nebo Max (0, 1> = 1, ale nesmime psiti Max (0, 1) = 1.

Cvileni

Ve viech t&chto cvidenich jde o &isla a mnoZiny z E¥, pokud neni Fefeno ndco
jiného.

1. Doka’te, Ze vidy plati jeden a jen jeden z t&chto t¥{ p¥ipadu: e = b,
a < b, b <a. Dokafte, ¥e (¢ < b, b < c¢) = a < c.”) (Stadf si rozvéZit ty pii-
pady, kdy n&které z &isel je nekone¥né; podobng v cvié. 2, 3.)

7) Naproti tomu v&ta ,,ke kakdému a existuje pfirozené n > a* neplati
proa = + .

61



2. Dokaite,%ea +b=0b4+a,(a + b) +¢c=a + (b + ¢),ab = ba, (ab) c =
= a(bc), |ab| = |a|.|b], |a@:b] = |a|:|b|, ma-li aspori jedna strana rovnice
smysl. Doka%te, %e ab + ac = a(b + ¢), |a + b| < |a| + |b], mé-li levé strana
smysl.

3. Pro kterd a, b ma rovnice a + x = b feSeni? Kdy je toto feSeni jediné,
kdy je déno vyrazem b — a (t. j. b 4+ (— 1) .a)? Kdy mé vyraz b — @ smysl,
ad rovnice @ + x = b nemé feSeni? Kdy mé naopak tato rovnice fefeni, aé
vyraz b — @ nem4 smyslu? Podobng& vysetiete rovnici ax = b.

4. V tomto a v nasl. cvideni 5 mluvim o fezech (jako v DI, kap. I, § 4), ale
piipoustim té% oba fezy + o = (P, ), — o = (@, P). Definujete-li nerovnost
a séitdni rezu presnd podle definici 2, 3 v DI (pfipouitjice oviem té% fezy
+ o, — o0), dospé&jete pravé ke vztahiim zavedenym pied chvilf definitoricky:

o<+ o0, —0wv<ax, —o <+ 0,
(8) (+ ©)+ 2= (+ ©) + (+ ©)= 4+ o,
(9) (—®) +a=(=0)+ (- ®)=—o,

kde « znadi libovolné kone¢né &islo. (Podle definice 3. v DI je totiZ soudet Fezh
1. nebo 3. druhu

(10) x' = (A’|B), « = (A/B)

fez (C/D), kde D je mnoZ%ina v8ech &fsel tvaru b’ + b, kde b’ ¢ B’, b ¢ B; v (8)
vyjde D = @, v (9) vyjde D = P.)

5. Kdybyste viak tym% zpusobem jako v cvig. 4 definovali (+ ©) + (— ),
vySlo by vAm + co; my jsme se vSak z dobrych divodu rozhodli, ¥e tento
soudet viibec definovati nebudeme.?) V &em to v&zi? Bylo by pfirozeno, defino-
vati soudet Fezt1 (10) jako fez (C/D), kde D je mnoZina viech &fsel b’ + b (b’ e B’,
b € B), a kde C je mnoZina viech &fsela’ + a (@’ € A’, @ € A4).%) V DI, def. 3, jsme
si 509, price uSetiili tim, Ze jsme vySetiovali pouze D a poloZili C = P = D.
Ale tim jsme porusili pondkud souvislost s pivodnim podnétem, ktery nis
vedl k zobecn&ni (k pfechodu od raciondlnich &isel k redlnym), a zde se to uka-
zuje. JestliZze viak definujeme C a D tak, jak to bylo fefeno na podatku tohoto
cviceni:

C=Ec=a +a,a’ecd’yaecd),

[4

D=Ed=0b+0bb eB,beB),
d

8) Je-lina pi.lima, = + o, lim b, = — o, nemtZeme nic fici o lim(a, + b,);
viz DI, kap. II, § 3, cvid. 7.

%) Tato definice by vyZadovala nepatrné korektury; kdybychom sgftali dv&
iraciondlnf &isla, majici raciondlni soudet @ (na pt. |2 + (3 — |/2)), nedostali
bycho(xinn;“zéslo a ani do C ani do D a musili bychom je pfidat do C, aby vy#el
fez 1. u.
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dostaneme v piipadé o’ = + o, a = — ©
C = gs D= g ’

tedy ndco, co se ani zdaleka nepodobé Fezu, takZe jsme zcela piirozend vedeni
k tomu, nezavadéti vibec soudet (+ o) + (— o). ZdrZel jsem se tak dlouho
u této drobnosti jenom proto, abych zduraznil, jak je duleZito, uvddomovati si
pii matematickych abstrakecich, pfi zobectiovani pojmi & pfi budovéni obec-
nych theorif podné&ty, z nichZ nase zobecnéni vyslo.

6. Budiz M, = (4+ ®), My = (+ ®) U (— ©), My = (0, 1) U (+ ©),19)
M, = (+ o) U (-— ©) U (5). Jest sup M, = sup M, = sup M, = sup M, =
= + oo; inf M; = + oo, inf M; = 0, inf M, = inf M, = — oo.

7. BudiZ b,, b,, ... monotonni posloupnost &isel b, € E¥ (t. j. budto b, < b, <
< by < ... nebo b, = b, = b; = ...). Potom existuje &slo n, ¢ N tak, e plati
toto: budto je b, e E, pro vSechna n > n,, nebo je b, = + o pro viechna
n = ny, nebo jeb, = — oo pro viechna n = n,.

§ 2. Hromadné hodnoty posloupnosti. Limes superior a inferior.
Slovo posloupnost znamend v tomto paragrafu — pokud neni jinak
poznamenano — nekoneénou posloupnost redlnych &isel

(11) ay, @y, ... (an €EY pro neN);

pro &sla ay, a,, ... pfipoustime tedy téZ hodnoty + oo, — oo. Cislo
a € E, nazyvame, jak vime, limitou (vlastni neboli koneénou) posloup-
nosti (11), jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje islo n, € N tak, Ze pro
viechna ptirozens n > n, je |@, — a| < e. Cislo + oo (po pkp. — )
nazyvame limitou (nevlastni neboli nekoneénou) posloupnosti (11),
jestlize (viz § 1) ke kaidému kone¢nému &islu A existuje ptirozené
n, tak, Ze pro viechna pfirozena n 2> n, je a, > A (po pfip. a, < 4).
Tyto definice lze vysloviti je$t¢ ponékud jinak. Na pf. pro vlastni
limitu: Cislo a € E, nazyvime limitou posloupnosti (11), jestlize pro
ka?dé £ > O plati, Ze pro viechna pfirozend n aZ na konedny podet
jest |a, — a| <& neboli a,e(a — ¢ a+ ¢). Podobnd pro limitu
4 o0 nebo — o0.11)

10) Ct¥te spravné! M, je sjednoceni mnoZiny (4 ) (slozené z jediného &fsla
+ o) a intervalu (0, 1) (sloZeného ze viech ¢&isel z takovych, Ze 0 < = < 1);
tedy na pf. 0 non e My, 4 e My, 5none M;, + o e M.

11) Zcela obecné: BudiZ V(n) n8jakd vyrokové funkce, v ni% prom&nné n pro-
hihé pfirozend &isla. Potom vyrok ,.existuje pfirozené n, tak, e vyrok V(n)
plati pro kaZdé pfirozené n = my* znamend ziejmé totéZ jako vyrok ,,V(n)

plati pro vSechna pfirozend n a% na konedny podet‘‘ (t. j. munoZina t&ch pfiro-
zenych &isel n, pro n&% V(n) neplatf, je koneénd — po pip. oviem i prdzdné).
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Zavedeme nyni pojem p¥ibuzny limits, ale obecné&js:

Definice 4. Konelné &islo a ¢ E, nazjvime hromadnou hodnotou'?)
(viasini neboli komelnouw) posloupnosti (11), jestlize plati toto: Je-li
& > 0 jakékoliv Cislo kladné, potom merovmost |a, — a| < ¢ plati pro
nekoneéné mnoho pirozengjch &isel n. Cislo + oo (po pFip. — ©) na-
zyvdme hromadnou hodnotouw posloupnosti (11) (nevlastnt neboli ne-
koneénou), jestlife plati toto: Je-li A jakékoliv koneéné é&islo, plati me-
rovnost a, > A (po pFip. a, < A) pro nekoneéné mnoho pfirozenyjch
&sel n.13)

Poznamka 1. Zfejmé je toto: 1. Existuje-li n, e N tak, Ze pro
véechna n > n, je a, < A, neni Ziddnd hromadna hodnota posloup-
nosti (11) vé&tsi nez 4. 2. Hromadné hodnoty posloupnosti se nezméni
vynechdnim, pfiddnim nebo zménénim koneéného poétu élend po-
sloupnosti. Proto mluvime o hromadnych hodnotéch i tehdy, jestlize
konedny podet ¢lent posloupnosti neni definovan (viz podobnou
tmluvu v DI, kap. IT, § 1, pozn. 1). 3. Je-li ¢islo @ hromadnou hodno-
tou posloupnosti (11), je éislo — a hromadnou hodnotou posloupnosti
— Ay, — @y, ...

Piiklad 1. Posloupnost 2, 1, %, 2, %3, %, 4, ... (obecnéa,,,_l =

n+1
= %, Ay = n) ma ziejmé hromadné hodnoty 1, + ov. Za chvili

ukédZeme, Ze jinych hromadnych hodnot nema.

Véta 15. Md-li posloupnost (11) limitu a € E} (vlastni nebo nevlastni),
je Cislo a hromadnou hodnotou posloupmosti (11).

Dukaz. Staci srovnati definici limity, podanou na poéitku tohoto
paragrafu, s definici 4; je-li totiZ néktera z nerovnosti |a, — a| <,
a, > A, a, < A splnéna pro viechna n > n,, je jisté splnéna pro ne-
kone¢né mnoho hodnot n.

Limita posloupnosti je tedy vidy jeji hromadnou hodnotou; ale
hromadni hodnota poslouposti nemusi byt jeji limitou, jak ukazuje

1) Rikdva se také hromadny bod; ale ponech4vim si tento termin pro
jinou pfileZitost (viz kap. V, § 1 a kap. VI, def. 21).
13) Znak n bude v této i v nésledujici kapitole znadit vidy pFirozené &slo,
i kdyZ to vyslovn& nefeknu.
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ptiklad 1. Vite, Ze limita posloupnosti (11) (existuje-li) je také limitou
kaZzdé vybrané posloupnosti (DI, véta 62)

(12) Apps Qs By - - -
Pro hromadné hodnoty plati privé naopak tato véta:

Vé&ta 16. Je-li &islo a € ET hromadnou hodnotou (vlastni nebo nevlastni)
vybrané posloupnosti (12), je &islo a téZ hromadnou hodnotou posloup-
nosts (11).

Dikaz. Budiz pfedné a vlastni hromadnd hodnota posloupnosti
(12). Je-li £ > 0, obsahuje tedy interval (@ — ¢, @ + &) nekoneénd
mnoho ¢lent posloupnosti (12), tedy téZ nekoneéné mnoho élenii po-
sloupnosti (11). Pro @ = 4+ oo je diikkaz obdobny.

Véta 17. Cislo a € EY je hromadnou hodnotow (vlastni nebo ne-
vlastni) posloupnosti (11) tehdy a jen tehdy, existuje-li vybrand posloup-
nost (12), je£ md limitu a.

Dikaz. I. Necht n&jakd vybrand posloupnost ma limitu a, tedy
(véta 15) hromadnou hodnotu a@; potom mé i posloupnost (11) hro-
madnou hodnotu a (véta 16). II. Necht m4 (11) hromadnou hodnotu
a. BudiZ pfednd a € E, (t. j. vlastni), takie ke kazdému & > 0 existuje
nekoneén& mnoho n takovych, Ze je |a, — a| < e. Definujme vybra-
nou posloupnost (12) takto: budiZ %, nejmensf index, pro néjz je
lax, — a| < 1. Jsou-li k,,k,,...,k,_, jiZ definovina, existuje ne-

kone¢n$ mnoho k € N tak, Ze |a, — a| < %; nejmenii z t8chto &isel
k, jez je v&t¥ nei k,—,, oznadme k,; tedy je k, <k, <k;<...,
lar, — a| < —}‘-, tedy vskutku lima;, =a. Pro a = 4+ © je dikaz

n—>xo
obdobny; pouze misto nerovnosti |a, — aj <-}b— piste a; > n, po
piip. a, < — n. ' ’

Piiklad 2. BudiZ a,, a,, ... posloupnost z pikl. 1. JestlizZe n&jaks
vybrané posloupnost obsahuje jen koneény pocet &lent a,,, mé li-
mitu 1; obsahuje-li jen koneény poéet ¢lent @y, ,, mé limitu + oo.
Obsahuje-li v8ak nekonetn& mnoho ¢&lenti @,,_, i nekoneénd mnoho
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¢lent a,,, nema vibec limitu. Tedy mad posloupnost a,, a,, a,, ...
pouze dvé hromadné hodnoty: 1, 4+ co.

Pozniamka 2. Jakoito éleny posloupnosti pfipoustime také &isla,
+ 00 ,— oo. Alevliv téchto ¢lenti na hromadné hodnoty posloupnosti

(11) a,, Gy, g, ... (a, € E})

se d4 snadno zjistit. Je totiz téméf ihned patrno toto: Sestrojme vy-
branou posloupnost

(13) by, by, by, ...
véech koneénych é&lend (t. j. vech a, ¢ E;) posloupnosti (11).14)

Potom dostaneme vSechny hromadné hodnoty posloupnosti (11)
takto:

A. Vezmu viechny hromadné hodnoty posloupnosti (13) (pokud
je to nekoneénd posloupnost).

B. Je-li nekoneén& mnoho &lenii v (11) rovno + oo (po pfip. — ),
pfidam k nim je$té hromadnou hodnotu + oo (po piip. — o0). Na
pf. vezméme posloupnost 2,1, + oo, — o0, §, 2, 4 00, — 00, §, 3,
+ 0, — o0, 8, 4, + 0, — oC, ... Po vynechani nekoneénych &leni
dostdvime posloupnost z piikl. 1, kterd podle piikl. 2 ma pravé dvé
hromadné hodnoty 1, + co. Na%e posloupnost mé tedy pravé tii
hromadné hodnoty 1, 4+ oo, — 0.

Vé&ta 18. Necht posloupnost .
(14) a,, ay, ...

neobsahuje Zddny Elen 4 oo (t. §. a, < + oo pro vdechna n). Potom
(14) md hromadnou hodnotu + oo tehdy a jen tehdy, neni-li shora ome-
zend.

Podobné véta plati oviem pro — co.

Dukaz. I. Ma-li (14) hromadnou hodnotu + oo, existuje ke kai-
dému koneénému A index n (dokonce nekone¢né mnoho takovych n)
tak, Ze a,"> A4; t. j. (14) neni shora omezend. II. Necht (14) nema
hromadnou hodnotu + oo, takZe neni pravda, Ze by pro kazdé ko-
ne¢né A bylo a, > A pro nekoneéné mnoho ». Existuje tedy koneéné

14) MuZe se ovSem stat, Ze tato posloupnost mé jen konedny podet &leni
nebo Ze vibec odpadne.
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A tak, Ze nerovnost a, > A budto neni splnéna pro Z&édné n (naclei
(14) je zfejmd shora omezend) nebo je splnéna jen pro konedény od
nuly rizny podet indext n. Potom viak mezi &leny a,, které jsou
> A, je jeden ze viech nejvétsi, feknéme a,. Zfejmé je a, nejvétsi
¢len celé posloupnosti a jezto a, < + oo, je (14) shora omezend.l5)

Vime, Ze kazdd posloupnost (11) m4 nejvySe jednu limitu (viz
DI, véta 51; véta plati zfejmé i pro posloupnosti s nekoneénymi ¢&leny,
nebof limity + oo, — o0 a konefnd limita se navzdjem vyluduji).
Naopak plati

V&ta 19. Ka#dd posioupnost (11) md aspo jednu hromadnou hodnotu.
Jesté podrobnéji dokdZ¥eme tuto vétu:

Vé&ta 20. KaZdd posloupnost (11) md aspor jednu hromadnou hodnotu,
dokonce extistuje mezi véemi jejtmi hromadnyms hodnotamsi jedna, kterd
je ze vdech mejvétsi; tu oznalujeme lim sup a, nebo lima, a nazyjvdame
limes superior posloupmosti (11). e Ao

Poznamka 3. Pfechodem k posloupnosti — a,, — a,, ... dosta-
vame existenci nejmensi ze vSech hromadnych hodnot, znak lim inf
nebo lim, ndzev limes inferior. N&ktefi autofi pisi » = co misto n — oo.
Jest ovem vZdy lim inf a, < lim sup a,; rovnost plati tehdy a jen
tehdy, ma-li (11) jedinou hromadnou hodnotu.

Dikaz. Obsahuje-li (11) nekoneéné mnoho é&lentt a, = + oo, je
+ oo hromadnou hodnotou, oviem nejvétsi. Obsahuje-li (11) jen ko-
neény podet ¢lentt 4+ oo, mizeme je vynechati (pozn. 1), nadez viéta 18
Fe$f ten piipad, Ze (11) neni shora omezena: potom je 4 oo opét hro-
madnou hodnotou. Zbyva tedy pfipad, Ze (11) je shora omezen4; t. j.
existuje koneéné B tak, Ze

(15) a, < B pro viechna n .
Rozeznivejme dva piipady:
I. At je A jakékoliv konecné &islo, existuje jen koneény pocet in-

dexu n tak, Ze a, > A4.%) Potom pfedné z4dnd hromadnid hodnota

18) Pro posloupnost s fleny + o v&ta neplati; piiklad: + «,0,0,0,0, ...
neni shora omezend a nemé hromadnou hodnotu + . Dikaz jsem provedl -
a¥ prili§ obsirng; v dalsim budu struéngjsi.

1¢) T. j. pro vSechna n a% na koneény podet je a, < 4; tedy lima, = — .
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nemuZe byt vétdi nez A, a protoZe 4 je jakékoliv konedné &islo, ne-
miZe Z4dnéd hromadna hodnota byti vétsi nez — co (nebot potom by
byla v&t3i neZ jisté konedné ¢&islo). Za druhé viak podle pozn.l®) je
¢islo — oo limitou, tedy (véta 15) hromadnou hodnotou, a to jedinou —
tedy nejvétsi.

II. Zbyva tento piipad: Existuje konedné A tak, Ze
(16) a, > A pro nekoneéné mnoho hodnot = .

Soudasné plati (15). JeZto 4 miZeme zmensit (a (16) se tim neporusf),
smime pfedpoklddati — 0o < 4 < B < + 0. Interval (4, B) ob-
sahuje nekone¢né mnoho é&lenu z (11),17) ale neexistuje Z4dné a, > B.
Nyni postupujeme methodou postupného puleni intervalu (je to di-
lezitd methoda). PoloZime C = }(4 + B) (kreslete). Alespon jeden
z obou intervald {4, C), {C, B) obsahuje nekoneén& mnoho &leni
z (11). Definuji nyni (4,, B,> takto: obsahuje-li {<C, B> nekoneén&
mnoho &lendi z (11), polozim {A4,, B,> = {C, B); obsahuje-li <C, B)
jen koneény polet &lenii z (11), poloZim (4,, B,> = (4, C). Zfejmé
plati

x) AL A, <B X B, B, — A, = }(B — A).

B,) V int. (4,, B,) leZi nekoneénd mnoho &lent z (11).

1) Vint. (B,, + o) leZf jen koneény podet &lent z (11).

Zvolim nyni C, = }(4, + B,). Obsahuje-li (C,, B,)> nekone&nd
mnoho &lent z (11), poloZim (4,, B,> = (C,, B,); obsahuje-li {C,, B,>
jen kone¥ny podlet ¢&lenti posloupnosti (11), poloZim (A4,, B,> =
= {4,, C,); vzhledem k B, plati, Ze

B.) v (A,, B,) leii nekoneén§ mnoho ¢&lent z (11).

Vzhledem ke y, a k nasi volbd plati, Ze

y2) V (B,, + o0) leZf pouze koneény podet ¢leni z (11).

A koneéné ziejmsé

xg) 4, £ 4, < B, < B, B, — 4, = §(B, — 4,).

Tak pokraduji a dostdvidm zfejm& posloupnost intervala (4,, By,
(4,4, By, ... s tdmito vlastnostmi:

17) T. j. existuje nekonednd mnoho hodnot n, pro né% 4 < a, < B.
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o) AéAl_S_Aaé-~-;BgB1_Z_B22---;Bn—Aﬂ=“Bﬂ-l_"'
1
dy)= 5. (B—4).

B) Pro kaidé n obsahuje (4., B,) nekoneénd mnoho ¢leni z (11).

y) Pro ka?dé n obsahuje (B, 4+ o0) pouze koneény polet &leni
z (11).

Z &) plyne: pro viechna n je 4, < B, < B, tedy podle véty 63
z DI o monotonnich posloupnostech existuje vlastni lim 4, = o.

Déle je podle «): B, = 4, + (B A), tedy téz hmB = g. Je-li

tedy & > 0, existuje n tak, Ze 0 — ¢ < 4, < B, <a+s, podle )
obsahuje tedy (¢ — ¢, o + ¢) nekoneén& mnoho &lenti z (11). Tedy
je o hromadnou hodnotou posloupnosti (11). Je-li o’ > o, existuje n
tak, Ze B,, < ¢’; ale podle y) a podle pozn. 1 nemiiZe Z4dné é&islo v&taf
nez B, — a tedy ani ¢islo o' — byti hromadnou hodnotou posloup-
nosti (11). Tedy Z&dné ¢&islo vétdi nez o nenf hromadnou hodnotou
posloupnosti (11). Tim je véta 20 dok4zana.

Pozndmka 4. Specidlné: ka?d4 omezend posloupnost mé aspoit
jednu vlastni hromadnou hodnotu (nevlastni nemiiZe mit). To je
t. zv. véta Bolzano-Weierstrassova.

V&ta 21. Ke kaZdé posloupnosti a,,a,, ... (a, € EY) existuje jedno
a jen jedno &islo & € ET, majict tyto vlastnosti:

1. Je-li o' > «a, existuje jen komeény polet (po pFip. rovny nule)
indext n, pro néf a, > «’.18)

2. Je-lt o” < o, existuje nekoneéné mnoho indext n, pro n¥ a, >
> o'

Toto éislo & je prdvé lim sup a,,.

n—» 0

Dikaz. I. Necht existuji dvé takova é&isla «,, a3 (x; < &,). Tedy
existuje B tak, Ze x, < f < «,. Podle vlastnosti 1 é&fsla «, existuje
jen kone&ny podet &lent a, > f; podle vlastnosti 2 &sla «, existuje

viak takovych &lenii nekoneéné mnoho — spor. Tedy existuje nejvyse
jedno takové &islo .

18) To lIze fici téZ takto: existuje n, tak, e n > ny =>a, < o',
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II. PoloZme o = lim sup a,. Zbyva dokazati, Ze « ma vlastnosti
1, 2. Budiz tedy o' > «. Kdyby existovalo nekoneé¢né mnoho a, > «’,
tvofily by tyto éleny vybranou posloupnost z (11), kterda by méla
aspoii jednu hromadnou hodnotu g (véta 19) a — jeito viechny éleny
jsou > a’ — bylo by 8 = &’ > «. Ale 8 by bylo téZ hromadnou hod-
notou celé posloupnosti (11) (véta 16) a to neni mozno, jeito « je
nejv&tsi hromadna hodnota. BudiZz déle " < «. JeZto « je hromadnou
hodnotou, existuje zfejmé nekone¢né mnoho a, > o”.

Piiklad 3. Pro posloupnost z pfikl. 1 je lim inf a, = 1, lim sup a, =
= - 00.

Ztejmé je lim sup(— a,) = — lim inf a,, lim inf(— a,) = — lim sup a,,.
Pfechodem k posloupnosti — a,, — a,, ... dostdvame z véty 21
ihned:

Véta 22. Ke kaZdé posloupmosti a,, a,. ... (a, < E}) existuje jedno
a jen jedno &islo B € EY, majict tyto viastnosti:

1. Je-li f' < B, existuje jen konelny polet indexi n, pro néZ a, < f'.

2. Je-li B” > B, existuje nekoneéné mnoho indext n, pro néf a, < p’.

Toto é&islo B je prdvé lim inf a,,.

V&ta 23. Posloupnost (11) md limitu (vlastni nebo nevlastni) tehdy
a jen tehdy, md-li jedinou hromadnou hodnotu, t. j. je-li lim infa, =
= lim sup a,,.

Dikaz. I. Necht existuje lim a, = a. BudiZ b hromadna hodnota
posloupnosti (11), takZe (v&ta 17) je b limitou jisté vybrané posloup-
nosti; tedy je nutn& (véta 62 z DI) b = a. Tedy a je jedind hromadna
hodnota.

II. Necht lim sup a, = lim inf a, = «. Podle vét 21, 22 tedy plati:

1. Ke ka%dému ¢’ > « = lim sup a, existuje n, tak, ze n > n, =
=>a, .

2. Ke kaidému ¢” < x = lim inf a, existuje n, tak, Ze n > n, =
=a, > t". Podle pozn. 4 v § 1 je tedy vskutku lim a, = «. ,

Podetni pravidla pro limitu jsou déna v&tou 13; podetni pravidla
pro lim sup, lim inf jsou sloZit&jsi. Dokazme — jako ukdzku — vé&tu
pro ,,soudet‘‘.
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Véta 24. Predpoklidejme, %e soulet a, 4 b, md smysl pro ka*dé
n e N (aZ na koneény polet hodnot m). Potom jest (vynechdvim 2nak
n— )

lim inf @, + lim inf b, < lim inf (@, + &,) < lim inf a, + lim sup b, <
< lim sup (@, + b,) < lim sup a, 4 lim sup b, ;

to jsou celkem &tyfi nerovnosti. Jest ovdem nutno vynechati ony merov-
nosti, v nich se vyskytuje vijraz nemajict smyslu, totiz (4 o) 4 (— o0)
nebo (— o0) + (4 o).

Dukaz. Staéi dokazati posledni dve& nerovnosti; prvni dvé se potom
odvodi pfechodem k posloupnostem — a,, — a,, —as, ...; —b,, —b,,
— b, ... Polozme lim sup a, = «,, lim infa, = «,, limsup b, = B,,
lim sup (@, + b,) = «. Pfedpoklidejme napfed, Ze «, + B, mé smysl
a Ze & > &, + f,. Potom existuji zfejm& konecns éisla «”, f” tak, Ze
x" > o, B > By, &" + B” < . Podle vty 21 (viz 18)) existuje n, ¢ N
tak, e pro viechna n > n, je a, < «”, b, < B” a tedy a, + 5, <
< &” + p’, takZe nerovnost a, + b, > «” + f” plati pouze pro ko-
neény podet hodnot n. Jeito viak «” + " < «, je podle véty 21 ne-
rovnost a, + b, > «” + " splnéna pro nekoneén& mnoho hodnot =.
To je spor; tedy je « < o, + f,, mé-li a; 4 B, smysl. Pfedpoklddejme
za druhé, Ze «, + B, ma smysl a Ze je x < «, + f;. Potom existuji
zfejm& koneténa é&isla ', f tak, Ze o' <&, B < By & + ' > «.
Podle véty 22 existuje n, e N tak, Ze pro vechna n = 2, je a, > «';
podle vé&ty 21 je b, > B’ pro nekoneénd mnoho hodnot n (tedy i pro
nekone&né mnoho hodnot n = n,). Pro nekone¢n& mnoho hodnot = je
tedy soudasné a, >a',b,>p a tedy a,+ b, > o' + f'. Jeito
viak &' + p’' > «, je podle véty 21 nerovnost a, + b, > &’ + f
splnéna pouze pro konedny podet hodnot n, co je spor. Tedy je &« >
= &y + f;, ma-li x, + B, smysl.

P#iklad 4. Ze nemusi ve v&té 24 platiti vidy znameni rovnosti,
ukazuje tento ptiklad: BudiZ as,,q = 1, Ggx4s = £, 343 = 0; bgrsr =
=0, bgpyo = 3, byrys =1 (k=0,1,2,...), tak¥e jde o posloupnosti

1,3,0,1,4,0,1,%,0, ...
0,31,0%1,0,%1,...
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Zde je lim sup a, + lim sup b, = 1 + 1 = 2, lim inf a, + lim sup b, =
=0 4+ 1 = 1, lim sup(a, 4 b,) = 3.

Zavedme jeitd tento pojem: Budiz
17 ky Koy ks, ..

posloupnost pfirozenych ¢&isel takova, ze kazdé pfirozené éislo vy-
stupuje na jednom a jen jednom misté posloupnesti (17).°) Potom
tikdme, %Ze posloupnost

(18) Arpy Bppp Ay oee
vznikd z posloupnosti (11) pferovnanim.??) Je jasno: lezi-li v né-
kterém intervalu nekoneéné mnoho élent jedné z posloupnosti (11),

(18), lezi v ném téZ nekoneéné& mnoho délentt druhé posloupnosti.
Definice 4 pak okamzit& ukazuje, Ze plati tato véta:

Véta 25. Vznikd-li posloupnost (18) z posloupnosts (11) pferovndnim,
majt obé tyto posloupnosti tytéZ hromadné hodnoty. Specidlné: ma-li jedna
z téchto posloupnosti limitu (t. j. jedinou hromadnou hodnotu ), md ¢ dru-
kd limitu, a to tout limitu.

Pozndmka 5. Uvedeného pojmu pierovnini uZivime nejenom pro
posloupnosti redlnych é&isel, nybrZ i pro posloupnosti zcela obecné,
jejichZz prvky jsou jakékoliv véci.

Cvideni

I. Sestrojme posloupnost

01 0 1 2 o 1 2 3 2m
1’12727 2

ey 2—m, -2-;, 2—m, 2—m,..-, 2—m, cee
Tato posloupnost obsahuje tedy pravé vSechna é&isla tvaru k: 2™ (k, m celd,
m =0, 0 <k <2™m), a to ka2dé na nekoneénd mnoha mistech. DokaZte, %e
hromadné body této posloupnosti vypliiuji pravé interval <0, 1).

2. Srovnate-li jakymkoliv zpuisobem vSechna racionslni éisla v posloupnost??)

19) V wnézvoslovi kapitoly I: mnoZina dvojic [n, k,] je prosté zobrazenf
mnoZiny N na N.

20) Populédrng, ale ne zcela piesnd: (18) vzniké z (11) pferovnénim, obsahuje-li
(18) tytéZ &leny jako (11), ale po piipadd v jiném poifadi. Pfesnou formulaci viz
v cvié. 20.

21) Jednu takovou posloupnost viz v kap. I, § 5, cvié. 1.
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(prostou nebo nikoliv), jsou viechna &sla z E¥ hromadnymi hodnotami této
posloupnosti.

3. BudiZ O ¢E,, ¢t ¢ N. Potom existujf celd &isla p, ¢ tak, %o |90 — p| < _i_,

0 < ¢ <t.1) Névod k dikazu: ke ka¥dému &islu k& (k= 0, 1, ...,?) najdéme
celé tislo 7, tak, ¥e 0 < k® — r, < 1a polofmexz, = k® — r,. Interval €0, 1)roz-

1 1 2 t—1¢
d¥lme na ¢intervala I, = ¢ 0,— .I,=/—,— ,.--,Ig=/ » =] . KaZdé
¢ AR Nt ot

z t + 1 &sel z; le¥f v n8kterém z t&chto ¢ intervala I, ..., I,; a8pori v jednom
z t&chto intervalii lezf tedy aspoii dvé z t8chto &isel, tfeba xy,, z;, (ky < k,).2%)
Odeétenim tdchto dvou &isel obdrZime hledané &isla p, g (g = ks — k;).

4. Ve cvié. 3 piSme urdit&ji p,, ¢, misto p, ¢ (kdyby k n&jakému ¢ piisludelo
n&kolik takovych dvojic, vyberu jednu z nich). Tvrdim: je.li @ iracionélni, je
lim g, = + co0. Né4vod: kdyby tomu tak nebylo, existovalo by nekonen§ mnoho
t—>0
pfirozenych &isel ¢, < ¢, <t < ..., k nim¥ by pfisluSel ty% pér p, ¢, tak¥e by
bylo [¢0 — p| <t;'(n=1,2,3,...),9® —p = 0 — spor.

5. Je-li z € E;, znadfme, jak vite, znakem [z] ono celé &islo, jeZ vyhovuje
nerovnostem [z] < x < [z] + 1 (na pf. v cvideni 3 bylo r, = [k©]). Ozna¥me
jestd z — [2] = {x} (na pf. {I}= 1, {n} =0,1416926...,{— 3} = — § —
— (— 3) = 2); vidy je 0 < {x} < 1. Budi¥ déno é&fslo O ¢ E; a sestrojme po-
sloupnost
(19) {6},{26}, {30}, ..., {n6}, ...

Tvrdim: 1. Je-li © celé, m4é posloupnost (19) limitu 0.
2. Je-li O racionalni necelé, ® = r : s (r, s cels, nesoud&lns, s > 1), ma (19)
2 —
hromadné hodnoty 0, -l ) s eeny s ! .
s 8 8

3. Je-li ® iraciondln{,. vypliiujf hromadné hodnoty posloupnosti (19) pravé
cely interval <0, 1).

Néavod: Bod 1 je jasny. K bodu 2: Snadno zjistite, e rozdil Z4dnych dvou
z &isel 7, 27, 37, ..., (8 — 1) r, 87 neni ddlitelny &islem s. Dé&lite-li tedy tato &isla
tislem 8, dostanete navzajem rtizné zbytky; tyto zbytky jsou tedy a% na poradi

pravé &isla 0,1, 2, ..., 8 — 1. UvaZite-li, 2e pro celé k je {n-r—} = {(n + ka)L} ,
s 8

je bod 2 dokézan.

12) Jo tedy | 6 — %l < qitg l’ , takZe zlomek p : ¢ velmi dobfe aproximuje

q
&islo 6.

3) Tento princip: ,je-li vice ne¥ ¢t pfedm&tt rozdleno do ¢ tid, nileZi aspoil
k nékteré z tdchto tfid nejménd dva pfedmdty* je duleZity v mnohych mate-
matickych dvahdch; jeho dillezitost si prvni pln uvédomil Dirichlet.
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K bodu 3. Budiz 0 <a £ 1,0 <¢ < 1. Podle cvié. 3, 4 lze nalézti libovolns
velké celé g a celé p tak, ze g0 — P| = & < . Zde je & > 0, jeito @ neni
racionslni. Je budto ¢g® — p = & & potom {gO} = ¢ nebo g0 — p = — &
& potom {g@} = 1 — &,. V prvnim Piipad® bude {g@)} = ¢,, {290} = 2¢,, obecns
{ng®} = ne,, pokud ne, < 1; lze tedy nalézti n tak, e |{ng@} —a| < ¢, < .
V druhém ptipads bude obdobn® {2¢0} = 1 — 2¢, atd., obecnd {ng®} = 1 — ne,,
pokud ne, < 1, atedy bude opdt |{ng@} — a| < ¢ < & pfi vhodném n. Odtud
snadno plyne, Ze a je hromadnou hodnotou posloupnosti (19).

Poznémka. Obsah cvieni 3—5 patii k zdkladnim Wloham t. zv. theorie
diofantickych aproximaci, jejim% obsahem je — zhruba Feteno — piibliZné
fefeni rovnic celymi &isly; na pf. jsme v cvié. 3 feSili pfibliZnd (s chybou mensi
ne% t—!) rovnici g® — p = 0 celymi &isly p, ¢. Stav této theorie k r. 1935 uka-
zuje monografie J. F. Koksma, Diophantische Approximationen (Berlin 1936).
OvSem schézeji v této knize fundamentélni nov&j¥i vysledky, pfedeviim
Vinogradovovy (nelinedrni aproximace) a Chindinovy (linedrni aproximace).

6. BudiZ O ¢ E;. Posloupnosti

(20) sin ©0O, sin 2x0, ..., sinnn, ...
(21) cos ©6, cos 21O, ..., cos nx0O, ...
maji tyto vlastnosti: A. J e-li ® = p: g (p, q celd nesoudélns, ¢ > 0), mé (20)
hromadné hodnoty sin -r: - (r celé, — g <r < dq;tojeqg + 1 hodnot prosudé g,
ale jen ¢ hodnot pro hché g); (21) mé hromadné hodnoty cos — (r =0,1,...,9)
pro liché p, cos 2x ; (r=0,1,..., (g — 1)) pro sudé p. B. J({a-li © iracionAlni,

vypliiuji hromadné hodnoty posloupnosti (20) pravé cely interval {(— 1, + 1);
totéZ plati pro (21). Diakaz plyne snadno z cvié. 5.

7. Z cvid. 6 plyne ihned, Ze lim sin nx® (po pfip. lim cos nn@) existuje tehdy
n—>x0

a jen tehdy, je-li ® celé (po ptip. je-li sudé).») Chceme li dokézati pouze tento
vysledek, miZeme postupovati také takto (neuZivajice cvié. 3—6). Necht ©
neni celé, tak¥e sin }n® = 0, cos 47O = 0, a necht existuje lim sin nn® = I.
Odtud postupng: lim (8in (n + 1) ®® — sinnn®) =1 — 1 = 0, lim 28in }x6 .
.cos (n + }) ®® = 0, limcos (n + }) ®® = 0, lim cos (n — }) ®O = 0. Jeito
cos (n £ }) @ = cos nr® cos 7O F sin nnd sin }nO, dostanu seStenim a ode-
&tenim lim cos n® = lim sin n@ = 0, tedy lim 1 = lim (cos? nn® + sin? nO) =
= 0 — spor. Obdobnd pro cos nx®, pouze pro liché O je nutno podati dukaz
(velmi jednoduchy) zvlast.

8. Je-li(12)vybréanaz(11), je lim inf @, < lim inf a, < lim sup a; <limsupa,.

3, “)3Sudynsn nazyvédme &isla 0,2, —2, 4, —4, 6, —6, ...; lichymi &sla 1, —1,
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V cvid. 9—13 kladme &, = lim sup a,, &, = lim inf a,, §; = lim sup by, f2 =

= lim inf b,,.
9. Je-liag > 0, By > 0, jest
®yfy < liminf a,b, < Min (x,8,, a,8,) < Max (2183, x3fy) < limsupayd, < alﬂl

10. Pfedpoklad &y > 0, B, > 0 v cvié. 9 je podstatny. Je-li na p¥. a,, Gg» ---
posloupnost 1, — 2,1, —2, 1, —2,.. why=agjea,=8=—2,0,=p=1,
lim sup ayb, = 4 > «,f,.

Il1. Jak se zm&ni nerovnosti cvié. 9, predpoklédime-li &, > 0, f, < 0?
(Zavedte — b, misto b,.)

12, Je-li B, > 0, je lim inf 1:b, = 1:8,, lim sup 1:b, = 1:8,.

13. Jeli f; < 0 < B, mohou nastati velmi rozmanité pfipady. Je-li by, by, ...
posloupnost 1, — 1, 1, — 1, ..., je lim inf 1:b, = 1:8,, lim sup l:b, = 1:B,; je-li
by, by, ... posloupnost 1, §, —4, —1,1, 4, —4, —1,1, 3, —%, —1,..., je
lim inf 1:b, = — 2,limsup 1:b, = 2, 1:8; = 1, 1:f = — 1.

14. Existuje-li ny ¢ N tak, %e pron > n, je a, < b, je liminf a, < lim inf b,
lim sup @, < limsup b,,.

I5. Je-li lim sup a, < lim sup b,, existuje nekonend mnoho n tak, Ze a, <
< b,; miZe viak také soudasnd existovati nekoneén$ mnoho n tak, Ze a, > b,.
Névod k 1. ¥4sti: existuje «’ tak, %e lim sup a, < &’ < lim sup b,; pro nekoneén?
mnoho n je b, > «’, ale jen pro koneény polet n je @, > «’. Pifklad k 2. &4sti:
vySetiete posloupnosti 0, 3, 4,0, 3,4,0,3,4,...;1,2,5,1,2,5,1,2,5, ... (zde
je dokonce téZ lim inf @, < lim inf b,).

16. Obdobné cvidenf pro lim inf.

17. Je-li viak lim inf @, > lim sup b,,, existuje n, ¢ N tak, Ze pro n = n, je
a, > b,.

18. lim sup |a,| = Max (|lim inf a,|, |[lim sup a,|). Pro lim inf podobna rovnice
neplatf; ptklad: posloupnost 1, 0, —1,1,0, —1, 1,0, —1, ...

19. BudiZ a, (n = 2, 3,...) nejmens{ prvodinitel éislan; budiz b, (n = 2, 3, ...)
nejvitsf prvodinitel &fsla n, takZe jde o posloupnosti 2, 3,2, 5,2,7,2,3,2,11, ...;
2,3,25,3,172,3,5, 11, ... Hromadné hodnoty prvni i druhé posloupnosti
jsou tyto: v8echna prvodisla a + .

20. Budte P,, P,, P, tfi posloupnosti. Uka%te: P, vznikéd z P, pferovninim
tehdy a jen tehdy, plati-li pro ka%Zdé z ¢ E¥ toto: A. Je-linekone&n& mnoho &lenu
posloupnosti P; rovno &islu z, je té%Z nekonetnd mnoho &lenu posloupnosti P,
rovno é&islu z. B. Je-li prav® k &lent posloupnosti P, rovno &fslu z (k = 0, 1,
2, ...), jo té% pravs k &lent posloupnosti P, rovno &fslu z. Z toho plyne: vznika-li
P, z P, pterovnédnim, vzniké té% P, z P, pferovnanim; vznika-li P, z P, a rovn&Z
P, z P, pferovnénim, vznika téZ P, z P, pferovnénim.

Z toho je déle patrno toto: Je-li ddna né&jaké4 mnoZina posloupnosti (na pf.
mnoZina viech posloupnosti redlnych &fsel) a nazvu-li dvd posloupnosti ekvi-
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valentnimi, kdy% jedna vznikd z druhé pferovnénim, je tim déna ekvivalence
ve smyslu kap. I, § 7.

2/. Budi? déna posloupnost @,, a,, a, ... (a, € E¥). BudiX G, supremum,
g, infimum posloupnosti @,, @,i;, G,4s,...; tedy G 2 G 2G 2 ..y gy <
< 93 £ 93 £ ... DokaZte, %e lim G, = lim sup a,,, lim g,, h.m inf a,. (Tim po-

n— o n—o

déte zaroveri novy dikaz véty 20. Poznamenejme i kdyi je a, € E;, miZe
Gy, Gy, Gy, ... byti posloupnost + o, + ©, + ©,... — to nastane pravé
tehdy, je-li lim sup @, = + ©.)
22. Je-li a, ¢E¥, b, ¢ Ef a klademe-li ¢, = Max (a,, b,), d, = Min (a,,b,),
jest
lim sup ¢,, = Max (lim sup «a,, lim sup b,) ,

n—w fn—>0 n—»c0
lim inf ¢, > Max (lim inf a,, lim inf b,) .
n—»00 n—>o n—>00

V posledni nerovnosti nemusi platiti znameni rovnosti. Piiklad: a,, =1,

Agny = 0; b3, = 0, by, = 1 pro n = 1,2,...; zde je levé strana 1, prava 0.

Specidlni pifpad (ktery uZ znédme z v&ty 13): existuji-li lim a,, lim b,, existuje
7t—> nN—>o

ilim ¢, = Max (lim a,, lim b,). Odvodte obdobn& vé&ty pro lim sup d,, lim inf d,,,

n—>wo n—wo n—>

lim d,,.

§ 3. Bolzano-Cauchyova podminka. V § 1—2 jsme mluvili pouze
o posloupnostech realnych ¢isel; to mélo sviij dobry divod: tiéelnost
zavedenf nevlastnich éisel 4 oo, — oo spoédivala na uspofddini re-
dlnych ¢isel podle velikosti a vime, Ze v oboru viech komplexnich
Cisel nelze ucelné definovat pofadi podle velikosti (viz DI, kap. XV,
§ 1, cvid. 6). Véty, kterymi se budeme zabyvati v § 3, 4, plati vét-
8inou i v oboru komplexnich &isel; abychom si uspofili opakovéni,
budeme je ihned vyslovovati pro komplexni &isla, i kdyZz se nékdy
v dikazech budeme musit uchylit k &islim redlnym. Komu neni
dosti bé&Zny obsah § 1—2 z DI, kap. XV, udini dobfe, kdyz si tyto
paragrafy zopakuje. Znakem K znaéime mnoZinu viech komplexnich
disela + bi (@ eE,,beE,); prob=0jea+ 0.i prostd redlné &islo a,
takie E, C K.2%) Je-li
(22) a, @y, A, ... (@, e K pro n e N)
posloupnost komplexnich éisel (a, = b, + ic,, b, € E;, ¢, € E,), ¥ikdme,
Ze je konvergentni, existuji-li ¢isla b € E,, c € E, tak, Ze lim b, = b,

25) Nenf ovlem E,* c K, jefto mnoZina K neobsahuje prvky 4 o, — co.
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limec, =¢; ¢islo @ = b 4 ci nazyvdme potom limitou posloupnosti
(22). Podle DI, v&ta 181, lze tuto definici vysloviti té% takto: posloup-
nost (22) je konvergentni a ma limitu a ¢ K tehdy a jen tehdy, jestliZe
ke kaZdému ¢ > 0 existuje n, e N tak, Ze pro viechna n > n, je
|an — a| < &.26) Cheeme-li této definice uZiti k urdeni, zda (22) je
konvergentni, musime obyéejné napied uhodnouti, které éislo a by
asi mohlo byti limitou posloupnosti (22), abychom mohli vy3etfovati
vyraz |a, — a|. Odvodime nyni v&tu o konvergenci posloupnosti (22),
v niZz vystupuji pouze ¢&leny této posloupnosti a nikoliv hod-
nota jeji limity, takZe této véty budeme moci pouziti k vySetfovani
konvergence posloupnosti (22), i kdyZ nemdme tufeni, jakd by mohla
byti hodnota limity.??) Uvedme a dokaime nyni tuto dileZitou vétu:

Vé&ta 26. Posloupnost (22) je konvergentni tehdy a jen tehdy, je-li
splnéna tato podminka (t. zv. podminka Bolzano-Cauchyova): Ke ka%-
dému e > 0 existuje ny e N tak, Ze nerovnost |a, — a,| < & platé pro
vdechny dvojice pfirozenych Elsel n, m, jef splitujt merovnosti n = n,,
m > n,.

Dikaz. I. Necht je (22) konvergentni; oznaéme lim a,, = a. Budiz
e > 0; potom existuje n, tak, ze pro n = n, je |a, — a| < }e. Je-li
m rovnd% pfirozené &islo takové, Ze m > n,, je také |a, — a| < }e
a tedy je |a, — an| = |(@n — @) + (@ — a,)| < |a, — a| + |an — a| <
< }¢ + 3¢ = ¢, takie Bolzano-Cauchyova podminka?¢) je splnéna.
II. BudiZz za druhé podminka B. C. splnéna. Ila. Pfedpoklddejme
napied, Ze a, jsou realnd. K éislu ¢ = 1 existuje podle podminky

33) Zopakujme nédzvoslovi, aby bylo jasno: je-li a,, a,, ... posloupnost &isel
z E,* nebo z K (v tom je jako speciélni pripad obsa%ena posloupnost &isel z E,),
nazyvame ji konvergentni tehdy a jen tehdy, mé-li limitu a e K (v pfipad¥
redlnych a, je potom oviem a ¢ E,). M4-li vEak posloupnost limitu nevlastn{
+ o nebo — o, nenazyvédme ji konvergentni, nybr% po&itdéme ji mezi posloup-
nosti divergentni.

17) Pro specidlni tf¥idu posloupnosti monotonnich jsme takovou v&tu odvodili
v DI, v8ta 65: monotonni posloupnost a,, a,, ... je konvergentni tehdy a jen
tehdy, existuje-li Sislo K ¢ E, tak, ¥e pro vgec a n je |a,| < K. Na pF. jsme
pomoci této vdty dokazali konvergenci posloupnosti a@,, Gy, ... Pro a, =

n
= (l + —%—) , nemajice z poétku pon&ti o hodnotd limity této posloupnosti (kte-

rou jsme oznadili e). Teprve potom jsme odvodili jednoduchy postup pro vy-
podet &fsla e.

#8) Krétce: Podminka B. C.
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B. C. é&islo n, € N tak, Ze pro n > n,, m 2> n, je |a, — a,| < 1, tedy
specialng (poloime m = n,) |a, —a,| <1lpron =, t.j.a, — 1 <
<a, <a, + 1 pro n 2 n,, takZe (22) je omezend posloupnost. Pted-
pokladejme, Ze neni konvergentni (t. j. Ze nema vlastni limitu); potom
nemé ani nevlastni limitu (jeZto je omezend) a tedy je lim infa, <
< lim sup a,. Tedy existujf ¢isla «’ € E,, " € E, tak, Ze lim infa, <
< «’ < a” < lim sup a,. Existuje tedy pfedné nekoneéné& mnoho
éisel » € N a nekoneéné mnoho éisel m € N tak, Ze

(23) a,>ao", a,<<a.
Za druhé: polozme ¢ = «” — o', tedy € > 0. Podle podminky B. C.
existuje tedy n, ¢ N tak, Ze pro viechna pfirozend n => n, m > n, je
(24) la, —a.]| <e.
Jeito kazda z nerovnosti (23) je splnéna pro nekoneéné mnoho hodnot
n, po pfip. m, existuje n = n, a m = n, tak, Ze plati (23); potom je
viak (@, — an.| > a” — &’ = ¢, coZ je ve sporu s (24). Tedy je (22)
jist& konvergentni. IIb. Budte koneéné a, = b, + ic, (b, ¢ E,, c, € E;)
komplexni. Jeito pfedpokladam, zZe (22) spliiuje podminku B. C.,
spliuji i posloupnosti
(25) by by, by oo €y, Coy Cqy e
podminku B. C., nebof

'bn - bml é V(bn - bm)2 + (6,, - cm)z = la'n - aml
a podobné |c, — ¢,| < |a, — a,,|. Tedy jsou realné posloupnosti (25)
podle bodu ITa konvergentni a tedy jest i (22) konvergentni.

Poznamka 1. Cast I dikazu je bezprostiednim disledkem defi-
nice limity; téZisté dukazu spodivalo v éasti II, kde jsme uZivali vé&t
z § 2.

Poznamka 2. Vét& 26 lze dati té% tento tvar: Posloupnost (22) je
konvergentnt tehdy a jen tehdy, je-li splnéna tato podminka: ke kaZdému
& > 0 existuje n, € N tak, Ze je
(26) |tn,.p — @n,| < & pro viechna pe N .

Dikaz. I. Z podminky B. C. plyne ihned na%e novéd podminka,
klademe-li m = ny, n = ny 4 p. II. BudiZ spln&na nafe nova pod-
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minka; budiz ¢ > 0. Tedy existuje n, ¢ N tak, Ze pro viechna n > n,
je |an — @, | < }&; poloZime-li tedy n, = m, + 1, plati pro neN,
meN, n2>n, m=>mn, nerovnosti |a, — an| < @y — g | + |@m —
— a,| < }& + }¢ = ¢, takie podminka B. C. je splnéna.
Poznamka 3. U posloupnosti komplexnich éisel jsme dosud ne-

zavedli Zadnou ,,nevlastni limitu“‘. N&kdy se vSak jevi Géelnym zavésti
pro posloupnosti komplexnich éisel symbol

(27) lima, = o
(tedy ne + oo nebo — o), ktery nechf znaéi, Ze
(28) : lim |a,| = + oo ;

t. j.. ke kazdému K ¢E, existuje n, ¢ N tak, %e pro viechna n > n,,
n e N je |a,| > K. Odtud plynou tato pravidla:

I. Je-li lim a, = oo, lim b, = b (vlastni limita), je lim (a, + b,) =
= . Dikaz: |a, + b,| 2> |a.| — |ba]; podle v&ty 13%%) mé pravi
a tedy i leva strana limitu + oo.

II. Je-lilim a,, = oo, lim b, = b (budto b vlastni + 0 nebo b = ),
je lim a,b, = co. Dukaz: |a,b,| = |a,|. |b,] mé limitu + oo podle
véty 13.

III. Je-li lim @, = oo, lim b, = b + 0 (vlastni limita), je lim ‘Z—" =

= . Je-li lima, = a (vlastni limita), lim b, = oo, je lim 2* = o.
a,

bn
ll _ [0l
ba|  [bal

Piiklady: lim (1 4 in) = co; lim((— 1)* . n 4+ in? cos }nx) = co;
lim((— 1)" » + i) = o0. JeZto redlna &isla jsou specialnim piipadem
komplexnich, miZeme psati téZ lim(— 1)* n = oo (a¢ redlnd posloup-
nost —1,2, —3,4,... nemd ani limitu + oo ani — o). Pojimejte
(27) prozatim jako nedilny znak, ktery neznamend nic vice a nic
méné nez (28). Teprve pozdéji (v kap. VI, § 4, piikl. 2) zavedeme oo
jako samostatny prvek jisté mnoziny.

Dukaz:

ma podle véty 13 limitu + oo resp. 0.

2) Jest lim|a,| = + oo, lim[b,| = |b].
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Poznamka 4. V&ta 26 je velmi obecni, divajic nutnou a postadu-
jici podminku pro konvergenci libovolné posloupnosti. M4 proto
velky vyznam pii obecnych tvahich; jeji dileZitost pfi vySetfovini
specidlnich pfikladéi byvd mensi.

Cvideni

1. Podle véty o pfirastku funkce (DI, véta 133) je <lgn + 1) —

n+1

1
— lgn < —; odtud pro pfirozené p, g plyne
n

1 1
(29) 4+ —— 4 ..+ <lglg+p) —1gg <
qg+1 q+ 2 q+p & 84
it +ot
g g+1 7 T g+p—1’

1 1 1 1
Polozime-li a, = T+—2— 4+ ... 4+ pe Ig n, je tedy — — <Guyp—a,<0,
q

z &ehoZ podle véty 26 plyne existence vlastni limity C = lim(} +3+...+

fn—>©

1
+ — —Ign). Cislo C se nazyva Eulerova konstanta. Dosadime-li do (29)
n
g=1,n=p+ 1, dostaneme 0 < a, < 1, tedy 0 < C < 1. Pfesn&jsi hodnotu
pro C odvodime pozdé&ji, a¥ v integralnim poétu.

1
2. Jest ovSem %C:lim(%-f—-}—‘;—...—i—%—%lgn), C’=lim(%+%+

n—o

1
+ ..+ o g 2n ). Odeétenim téchto rovnic plyne
n

1
%C=1im(}+%+%+...+——%lgn)—lg2.

n—w 2n — 1

§ 4. Aritmetické priméry. Vé&ta 27. Budif a,, a,, ... posloupnost
vlastnich redlngjch &isel; polofme

(30) b1=& b’_al+aa b =a1+a2+...+a,,
17 »Yn g see

3 . o
Potom jest

(31) lim inf a, < lim inf b, < lim sup b, < lim sup a,, .
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Dukaz provedeme pro lim sup; pfechodem k posloupnosti — a,,
— @y, ... bychom dostali nerovnosti pro lim inf. PoloZme lim sup a, =
= A, lim sup b, = B a predpoklidejme, Ze A < B; z toho méme od-
voditi spor. Existuji &isla «’ €E,, " ¢ E, tak, Ze 4 < &’ < a&” < B.
Podle véty 21 existuje tedy ¢ ¢ N tak, Ze pro n > q je a, < «'. Cisla
«’, «”, g jsou nyni pevné zvolena. Pro ka%dé n > ¢ jest
b, = a,+...+aq+a,+l+...+a,, _<_a1+...+a,,+a,'n——q'

n n = n n
(32)
Limita pravé strany pro n — oo je «’; ale &’ < «” a tedy existuje
ny € N tak, Ze pro vSechna n > n, je prava strana v (32) mensi ne%
«" a tedy téZ b, < «”. To je vlak ve sporu s vétou 21, podle které je
b, > «” pro nekoneéné mnoho hodnot =.

Existuje-li lim a,, je lim inf a, = lim sup @, & vSechna &tyfi &isla
v (31) jsou stejna. Tedy plati

Véta 28. Budi a, ¢ E, pro n € N. Existuje-li viastni mebo mevlastni
limita lim a, < EY, je
(33) lim al—{-a,—;...—}—a,.

n—»>0

=lima,.

n—aw

Piiklad 1. Obratit se véta 28 nedd: limita v (33) vlevo muZe exis-
tovati, i kdyZ limita vpravo neexistuje; je-li na pf. a,, = 0, @p,—; = 1,
jest a, + a, + ... + a, rovno in nebo }(n + 1), podle toho zda = je

sudé & liché, takte lim %11 % : e F 0 1 kdetto lima, ne-

existuje, nebof posloupnort 1, 0, 1, 0, ... nem4 limitu.

Podobn4a véta platii pro komplexni éisla:

Véta 29. Budif a, e K pro n € N. Je-li posloupnost a,, a,, ... konver-
gentni, plati rovnice (33).

Diukaz: uZijte véty 28 na reidlnou a imaginarnf d4st vyrazu (a, 4
+a,+ ... + a,):n.

V&ta 30. Budte 8,85, ... (85 €K), t3,85, ... (tn € K) dvé konvergenini
posloupnosti: lim s, = 8, lim ¢, = t. Potom je

34) i Sifn T Ssfacy o Sty + 8y

n—o n

=8t.
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Diikaz. I. Budiz predné ¢ = 0. Existuje &islo K > 0 (K < + @)
tak, Ze je l8,| < K, |ta] < K pro viechna n ¢ N. Budiz dino ¢ > 0
(e < + ); existuje pak g e N tak, Ze pro viechna n > ¢ je |ta| <

¢ . Je-li tedy n > ¢, je

<2K
8t + Solp—q1 + ... + 8t < Sty + ooo F 8- o+ +
n = n
n-aribet oo+ 8h| - o & M—( K* &  4¢K?
+ n =K2K' n+qn<2+n'
Zvolme n, > q tak, Ze ¢K?: n, < }¢; potom pro n > n, bude
81tn+82tn-ln+---+snt1 <’}5+i3=84
tedy
lim slt,,+82t,._ln+ eer + 84t —0=—s.¢.
II. BudiZ ¢ libovolné; poloime ¢, — ¢t = 1,, takZe lim 7, = 0. Po-
tom je >
Sylp + Sobn—1 + ... + 8ty 4 + oot 8
25 n n '
(35) 81Tn + 83Tp—1 + ... + 8,73

+

n

Druhy élen v (35) vpravo mé podle pfipadu I limitu 0, prvni ma podle
vty 29 limitu st. Tim je v&ta 30 dokédzana.

Cviéeni

1. BudiZ a,, a,, as, ... posloupnost vlastnich kladnych &isel. Potom je

n n
a — — a
lim inf —;—H < lim inf Va,, < lim sup Va,,, < lim sup :;—'H .
n ° n

Navod: uiijte véty 27 na vyraz

1 1 ) a, 1
— a, + lg — +
oy g a ga 4

%
1 as

aﬂ
+ ...+ 1g )

Ap—1

2. Dokaite piimo v&tu 29, bez uZiti v&ty 27, 28. Navod provedu obi&irns,
jeito jde o dulefity typ dikazu. Poloite lima, = a, «, = a, — a, tedy
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a1+a,+...+a,,=a+a1+a,+...+o¢, Jest lima. = 0 & o
n n ’ L

dokézati, %e limita vyrazu — toat ..t je nula. V &itateli je pravé n
n
séitancu, ktef{ jsou vesmés ,,velmi mali‘‘, vyjma nékolik prvnich éleni. Abychom
se téchto prvnich ¢lent zbavili, zvolime néjak pfirozené &fslo ¢ & pro n > ¢ roz-
d8lime zlomek na dva: - Toat e T o + Fatr T Gata t oo+
n n
lime-li nyni ¢ velké, bude druhy zlomek blizko nuly (jeZto vSichni sitanci
v &itateli jsou blizko nuly a podet t&chto séitanci neni v&tif (ba dokonce je
mensf) neZ n). Zvolime-li pak n jeitd mnohokréite v&tSf neZ ¢, bude i prvni
zlomek blizko nuly (jeho séitanci v &itateli sice nemusi byti blizko nuly, ale
zato jejich podet ¢ je mnohem mensi neZ n). Provedme to ted piesns: budiZ

e > 0; zvolme g ¢ N tak, Yo prom > g je |o,| < 3, tak¥e jest

. Zvo-

(36) < 4epron>gqg.

n

Xgt1 + cee + a,,’

Existuje vlastnf &slo K > 0 tak, %e jest |x,| < K pro viechna m ¢ N, tak¥e

oy + g+ oo + g
n

(37)

<K1 proneN,geN.
n

Cislo g bylo jiz zvoleno, zvolme nyni pfirozené &islo ny > ¢ tak, %o K 2 < }&;
pro n = n, bude potom podle (38), (37) o

oy + g+ oo+ ay

n

<de+ de=c¢,

&im¥ dikaz proveden. VSimnéte si, Ze tdZ mysSlenka vystupuje v diikkazu vty
30, dast 1. V dukazu véty 27 byla pongkud zastfena uZitim pojmu lim sup.

3. BudiZ a,, a,, ... posloupnost komplexnich &fsel; budif b,, b,, ... posloup-
nost vlastnich kladnych &isel. Budiz lim (by + by + ... + b,) = + o0, lim % —

fn—» oo n—w n
= & (x € K). Potom je lim ———i-_—al = «. Névod: piSete-li z, = 2n _ o,
n—oo 0y + coi + by, b,
20y + oo + 2.,

jde o limitu vyrazu o« + » pfi demZ lim 2z, = 0. UZitim my#lenky

by + ... + b,
z cvid. 2 zjistite, Ze posledni zlomek mé limitu 0.

4. Vi&ta 29 plyne z cvié. 3 pro b, = 1.
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5. Véta z cvié. 3 byva uZite®nd na pf. tehdy, je-li by + by + ... + b, = ¢,

a
ndjaky jednoduchy vyraz (potom je oviem :—" =- n ) Doka¥te na
n n — Cp
pt:prop > — 1je
1

(38) lim (17 4+ 2P + ... + n?) : nP+l =

n—o P + 1
{ndvod: v&ta o pfiristku funkce dava lim (n?+! — (n — 1)?+1):n? = p 4 1).

f—

Tim méte zji§téno, 8 jakou asi rychlosti roste vyraz 17 4 2? + ... 4+ n? ,nade
vSechny meze*‘, kdyZ n — .

1
6. Obdobnéuka.itelim(% + 3+ +—) lgn=1.
n

7. Pro p < — 1 neni rovnice (38) spravnd, nebot — p — 1 > 0, takZe
(12 4+ 2? 4 ... + n?) : n?+1 > n-?-1 M4 limitu + . Prod nesmime v tomto
pfipad8 uZiti véty z cvid. 3?

8. Dulefitost predpokladu lim (b; + by + ... + b,) = + o0 v cvié. 3 je

n—>
geometrické fady). Volme b, =2~ (n =1, 2, 3,...);a,=c¢c — }, a, =27
pro n = 2, 3, ... Potom je lim a,:b, = 1, ale lim Bttt ¢, tedy
noo by + by + ... + b,
zcela libovoln4, podle toho, jak volime c. Proberte dikaz cvié. 3 a zjistéte, na
kterém mistd tento dikaz selZe, neni-li spln&na podminka lim (b, + by + ... +
+ b,) = + oo.

1 1 1
vidéti téZ z tohoto piikladu: vite z DI, Ze lim (; + 5 + .o+ —2;) = 1 (soudet
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