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KAPITOLA III

NEKONECNE RADY A SOUCINY

§ 1. Zikladni pojmy a vé&ty. Neni-li étendfi dosti b&Zny obsah
kap. IV a § 2 z kap. XV v DI, radim mu, aby si tyto stati zopakoval.
Budiz
(1) ay, Qgy Gg, ...
posloupnost, pfi ¢emz je budto a, ¢ K pro viechna n nebo a, ¢ Ey
pro viechna n (v redlném pfipadé pfipoustime tedy téz éleny -+ co,
— o0). Symbol

(2) ila,. nebo a, + a, + ag + ...

nazyvame nekoneénou fadou; éislo @, nazyvime n-tym élenem této
fady. Sestrojme posloupnost
(3) 8 =0,,8,=0a,+ Ay, ....,8, =08, +a + ... + ay, ...;
¢islo 8, nazyvame n-tym &asteénym soudtem fady (2). Existuje-li limita
(4) lims, = ¢
n—wo

(v redlném piipadé pkipousdtime téZ nevlastni limity + oo, — o0),
nazyvame &islo s soudtem fady (2); symbol (2) znaéi potom té% toto
¢islo s. Existuje-li limita (4) a neni-li s = 4+ o0 ani 8 = — o0,1)
nazyvame fadu (2) konvergentni, jinak divergentni. V realném piipads
(t. j. pro a, € EY) rozeznavame jest& t¥i ruzné typy divergence: fada
(2) ,diverguje k + oo, jeli lims, = 4 oo; Fada (2) ,,diverguje
k — o0, jeli lim s, = — oo; Fada (2) ,,osciluje*, neexistuje-li vibec
lim s, (t. j. je-li lim inf s, < lim sup s,). '

Radu (2) lze snadno vyset¥iti, obsahuje-li éleny + oo nebo — co:
1. Obsahuje-li (2) ¢len 4 oo i élen — o0, nemaji ¢&isla s, od jistého n
podinaje vibec smyslu, a takové fady budeme proto vylucovati ze
svych uvah. 2. Obsahuje-li fada (2) ¢len + oo (aspoii jeden), ale Zddny
dlen — oo, jsou viechna s, od jistého n poéinajic rovna + oo a tedy

1) Jinak feteno: je-li posloupnost (3) konvergentni.
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lim s, = + o0o0. 3. Obsahuje-li fada (2) élen — oo, ale Zadny é&len + oo,
je obdobné lim s, = — co. T&mito piipady se proto nebudeme vé&t-
Sinou dale zabyvati a budeme proto v celé této kapitole s vyjimkou § 3
pfedpoklddati, Ze ve vyletfovanych faddch (2) jest a, e K (v tom jsou
oviem jako specidlni pfipad zahrnuty fady s vlastnimi redlnymi éleny,
t. j. a, €E,).2)

Véta 31. Rada (2) je konvergenini tehdy a jen tehdy, je-li splnéna tato
podminka (Bolzano-Cauchyova): Ke kafdému ¢ > 0 existuje mye N
tak, Ze jest

(5) |@n, 1+ Gnysg + --- F An,p| <& provdechna peN.

Dikaz. Podle véty 26 ve tvaru pozn. 2 (kap. II, § 3) je posloupnost
(3) konvergentni tehdy a jen tehdy, jestlize ke kazdému & > 0 exi-
stuje n, ¢ N tak, Ze jest

(6) |$4,4+p — %a,| <& pro viechna peN.

Ales, ., — 8n, = @n41 + .-+ @n 4y takie (6) lze psati téZ ve tvaru (5).
Véta 32. Konverguje-li fada

(7) lay| + las| + las| + -,

konverguje té fada (2).

Dikaz. Z konvergence fady (7) plyne podle véty 31: Je-li ¢ > 0,
existuje n, e N tak, Ze jest |@n 1| + |@nsa] + --- + |@ns| < & pro
viechna p ¢ N. Tim spife tedy plati (5), takZe (2) jest konvergentni.

Poznimka 1. Vétu 32 uZ zname z DI (véta 90 a text-za vétou 182);
ale nd8 novy dikaz (zaloZeny na Bolzano-Cauchyové podmince) je
podstatnd jednodusdsi. Pripomeiime: konverguje-li fada (7), fikdme,
Ze fada (2) jest absolutné konvergentni. Konverguje-li (2) a sou-
¢asné fada (7) diverguje, Fikame, Ze fada (2) je neabsolutné kon-
vergentni.

%) Ujasndme si ndzvoslovi, aby nedo3lo k nedorozum&ni. Komplexni &fsla
jsou éisla tvaru « = a + bi (a € E;, b € E;); pro b = 0 dostdvéame prav® viechna
koneéné &isla reidlné. Je-li 6 = 0, nazyvame « ryze imagindrnim; je-li b 4= 0,
nazyvime o« &islem imagindrnim (nebo nereilnym). Pozor! P¥i této Gmluvé je

0 = 0 + Oiryze i,maginémi,'&le neni imaginarni. Ndzvu: &isla nezdporna (> 0),
nekladné (< 0) uZivame jen pro &isla redlné (v&etnd &isel + o, — o).
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Pfipomeiime jeité tuto rovnici (viz DI, véta 78 a text pfed vétou
182): pro k € N plati rovnice

(8) D=0+ a+...+a,+ > a,

n=l n=k+1
v tomto smyslu: I. Je-li jedna z fad v rovnici (8) konvergentni, jsou
konvergentni ob& a mezi jejich souéty plati rovnice (8). II. Jsou-li
a, reilnd, plati rovnice (8) téZz tehdy, mé-li nékterd z fad v ni napsa-
nych souéet 4+ co nebo — co.

Rovnice (8) je velmi ndzorna: soudet fady = zacétek + zbytek.
Uvedme jeSté étyfi téméf samoziejmé véty, jichZ se v praxi dasto
uziva:

Véta 33. Budif s = a, 4+ a, + ... konvergentni fada; potom ke kas-
dému ¢ > 0 existuje islo ny € N tak, Ze pro vdechna pfirozend k = n, je

(9) L_§+la”| <e.

Dukaz. K éislu ¢ > 0 existuje n, ¢ N tak, Ze pro viechna pfirozend
k> n,jest |8 — 8| < t.j. |§a,‘ — (@, + ... + a)| < ¢, coZ podle
(8) lze psati ve tvaru (9). "

Vé&ta 34. BudiZ fada (2) absolutné konvergenini; potom ke ka*dému
& > 0 existuje &islo ny € N tak, Ze pro vechna pFirozend k > n, je

@©

(10) D laal <e.
n=k+1

Dukaz. Uzijme predeslé véty na konvergentni fadu |a,| + |a| + ...
V&ta 35. Budi (2) absolutné konvergenini ¥ada. Budif k,, ks, ks, ...

koneénd nebo nekoneénd prostd posloupnost pfirozenyjch &isel (t. j. &isla
k,, k,, ... jsou navzajem ruzna). Potom jest

A1) o, + ar, + - S o) + lae] + oo S oy + lag] + 0

v pfipadé nekonelné posloupnosts ki, ks, ... je fada ap + ar, + ...
absolutné konvergentni.

Dukaz. Kladme |a,| + |a,| + ... = §; potom jest |a,| + |a,| + ...
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«.o + |as) £ 8 pro kazdé n.?) Je-li tedy n nejvétdi z &sel k,, ks, ...,
s jest |ax, + ax, + ... + ar | < lon| + loz ] + oo + |22, | < o] +
+ lag| + ... + |aa| £ 8, &mZz véta pro koneéné posloupnosti k,,
ks, ..., k,, dokdzina. Limitnim pfechodem m — oo dostaneme vétu
té% pro nekoneéné posloupnosti &, ks, - .-

Véta 36. Je-li fada a, + a, + ... absoluiné konvergenint, jest
oy + a; + .| S o] + Jao| + ...
Dikaz. Ve vété 35 dosadte k, = 1, k, = 2, k3 = 3, ...

§ 2. PFerovnivani ¥ad. V kap. I1, § 2 ke konci jsme zavedli tento
pojem: je-li k,, k,, ... posloupnost piirozenych ¢isel takova, ze kazdé
piirozené ¢islo vystupuje na jednom a jen jednom misté této posloup-

nosti, fkame, Ze posloupnost a, a;, ... vznikd z posloupnosti a,,
@,, ... pferovnanim. Budeme nyni v tomto piipadé téZ ¥kati, Ze fada
(12) ay, + o, + a, + ...

vznika z fady

(13) a, +a,+a;+ ...

pierovnanim. To tedy znamend, populdrné feéeno, ze se fady (12),
(13) sklidaji z tychz élenu, ale v rizném pofadi (pfesnou formulaci
viz v kap. II, § 2, cvié. 20). Vime, Ze soudet koneéného podtu &isel
se nezméni pferovnanim séitanci (komutativni zdkon pro séitani).
Dokazeme nyni, Zze obdobni véta plati téZ pro nekonedéné fady
absolutné konvergentni, nikoliv vS8ak pro fady neabsolutné kon-
vergentni.

V&ta 37. BudiZ (13) absolutné konvergentni fada o souétu s. Budif
(12) Fada, venikajici z (13) pferovndnim. Potom je fada (12) také abso-
lutné konvergenini a md rovnéZ soudet s.

Dikaz. 1. Jeito ¢&isla k;, k,, ... jsou navzijem ruzné, je fada (12)

3) Pfipomenime z DI, kap. IV, § 2: Je-li a; + a; + ... fada 8 nezdpornymi
Cleny, jo 8 < 8, < 83 < ..., takie existuje vlastni nebo nevlastni limita 8 =
=lims, = sup &,. Tedy je 8, < s prokaZdén.Mimo to je s vlastni &slo(t. j.

n— o n=12_..
fada je konvergentni) tehdy a jen tehdy, je-li s,, 8, 8;, ... omezené posloupnost.
Zde pouZivame t&chto v&t na fadu |a,| + |a;] + ... Obdobn& pro fady s neklad-
nymi &leny.
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absolutné konvergentni podle véty 35. II. Polozme s, = a, + a, +
+ oo+ Qn, 0 =y + @, + ... + G, takZe lim s, = s. Méme do-
kézati, Ze je téZ lim o, = s, t. j. Ze plati

(14) lim (s, — a,) = O.
n—>xo ) -
BudiZ ¢ > 0; podle véty 34 existuje r ¢ N tak, Ze > |an| <& Podle

me=r+1
véty 35 potom plati: je-li m,, m,, ..., m, libovolnéd konedna posloup-

nost navzdjem riznych ptirozenych éisel vétsich nez r, jest |an | +
+ |@m,| + --- + |am,| < e Jeito posloupnost ki, k,, ... obsahuje
viechna piirozens Cisla, existuje éislo g € N tak, Ze mezi ¢&isly k,, k,, ...
..., k, vystupuji v8echna éfsla 1, 2,...,7. PoloZme n, = ¢ = Max (g, r).
Je-li n > n, zrusi se v rozdilu 8, — o, = (e, +a, + ... + a,) —
— (ax, + ax, + ... + a;,) viechny é&leny a,,a,, ..., a,, takie tento
rozdfl — nezrusi-li se vibec viechny éleny — ma tvar s, — g, =
=4 @p, & @p, + ... + apn, kde m, ..., m, jsou navzéjem rizné pti-
rozens &isla v&tsi nez r. Tedy je |8, — 0, < |am | + |@n,| + ... +
+ [a,,.;] < ¢. Tedy: ke kazdému ¢ > 0 existuje n, ¢ N tak, Ze pro vZe-
chna n > n, je |s, — 0,| < &. Tim je (14) dokézano.

Pozndmka 1. Budte (v fad& (13) s realnymi éleny)

(15) by, by, ...
nezdporné Sleny fady (13)%) a budte

(16) €y Cgy one
zdporné &leny fady (13)%). Sestrojme Fady
(17) bl+b2+b3+'°'=to
(18) G+ tes+...=v.

Jeito jde o Ffadu s nezdpornymi, po pip. s vesmés zapornymi ¢leny,
maji fady (17), (18) vidy jisty soudet, po piip. nekoneény: 0 < ¢t <
< 4+ ©, 0 =2 v > — oo (mé-li nekterd z fad (17), (18) jen koneény
podet ¢&lent, znadi ¢, po piip. v, prosté soudet téchto ¢lent; neexistuji-li
na p¥. zdporné ¢leny, znamena v nulu). BudiZ po fadé s,,t., v, soudet
prvnich » ¢&lent fady (13), (17), (18). Kaidy &dsteény soudet s, =

4) Napsané v tom potadi, v jakém se vyskytuji v fad$ (13).
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= a; + ... + a, obsahuje jisty potet p(n) nezidpornych a g(n) zépor-
nych ¢lenti, takze

(19) Sn = bpin) + Votm) la1| + ...+ |a,,| = tym) — Vqtm) -°)
Jest oviem lim p(n) = lim ¢(n) = + oo, jsou-li (17), (18) vskutku ne-

koneéné fady; jestlie na pt. (17) se sklada pouze z koneéného poétu
p ¢len, je p(n) = p pro viechna n od jistého poéinajic. Odtud je patrno,
ze lim fyn) = ¢, lim vy, = v, a tedy podle (19):

1. Jsou-li ¢, v koneén4, je (13) absolutné konvergentni.

I1. Je-li t = + o0, v koneéné, méa (13) soudet 4 oo.

III. Je-li t konedné, v = — co, mé (13) soudet — oo.

IV. Je-li koneéné t = 4 o0, v = — oc, nedd se o soudtu fady (13)
Fici nic, pouze tolik, Ze (13) neni absolutnd konvergentni (pfiklady:
2—142—142—14 ... =400;1—24+1—24+1—24...=
=—ow, 1 —14+3—3+3—3+...=0, 1 —141—141—
— 1 +4 ... osciluje).

Jeito v fad® (17) maji vSechny &leny totéZ znameni, a podobné
v fadé (18), neméni se soulty ¢, v pferovnanim fady (véta 37).

Véta 38. Budif a, + a, + ... neabsolutné konvergentni fada s redl-

nymi Eleny. BudiZ s libovolné koneéné redlné Cislo. Potom existuje kon-
vergentnt fada se soultem 8, je£ vanikd pferovndnim z fady a, + a; + ...

Soulet neabsolutné konvergentni fady s redlnymi éleny lze tedy
vhodnym pierovnanim libovolné zméniti.

Dikaz. Sestrojme posloupnosti (15), (16) a fady (17), (18) jako
v pozn. 1. Podle této poznimky je nutné ¢ = + o0, v = — oo (takie
(17), (18) jsou vskutku nekoneéné fady). Jeito (13) konverguje, je
lima, = 0 a tedy té%

(20) lim b, = limec, = 0.

n—w n—>w0
Jak jsme pravé fekli, je
(21) b, +b,+b3+...=4+ 0, ¢, +¢c+cg+...=—o00.

Pierovndme nyni fadu a, + a, + @, + ... takto: BudiZ n, nejmen3i

5) Nebot [b;] = bj, |o;| = — ¢
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plirozené &fslo takové, Ze soucet b(1) + b(2) + ... + b(n,)?) je vé&tai
neZ s (takové n, existuje podle (21)). Potom ptiddvam zédporné &éleny
c(1), ¢(2), ... tak dlouho, aZ najdu nejmensi p¥irozené éislo m, tak,
Ze soudet

(22)  B(1) + B(2) + ... + b(ny) + ¢(1) + ¢(2) + ... + ¢(m,)

je mensi neZ s (to je mozné podle (21)); soucet (22), zbaveny posledniho
&lenu ¢(m,), je tedy = s, takZe soudet (22) je > 8 + c¢(m,). Nyni pfi-
dévéam nezdporné &leny b(n, + 1), b(n, + 2), ... tak dlouho, a% najdu
nejmensi ptirozené &islo n, > n, tak, Ze soudet

b(1) + ... + b(ny) + ¢(1) + ... + ¢(m;y) + b(n, + 1) + ...
oo + b(ny)

je vét&i neZ s (to je mozné podle (21)); soudet (23), zbaveny posledntho
&lenu b(n,), je tedy < s, takZe soudet (23) je < s + b(n,). Nyni pii-
divém zéporné éleny c(m, + 1), ¢c(m, + 2), ... tak dlouho, aZ najdu
nejmensd{ pfirozené &islo m, > m, tak, Ze soucet

(24) b(l)+ s +b(nl)+c(1)+"'+c(ml)+

+ b(n; + 1) 4 ... + b(ny) + c(my + 1) + ... + c(m,)
je mensi ne% s (coZ je moZno podle (21)). Soudet (24), zbaveny posled-
niho &lenu ¢(m,), je tedy = s, takZe soudet (24) je = s + c(my).

Takto sttidavé pokralujice, dostdvame dvé posloupnosti pfiroze-
nych &sel n, < ny, <my < ..., my < my, < my < ... Sestrojme Fadu

(23)

1. skupina
b(1) + ... + b(ny) + c(1) + ... + c(m) + ... + ¢(my) +
(25) (k + 1)-ni skupina

+b(m + 1) + ... + b(ngs) + clmp + 1) + ..+ c(mys,) +
+ b4 + 1) + ...,
jet vznikd zfejmé prerovninim z fady (13). Tvrdim, %e soudet této
fady je s. Oznalme p-ty &astedny soudet fady (25) znakem o(u).
Soudet o(n,, + mk) (jehoi posledni élen je c(mk)) vyhovuje nerovnosti
a(ny + my) 2 8 + c(m,), soudet o(n;,y + m,) (jehoz posledni &len je

%) Pigi b(n), ¢(n) misto b, c,, aby se nehromadily sloZen¢ indexy n, & pod.
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b(nx4,)) vyhovuje pak nerovnosti 0(Niyy + my) < 8 + b(ngy,). Jest
oviem o

(26) lim ¢(my) = lim b(n;.,) = 0
k—> k—

(viz (20); jde o posloupnosti vybrané z (15), (16)). Je-li u libovolné
piirozené ¢islo vEtsi nez m, + m,, existuje pfirozené k (zévislé na u,
pidme tedy po piipad® k(u) misto k) tak, Ze n, + m, < g < npyy +
+ my4,; posledni élen souétu o(u) lezi tedy v (k 4 1)-ni skupiné fady (25).
Jak vypadaji takové soudty o(r)? Soudet viech &lent pied (k + 1)-ni
skupinou je pravd &islo o(n, + m,) = s + ¢(m;); potom se piidavaji
v fadé (25) nezdpornd &isla b(v), az se dosédhne &isla o(niy; + mi) <
< 8 4 b(ng,,) & potom se pfiddvaji zdpornd &isla c(v), aZ se dosidhne
éisla o(npyy + Myyy) = 8 + c(myy,). Tedy je ziejmé
(27) { 8 + Min (c(mz), ¢(myyy)) < o(p) < 8 + b(na41)

pro my + my < p < Mpyy + My -
Pro 4 — o je téz k — oo a podle (26), (27) je tedy lim o(u) = s, coz
bylo dokéazati.?) p>o

Poznamka 2. Véta 38 se tykala pouze fad s redlnymi ¢leny. Pro
fady s komplexnimi éleny plyne z ni aspofi toto: Budif a, + ag + ... =
= § neabsolutné konvergentni Fada s komplexnimi Cleny. Potom lze
tuto fadu prferovnali tak, Ze pferovnand fada nemd souéet s.

Dikaz: Budiz a, = b, + ic,, s =t + iv (b,, ¢, ¢, v redlnd), takie
by +b,+ ... =¢ ¢, + ¢, + ... = v. Kdyby obé& posledni fady byly
absolutné konvergentni, byla by i fada a, 4+ a, + ... absolutné kon-
vergentni (viz DI, véta 182); tedy je aspon jedna z nich neabsolutn&
konvergentni; budi to na pf. fada b, + b, + ... (druhy moZny ptipad
by byl zcela obdobny). Podle véty 38 lze provésti prerovnani na pf.
tak, Ze by, + by, + ... =t + 1; potom pferovnana fada a;, + a, + ...

7) Kdo chce miti formalnd bezvadny dukaz, necht nahradi Eosledni dva Fad-
ky touto vahou: BudiZ ¢ > 0; zvolme x ¢ N tak, %e pro vSechna celd k > x je
(28) le(rme)| < €, [blny)] < & (viz (26)).

PoloZme n, + m, = p, .

Je-li p celé, u > p,, je celé &islo k, urdené nerovnostmi n, + my, < p <
< Mgy + My, jists nejménd rovno Eislu x. Podle (27), (28) je tedy ¢ — ¢ <
< o(u) < s + & pro vSechna celd u > po. Tedy lim g(u) = s.
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jisté nem4 soucdet s (nevime oviem, zda je tato fada vibec konver-
gentni, nebof nevime, jak se chové fada c,, + ¢, + ...). Da se sice
i pro fady s komplexnimi ¢leny odvoditi v&ta podobné tiplné jako véta
38, ale jeji dikaz by byl p#ilis dlouhy.

Cviéeni

1. Budi¥ (13) neabsolutn® konvergetni fada 8 redlnymi &leny. DokaZte, Ze
fadu (13) lze pferovnati pfednsé tak, Ze pferovnand fada (12) m4 soudet + oo, za
druhé tak, %e fada (12) méa soudet — oo, za tieti tak, Ze fada (12) osciluje.

2. Predpoklady jako v cvid. 1. Budte o,, oy, ... ¢4steéné soudty pierovnané
fady (12). DokaZte: jsou-li @ < b dvé vlastnf nebo nevlastni reidlnd &fsla, lze
prerovnéni (12) provésti tak, Ze lim inf o, = a, lim sup o, = b. Pii ka¥dém ta-
kovém prerovnéni budou vSechna é&fsla «, vyhovujici nerovnostem a < « < b,
hromadnymi hodnotami posloupnosti o0,, gy, ... Pfi dikazu posledniho tvrzeni
rovnéZ nutno uZfti toho, Ze lim a, = 0. Vé&ta 38 i vysledek cvideni 1 jsou ovSem
disledky cvié. 2.

3. Je-li @, + a, + ... neabsolutnd konvergentni fada komplexnich &isel,
1ze ji pferovnati tak, e pferovnan4 fada je divergentni.

4. BudiZ (13) neabsolutné konvergentni fada ( 8 komplexnimi &leny). Pfe-
rovnéni (12) budi¥ takové, %e existuje &islo L < + oo tak, e pro viechna n
jest [n — k,| < L (tak¥e se kaXdy &len a, pfi prerovnéni posune o ménd ne¥ L
mist). Potom je té% (12) konvergentnf a mé tyZ soudet jako (13). (Pfi dikazu
uZijte rovnice lim a, = 0.) Pti takovych pferovninich, jimi% se rusf konver-
gence nebo méni soudet, posunou se tedy né&které &leny nutnd o ,libovoln¥
mnoho* mist.

5. Ve cvileni 2, kap. II, § 3 piSte v prvni rovnici Nn misto n, ve tteti Mn
misto n (N, M ptirozens &isla) a odedtdte; dostanete 1lg M — 1g N + 1g2 =
1 1 .
=lim({l1+214+24+ . 4 —— 1 _1_1_ ____) Ztohoihned
,ﬂ(‘+’+‘+ tomo1 i d 2Nn
zjistite: prerovnéte-li fadu 1 — } + 1 — 1 + ... tak, %e vidy vezmete M &lenu
kladnych a po nich N &lenu zapornych, t. j. sestrojite-li fadu

1 1 1 1
L B s Sk Ak R AN 25 7 r T
S SRS SN S L1
4M —1 2N +2 2N+4 = 4N aM 417
4M
je soudet této frady }lg - - Pro M = N = 1 dostanete znimy vysledek

2=}t —}+i-+.-

93



6. Budte a,, b, vlastni kladnd éisla, limae, = limb, =0, a; + a; + ... =
=+ o, b + by + ... = + oo. Potom lze ke kaZdému (vlastnimu nebo ne-
vlastnimu) redlnému ¢islu 8 nalézti posloupnost pfirozenych &isel k, < k; <
< ks <... tak, Ze

a, + (22 + ... + akl —_ bk,+1 — bk.+2 — eee — bk. + a’k.+l + eee +
-+ ag, — bk.+1 — e = bk. + .=38.

Diikaz je obdobny jako u véty 38 (nejde zde ovSem o Za4dné pierovnini!).

§ 3. Zobecnéné Fady. Véta 37 nis vede k tomuto zobecnéni pojmu
nekoneéné fady. Budiz I spodetnda mnoZina (jakychkoliv prvku).
KaZdému prvku m e M budiZ piitazeno jisté komplexni ¢&islo, jez
oznadéime a,, nebo a(m). Potom symbol
(29) 3 atm)
budeme nazyvati ,,zobecné&nou fadou‘.

Definice 5. Proky m mnoZiny M lze (raznymi zpisoby) srovnati v ko-
neénou nebo nekoneénou prostou posloupnost

(30) My, My, My, ...
Je-li fada
(31) a(m,) + a(m,) + ...

absolutné konvergentni, nazyvdme téf fadu (29) absolutné konvergentni
a soulet s fady (31) nazyvdme soultem Fady (29); symbol (29) znamend
potom téZ Eislo 8.8)

- Pozndmka 1. Vsechny fady (31), vznikajici popsanym zpiisobem
ze zobecnéné Fady (29), vznikaji ziejmé jedna z druhé pierovnanim;
podle véty 37 plati tedy: je-li jedna z nich absolutné konvergentni,
jsou vechny absolutné konvergentni a maji tyZ soucet; definice 5 je
tedy v pofadku (absolutni konvergence a soudet fady (29) nezavisi na
specidlnim zptsobu, jimZz jsme prvky m e N srovnali v posloupnost

8) Je-li M konelnd mnoZina (vzpomerime si, e koneéné mnoZiny patii téZ
mezi spoletné mnoZiny), jest oviem fada (31) soulet koneiného poétu &isel;
také takovyto soufet nazveme ,,absolutnd konvergentni fadou‘‘, abychom ne-
musili zbyteén& rozezndvati ruzné piipady. Je-li IM pradzdnéd mnoZina (coZ je
piipad velmi mélo dileZity), bude symbol (29) (,,soulet Zaddnych séitanci*)
znamenati nulu.
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(30)). Zaroveti je viak podle véty 38 a podle poznamky 2 v § 2 vidéti,
Ze by nebylo delno vy3etiovati jinou konvergenci nez absolutni (viz
viak pozn. 3).

Poznémka 2. Rada (31) je absolutn konvergentni tehdy a jen
tehdy (viz vétu 35 a pozndmku 3)), existuje-li éislo K < + oo, majiei
tuto vlastnost: vyberu-li z fady (31) jakykoliv koneény podet élend,
je soudet jejich prostych hodnot mensi nez K. Z toho ihned plyne:
zobecnénd fada (29) je absolutné konvergenini tehdy a jen tehdy, existuje-li
dislo K < + oo tak, Ze merovnost |a(k,)| + |a(ky)| + ... + |a(k,)| < K
platt pro vdechny komeéné systémy k,, ..., k, navzdjem raznyjch proki
mnoZiny M.

Ptiklad 1. Uspofddané dvojice [, k] celych nezdpornych é&isel 7, k
tvofi spodetnou mnozinu IM; kazdé dvojici [, k] pFifadme &fslo a, ,;
zobecnénd fada 3 a; ; se obydejnd nazyvi ,,dvojnou Fadou* a psivé

© [7, kle
se téZ > a,,; nebo se téz Clenové této fady vypisi do &tvercového
i k=0
schematu

Qoo + Aoy + Qo3 + -
+ap+ay;+ap+ ...
+ g0 + Qg + By + -

Podobné znadivime znakem z @;,x,1 »trojnou’ fadu D Gy,1 kde
3, k,T=0 U, K, Tl
M je mnoZina viech uspofddanych trojic [4, k, 7] celych nezé.pomych

isel a pod Casto se vyskytuje téz > am, kde M je mnoZina viech
mz‘m
celych ¢&isel; misto toho se psivé téz Z a, nebo ... +a_, +a_, +
+a+a+a;+ ... meoe® '
Zskladnf vétou o zobecnénych Fadach je tato véta:
Véta 39. Budiz (29) absolutné konvergentni zobecnénd fada se soultem
8. Rozlofme M v disjunkini spoletny systém mmnofin N, podle rovnice

(32) M=U N,, B spoletné, NN, =0 proveB, weB, v + w.
veB

Potom zobecnénd fada
(33) > a(m) = A()

meAy
95



je absolutné konvergenini pro kaZdé v € B, zobecnénd fada
(34) > A(v)

LIP3
je té£ absoluiné komvergentni a md soubet s.

Popularné feceno: rozdélim-li ¢leny absolutné konvergentni zobec-
néné fady do spoéetné mnoha skupin, seétu-li éleny v kazdé skupiné
(¢imZ dostanu éisla A(v)) a potom seétu ta &isla A(v), dostanu prévé
soudet té predlozené fady; a vSechny zobecnéné fady, které piitom
vystupuji, jsou absolutné konvergentni.

Dukaz. Je-li M konecn4, je vie trividlni. Budiz tedy M nekoneéna.
Jezto kazdy ¢len fady (33) je ¢lenem Fady (29), je fada (33) absolutné
konvergentni (podle poznimky 2). Srovnejme prvky v mnoZiny B
v prostou koneénou nebo nekoneénou posloupnost v,, v,, ..., takZe
M=N, v N, U ...; misto N, pidme jednoduseji P,, takie

(35) M=PUuPuPyu ..., PP =90 proi =k,

misto 4(v;) pak piSme B,, takie B, = > a(m).
mePr
Srovnejme prvky mnoziny 9 v prostou nekoneénou posloupnost

(36) my, My, My, ...

Podle (35) patii kaZdy élen posloupnosti (36) k jedné a jen jedné
z mnoZin P,, P,, ...; indexy n on&ch prvka m, z (36), jez pat¥i do
P.. oznaéme po Fadd m,y, Mgy, ... (Mgy < Moo < ...), takZe prvky
mnoziny P, jsou m, ,m, ... Pidme je$té zkrdcen& b(n) misto
a(m,), takZe

(37) 8 = flb(n) ,

© Cq
(38) B, = 3 b(ngy), po plip. B, = 2 b(fax)
k=1 k=1

(posledni vzorec plati tehdy, je-li mnozina P, koneéné. C, je potom
pocet jejich prvku). PoloZme jesté

(39) S = i b(n)| (tedy 0 < 8 < + ©)-
n=1
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Méme dokézati, Ze fada 3 B, je absolutné konvergentni a mé soudet
g=-1

s (je-li B koneénd mnoZina, majici pravé V prvki, kladme By, =
= By, = ... = 0, abychom nemusili rozeznivati dva pfipady).
Budiz ¢ > 0. Existuje piirozené N tak, Ze

(40) BV + 1) + BV + )] + ... <3¢,

takie

eny 18— O0) -+ B2) + o+ B = BV + 1) + B +2) +
+ . <ie.

Déle existuji é&isla g, ..., gy tak, Ze b(1) je &lenem fady B,, b(2) je
¢lenem fady B,,...,b(N) je Ctlenem fady B,..°) PoloZime n,=
= Max(gy, ..., gy). Pro pfirozené v > n, lze B, + B, + ... + B, psiti
ve tvaru nekoneéné fady, jejiz Glenové jsou pravé oma b(n), jeZ
vystupuji v fadach B, ..., B,1%), takie se jisté mezi nimi vyskytuji
¢lenové b(1), b(2), ..., b(N). Tedy je B, + ...+ B, — (b(1) + ... 4+ b(N))
soulet nekoneéné fady, slozené z nékterych b(n), mezi nimiz viak
schazeji &lenové b(1), b(2), ..., b(N). Podle (40) je tedy |B, + ...+
+ B, — (b(1) + ... + b(N))| < 3¢, nalez z (41) plyne |B, + ...+
+ B, — s| <& (pro kazdé pfirozené v > n,), takZe je vskutku
lim (B, + B, + ... + B,) = s.

Dukaz absolutni konvergence fady B; + B, + ... stati vésti pro
nekoneéné B. BudiZ B, . soudet prvnich r &lent fady (38) (je-li P,
koneénd mnoZina a r > C,, kladme 8,, = B,). Potom je zfejmé pro
libovolné ptirozend @, r

%) Presnd fefeno: ke kafdému j (j = 1, 2, ..., N) existuje prav® jedno &islo
g; tak, e mezi &isly ng,,1, ng;,2, ... Vystupuje &islo j.

10) To provedeme timto (dasto uzivanym) zpasobem: napisi kaZdou fadu B
tak, Ze v Fad8 s = b(1) + b(2) + b(3) + ... napisi nuly misto ondch &leny, je:
se v fad¥ B, nevyskytuji. Je-lina pf. B, = b(3) 4 b(7) + ..., By = b(2) + b(5) +
+ b(8) + ..., piSeme

Bi=0+0 +53)+0+0 +0+bT7)+ ...,
By =0+5b2)+0 + 0+ b5)+ b6) +0 + ...\
nage% podle pozn. 3 v kapitole IV, § 1 v DI jest
B, + B; = 0 + b(2) + b(3) 4+ 0 + b(5) + b(8) + b(7) + ... =
= b(2) + b(3) + b(5) + b(6) + b(7) + ...
Podobns pro vtsi podet stitancu.
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Ba.l + Busl + -+ Bl < z 3 [plne)| <8

(viz (39)). Odtud limitnim piechodem r — oo p¥i pevném @ plyne
|By| 4 |Bs] + ... + |Bol £ 8 pro kaidé ptirozené &islo Q, &im# abso-
lutni konvergence dokazana.

Ptiklad 2. Budiz dvojnd fada (viz piiklad 1) > a,; = s absolutné
j k=0

konvergentni. Potom mohu é&islo s dostati podle véty 39 také takto:
seétu napi‘ed ¢leny kazdého fadku v ¢tvercovém schematu, uvedeném

v piikl. 1: Z a; = 4;, a potom je Z A4; = s. (Podrobné: znamenaji-li
ji=0
7, k stale cela nezaporna ¢isla, je v tomto pupade M mnozina vsech

dvojic [4, k], B je mnozina viech j a pfi daném j je N; mnozina viech
dvojic [4, k] s libovolnym k a oviem s tim danym j). Podobné 1ze oviem
séitati napfed podle sloupcti a potom podle Fadka: celkem tedy
dostavame

zazk_v(za k)u)_z(zazk)
k=0 j=0
je-li dvojna iada vlevo absolutné konvergentni. Z jiného hlediska

pojedndme o ,,dvojnych fadach* v kap. VI, § 10, pozn. 4 a § 11,
prikl. 3.

Ptiklad 3. Pro |z| < 1 definujme funkei f rovnici

(42) @)= et

x 1 — 2® 1— 2"

+ ..

fada vpravo je pro |z| < 1 absolutng konvergentni, nebot

| an B E. ki
I — | ST—RF S 1—[ a fada (geometricka)
|| |2 = - :
+ + . + .. je konvergentni.
=] * T~ T 7! &

1) Tento symbol znamend sainoziejmé soudet fady (od j = 0 do ), jeji%
j-ty é&len je &islo a@; 4 + @1 + a;, -+ ...
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"
Jest =7 + 22 + 23" + ... a tim jsme vedeni k dvojné

radé Z a; ;%) tohoto tvaru
k=1

x 42 4+ + ...
+ 22+ 2% 4 2?3 4. (a5 = 27)
+ 2 a3 a4

Tato fada je absolutné konvergentni, nebot soudet prostych hodnot
kone&ného poétu élentt n-tého fadku je nejvyse roven |z|*: (1 — |z|),
takZe souet prostych hodnot jakéhokoliv koneéného poétu élenit
a,.: je nejvyse roven souc¢tu konvergentni fady z % .
n=]1 - od

Sé¢itani podle fadkd a potom podle sloupci dé pravé fadu (42);
totéZz dostaneme, scitame-li napfed podle sloupcii a potom podle
Fadku. Rozdélme tedy ¢&leny a; ; ve skupiny jinym zpusobem: do n-té
skupiny (n = 1, 2, 3, ...) dam v8echny ¢leny a; x, pro néZ je Min (5, k) =
= n. Soulet ¢lent v n-té skupiné jest

A = Gpp + Cnn+1 +an+1n+ann+z+an+z.n+ ces =

ni4n ’1 T o
_xn'+2zzn+nl_zn'+2lx —-x"li:‘.
takze
hd 1+ 2n
(42a) f@)=A4, + 4, + ... _Zzn'l_x,.-

Tim jsme ziskali pro f(z) (|z| < 1) novy rozvoj v fadu, podstatnd
rychleji konvergentni nez byl rozvoj v (42) (nebof v (42) mame ¢&leny
asi téze velikosti jako =z, a2, 23, ¢4, ..., kdeZto v (42a) jsou ¢lenové
fady asi téze velikosti jako x, x4, z?, 218, ...).

Poznamka 3. Pro zobecnéné fady s realnymi dleny lze vysledek
véty 39 jedté pon&kud zobecniti; to nyni provedeme — vysledek nam
bude uZiteény aZ pozdéji, v integralnim poctu.

12) Otenéte jistd nerusi, Ze zde — na_rozdil od piikl. 1, 2 — zadinaji j, k
hodnotou 1. Ostatn¥ véta 39 zahrnuje ovSem i tento pfipad.
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Budiz opét dana zobecnéna Fada (29) s redlnymi ¢leny, tentokrate
viak pfipustme i éleny + 00, — oco. Srovname-li indexy é&lena Fady
néjak v prostou posloupnost (30), jsou pro fadu (31) moZny tyto étyki
piipady (viz pozn. 1 v § 2):

I. Rada nezdpornych é&lenti i fada zdpornych é&lent v (31) je kon-
vergentni, t. j. (31) je absolutné konvergentni. Tedy plati véta 39.

II. Rada zépornych é&lendt je konvergentni, fada nezdpornych
¢lenu je divergentni, takZe (31) ma soudet + oo (a to i po libovolném
plerovnani). V tomto pfipadé definujme soudet zobecnéné fady (29)
jako + co.

III. Rada zépornych é&lenti divergentni, fada nezdpornych konver-
gentni — soudet zobecnéné fady (29) klademe roven — oo.

IV. Rada nezdpornych i fada zipornych é&lent divergentni —
v tomto pfipad® nedefinujeme soudéet zobecnéné fady (29).

Véta 39a. Budif (29) zobecnénd Fada s redlnymi (t¥eba i nekoned-
nymi) éleny, kterd nechf md soulet s (t. j. nenastiva p¥ipad IV). Roz-
loZme M opét podle vzorce (32). Potom zobecnénd Fada (33) md soulet pro
kaZdé v € B a rovnéf zobecnénd Ffada (34) md souclet, a to soudet s.

Dikaz. Staci dokazati vétu v piipadé II. (Pfipad III se dostane
zménou znameni, p¥ipad I byl rozieSen vétou 39.) Zavedme totéz
oznaceni jako v dukazu véty 39, t. j. (31), (32), (35)—(38).

Mime tedy

(372) S bn) = + o,

n=-1

pii ¢emZ soudet nezdpornych élenu je + co, soudet zapornych je ko-
neéné &islo ¢ (0 > ¢ > — oo). Stadi dokazati toto:

A. V kaidé zobecnéné fadé (33), t. j. v kazdé fads (38), je soulet
viech zapornych ¢lent koneéné éislo £(q) (takze v (33) ma A(v) smysl).

B. Viads
(43) 2. Ba
je soudet viech zdpornych &¢lend koneéné &islo.

100



€. V fad® (43) je soulet vSech nezdpornych é&lendi roven -+ oo.

Tim bude v&ta dokdzéna.

KaZdé ptirozené n je rovno pravé jednomu z &isel n ;. Je-li tedy 3,
(pti daném g) mno%ina vSech indexi m,; pro néi b(n,;) <0, je

3= U 3, (disjunktni sjednoceni) mnoZina téch n, pro n&z b(n) < 0.
Jeito podle predpokladu %b(n) ¢ je koneéné ¢islo (tedy fada je
absolutné konvergentni), je podle véty 39

£= Zl &q) »
q-
kde {(g) = > b(n). Tim je dokdzino Y. Mimo to ¥ada (38) obsahuje

neld,
vedle zdpornych ¢lent (ddvajicich soudet {(g)) uZ jenom nezdporné
¢leny, takze je B, = {(q), a tedy soudet kteréhokoliv koneéného poétu

zdpornych &lenit posloupnosti By, B,, ... je = > t(g) = ¢. Tedy (li-
a-1
mitni pfechod) i soutet v8ech zipornych é&lenii této posloupnosti
je = £, ¢imz je dokézéno B.
Ale nerovnost B, = {(q) lze zosttit: obsahuje-li B, na pf. kladné
¢leny b(4), b(u), b(»), je zfejmé
B, 2 b(4) + b(p) + b(») + &(q) -
Budiz 0 < K < + oo. JeZto soulet nezdpornych &lent v (37a) je
+ oo, existuji nezdporné Cleny
(43a) b(py)s blta)s o Blpy) (g < s < oo < o)
tak, Ze
b)) + .o + blu) > K — ¢

Zvolme z, tak velké, Ze vSechny dleny (43a) vystupuji v Fadich
B,, ..., B, (t.]. kazdé u; je rovno n&kterému n,, kde ¢ < 2,). Z toho
ihned plyne: je-li z > 2,, je jist&

B, +...+B,=2by,) +...+bp)+ M) +...+%)>K -+
+ 2 U =
g=1
Rada (43) mé tedy soulet 4 oo a tim je zfejm& dokézino téz €.
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Cvicéeni

I. BudiZ M mnoZina vSech uspofddanych dvojic [7, k] celych éisel 4, k, s vy-
loudenim dvojice [0, 0]. Potom je
1

[;‘,gsm (7l + [RD*(5l + [%] + 1)
a
(misto z 8e psava téZ Z ). Navod: do n-té skupiny (n = 1, 2, ...) dejme
U,k je jk=— 0
[7,k13=(0,0]

vSechny &leny, pro n&% |j| + |k| = n.

@
2. Pro |z| < 1 je Fada f(x) = z nz™™ absolutn& konvergentni, jak doka-

mm=1

%ete, piSete-li |z| misto z a stitdte napied podle m, potom podle n; viz bod A.
A. Sgitate-li napied podle m, potom podle n, obdrZite

< nx?
) =2 T —

n=1

B. Sgitate-li napied podle n, potom podle m a uZijete-li toho, Ze (1 — z)~2 =
=1+ 2z + 3x? -+ 4x® + ..., obdriite

0

zm
fz) = z o

m=1
C. Dite-li do k-té skupiny vSechny é&leny, pro néZz Min (n, m) = k (jako
v piikl. 3), dostanete

@

2 X k(l — .z:”‘) + z*

— iy (rychlé konvergence).

=) =
D. Déte li do k-té skupmy v8echny ¢leny, pro néZz je mm = k, dostanete
fx) = z d(k) «*, kde d(k) znadi soudet viech kladnych délitela tisla k (na p¥.

d(6) = l+2+3—|—6—l")
3. BudiZ déna tato dvojna fada:

R e e R s
R e e e At R i

+ ...
(vSechny fadky stejné). St¢itame-li napied podle fadek, potom podle sloupeu,
vidime: fada v kaZdé Fadce je absolutné konvergentni a mé& soulet 0; fada
t&chto souétu je 0 4 0 4 ..., tedy absolutnd konvergentni a m&a soucet 0.
Rozdélme za druhé fadu v tyto skupiny: do prvni skupiny dam pouze prvni
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¢len prvniho fadku, tedy 1; do (n + 1)-ni skupiny (n = 1, 2,...) dédm prvni
élen (n 4 1)-niho Féddku a vSechny é¢leny — aZ na prvni — z n-tého fddku;
&leny této skupiny tvoii absolutnd konvergentni fadu se souttem 0. Rada
14+0+ 0+ 0+ ... je absolutnd konvergentni a mé soudet 1. NemiZe tedy
(podle véty 39) byti dand dvojnad fada absolutn® konvergentni, coZ je ostatnd
ptimo patrno.

n m

§ 4. Nésobeni Fad. Souéin &isel s = > a,, t = 3 b, se dostane podle
j=0 )

distributivniho zédkona tak, Ze se settou viechna ¢&isla a;b,, v nichz

je 0 <7< n, 0 < k £ m. Podobné pravidlo plati pro nisobeni abso-
lutné konvergentnich nekoneénych fad:

Véta 40. Budte z a; = 8, D b, = t1%) dvé absolutné konvergenini fady.
1=0 k=0

@

Potom je dvojnd fada 3 ab, absolutné konvergenini a md soudet st.
k=0

Dikaz. I. Polozme > |a;| = S, 3 |b| = T'. Budte [4,, k4], [z, k2], - -
1=0 k=0
<ees [Jms k] navzdjem razné uspofidané dvojice celych nezipornych
isel 7, k,. Polozime-li
u = Max (il’ jz’ seey 71») y U= Max (kl, k’, ceey km) s
je ztejmé

m u v
3 b, < Sl 3 bl < 5T,
I=1 j=0 k=0

takZe dvojnd fada

@by + @by + s + ...
(44) + by + a6y + a;b, + ...
+ aby + azb; + ab, + ...

je vskutku absolutné konvergentni (podle pozn. 2 v § 3).

I1. Soucet &lent (n 4 1)-niho ¥ddku v dvojné Fadd (44) je a,b, +
+ azb, + ab, + ... = a,t, takZe soudet fady (44) je podle véty 39
rovenag + af + at + ... =ta, + a, + a, + ...) = ts.

13) Umyslnd zadindm s indexem O misto 1, co¥ jest oviem lhostejné. Ctenédti
jen prospéje, zvykne-li si na malé odchylky v oznadeni.
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Poznidmka 1. Shrnu-li v ¥adé (44) do ,,m-té skupiny” (m = 0, 1,
2, ...) ony &leny a;b,, pro néz jest § + k = m, dostanu podle véty 39
(45) 8t = aghy + (aghy + a,0) + (@edy + a0, + ayby) + ... .

Této fady, vyskytujici se v (45), 1ze vSak uZiti i v obecnéjsich piipa-
dech, nez je pfipad vysetfeny ve vété 40 (absolutni konvergence). Nez
se k této otdzce obritime, vyslovime tuto definici:

Definice 6. Budi? ddna fada
(46) ag+a,+a,+ ...

a polotme 8y = @y, 8; = Gy + @1y ..., 8 = Qg + @, + ... + Gy, ... Exi-
stuje-li limita

. S+ &+ ... +8 L,
(47) 31{1010 P =s,1)
fikdme, Ze fadu (46) lze séitatt k soubtu s podle methody aritmetickych
praméri proniho Fadu.

Poznamka 2. Z véty 29 plyne: je-li (46) konvergentni a ma soucet
8, 1ze fadu (46) s¢itati podle aritmet. priméra 1. f4du k soudtu s. Ale
také nékteré fady divergentni lze séitati ke kone¢nému souétu podle
methody aritmet. praméra 1.fadu. P¥iklad: ufady1 —14+1—1+4...
jsou d&astetné soulty 1,0,1,0, ..., takie tato fada je divergentni
(a to osciluje); 1ze ji vSak séitati podle methody aritmetickych priméra
1. ¥fddu k souctu } (viz kap. II, § 4, piikl. 1).

Poznimka 3. Podstata definice 6 byla v tom, Ze se misto limity
posloupnosti 8, s;, 8,, ... VySetfuje limita jiné posloupnosti, vytvo-
fené podle jistého zdkona z posloupnosti s, 8, 8,, ... Obecné se metho-
dami tohoto razu zabyva dilezitd nauka o sumabilité nekoneénych
fad; viz na pf. G. H. Hardy, Divergent series (1949); vyslo té% rusky.

Véta 41. Budte
(48) G+ a, + ay+...=3s,
(49) bo+ by + byt ... =t
dvé konvergentnt fady. Potom lze fadu

1) Jsou-li @, @y, ... redlné, pripoustim téZ nevlastni limity 4+ ©, — oo,
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(50) @obo + (@ob; + a;b9) + (aghs + a1b, + ashy) + ...
8éitati podle methody aritmet. praméri 1. fddu k soultu st.

Poznamka 4. Radu (50) lze psiti ve tvaru

(61) Gttt ..., kde cn= 3 ab;.
j+k=m

(Pismena j, k znamenaji az do konce této kapitoly, pokud neni jinak
fedeno, celd nezdpornd ¢isla; posledni napsany soudet znamend tedy:
séitd se pres viechna celd nezdporna §, k, spliiujici rovnici § + & = m.)

Dukaz. Budte s, t,, 0, Casteéné soudty fad (48), (49), (50), t. j.
S =8+ 8 + oo + s b =Dy 4+ b, + ... + b, O = > ab;

Potom jest i+k=Zm

(62) oo+ 03+ ... + 00 =8t + Sifay + oo + Sncgly + Sabo >
coZz dokazeme takto: obé strany se sklidaji z élend tvaru a;b, (7 +
+ k < n); takovy é&len se vlevo vyskytuje ve séitancich o, 0y4x415
.e.y Gy tedy celkem (n — (j 4 k) + 1)-krate. Vpravo se vyskytuje
tento ¢&len ve séitancich sif,_;, 8 fa_j_1s --- Sa_ifr, tedy opét
(n — k — j + 1)-krate, ¢im% (52) dokdzéno. JeZto lim s, = s, lim ¢, =
= t, plyne z (52) a z véty 30 vskutku
. Ot o+ ...+ 0on . Syt Sy + ...+ Sply
11»1-.1?0 n+1 o ,1.1_.12 n+1 -
Z véty 41 a z poznimky 2 plyne: jsou-li (48), (49) konvergentni
fady se soulty s,?, je soudet fady (50) jisté roven &islu st, jestlize
fada (50) je konvergentni. UkdZeme nyni:
Véta 42. Jsou-lt fady (48), (49) konvergenini a je-li alespor jedna

z mich absolutné konvergentni, je fada (50) konvergentni (a mé tedy
nutné soudet st).

st .

X7

Diukaz. Necht maji s,, t,, 0,, tyZ vyznam jako v dikazu véty 41.
Budiz tieba Fada (48) absolutné konvergentni. Zfejmé jest o, = ayt, +
+ aytny + ... + anty, tedy
(53) Op — 8t = ao(tn - t) + al(t,,_l - t) + ..o+ an(to - t) .

Z ptedpokladi plyne: P¥edné existuje K (0 < K < 4 o0) tak, Ze
pro viechna j jest

(54) [ty =t <K, |ao| + lay] + ... + |a;] < K.
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Za druhé: ke kazdému ¢ > 0 existuje &islo g e N a ¢&islo @ e N tak,
Ze jest
(55) It, — ¢t < EEK pro kazdé j > q,

€ v 1<
(56) |aq+1| + |@g+e] + ..o + lag+s] < sg Pro ka?dé pe N .

Je-li n > q 4+ @, jest podle (53)
(57) o — 8at| < laol |ta — ¢+ |ay| oy — 8] + ...

oot lagl -t — B + lagel ltacqes — t] 4 -+ |aa| [to — £] -
Jeito n — Q > q, jsou v (57) soulinitelé pii |a| ..., |ag| podle (55)
mensi ne% ¢ : (2K), nadez z (57), (56), (54) plyne

o — 8at] < (lao] + laa] + - + lac)) - 5 +

+(|aQ+1|+|aQ+2|+...+|a,,|).K<K.—2£K+2iK.K=£.

Tedy: ke kazdému ¢ > 0 existuje n, ¢ N tak, Ze pro kazdé n > =,
jest .Jo, — s,t| < & tedy lim(s, — 8,t) = 0, nadez lim ¢, = lim (s, +
+ (0, — i) = 8.t 4+ 0 = st.

Priklad 1. Jsou-li ob& fady (48), (49) pouze neabsolutné konver-
gentni, nemusi byti fada (50) neboli (51) konvergentni. Zvolme za

fadu (48) a téZ za fadu (49) fadu —1: — i_ + L_ — =
Jz V3 Vs
konvergentni podle DI, véta 89. V fadé (51) je potom obecny ¢len
roven

R 1 1
Rt E = R T i)

v zavorce je n Clenl, nejméné rovnych n-%; tedy je zavorka >1,
takze v fadé (51) neni lim ¢, = 0, fada (51) neni tedy konvergentni.

+ ..., jez je

Cviceni
1. Vétu 40 lze vysloviti v tomto, formalné pondkud obecné&jsim tvaru:
Zobecnéné fady za(l) = s, Z b(m) = t budte absolutnd konvergentni. Budiz

lef meN
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9% mnoZina vdech uspofadanych dvojic [[, m] takovych, Ze l ¢ £, m ¢ M. Potom
je zobecn&né tada 2 a(l) b(m) absolutng konvergentni & m4 soudet st.

[Z,m]eN
@
Nasledujici étyfi cviGeni jsou vénovéna fadam tvaru z ajx — zo), kde a;,
7=0

%o,  jsou komplexni ¢isla. Radém tohoto typu se iiké mocninné trady
o stfedu z,; vySetfuji se obycejné s toho stanoviska, Ze ,.soudinitelé” a; a
»stied‘ xy jsou dand éfsla, my pak vySetfujeme tuto fadu pro ruzné hodnoty x,

divime se tedy na x jako na ,,promé&nnou‘‘. Ka%dé hodnoté z, pro kterou fada
o

konverguje, pfifazujeme &islo f(x) = Za,-(.c — 2,)/, &¢imZ je definovéna funkce
7=0
f v jisté mnozingd M c K. Oznaéime-li x — z, = ¥y, muZeme psiti fadu ve tvaru
0

Zaiy"; proto se zde omezime na facdy tohoto tvaru, t. j. na mocninné fady
=0
o stiedu 0.

o @
2. Jsou-li fady f(x) = Z a, ™, g(x) = Z b,a™ pro n&jakou hodnotu z abso-
m=0 m=0

lutné konvergentni,!®) plati pro tuto hodnotu x rovnice

@
f(@) gtx) =m20cmzm, kde ¢,y = > ajby;

soutin mé tedy op&t tvar mocninné fady.

l)‘m am

(-]
3. Rady sinz =mz-0——(m, cos x = 2 (_TT (viz DI, kap.XV,§ 3,

cvié. 8) jsou absolutné konvergentni pro kazdé x. Podle vzoru cvi¢. 2 obdrZime
@ N
— 1)itk
2sinrcosx = Z ¢t kde cp = 2 (—)
4W=0 " 24142k =u (26 + 1) (2)!

c —2'(—1),""2‘ 2m—+—1) ZrovnicWZ, 2m+1):§:% 2 1 =
AT em 1 S\ 2 ) i\ 2 io\%+1
= (1 & 1)¥»+1 obdriite cypqq = (— 1)™22m+1: (2m 4 1)), &imZ dostanete

dikaz rovnice 2 sin x cos z = sin 2x.

Odtud ¢, = 0,

-]
4. Uplnou indukef dokaZte: Jsou-li Fady f,(z) = Z 4y (I =1.2,...,r) pro
m=0
jistou hodnotu x absolutné konvergentni,®) plati pro toto 2 rovnice

oc
h@) £3(@) ... f(@) = D ™, kdec,, = > Ay s To gy ooe Oy j, -
m=0 Jit .. tir=m
5. Budte k, r prirozena d&isla. Pro |x| < 1 je fada f(z) =1 + 7" + z2 +

18) Jedna z nich by mohla dokonce byti neabsolutnd konvergentni.
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[
+ 23" + ... absolutn$ konvergentni. Jest pak /"(z) = Z cx™, kde c,, je podet
m=0
vyjédfeni isla m ve tvaru m = y¥ + y% + ... + y%, kde y,; jsou celé nezdporni
¢isla (dvé FeSeni této rovnice, jeZ se od sebe lisi pouze pofadim &isel y,, povaZu-
jeme pii tom za ruznd). Hilbert dokézal tuto duleZitou vétu z theorie &isel:
ke kaZdému k existuje r tak, Ze kaZdé prirozené m se dé psati ve tvaru m =
= y¥ + ... + y* 8 celymi nezépornymi y,. To tedy znamen4, %e pro viechna
m e N jest c,, > 0. V tomto diileZitém problému (t. zv. Waringiv problém)
doséhl skvélyeh usp&chit I. M. Vinogradov, ktery daleko piekonal vysledky
Hardyho a Littlewooda; viz 1. M. Bunorpanos, MeTox TPHrOHOMETPHYECKUX
cymMm B Teopun 4yucen (1947). Zcela elementarni methodou iesf tento problém
Ju. V. Linnik (viz A. fI. Xunuun, Tpn emuy:xuusl Teopuu uyucex (1948)).

6. BudiZ ddna posloupnost a,, a,, a;, ... komplexnich é&isel; fadu
a ap an
(58) F+§5+"'+;'+"'

(pfi demZ se na komplexni &fslo s divime jako na proménnou, podobnd jako
u mocninnych fad) nazyvdame Dirichletovou fadou. Musime vSak jest§
definovati a® pro kladné a a pro komplexnf 8; to udinime rovnici a® = e?!4, je¥
pro realné s je spravnd, jak vime z DI. Komplexni &islo ¢ v Dirichletovych
fadéch budeme vidy psati s = ¢ + it (o € E,, t € E,), tak¥e a®* = a”(cos (t lg a) +
+ isin (¢ lg a)), takZe |a*| = a“; amplituda &isla a* jest ¢1g a. Zjistéte, Ze pro
a> 0, b> 0, pro komplexni 7, 8 a pro celé k jest 1* = 1, (ab)® = a®b®,

s s r 1
(%) = :—8.- a’a’ = a™t?, a_s =a™?* (SPeciélné — = a"’) , (ak)? = (a?)k= a**.
a a

o ©
7. Jsou-li Dirichletovy fady f(s) = Zaﬂn—’, g(s) = Zbﬂn—’ pro jistou hod-
n=1 n=1

«©
notu & absolutnd konvergentni, je (pro tuto hodnotu s) f(s) 9(s) = Zc"n", kde
n=1
Cp = z a;by.
jk=n
8. Polozme u(l) = 1; pro n > 1 kladme u(n) = 0, je-li n délitelno druhou
mocninou n¥jakého prvoéfsla; u(n) = (— 1)}, je-li n = p,P; ... p; soudin ! raz-
nych prvoéisel (na pf. u(l) =1, u(2) = u(3) = u(d) = u(7) = — 1, u(4) =
= u(12) = u(24) = 0, u(30) = — 1, u(6) = u(10) = x(210) = 1). Dokazte: je-li
n>1,je Z,u(d) = 0; pii tom znak d/n zde znamend, e d je d&litelem &fsla n,
d/n

takZe se s&itd pres viechny kladné délitele &isla n; na pr. Zy(d) = p(l) +
/20

+ u(2) + u(4) + w(5) + u(10) + u(20). Dukaz provedte kombinatoricky (ko-
lik je délitelu ¢isla n, jeZ jsou souéinem prave I riznych prvodisel ?).
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1
9. Rada £(s) = z " je absolutn® konvergentni, je-li ¢ > 1. UkaZte, Ze pro
1

K(n)
a>lJestm— 20

v analytické theorii prvoédisel. Viz na pf. A. E. Uuram, Pacnpenenesne npocTeix
yucen (1936); H. I'. Yynaxos, Beegenne B Teopnio L-pyuruuit Jupnxie (1947).

10. Véta 40 dava ihned pro libovolna komplexni z, y

(x + .’l)'"
ToV — z+y
ee m0(7 97! (m—y)l) Z =°

Kdybychom byli znali tehdy v&tu 40, byli bychom si mohli uspofiti dosti
obtiZny dikaz této rovnice v DI, kap. XV, § 3 (v&ta 183).

II.Rady1 —14+1—-14+1—14..5140—-14+14+0—14+14+0—
—14..31—-14+04+1—1404+1—1+4 0 4 ... maji 84steéné soulty po
fad$1,0,1,0,...;1,1,0,1,1,0,...;1,0,0,1,0,0, ... a lze je tedy séitati podle
methody aritmet. praméra 1. f4du k t¥mto soudtim: }, 2, 1. Narozdil od vy-
getfovani konvergence zaleZf zde na nulovych &lenech. To je pochopitelné:
pfidam-li nulovy &len, opakuje se jeden &asteény soudet a jeho vliv v aritmetic-
kém pruméru se zvé&tsi.

(vynésobte obd fady). Funkce {(s) je velmi duleZita

§ 5. Abelova parciilni sumace a jeji pouziti. BudiZz dano 2n komplex-
nich &isel a,, Qg « s Ay €5y Egy ovvy En (B> 1); poloime s, = a,, 8, =
=a,+ay...,8, =0a, + a, + ... + a,. Parcidlni sumace spocivi
v tom, Ze soudet &,a, + £8; + ... + £,a, vyjadiim soudty d&isel a,
a rozdily &isel ¢;. Dostavime totiZ

(69) €8, + €305 + ... + €28, = £,8; + &(8; — &) + &:(85 — &) +
+ oot Eal8n — 8a-1) = 81(6; — &5) + So(es — &) + ... +
+ 3»-1(81:—1 - 8,,) + Snén.

Tato rovnice vede k dileZitym nerovnostem:

Vé&ta 43 (Abelovo lemma). Budte a,, ..., @y, &y, ---, &ny A, B vlastni
redlnd &isla; budif e, 2> e, > 6, 2> ... 2 e, = > 0. Potom plati:

L Jeli ay4+ay+...+a;< A4 pro j=1,2,...,n, jest ga, +
+ 520’2 + s + Enln é Asl‘

II. Jeli a;, + a3+ ...+a; =B pro j=1,2,...,n, jest ga, +
+ &8, + ... + £,a, = Be,.
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Dukaz. Budiz » > 1 (pfipad » = 1 je samozfejmy) a polozme
S;=0a; +ay+ ...+ a;, Jest g —e >0, &g, — 620, ..., 60y —
—£,220, &,20. V ptipadé I je tedy s,(e; — &) + Si(e; — &) +
+ oo+ 8ney(En—y — &n) T SnEn é Ay, — &) + A(ea —&3) + ... +
+ A(en—, — €,) + Ae, = Ag; a rovnice (59) diavd hledany vztah.
Podobné v ptipadé II.

Véta 44. Budi? ¢,, ¢,, ... nerostouct posloupnost vlastnich nezdpornych
¢isel. Budif a, + a, + ... libovolnd Fada s komplexnimi éleny. PoloZme
Sy =0, +a,+ ... +a,pron=1,2,3,... Potom plati:

I. BudiZ posloupnost 8,, S,, ... omezend; budiZ lim ¢, = 0. Polom je
fada n—>o

(60) 80, + g, + ... + g0, + ...

konvergentni.

1I. Budiz fada a, + @, + ... konvergentni; potom je fada (60) kon-
vergentni.

Poznamka 1. Viimnéte si, Ze se v pfipadé II pozadovalo od fady
a, + a, + ... vice, zato viak od posloupnosti ¢,, &, ... méné nei
v pfipadé 1.

Dikaz staci provésti pro pfipad, Ze a,, a,, ... jsou reidlnad (v kom-
plexnim pfipadé vySetiime realnou a imaginarni éast zvlast). V pii-
padé I existuje vlastni K > 0 tak, Ze |s,| < K pro vSechna n. Budiz

€
2K
jepotom |@,,; + @gys + oon A @iy = [8g4s — 8] < 2K, t.j. — 2K <
<@gy + ... +a,; <2K. Jeli tedy p libovolné piirozené Cdislo,
dostivame z véty 43 (v niz klademe ¢, ;, a,,;, p misto ¢;, a;, n)

— 2Keg1 S €e1lasr + oo+ Eqanlory = 2Keqy

& > 0; potom existuje qe N tak, Ze ¢, < . Pro libovolné j ¢ N

a tedy
leqr1@arr + -+ + €qarlain| S 2Kegy < 2Ke <e.

Tim je vSak konvergence fady (60) podle véty 31 dokizana.

V piipadé II budiz ddno kladné &islo &; zvolme 7 > 0 tak malé, ze
&n < &. Podle pfedpokladu a podle véty 31 existuje ptirozené g tak,
ze pro kazdé je N jest |a,y; + Ggug + ... + gy <7, b j. — 9 <
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<@gy + Cgys + ... +a,,; <n. Podle véty 43 je tedy pro kaidé
pe N: '
— Néqs1 < L R LA P < NEq+1 »
t. j.
[€041%asr1 T Eqralase + - F Equrlosn]| S Neqn S 8 < €.
Tim je viak konvergence fady (60) podle véty 31 dokazéana.
Ptiklad 1. Budiz a, > a, > a, => ..

., limae, =0 (e, < + ).
n—»ao

Radal —1+4+1—1+41—1+ ... mé &asteéné soudty 1,0, 1,0, ...,

tedy omezené. Podle véty 44, piipad I je tedy fada a, — a, + a, —

— a,; + ... konvergentni, ¢im% znovu dokazana véta 89 z DI.
Priklad 2. Je-li fada a, -+ a, + a, + ... konvergentni, je téz fada

2a, 3a, . 4a, (m+ 1)a,

1ttt T

44, piipad II.

... konvergentni podle véty

Cviéeni
I. Odvodte pripad II véty 44 z pfipadu I. Navod: existuje lim ¢, = «; roz-
lozte ¢,a, = (¢, — ) @, + xa, a uZijte pfipadu I.
2. Dokaite: véta 44 plati i tehdy, nahradime-li v ni vétu ,,BudiZ e,, ¢,, ...

nerostouci posloupnost nezépornych éisel vétou ,,BudiZ ¢, ¢, ... omezena
monotonni posloupnost ¢isel‘.

3. Pro O ¢ E, vySetiujme fady

@
(61) z sin mn@® ,
m=1
@
(62) Z cos mn@ .
m=0

Tvrdim: (62) je divergentni pro kaZdé @ ¢ E;; (61) je divergentni pro kaZdé
necelé O ¢ E,. Navod: viz kap. II, § 2, cvié. 7.

4. Céstetné soudty rady (61) tvoii posloupnost omezenou; toté plati pro
(62), neni-li ® sudé. Navod: pripad celého O je jasny. Pro necelé O je 2 sin kn® .
.8in {n@ = — cos (k + 4) 7O + cos (k — 3) r® a odtud sinn® + ... +
cos 370 — cos (n + %) nO

2 sin =0
dussi jest uZiti Eulerovy-ch vzoreu (DI, kap. XV, § 3, vzorec (25)) a séitati potom
geometrické iady typu ez — e2ix 4 ... 4 ™=,

+ sinnr®@ = . Obdobné pro iadu (62). Jestd jedno-
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5.Z cvid. 4 a 2z véty 44 plyne jeli OcE), + c >a9=2a;,2a,>...,

lim a, = 0, jsoutady Zam sinmn@, Za cos mn® konvergentnf; vyjimku tvor{
m=0
druhé iada pro sudé @, jestliZe Fada Zam je divergentni.
@
6. Je-li fada Zan konvergentni (nebo obecnéji: je-li posloupnost ¢astednych
=1
n © .
soudtu této fady omezend), je Fada Z ——"; konvergentni pro kazdé s > 0.
n=17
7. Methoda parcidlni sumace je duleZita i v takovych pfipadech, kdy nelze
[

bezprostiedns uZiti véty 43 ani 44. DokaZte:!%) ma-li fada Zaﬂ omezené &astedné

n=1
-]
~ : % a" : ¢
soubty s, = @, + ... + a,, je fada 2 — (s = o + it) konvergentni pro o > 0
n=1m

1
(pro redlné & jsme tuto v&tu dokdzali v cvié. 6). Navod: PoloZime-li f(z) = ==
z

_cus(tloge) —isin (¢ log z)

= pro & > 0, obdrZime
z

(63) ‘1’— oot "T = 8,(f(1) — f(2) + -+ + 8palfln — 1) — f(n)) + 8, f(n) .

Utzijete-li véty o piirustku funkce na realnou i imaginérni &ast funkce f(z), ob-
dr¥fte |f(m — 1) — f(m)| < A(m — 1)~1-7 pro velkd m, pii dem% A nezivisi
na m. UZijete-li konvergence rady Z’n‘l"’ (D1, kap. IV, § 3, piikl. 1), obdr¥ite
z (63) hledany vysledek.

§ 6. Podilova kriteria pro konvergenci a divergenci Fad s kladnymi
&leny. Zopakujeme napfed nékteré zndmé véci (viz DI, kap. IV, § 2).
Je-li
(64) a +a, + ...
fada s nezdpornymi ¢&leny (a, = 0), je posloupnost d4steénych soudtit
65) s, =a,,8=0a,+0y,....,8, =a;+a,+ ... +a,, ...
neklesajici. Tedy je fada (64) konvergentni tehdy a jen tehdy, je-li
posloupnost (65) shora omezeni. Odtud plyne: budiz dina dal3
fada

(66) byt by + ..

16) Definici a* (a > 0, s komplexnf) viz v § 4, cvi&. 6.
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Je-li 0 < a, < b, pro viechna 7 a je-li (66) konvergentni, je téz (64)
konvergentni. Odtud plyne déle:

Véta 45 (totoZna s vétou 85 z DI). Nechf existuje m e N tak, %e pro

. b
vdechna n => m jest a, >> 0, b, > 0, Gnt1 < =

. Potom plati: je-l

aﬂ n
(66) konvergentni, je téZ (64) konvergentnt (a tedy: je-li (64) divergentni,
je téZ (66) divergentnit).

Dikaz (nam jiz znamy). Pro n > m jest

o

an _ an An—y Am+1 < bn bn—], bm+1

n

. = . .. ’
Am A1 Qp—y Am bn-—l bn—'.z bm m

tedy 0 < a, < %b,,. Z konvergence Fady (66) plyne tedy po fadé

n:bm

konvergence téchto fad:

a0 0 a @ @
m
z bn ’ b— bn H Z Qn Zan .
nemmn+1 nem+1Yn n=m+1 n=1

Ptiklad 1. A. Vezméme za fadu (66) konvergentni geometrickou
fadu ¢ + @+ ¢34 ... (0 < g < 1). Tak dostdvame t. zv. d’Alem-
bertovo kriterium pro konvergenci: Existuji-li &isla me N a

q (0 < ¢ < 1) tak, %e pro n = m jest a, > 0, a;+1 < g, je fada a, +
+ a, + ... konvergentni. B. Vezmeme-li za Ffadu (64) divergentni

fadu 1+ 1+ ..., dostdivime d’Alembertovo kriterium pro diver-

genci: existuje-li m ¢« N tak, %e pro n > m jest a, > 0, 9;—“ =1,

je fada a, + a, + ... divergentni. C. Kriterium z bodu A lze vysloviti
ziejmé téZ takto:12) existuje-li m ¢ N tak, Ze pro n > m jest a, > 0,
Gnty
a‘ﬂ

B plyne: existuje-li m ¢ N tak, Ze pro n > m jest a, > 0, a je-li
An+1
a'l

je trochu slabsi nez kriterium z bodu B; nebof podminka ,existuje

a'je-li lim sup < 1, jefadaa, + a, + ... konvergentni. D. Z bodu

lim inf > 1,jefadaa, + a, + ... divergentni. Ale toto kriterium

16a) Nebof nerovnost lim sup «,, < 1 plati tehdy a jen tehdy, existuje-lim ¢ N
a &islo ¢ (0 < g < 1) tak, Ze pro vSechna n > m jest &, < ¢ (viz v8tu 21).
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m e N takové, ze pro viechna n > mv jest a—;ﬂ = 1¢ pozaduje o néco

n

v . . o . ; .
ménd nez podminka lim inf 22 > 1 (ale oviem o n&co vice ne pod-

n

minka lim inf % = 1). E. Uziji-li kriteria z bodu A na fadu |a,| +

+ |a,| + ..., dostdvam tuto vétu, platnou pro fady s libovolnymi
komplexnimi ¢leny (nejenom pro fady s kladnymi é&leny): existu-
je-li me N a &islo ¢ (0 < g < 1) tak, Ze pro viechna n > m jest

An+q

a, + 0, < ¢, je fada a, + a, + ... absolutné konvergentni.

F. Rovnéz pro divergenci fady s libovolnymi é&leny dostavame vy-
sledek analogicky s bodem B: existuje-li m ¢ N tak, Ze pro vSechna

Int1 =1, je fada a, + a, + ... divergentni.

n=>m jest a, + 0,

n
Diikaz: z pfedpokladi plyne 0 < [@n| < [@pmyy| S |@mss] = ..., tedy
|an] = |am| > 0 pro viechna n > m, takZe neni lim a,, = 0. G. Z bodu
C, D plyne: necht existuje m e N tak, Ze pro viechna n > m jest a, > 0;

necht existuje lim a?‘Tﬂ = o (vlastni nebo nevlastni). Potom je fada

@, + a, + ... konvergentni, je-li « < 1, ale divergentni, je-li « > 1.
Podobnd ,,limitni kriteria‘ lze ov8em p¥ipojiti téZ k bodim E, F.

Téméf vSe, co jsme dosud v tomto paragrafu rekli (aZ na zavedeni
lim sup, lim inf v bodech C, D), bylo jen opakovanim véci zndmych
z DL

Vysledky z piikl. 1. jsme obdrZeli srovnanim fady a, + a, + ...
s fadou geometrickou. Srovninim s jinymi Ffadami dostdavame nova
kriteria. Na pf. srovnanim s fadou

11 1
(67) Gt ettt

(jez je konvergentni pro « > 1, divergentni pro « < 1, viz DI, kap.
1V, § 3, piikl. 1) dostavame tuto vétu:

Véta 46. (Kriterium Raabeovo.) Budif a, + a, + ... Fada s klad-
nyms Eleny (a, > 0).
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1. Ezistuje-li éislo r > 1 a &islo m €« N tak, Ze pro vdechna n > m
jest

(68) 'n(a" —l)gr,

Qp+1

je fada a, + a, + ... konvergentni.
II. Ezistuje-li m e N tak, Ze pro vdechna n = m jest

(69) n(“" —1)§1,
Qp+3

je fada a, + a, + ... divergenini.

Diukaz. I. Necht jsou splnény podminky, uvedené v I. Pro n = m
je potom a, : a,,; = 1 + r: n. Zvolme « tak, e 1 < « < r,a poloZme
b, = n~*, takZe fada b, + b, + ... je konvergentni. Podle véty o pH-
rustku funkce jest (0 < @ < 1)

bn _ n+la— 1 a— ﬁ Qa-—l
(70) —( )—(1+;)_1+n(1+n) <1+

bn+1 n
o 1\a-1

n

o—1 .
Jezto lim « (1 + %) = x < r, existuje g € N tak, Ze pro viechna

e a—1
n > q jest a(l + %) < r; pro viechna n > Max (m, q) je tedy

b, r a Ay b+ vy
<14+ —< ) tedy =222 < 221 z tehoz podle
bn+1 + n " Apig v an bu

véty 45 plyne konvergence fady a, + a, + ...
II. Necht existuje m ¢« N tak, %e pro viechna n > m plati (69).

Polozme b, = n-1, takZe fada b; + b, + ... diverguje. Z (69) plyne
pro n > m:

podle (70)

takie fada a, + a, 4 ... podle véty 45 diverguje.
Pozniamka 1. Ke kriteriu Raabeovu bychom mohli pfipojiti po-
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znamky, uplné analogické k bodim C, D, E, G v pfikl. 1.17) Pouze
k bodu F analogické tvrzeni neni v ptipadé Raabeova kriteria sprivné
(vSimnéte si, Ze jsme v piikl. 1 musili podati samostatny, byt trividlni
dikaz tvrzeni F; nemohli jsme se odvolati na bod B). Budiz na pf.
piedloZena fada 1 —} 4+ 3 — 31+ ... (@, = (— 1)**n~1). Zde je

n+ 1

n

aﬂ n

—1)§1

, ted n(
Ant+1 v An+1
(dokonce = 1); presto je pfedloZena Frada konvergentni. (Raabeovo
kriterium (véta 46) ukazuje pouze, Ze tato fada neni absolutné kon-

vergentni.)

Poznamka 2. Raabeovo kriterium pro konvergenci jest t¢innégjsi
nez kriterium d’Alembertovo. Tim rozumim toto: I. Existuje fada,
jejiz konvergenci lze zjistiti Raabeovym kriteriem, nikoliv vSak
d’Alembertovym kriteriem. II. Lze-li u nékteré fady zjistiti konver-
genci d’Alembertovym kriteriem, lze ji téZ zjistiti Raabeovym kri-
teriem. Dikaz k bodu I: BudiZ @, = 1 a definujme a,, a,, ... postupné

rovnici 22t — _* Tedy n( In 1) = 2 a Raabeovo kriterium
an n + 2 A+

dava kovergenci. JeZto je lim % = 1, nemohou existovati ¢isla
me N, ¢ (0 < g < 1) tak, aby pro viechna n > m bylo a,,, :a, < g,
takZe d’Alembertovo kriterium selhava. Dikaz k bodu II: Budiz
a, + a, + ... fada s kladnymi éleny, o niz d’Alembertovo kriterium
(t. j. bod A z piikl. 1) dovoluje zjistiti, Ze je konvergentni. Existuje
tedy me N a ¢&islo ¢ (0 < ¢ < 1) tak, Ze pro vSechna n > m jest
an

- 1— . ,
— 1) =n q; prava a tedy i leva
An+1

strana posledni nerovnosti maji limitu 4+ o (pro n — o), takZe na

Gty 0, < q a tedy n(

pE. existuje p « N tak, Ze pro vSechna n > p jest n (aa,, — 1) =2,
n+1
takZe Raabeovo kriterium dovoluje rovnéz zjistiti konvergenci fady.

Tato v&tsi uéinnost Raabeova kriteria ma sviij divod v tom, Ze
jsme pii odvozovani d’Alembertova kriteria srovnavali danou fadu

17) Snad je zbytedno podotykati, Ze v&ta 46 plati i tehdy, obsahuje-li fada
a, + a3 + ... konedny podet &leni, jeZ nejsou kladné.
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s geometrickou Yadou ¢4 ¢+ ¢*+ ... (0 <g < 1), kdefto pii
Raabeové kriteriu jsme srovnavali s fadou (67) (x > 1), jeZ konver-
guje mnohem ,,pomaleji nez fada g + ¢*> + ¢* + ... Podobné po-
zndmky bychom mohli pfipojiti ke kriteriim pro divergenci.

Srovnavanim s radami jest& pomaleji konvergujicimi nebo diver-
gujicimi bychom mohli dospéti ke kriteriim jesté G¢innéj8im; vezmeme
jeden priklad.

Priklad 2. Rada
(71) > . (x<Ey)

e nlgen

L]

je divergentni pro « < 0, jak ukazuje srovnani s fadou z n~1. Budiz
n=2

tedy « > 0 a piSme b, = n-1lg-=2n. Jeito je to Fada s klesajicimi

kladnymi &leny, je fada (71) podle véty 88 z DI konvergentni nebo
divergentni soucasné s fadou

D 2mhgn =3 2n . 277 (lg 27)~ = (g 2)~= z ne;

n=1 n=1
tedy je konvergentni pro « > 1, divergentni pro « < 1. Srovninim
s fadou (71) dostavame toto kriterium:

Budif a, + a, + ... tada s kladngmi Eleny.
I. Necht existuji ¢isla m ¢ N a r > 1 tak, Ze je

(72) nlgn( T —l—nl)gr pro vdechna n > m ;

@+

potom je fada a, + a, + ... konvergentni.
II. Necht existuje m € N tak, Ze je

(73) nlg-n( n —1_l)§1 pro véechna n > m ;
An+1 n
potom je fada a, + a, + ... divergentni.
Dﬁkaz 1. Ze (72) plyne pro n =>m (n > l) il > 1+ — +

. Zvolme o tak, %¢e 1 <x <ra kladme b =n! lg‘“n

ta lg
potom jest
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(n+l)lg“(n+l) (n—{—l)lg“(n—{—l)—nlg“n

(14) b,,+ 2 nlgen nlg*n

Taylorova formule dava

m+1)lge(n+ 1) —nlgzn =lgan 4 «lge-tn
xlge=1(n 4 0) + a(x — 1) Ig*-2 (n + O)
+ 2(n + )
(0 < © < 1); posledni ¢len je pro dosti velka » na pf. mensi nez
(r — &) 1g=—1 n, takZe pro dostatec¢né velka = jest (n + 1) Ige(n 4+ 1) —
—nlgen <lgen 4+ 1'1g"‘—1 n, t. j. (podle (74))

b - Q, Q4+ b +1
<l+— + s , tedy 22 <27,
bn+l n lg n 7 Gpty Y a, bn

a z konvergence fady b1 + b, + ... plyne konvergence Fady a1 +a, + ...

II. Ze (73) plyne pro n = m (n > 1) + +
,,+1 nlgn
Kladme nym b, = n“ lg—1 n. Predeslé vypodty davap pro x =1
b 14+ = + 1 An tedy n+1 > bn+1

b,,+1 nlgn 2(n + O)nlgn s Cniy’ a, b,
az dwergence fady b, + b, + ... plyne divergence iady a, + a, + ...

Poznidmka 3. Ke kriteriu pravé odvozenému by bylo moZno
ovSem pFipojiti touz poznamku jako ke kriteriu Raabeovu (viz po-
zndmku 1).

Poznamka 4. Daldi véty o nekone¢nych iadach viz v Dodatku,
§ 1 a § 2. Hlavné § 1 obsahuje dalsi dulezité kriterium.
Cviéeni

1. V&tu 88 z DI zobecné&te takto: budiZ n, < ny, < ny < ... rostouci posloup-

Ng+1

n
nost prirozenych ¥isel takova, ¥e 1 < lim inf —2% < lim sup
q—© "q g

BudiZa, =2 a, =2 a3 = ... = 0.Potomiadaa, + a, + konvergu]e tehdy a jen

< + oo.

L
tehdy, jestliZe konverguje fada z (Mg+1 — Mg) @y,. Dikaz jako u véty 88 v DI.
g=1

2. BudiZ a; + a, + ... fada s kladnymi éleny; budiz 4 ¢ E, libovolné gislo,

B
—1+ —2.

o € E, libovolné &islo kladné. Definujte B, rovnici s
n

Ap+1
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DokaZte: Je-li posloupnost B,, By, ... omezend, je fada a, + a, + ... konver-
gentni pro 4 > 1, divergentni pro A < 1. (Pro 4 =+ 1 ufijte kriteria Raabeova,
pro A = 1 uZijte kriteria z piikladu 2; uva¥te pfitom, %e n% roste pro n — o
rychleji neZ lg n.)
3. Budte «, f, ¥, x vlastni realnd &isla. VySetfujme fadu (t. zv. hypergeo-
metrickou fadu)
. 1 1
P12 B, et DABHY
1.y 1.2.9(y + 1)
a(x + 1) + 2) (B + 1)(B + 2)
1.2.3.9(y + D)y + 2)

nechf Zadné z &isel «, f#, y nenf celé nekladné (co nastane, neni-li tato podminka
splndna?). Rada je absolutn$ konvergentni pro |z| < 1, divergentn{ pro |z| > 1
(d’Alembertovo kriterium). Pro z = 1 maji v8ichni ¢lenové aZ na koneiny
podet toté% znameni; kriterium z cvié. 2 dava konvergenci pro y > « + B,
jinak divergenci. P¥ipad x = — 1 vy3Setiime pozdgji (§ 7, cvic. 4).

(75)

3 4+ ...

4. PoloZme Ig, x = Ig z, 1g, x = Ig (Ig =), obecnd lg, x = Ig (1g;_;x) pro celé
k > 1; tyto funkce jsou definovény pro vSechna dostateéns velkd z (pro ktera?).
Budte x,, «;, x4, ..., &; vlastni redlns &isla a vysetiujme fadu

(76) i !

n-q n*(1g, n)* (Igg n)* ... (Ig, n)**
(¢ € N je voleno ji% tak velké, aby vSechny &leny mély smysl). UZivajice véty
88 z DI, ukaZte tplnou indukei podle k: Je-li 6y =) = a3 = ... = 0o = 1, je
(76) divergentni; nejsou-li viechna é&isla g, &, ..., &; rovna 1, vezm&me prvni
z t&chto &isel, jeZz je riznd od 1; je-li toto &islo > 1, je fada (76) konvergentni,
je-li toto ¢islo < 1, je fada (76) divergentni.

5. Vysetiite-li podil dvou po sob& nésledujicich &lenu fady (76) pro «y =
=0 = ... =0y = 1, o = 1, dostanete toto kriterium: BudiZ a, 4+ a4 + ...
fada s kladnymi é&leny. Existuji-li &isla k, r, m (k=0 celé, 1 <r < 4 o,
m e N) tak, Ze pro viechna n > m je vyraz

1 1 1

a,
77) nlgnlgn...] X+ v
(77) nlgynlg,n gkn(an+l n  nlgn nlgln...lgk_ln)

nejméng roven &islu 7, je fada a, + a, + ... konvergentni; existuji-li viak k, m
(k = 0 celé, m e N) tak, %e pro viechna n > m je vyraz (77) nejvy%e roven 1, je
fada a, 4 a, + ... divergentni. (Pfipady & = 0, 1 davaji kriterium Raabeovo
a kriterium z piikl. 2.)

§ 7. Nekone&né souéiny. Budiz déna posloupnost komplexnich
¢isel p,, p,, ... (pn € K); polozme P, = p,p, ... p,. Symbol
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(78) I—l P» 1mebo  ppp, ...

n=1

nazyvime nekoneénym sou¢inem. Existuje-li limita lim P,, budeme

n—o

znakem (78) oznacdovati téz tuto limitu; tuto limitu budeme nazyvati
téZ hodnotou soudinu (78). Jsou-li p,, p,, ... redlnd &isla (konedna),
pripoustime téZ nevlastni limity 4+ oo, — co.

Véta 47. Existuje-li vlastni, od nuly riznd limita lim P,, jelim p, = 1.

Dikaz. BudiZ lim P, = «,x e K, « + 0. Potom je p, = —;)— pro
. x n—1
n> 1,tedyhmp,,=;=l.

Nejdulezitéjsi pripad je ten, kdy existuje vlastni, od nuly rtzni
limita lim P,; abychom tento pfipad odlisili od ostatnich, mohli
bychom souéin (78) v tomto pfipadé nazyvati konvergentnim. Potom
by se v3ak konvergence souéinu porusila pfidinim tieba jediného
nulového ,¢initele’ (nebot jakmile je jeden ,,éinitel”“ p, roven nule.
je ztejmé lim P, = 0). Abychom se této nepifijemnosti vyhnuli. de-

.....

finujeme pojem , konvergence nekoneéného soucinu® trochu slozitéji
takto:

Definice 7. Soulin (78) nazyvdme konvergentnim, nmastdvd-li jeden
z téchto dvou pripada:
A. Existuje vlastni. od nuly riznd limita lim p,p, ... p,.

n—o
B. Posloupnost p,, p,, ... obsakuje jen koneény polet Cleni rovnyjch
nule; vynechdme-li je, vanikne nekoneény souéin, majici vlastnost A.

Je-li k prirozené C¢islo a poloZzime-li @, = Pri1Pris -+ Pesns J€
P, = 9D, ... px@n_r Pro n > k. Z toho je vidéti: je-li nékteré z cisel
P1» Pas -++» Pr Tovno nule, je lim P, = 0; neni-li 24dné z téchto cisel
rovno nule, existuje lim P, tehdy a jen tehdy, existuje-li lim @, a je
potom lim P, = p,p, ... p; lim @,. Rovnéz zfejmé plati: souéin p, p,p; ...
je konvergentni (viz definici 7) tehdy a jen tehdy, je-li konvergentni
soudin Py, Pr+2Prss --- Nedopustim se tedy (podobné jako pfi ne-
koneénych faddch) pii vySetfovani soudinu (78) Zadného podstatného
omezeni, vynechdm-li koneény podet &initeli. Vzhledem k véts 47
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budeme se hlavné zajimati o soudiny, v nichz je lim p, = 1; piSeme-li
v takovém souéinu p, = 1 + u,, bude lim u, = 0 a tedy pro viechna
n od jistého poéinajic bude |u,| < 1, pro redlné u, pak 1 + u, > 0.
Kladme nyni stile p, =1 + u,. Je-li 1 4 u, > 0 pro vSechna =,
jest
(79) Ig P, = _Ellg (14 %).

j=

Utziteény bude pro nas tento odhad: Jest

w<lg(+n)<z po 0<z<
220l lg(l+2)<x pro —3 <2<

Podle vety o ptirastku funkee je totizlg (1 + z) = 1lg(1 4+ 2) — g1 =

(80) b

=i + T 0z (0 < @ < 1), odkudz (80) ihned plyne (nezapomeiite na

obréaceni smyslu nerovnosti pii niasobeni zapornym ¢éislem). VySetfeni

@ @
soutinu [ ] (1 + %,) d& se snadno prevésti na vySetfeni fady > u,,

ne=1 n=1
jsou-li véechna u, nezapornd nebo viechna u, nekladna:

Véta 48. BudiZ 1 4+ u, > 0 pro vdechna n, lim u, = 0; nechf budto
n—aoo

vfechna u, jsou nezdpornd nebo vdechna u, nekladnd. Potom plati:

1. Je-li Zu,, konvergentni, je I_I (1 + u,) konvergentni.

n-=1

. Je-li Zu,,:—{—oo je ﬂ(l+un)=+oo.

n=1 =1

o

3. Je-li zun= — o0, je [J(1 +u,)=0.
n=1

n=1
Dukaz. Vynecham-li koneény pocet €initeli 1 4 »;, mohu pred-
pokladati |u,| < } pro viechna n.
Podle (79), (80) potom plati

(81) i2u,S1gP, < >u; prou; >0,
J=1 =1
n n

(82) 23w, S1gP, < Su; prow; S 0.
1=1 j=1
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Odtud plyne: Je-li du; = + 0, je u; = 0 a podle (81) je lim lg P, =
Yy ] ]
= + oo, tedy lim P, = lim '¢P* — 4 oo (nebot lim e* = + o0). Je-li .

T—>+ o
Su; = — o, jeu; < 0apodle (82) jelim Ig P, = — oo, tedy lim P, =
= lim ¢¥" = 0 (nebof lim e* = 0). Je-li koneéné >u, konvergentni,

Tr—>- @©
v v?

tvoii éisla g P, (n =1,2,3,...) podle (81) nebo (82) posloupnost
omezenou, t. j. ¢asteéné soudty fady

(83) Ig(1+ u) +1g (1 + us) + ...

tvofi posloupnost omezenou; jeito je to fada s ¢leny vesmés nezapor-
nymi (pro u; 2> 0) nebo vesmés nekladnymi (pro «; < 0), je konver-
gentni. Oznadime-li pismenem & soudet fady (83) (tedy b eE,), je
lim Ig P, = b, tedy lim P, = lim e'#F» = e? > 0, takZe soudin [ [(1 + %,)
je konvergentni.

Obrafme se nyni k soudinim s libovolnymi komplexnimi &initeli.
K tomu cili budeme piedeviim potiebovati tento odhad: Je-li |z| < §.
existuji redlnd Cisla z, ¢ tak, Ze je
(84) 1+ x=e%e? =e"(cosp + ising), 2| < 3z|, |p| = 2|x|.28)

Dukaz. Budiz z =a + bi, acE,, beE,, tedy |a| <}, [b] <}.
Potom jest
8) 14+z=)TFar+8[—=t2 1 b -—).

Va+ar+8 VO +ap+08

Y — b
Polozme z = Ig V(l +a)P 4 b = arctgm .

Jest |2a + a? 4 b?| < 2|z| + |2|* < 3jz| < } a tedy podle (80)
(86) — 3| 3lg (1 =3z z=13lg(l + 2+ a2+ b)) <
S1lg( 4 3fe]) £ §al.
Dile jest — in < ¢ < }w, tedy cos ¢ > 0;
1 l+4a
S ViFtge VO +ap+’
b

14) (84) je ndhradou za (80) pro komplexni z. Cislo z + ip se nazyvé &asto
logaritmem komplexniho &fsla 1 + z, o tom vSak pojedndme soustavueji aZ
pozdgji. Vypoéty provedu od zatatku, a¢ jsme leccos probrali jiZ v DI, kap. XV.

tg<p=—b-—, cos
1+a @

(87)
] sing = tg ¢ cos p =
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Podle (85), (87) a podle definice &isla z je vskutku 1 4 z = e*(cos ¢ +
-+ isin ¢); podle (86) je |z| < 3|z| a konetns je

b b
(p=arctgl+a=arctg1+a-—-arctg0_
b 1
=11a- s 0<O<,
+(1+a)

takse |p| < ’m < 2lb| < 2Ja|, éimi je §34) dokézéno.

Véta 49. BudiZ soucin

(88) ﬁ(l + Ju)

konvergentni. Potom je téZ soulin _;

(89) Tl +w) |

Dukaz. JeZto soudin (88) ma viechny sigitele = 1, neni jeho hod-
nota 0 a podle véty 47 je tedy lim |u,| = f); vynechanim kone&ného
poétu ¢&lend mohu tedy dosdhnouti toho, Ze |u;] < } pro vSechna
j € N. Ke ka?dému j € N existuji tedy podle{(84) redlna &isla z;, @; tak,
Ze jest

F
(90) Lt u=eve, [5] < 3uyl, o < 2/
a tedy

;"z, l%tr, i:
(o) P, _[_[(l—i—u)—e" ei-l — i1 (cosZ«p,—}—lsmzq),)

Podle véty 48 plyne z konvergence soudinu (88) konvergence fady
[uy| 4 |uz| + ... & podle (90) tedy téZ absolutni konvergence fad

(92) Z=3z, 9= 9.
j=1 j=1
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n
Xz
z

Tedy jest lim ¢/~! = e#, lim cos > ¢; = cos P, lim sin Zqo,- = sin D,
i1 i

n—> n—o. n—>% i=1

a tedy podle (91)
(93) 112 + »;) = lim P, = €” (cos @ + isin @).
i=1

n—

To je vlastni éislo rizné od nuly, takZe soudin (89) konverguje. Pfe-
rovnanim se nezméni souéty Z, @ absolutné konvergentnich fad (92)
(viz vétu 37), tedy ani konvergence a hodnota soudinu (89) (viz vzo-
rec (93)). Uzijeme-li tohoto vysledku s hodnotami |u;| misto u;,?)
vidime, Ze také konvergence a hodnota soucdinu (88) se nezméni pre-
rovninim.

Jiny dikaz podavame v cvi¢. 7—10 (pomoci ,,Bolzano-Cauchyovy
podminky*‘).

Zavedeme nyni obdobné pojmenovani jako u nekoneénych fad:

Definice 8. Soulin (89) nazyjvdme absolutné konvergentnim, je-li souéin
(88) konvergentni. Je-li (89) konvergentni, ale (88) nmeni komvergenmtni,
Fikdme, Ze (89) je neabsolutné konvergentni.

Vétu 49 lze tedy vysloviti téz takto: kazdy soudin ,,absolutné
konvergentni* je konvergentni. Pierovnanim ¢initeld absolutné kon-
vergentniho soudinu dostdvame opét absolutné konvergentni souéin
a jeho hodnota se nezméni. Z véty 48 plyne koneéné bezprostiedné

0

V&ta 50. Soudin [] (1 4 u;) jest absolutné konvergentnt tehdy a jen
j=1

tehdy, je-li foda  u; absoluiné konvergentni (t. j. je-li fada 3 |u,| kon-
j=1 j=1
vergentni).
CviCeni

I. Budiz 1 4 u, > 0 pro v8echna n. Necht existuje &islo A a kladné &islo é

(A e E;, 6 € E,) tak, Ze &isla v,, v,, ..., definovana rovnici
A
n n ni+o ’

19) T. j. vySetfujeme-li souéin II(1 4 v;), kde v; = |u;|] — a tedy ovsem
;] = ;.
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tvofi posloupnost omezenou. Potom plati:

(-]
LJelid >0 je [ [(1 + u,) = + .

n=1

2. Jelid < 0,je [ [(1 +u,) =0.

3.Jelid =0,je0< n(l + u,) < 4 0 asoulin je absolutng konvergent-
ni (uZijte vét 48, 49).

2. BudiZ a,;, a,, ... posloupnost kladnych ¢&isel. Necht existuji &isla 6 > 0,

A (6 ¢ E,, A €E)) tak, Ze ¢&isla »,, v,, ..., definovand rovnici
An+1 4 Un
b S I I
a, + n o nltd

tvori posloupnost omezenou. Potom plati:

1. Je-li A > 0, je posloupnost a,, a,, ... od jistého indexu poéinajic rostouci,
lima, = + .

2. Je-li 4 < 0, je posloupnost a,, a,, ... od jistého indexu poéinajic klesajici,
litn @, = 0.

3. Jelid =0,je 0 <lime, < + «.

. a; O Qn
Néavod:a, =a,.— . —.

.. acvié. 1.
ay G2 Gp-,

3. Vysledek cvié. 2 je jakési ,,podilové kriterium‘‘ pro posloupnost a,, a,, ...
(ne pro fadu a, + a, + ...). DokaZte jes$ts: budte a,, a,, ...; by, by, ... dvé po-
sloupnosti kladnych (vlastnich) &isel. Necht existuje m ¢ N tak, Ze pro vSechna

a
n=m jest @,q,:a, < byy,y:b,. Potom je 0 < limsupa, < ?"-' lim sup b,,;
m

a, C s
0 < liminfa, < b—'"lim inf b,. Tedy na pt., je-li lima, = + o, je limb, =
= 4 ;je-lilim b, = 0, je lim a,, = 0. Je-li ovSem na pi. lim b, = 1, 1ze tvrditi

pouze, %e 0 < lim inf a,, < lim sup a, g-:—"‘ < 4+ oo,
m

4. V fadéz cvid. 3, § 6 dosadte z = — 1; potom se znameni &lent Fady od
jistého indexu stiidaji. UZitim cvié. 2 a véty 89 z DI dokaZte konvergenci fady
pro o« + B <y + 1, divergenci pro « + f = y + 1; absolutni konvergence
nastane podle cvié: 3, § 6 tehdy a jen tehdy, je-liax + 8 < y.

5. Soutin (89) byl ve v&t& 48 tpln¥ probrin, jsou-li vBechna u; = 0 nebo
viechna u; < 0. Ostatni piipady?’) probereme v tomto a v nasledujicim cvi-
&eni, pedpoklddajice v cvié. 5, 6 stdle, Ze u; ¢ Ey, 1 + u; > 0 pro vechna j e N.
Doka%te:

20) T. j. pro libovolné znamen{ &fsel u;.
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1. Jsou-li fady Zu,., Zuﬁ konvergentni, je (89) konvergentni.

2. Je-li Zu, konvergentni, Euf divergentni (na pf. u; = (— 1) 7"5), neni
(89) konvergentni a& mé hodnotu 0.

3. Je-li Zu,- divergentni, Zu? konvergentni, neni (89) konvergentni.

Néavod: Jde o fadu ZIg (1 + u;); Taylorova véta dava lg (1 + uy) = u; —

2

————31 (0 < ®, < 1), z éeho% tvrzeni snadno plyne.

B0+ Gy 0O <D pym

6. Zbyvé posledni moZnost: Z“f divergentni, Euf divergentni. V tomto pii-
pad® soudin muZe, ale nemusi byti konvergentni. Pro u, = n } méme podle
v8ty 48 soudin 8 hodnotou + co. Priklad na konvergentni soudin je t&#si. Jest
.
3(1 + O,u;)?
=4n? pro n = 2, 3,...; znameni teprve zvolime. Rada Zu?. je absolutn&
konvergentni, Zuf‘ = Zn“ = + oc. Volite-li v cvié. 6,§ 2

Ig (1 4 u;) = u; — $u? + (0<0®;<1). Volme u, =1, u, =

1 1 1 1

an=ﬁ—%y bn=ﬁ+%, jo Da, = Db, =+

. " hed 1 1
a odtud vidite, ¥e znameni + lze voliti tak, Ze z + — — —} = 0. Ze vzor-

V" 2n

ce pro lg (1 4+ u;) potom plyne konvergence fady ZIg (1 4+ u;), tedy konver-
gence soutinu I—[( 1 4 u;); zéroven je vid&t, Ze 2 + n-% je divergentni, jeZto
}:(2n)-1 jo divergentni.

7. Soudin (89) je konvergentni tehdy a jen tehdy, je-li spIn&na tato podminka
(typu piibuzného Bolzano-Cauchyové podmince z véty 26 (viz pozn. 2 v kap.
I1, § 3) nebo 31): Ke kaZdému ¢ > 0 existuje n, e N tak, Ze jest
(94) (1 4 %py41 (1 + wpo4q) -+« (1 4 %g,4,) — 1| < e pro vechna p e N .

Névod: PiSme P, = (1 + ;) ... (1 + wu,); je-li (89) konvergentni, oznafme
jeho hodnotu pismenem P.

n=1

I. Necht (89) je konvergentni; vynechanim eventualnich nulovych &initela
doséhneme toho, Ze P =+ 0. Budi¥ ¢ > 0. Existuje pfedn® r ¢ N tak, %e pro
n >rje |P,| > }|P|; podle v&ty 26 (vlastnd podle pozn. 2 v kap. I, § 3) existuje
ng 21 (ng e N) tak, %o pro p e N je |P, ;, — P,,| < }¢|P|. Jetto |P, | > }|P|,

No

P,
vyjde ;;*” - 1’ < ¢, co¥ je (94).

II. Necht je spln&na uvedend podminka. Z ni pro ¢ = 1 plyne, Ze od jistého
indexu poédinajic jest 1 + u, =+ 0. Vynechme nulové ¢&initele. Pro ¢ = 1 plyne
z (94): existuje n, ¢ N tak, e pron = n, jest 0 < }|P, | < |P,| < 3 |P,,‘|, takZe
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jistd neni lim P, = 0. BudiZ # > 0; polo¥me ¢ = 7 : (}|P, |). Existuje ny = n,
(ny € N) tak, Ze pro p € N plati (94) a tedy

lPﬂo"}'D - Pﬂnl < EIPﬂoI < 11 ’
z toho podle pozn. 2 v kap. 11, § 3 plyne existence vlastni lim P,.

8. Z cvié. 7 dokaite znovu: je-li (88) konvergentni, je téZ (89) konvergentni.
Névod: uvaZte, Ze

(95) (1 4 wpoqr) oor (1 4 Uppip) — 1151+ l'“'m+l|) e (14 |“m+nl) - 1;
to plyne z toho, Ze se vlevo i vpravo po vyndsobeni jedni¢ka zrusi, takZe prava
strana je soudet prostych hodnot séftancti vlevo (po vyndsobeni a zrusSeni
jednigky).

9. Je-li soudin (89) absolutnd konvergentni, existuje ke kaZdému & > 0
gislo ny € N 8 touto vlastnosti: jsou-li m,, my, ..., m, navzajem rizna ptirozens
d¢isla v&tSi neZ ng, je |(1 4 up,)(1 + Um,) oo (14 up) — 1| < & (postupujte
podle vzoru nerovnosti (95)).

10. DokaZte znovu: konverguje-li (89) absolutng, nezméni se jeho hodnota
pierovnanim.

Navod: budiz P, = (1 + u,)...(1 + %,) (po vynechédni nulovycch &initelu);
budiZ @, obdobny vyraz pro pferovnany souéin. Podil P, : @, 1ze psiti ve tvaru
(1 + tm,) ooe (1 4 )
I+ %)...(10 + “r,)
(viz cvié. 9).

, kde pro velka n je &itatel i jmenovatel blizky jedni¢ce

Il. BudiZ (89) absolutn® konvergentni; budiZ j, < j, < ... rostouci posloup-
nost pfirozenych ¢&isel. Potom je téZ ,,vybrany‘ souin (1 + u; )1 + uy,) .
. (1 + u;,) ... absolutng konvergentni.
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