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KAPITOLA 1V.

STEJNOMERNA KONVERGENCE

V prvnich dvou paragrafech této kapitoly znaci slovo ,,funkce*
koneénou realnou funkei. To tedy znamend, Ze kazdému z jisté mno-
ziny M je ptifazeno jisté &islo f(z) € E,. Pritom M je jakdkoliv ,ab-
straktni’‘ mnozZina (nemusi to byt mnozina realnych ¢isel); komu by
toto obecné hledisko délalo obtiZe. muze si pfi prvnim éteni predsta-
vovat M jako néjakou mnozinu koneénych redlnych disel, takze f je
potom konecnou realnou funkei jedné reilné proménné. Ostatné
viechny véty § 3, 4 a vétdina ptikladil a cvifeni se vztahuji na tento
specidlni p¥ipad.

§ 1. Posloupnosti a Fady funkci. Jiz v DI, kap. XII jsme se zabyvali
posloupnostmi a fadami, jejichZ ¢lenové byli funkcemi (jedné reilné
proménné). Tak jsme na p¥. zjistili, Ze fada 1 + z: 1! - 22: 2! 4 ...
je konvergentni a ma soudet e® pro kazdé z ¢ E,. Nyni se budeme za-
byvati takovymi posloupnostmi a fadami soustavnéji. Budiz tedy dana
posloupnost (realnych koneénych) funkei

0 h@), fo(z), -...")

definovanych v jisté (zcela libovolné) mnoziné M. Dosadime-li za x
néjaky prvek z M, piejde posloupnost (1) v posloupnost koneénych
realnych éisel (pro razné hodnoty x ¢ M dostivim oviem obecné
riizné posloupnosti) a mohu se ptati, zda tato posloupnost je konver-
gentni. Je-li tato posloupnost konvergentni, at je = jakykoliv
prvek mnoziny M, fikdme kratce, Ze posloupnost (1) je konvergentni
v M. To tedy znamend, Ze pro kazdé x ¢ M existuje vlastni limita

(2) lim f,(z) = f(z) .

n—occ
(Hodnota té limity miZe ovSem zaviseti na tom, ktery prvek z ¢ M
zvolime; je to tedy jistd funkce — kterou jsme oznadili f — definovana
v mnoziné M.) Obdobné: o fadé

1) Vlastné jsem mdl psati f,, fy, ... & reservovati znak f,(z) pro hodnotu
funkee f, v bodg& x; ale zde se mné& hodf tato licence.
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(3) % (@) + %s(®) + ...,

LY

jejiz ¢lenové jsou funkce, definované v mnozing M, ¥ikime, Ze je
konvergentni v M, jestliZe je konvergentnf, at za x dosadime jakykoliv
prvek mnoZiny M. Soudet fady (3) je potom opét jistd funkce, defino-
vand v M. Jezto konvergence fady (3) znamend totéZz jako konver-
gence posloupnosti

(4) h@), fo(@), ..., kde fal®) = u,(x) + ... + ua(2),

daji se mnohé véty o fadéich (3) odvoditi pfimo z p¥islu§nych vét o po-
sloupnostech.

Specialisujme nyni na okamf?ik, pfedpoklidajice, Ze M je n&jakd
mnoZina v E,, takZe f, jsou funkce jedné reilné proménné. Tu se na-
skytuje pfirozené tato otdzka: do jaké miry se pienasSeji vlastnosti
funkei f,(x) na funkei lim f,(z)? Plati na pf., Ze funkce lim f,(z) je
spojitd, jsou-li funkce f,(x) vesmés spojité (v n&jakém bodé nebo in-
tervalu)? Odpovéd je zdpornd, jak ukazuji tyto piiklady.

Ptiklad 1. BudiZ f,(z) = 1,2,3,...) pro kaidé x e

1
TF =
e E,. Funkce f,(x) jsou spojité v (— oo, + o). Proz = 0 jest f,(0) = 1,
tedy lim f,(0) = 1. Je-li viak = n&jaké &islo riizné od nuly, jest 22 > 0,
0 < fule) < 5 -3 jelto Eﬂé A= % .kg;l=o,jestgz:f,,(x)=o.
Tedy: dand posloupnost je konvergentnf v (— oo, -+ o0); klademe-li
f(x) = lim fu(x), jest f(0) = 1, f(x) = O pro = % 0; funkce f neni tedy

n—»o

spojitd v intervalu (— oo, 4+ o).

n—oo

Priklad 2. f,(e) = = arotgnz. Polofimeli f(z) = lim f,(z), ob-

drzime f(0) =0, f(z) =1 pro >0, f(x) = — 1 pro z < 0. Tato
funkce se ¢asto nazyva sgn z (6ti: signum = znamenf ¢&isla z); neni
spojitd v (— oo, + ), a¢ funkce f, jsou spojité v (— oo, 4+ ).

Tato okolnost nds vede k tomu, Ze zavedeme ostfej$i pojem kon-
vergence, t. zv. stejnomérnou konvergenci. Viz nasledujici dva

paragrafy.
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Cvicéeni
Uvedeme je¥td dalsi priklady konvergentnich posloupnosti spojitych funkei,
pfi nichZ limita neni spojita.2)
I. limz® = f(z) pro — 1 <z < 1; pro |z| < 1 jest f(x) = 0, f(1) = 1.

n—w
n 1
2. lim e f(x); f(— 1) neni definovéno, f(1) = 0, f(x) = — 1 pro |z]| <

< 1, f(x) = 1pro|z|] > L.
3. Dvojim limitnim pfechodem miZeme ze spojitych funkeci obdrZeti
i funkce velmi sloZité. Pro celéd kladna n, m poloZme f, ,(z) = (cos wnlz)2™. Pri
pevném n poloime g,(x) = lim f, ,.(z); vyjde g,(x) =1, je-li 2 = k:n!, kde
m—> 0
k je jakékoliv celé &islo; pro ostatni z je g,(xr) = 0. Nato vyjde lim g,(z) = f(z),
kde f(x) = 1 pro raciondlni z, f(x) = 0 pro iracionélni x. n—>®

§ 2. Stejnomé&rna konvergence. Budiz opét

(1) hLz), (), ...
posloupnost konvergentni v libovolné ,,abstraktn

lozme opét pro z ¢ M

(2) lim f,(z) = f(z) .

—>0

2¢¢
1

mnoziné M; po-

To znamena tedy: dosadim-li za = jakykoliv prvek mnoZiny M, ma
posloupnost realnych ¢isel (1) za limitu éislo f(z). Zvolim-li tedy jak-
koliv kladné ¢islo ¢, existuje pfirozené ¢islo n, tak, Ze pro vSechna
n > mn, jest |f(x) — fu(x)| <e. Cislo n, zivisi oviem jednak na e,
jednak na tom, ktery prvek z ¢ M jsme zvolili (nebot zménim-li z,
dostanu obecné jinou posloupnost &isel (1)). Lze-li v8ak zvoliti ¢islo
ny tak, aby zdviselo pouze na ¢ a nikoliv na = (t. j. tak, aby — pii
libovolné piedem daném ¢isle ¢ > 0 — bylo &islo n, totéZ pro vSechna
z e M), fikdme, Ze posloupnost (1) je stejnomérné konvergentni
v mnoziné M. Definujeme tedy:

Definice 9. BudiZ (1) posloupnost funkci, konvergentni v mnoZiné M;
funkei f(x) definujme rovnici (2). Jestlite ke katdému &islu € > 0 existuje
Cislo ny e N tak, Ze pro véechna n > ny (n € N) a pro vdechna x ¢ M jest

() f() — falz)| <&,

%) Také v t8chto cvilenich jde o funkce jedné realné proménné.
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fikdme; Ze posloupnost (1) je stejnomérné konvergentni v mnoZiné M.
O fadé (3) Fikdme, Ze je stejnomérné konvergentni v M, je-li posloupnost
(4) stejnomérné konvergentni v M.

Z definice je zfejmo: je-li posloupnost (nebo Fada) stejnomé&rné
konvergentni v M a je-li P C M, je posloupnost (fada) téz stejnomérné
konvergentni v P.

Pro stejnomérnou konvergenci méme opét podminku typu Bolzane-
Cauchyova:

Véta 51 (pro posloupnosti). Posloupnost (1) je stejnomérné konver-
genint v M tehdy a jen tehdy, je-li splnéna tato podminka: Ke kaZdému
& > 0 existuje ny € N tak, Ze plati implikace

(p € N’ Ze M) = Vﬂ,+v(z) - fﬁ.(x)l <e.

Poznamka 1. Zvykejte si na oznadeni =>; posledni implikace znadi:
je-li p libovolné pfirozené &islo a je-li  libovolny prvek mnoziny M,
jest |fn,4+5() — fn,(2)| < €. Dali jsme v&t& 51 tvar, obdobny poznamce
2 k vété 26; mohli jsme oviem misto uvedené implikace psiti obdobné
jako ve v&t& 26: (n = ng, m = ny, € M) = |fnlz) — fu(z)] < e.

Dikaz. I. Necht je (1) stejnomérné konvergentni v M; f(z) =
= lim f,(z). Ke kazdému ¢ > 0 existuje n, ¢ N tak, Ze (n = ny, n € N,

x enjlu; = |(x) — fu(x)| < 3e. Je-li tedy pe N, z e M, jest |f, . (x) —
— fn@)| £ |fngas(®) — f(2)] + |f(2) — fo,(2)] < ke + fe.

II. Necht je splnéna podminka vty 51. Potom je pro kazdé jed-
notlivé z ¢ M splnéna podminka véty 26 (ve tvaru pozn. 2 z kap. II,
§3), a tedy existuje pro kazdé x ¢ M vlastni limita f(z) = lim f,(z),
Budiz ¢ > 0; potom existuje z, ¢ N tak, Ze noe

(P eN,ze M) = fn.+p(x) - fn,(x)l < ':}8 5
je-li tedy m > ng, n = ny, x € M, jest
6) @) — fa(@)| = |fu(@) — fn,(@)] + |fa,(®) — fal@)| < 3e.
Zvolme jakkoliv é&islo n > n, a prvek z ¢ M. Potom plati (6) pro
kazdé m > n,, a tedy

() — fu(@)] = lim |fn(2) — falz)| < 36 <.
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Tedy je (1) stejnomérné konvergentni v M (k libovolnému & > 0
existuje n, tak, Ze pro viechna n > n,, z ¢ M plati (5)).

Véta 52 (pro fady). Rada (3) je stejnomérné konvergentni v M tehdy
a jen tehdy, je-li splnéna tato podminka: Ke kaZdému & > O existuje
n, € N tak, Ze plati implikace

(PeN,zeM)=>|up (7)) + ... + n1p(2)] <&

Dikaz plyne okamZité z véty 51; definujete-li totiz f,(x) = u,(z) +
+ eve + u'n(x)’ jeSt' un.+1(x) + + un,+1>(x) = fn, w(z) - /n,(x) .

Ptiklad 1. PoloZme f,(z) = .Je-li z > 0, je lim f,(z) = 0.

+ n—wo

Zvolme libovolné kone¢né kladné ClSlO a. Tvrdim pfedné: Konvergence

je stejnomérnd v intervalu {a, + o0). Dikaz: Pro 2 > a je 0 < f,(z) <
1

<

=1 + na
nei —. Pro kazdé x > aa pro kazdé n > n, bude potom vskutku
]f,,(x) — 0] = fa(®) <o < <& Za druhé tvrdim: Konver-

gence mnent steynomema v mtervalu (0, @). Dukaz: Poznamenejme, Ze

In (%) = }. Jestlize tedy zvolim kladné ¢ < }, neexistuje k nému

1 . vr ps v v
< o= Je-li tedy ¢ > 0, stadi za m, zvoliti celé dislo v&t3f

zadné n, tak, aby platilo
( € (0, a), n > ny) = |falz) — 0] < ¢.
Nebot at si zvolim n, jakkoliv velké, 1ze vidy nalézti ptirozené = tak,
ze jest n > m,, % < a; poloZzim-li tedy z = ;t—, je splnéna premisa
z € (0, a), n > n,, ale neni splnén zavér implikace, nebot
o) =0l = fu ] = 4 2

Poznamka 1. Rozdil mezi konvergenci v M a stejnomérnou

konvergenci v M se vyjadii velmi vyrazné, uZijeme-li logickych sym-

boli z kap. I, § 1. Vyrok ,,posloupnost (1) konverguje v M k funkei f*
1ze vypsati takto:
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[1T] 2 TT(n=ne=|falz) — f(2)] <) .

e>0 zeM noeN neN
Slovy: Ke kaZdému ¢ > 0 a kazdému z ¢ M existuje pfirozené n,
tak, Ze pro kazdé pfirozené n = n, je |f.(z) — f(z)| < e. Naproti
tomu vyrok ,,posloupnost (1) konverguje v M stejnom&rné k funkeci
[ 1ze vypsati takto:

1 2 1] T](r=mn=|fal@) — fl@)] <e).

e>0 neeN zeM neN
Slovy: Ke kazdému ¢ > 0 existuje pfirozené n, tak, Ze pro kazdé
z ¢ M a kazdé ptirozené n > n, je |f(x) — f(z)| < e. Vidite, Ze se oba
logické vzorce lidi pouze piehozenim kvantifikitori [ |, > ; neboli ve

zeM noeN
slovnim vyjaddfeni — piehozenim slov ,.ke kazdému z ¢ M* a , existuje

piirozené n,‘. Zadateinik dasto déla hrubé chyby tim, Ze si plete
obecny vyrok (,,pro kazdé z‘‘) s existenénim vyrokem (,existuje z*)
nebo Ze prehazuje pofadi mezi existenénim a obecnym vyrokem.

Poznimka 2. Stejnomérnou konvergenci
(7) lim f, () = f(x) stejnomérné v M
Ize formulovati jesté jinak nez definici 9 a snad jest& vyrazné&ji takto:
(7) znadi, Ze ke kazdému ¢ > 0 existuje n, tak, Ze pro kazdé n > n,
jest?)
(8) |fa(x) — f(z)] < ¢ pro viechna z e M .
To vSak znamena pravé toto: PoloZzime-li ¢, = sup |fa(z) — f(2)] (to uz

je ¢islo nezavislé na ), je g, < £ pro véechna. n 2> ny; ke kazdému
e > 0 takové n, existuje. To tedy znadi privé tolik, e

(9) limo,=0.

Rovnice (9) je tedy nutnou a postadujici podminkou pro to, aby pla-
tilo (7). Dovedeme-li nalézti nebo aspoii odhadnouti o,, miZeme &asto
rozhodnouti, zda plati (9). Osvétlim to dvéma piiklady.

Priklad 2. Budiz f.(x) = Pro kaidé z je lim f,(z) = G.

z
1} nat’
3) Ze pifi < e misto < ¢, jo ptirozend lhostejné.
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Nalezenim maxima a minima funkce f, (v bodech 4 ]/;) zjistime

snadno, Ze

o, = sup |f..(x)—0|=Wl;,

0<T<
tedy lim o, = 0; konvergence je stejnomérné, v intervalu (— %0, + ).

Ptiklad 3. PoloZme f,(z) = 1T i Pro kazdé z je lim f,(z) =

+ n—so
=0. Omezme se na interval <0, + 0).4) Funkece f, roste v intervalu

( 0 / klesa v intervalu <—l—, + oo) jeji maximum v bodé = —%
Je }; v bodé + oo md limitu 0. Vezméme libovolné konec¢né a > 0.
Jakmile je % < @, t. j. pro viechna n > le—, je maximum funkece f,
v intervalu {(a, + o) rovno hodnoté v bodé& a, t. j.

sup |fa(z) — 0] = I:‘W

a tento vyraz konverguje k nule pro n — co. Tedy: konvergence je
stejnomérnd v {a, + o). Za druhé: pro tytéZ hodnoty =. t. j. pro

n > %, lezi bod % v intervalu (0, a), takze

Sup [fa(z) — 0| = fa (%) =1,

coz nema limitu 0: konvergence neni stejnomérnd v (0, a).

Stejnomérnou konvergenci fady (3) zjistime Casto srovnavanim
s jinou fadou. Odvodime ti¥i véty (53, 54, 55) tohoto druhu. .Je-li pro
- kazdé n e N a pro kazdé z ¢ M

(10) [un(2)| < val2),
fikime, Ze Fada
(11) v,(x) + vy(2) + ...

je majorantni k fadé (3) v mnozZiné M.

) Jde o lichou funkci — tedy zdpornd z neddvaji v podstatd nic nového.
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Vé&ta 53. Budif (11) majoranint k (3) v M; budif (11) stejnomérné
konvergentni v M; potom je téZ (3) stejnomérné konvergenini v M.

Dukaz plyne ihned z véty 52, nebot

'un,+1(x) + ...+ uﬂ,+ﬁ(x)l é 1),,.41(2:) + ...+ v,,_,,,(z) ’
spliiuje-li tedy fada (11) podminku v&ty 52, spliluje tuto podminku
i fada (3). Nejjednodussi specidlni pfipad je ten, Ze &leny fady (11)
nezavisi na z:

Véta 54. Budiz a, + a, + a5 + ... konvergentni fada (8 Cleny me-
zdvislymi na z). Budif lu,(z)| < a, pro vdechna n e N, x ¢« M.5) Potom
je fada (3) stejnomérné konvergenini v M.

Dikaz. Budiz ¢ > 0; existuje n, ¢ N tak, Ze pro p € N jest a,,, +
+ oo+ apyp <e, takie pro peN, xeM jest |u, () 4 ...+
+ Up,4p(2)| < & Fada (3) je tedy stejnomérné konvergentni v M.

Priklad 4. Jeito rfada 1 -+ §lz + % + 412 + ... je konvergentni,

sin 2x sin nx

e T
gentni v (— oo, + o).
Ptiklad 5. Nejvyhodnéjsf majorantni fadu @, + a, + ... s konstant-

nimi &leny k fadg v,(z) + v,(x) + ... v mnoziné M najdeme, jestliZe

poloZime piimo a, = sup |v,(x)| (mensi @, nesmim zvolit, mé-li to
zeM

je fada sinz +

+ ... stejnomérné konver-

@

byt majoranta). Na pf. pro fadu nam vyjde (vypocet

__z
n=1 n(l + m2)

je obsaZen v piikl. 2) a, = su —lzzﬂ__
] P ) —eo<zI:)<co 7"(1 + nx?')

gence fady a, + a, 4 ... pak plyne stejnomérna konvergence nasi fady

= }n~¥; z konver-

v (— o0, + ). OvSem: jestlize Ffada 2 suplv,,(x)ldiverguje, nesmime
n=1 zeM
z toho jesté soudit, Ze v,(z) 4 v,(x) + ... neni v M stejnomérné kon-

vergentni; lze jenom tvrdit, Ze tato fada nemd v M konvergentni
majorantu s konstantnimi &leny. Na p¥. fada

5) Rada @, 4+ a3 + ... je tedy majorantni fada (k Fad$ (3) v mno%in§ M)
s konstantnimi &leny.
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sin z sin n sin . sinz
1 2 3 4

+ ..

nemd vibec Zidnou konvergentni majorantu v (0, w), ponévadi
vibec neni absolutné konvergentni. Ale tato fada je v (0, ) stej-
nomérné konvergentni, protoZe jeji zbytek je v absolutni hodnoté
nejvyse roven zbytku konvergentni fady 1 — 3 4+ 3 — } 4 ... s ¢leny
nezavislymi na z.

Véty 53, 54 jsou velmi jednoduché, ale obor jejich pouZiti je velmi
omezeny (je na pi. ihned patrno, Ze se jich da uziti jen tehdy, je-li
fada (3) absolutné konvergentni). Proto odvodime jesté dvé jemnéjsi
véty tohoto druhu, ale shrneme je dohromady:

Véta 55. Budte u,, &, (n =1, 2, 3, ...) koneéné redlné funkce, defino-
vané v mno&iné M. Budif s,(x) n-tyj édsteény soulet Fady

(12) uy (%) + us(2) + ... ;
pro katdé x ¢ M budiZ
(13) £4(2) = £5(2) = e5(a) = ... 2 0.

Budif K > 0 koneéné &slo. Potom plati:

1. Jestlize |s,(x)| < K pro vdechna n e N a vdechna x ¢ M a jestliZe
lim e,(z) = 0 stejnomérné v M, potom Fada

n—»w

(14) %y (%) &,(x) + uy(x) £o(2) + ..

je stejnomérné konvergentni v M.

I1. Jestlize e,(x) < K pro vdechna x e M a jestlife fada (12) je stejno-
mérné konvergentni v M, je také fada (14) stejnomérné konvergentni v M.

Dikaz je téméf doslova stejny jako u véty 44.
I. ProkaZdé nye N,je N,z e M je

tn41(®) + o+ U 1s(@)] = [8n,s(2) — 80, (2)] < 2K .

Podle Abelova lemmatu (véta 43) je tedy pro kazdé n,e N, pe N,
zeM

(15) |u,,.+1(x) 8,,0_,_1(23) + ...+ “n.+p(x) s,,.+,(:z:)| < 2K€n.+1(x) .
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Ze stejnomérné konvergence posloupnosti (13) k nule plyne toto:
Ke kazdému ¢ > 0 existuje n, tak, Ze &,,+,(%) < % pro viechna
z ¢ M. Tedy leva strana v (15) je (zvolim-li takto n,) men3i neZ ¢ pro
viechna z € M, p € N; t. j. fada (14) spliiuje podminku véty 52.

II. Zde je (12) stejnomérné konvergentni v M. BudiZ ¢ > 0. Podle
véty 52 existuje n, tak, Ze pro vSechna z e M a vSechna je N je

&

[Unet1(Z) + oo+ Upyss(2)] < % Podle véty 43 je tedy pro viechna

xeM a viechna pe N
£

|um+1(x) 6"n..+1(x) + oo + una+p(x) sm+p(x)‘ g_ em-i—l(x) . K é g,

t. j. fada (14) spliiuje podminku véty 52.
Piiklad 6. Jestlize = je reilné a neni celé, je €™'* = cos 2nz +
-+ isin 2nx + 1 (viz DI, kap. XV, § 3).5) Geometricka fada dava
O,ﬂ(x) =1 + ezr:iz + emiz 4+ ... + eZn-n:lz —
e2n+riz __ ] - 02(n+1)7rlz —1

= ——%niz 1 e - ki — H
emiz __ ] eriz _ e-miz

ale e™% — e-Tiz = 2j sin nx; jeito |e¥| = J/cos*z + sin?z = 1 pro re-
4Iné 2, dostdvime
2
< oo
Ia,,(x)l = 2!Sin nx|
Tyz odhad plati ov8em pro redlnou a imaginarni éast ¢isla g,(x), t. j.
pro ¢asteéné soucty fad

le ol o0
> cos 2nnx , Z sin 2nnx
n=0 ne=1

(tyto fady jsou téméf vidy divergentni, jak by se snadno zjistilo, viz
kap. III, § 5, cvié. 3, ale to ndim nebude vadit). Zvolme ¢islo 6 (0 <
< 0 < }) a ozna¢me znakem M mnozinu vSech ¢&isel z € E,, jeZ maji
od mnoZiny viech celych éisel vzdilenost asponi 6.7) Thned zjistite, Ze

¢) Na citovaném mist8 bylo dokézédno, %e pro komplexni z,, z; je e#1+% =
= eue?%, tedy e¥ = e?.e* = (e%)% % = e?*. e* = (e?)%* = (e?)%, a indukef
e = (e*)" pro ka¥dé pfirozené n.

) Tedy dostanu M tak, %e z E; vynechdm viechny intervaly (n — 8, n + §)
(n=0,+£1,+2,...).
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pro kaidé zeM je [sinnz|>sinnd >0, tedy |o.(x)| < K, kde

K = sinln 5 Uzitim véty 65 (8ast I) plyne tedy: JestliZe pro viechna
teM je fux) = fan(x) (n=0,1,2....) a jestliZe lim f,(z) =0

stejnomérné v M, jsou fady

(-] o0
> falx) cos 2mnz, 3 fu(z) sin 2rnz
n=0 nel

konvergentni stejnomérné v M. To plati na p¥., jsou-li f,(z) konstanty
fa(x) = a, takové, Ze a, = a,,y, lim a, = 0.8)

Pojem stejnomérné konvergence je velmi dilezity; také je dilezito
dovésti v jednoduchych piipadech rozhodnouti, zda jde o stejno-
mérnou konvergenci. Doporuduji proto tento paragraf i pfipojena

cvifeni bedlivé pozornosti ¢étenafové.

Cvigeni

I. Pro |z| < 1 jest
1
1 —=x

(16) =1+x+4+ 24+ 2%+ ...

Soudet g,(x) prvnich n &lenu jest (1 — z%): (1 — z), tedy
Gl

(17) —-

1 — z - 871(2)

Je-li 0 < ¢ < 1, je fada (16) stejnom&rnd konvergentni v intervalu (— ¢, g).
Vskutku: je-li 0 < ¢ < 1, je vyraz (17) mensi neZ ¢ pro vSechna || < ¢ tehdy
a jen tehdy, je-li

1

q" lgE(l—q)
€, t.j.n = ——— .
1—g¢ -

(18)

IIA

1
g —
q9
Vskutku tedy existuje ¢islo ny € N, poZadované detinici 9. Nejmensi takové n,

je pravé nejmensi piirozené &islo n, pro n&Zz plati (18). Vidite: éim je g blize

8) Konvergentni posloupnost (nebo fada) funkci konstantnich v jaké-
koliv mnoZind M je zfejmé stejnomé&rné konvergentni v M; nebof je-li
falz) = @y, lim a, = a, existuje ke kazdému & > 0 takové ny e N, %e pro kaz-
dé ptirozené n = n, je |a, — a| < & t. j. |fo(xr) — al < € pro viechna x ¢ M.
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dislu 1, tim v&tSf musite voliti éislo n,. Zaroven je vidséti, Ze v intervalu (— 1, 1)
je fada (16) sice konvergentni (dokonce absolutng), ale nikoliv stejnomé&rns:
nebot je-li ddno ¢ > 0, l1ze k libovolng velkému n sestrojiti éfslo z (0 < z < 1)
tak blizko jedni&ce, Ze vyraz (17) je v&t&i neZ e. TotéZ platf ostatnd i pro &fsla x
blizkd éfslu — 1 (— 1 <z < 0),jeli0 < e < }.

2. Je-li posloupnost (1) stejnomérné konvergentnf v ka?dé z kone&ného
poétu mnoZin M,,..., M,, je stejnom&rné konvergentni i v mnoZiné M, U ...
... U M,. Pro nekoneny pofet mnoZin to neplati: na pf. posloupnost

8,(x), 84(x), ... z cvid. 1 je stejnomé&rnd konvergentni v kaidém intervalu
m—1m—1 e .
(— Rm— —-) (m =2, 3, 4, ...), nikoliv v8ak v intervalu (— 1, 1) =
m m
© m—1m— 1)
=u (|- , .
m=2 m m

3. Je-li (1) konvergentnf v mno%ind M a sklddi-li se M pouze z kone&ného
podtu bodi, je (1) stejnomd&rnd konvergentni v M.

4. Cvileni 2, 5 vyslovte téZ pro rady.

§ 3. Zakladnf v&ty o stejnomé&rn& konvergentnich posloupnostech
a Fadadch. Dulezitost pojmu stejnomérné konvergence spoéiva piede-
viim v tom, Ze se nejdileZit&jsi pojmy, jako na pf. spojitost, existence
derivace, existence primitivni funkce, pfenaSeji pfi vhodnych pied-
pokladech o stejnomérné konvergenci z jednotlivych élenti posloup-
nosti (nebo fady) na jeji limitu (nebo soucet). Jak to minim, ukazujf
nasledujici tfi véty, které v tomto paragrafu dokazi. Pritom slovo
funkce znadi v tomto paragrafu koneénou redlnou funkei jedné reilné
proménné, t. j. totéz jako v DI, definice 14.

Véta 56. Funkce f,(z), f»(), ... budte spojité v intervalu (jakéhokoliv
druhu) J. Posloupnost (1) budi stejnomérné konvergentni v J. Potom

také funkce
(2) flx) = 31.12 fa(®)
je spojitd v J.
V&ta 57. Funkce [,(z), fo(x), ... necht maji viastni derivace
(19) f1(2), fa(@), ...

v omezeném otevieném intervalu (a, b). Posloupnost (1) budiZ konvergentni
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aspori v jednom bodé ¢ intervalu (a, b); posloupnost (19) budiz stejnomérné
konvergenint v (a, b).8%) Potom plati:
I. Posloupnost (1) je stejnomérné konvergentni v (a, b).
I1. Definuji-li funkci f(x) v (a, b) rovnict (2), md funkce f v (a, b)
derivact

f'(z) = lim fy(z) .

K nasledujici vété ptipomindm tuto definici (uZivanou hlavné
v integralnim poétu): Jsou-li f(x), F(x) dvé funkce a je-li v kazdém
bodé otevieného intervalu J°) splnéna rovnice F'(z) = f(x), fikdme,
Ze F je primitivni funkei k f v intervalu J. Potom je oviem téZ
F(x) 4+ ¢ (kde ¢ je libovolnd konstanta) primitivni funkei k f v J
a jinych primitivnich funkei jiZ neni: je-li totiZ také G(x) primitivni
funkce k f(z) v intervalu J, plati v intervalu J rovnice F'(z) =
= G'(x) a tedy G(z) = F(x) + c (viz vétu 136 v DI).

Véta 58. Funkce (1) nechf maji v omezeném otevieném intervalu (a, b)
primitioni funkce

(20) F\(z), Fy(), ...,

jeZ volime tak, aby posloupmost (20) byla konvergenini aspont v jednom
bodé ¢ € (a, b).1°) BudiZ (1) posloupnost stejnomérné konvergenint v (a, b).
Potom je téZ (20) stejnomérné konvergentni v (a, b) a poloFime-li f(x) =
= lim f,(z), F(z) = lim F,(z), jest F(x) primitivni funkct k f(z) v (a, b).

n—»o n— o

Véta 58 jest bezprostfednim dusledkem véty 57. Jsou-li totiz
splnény predpoklady véty 58, jest F.(x) = f.(2) v (a, b). UZijeme-li
tedy véty 57 na posloupnost (20), obdrzime ihned vétu 58: posloupnost
(20) je stejnomérné konvergentni v (a, b) a pro z € (a, b) jest F'(x) =
= lim F,(x) = lim f,(x) = f(x). Stadi tedy dokézati v&ty 56, 57.

n—wo

n—»0
Spoleénym zikladem k dikazu téchto vét bude tato zédkladni véta:

8s) Pozor na predpoklady! Stejnom¥rna konvergence se pfedpoklddé u po-
sloupnosti (19), nikoliv u (1).

?) JenZ nemusi byti omezeny.

10) Toho lze vZdy dosdhnouti: je-li G,(x) ndjakd primitivni funkce k fu(z)
v (a,b), volme F,(x) = G,(x) — k,, kde konstantu k, volim tieba tak, aby
bylo F,(c) = 0, t. . k, = Gy(c).
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V&ta 59. Posloupnost (1) budif stejnomérné konvergentni v omezeném
otevieném intervalu (c, ¢ + 8), kde 6 > 0; pro ¢ < z < ¢ + 6 definujme
f(x) rovnici (2). Necht pro katdé n e N existuje vlastnt limita

lim f,(z) = b, .

z—Cc+
Potom existuji té£ viastnt limity lim f(x), lim b, a jest lim f(z) = lim b,.
e+ n—>o z—-c+ n— o
Podobnd véta plati téZ pro limitu zleva, t. §. véta 59 zustane sprdvnd,
pi&i-li (¢ — b, ¢), x—c — misto (c,c + 8), z — ¢ +.

Pozndmka 1. Rovnici lim f(x) = lim b, lze psati téZ ve tvaru

—Cc+ n—0
(21) lim (lim f,(z)) = lim (lim f,(z)) ;
=+ N—>0 n—wo z—c+

véta 59 je tedy duleZitd véta o zaménnosti limitnich dkond n — oo,
x—>c +.
Dukaz. Stadi, dokdZeme-li onu ¢ast véty 59, v niZ se mluvi o z —

— ¢ +; druhou ¢&ast, pojednavajici o z - ¢ —, bychom pak dostali
tim, Ze bychom misto funkei f,(x) vzali funkce f,(— x).

I. Budiz ¢ > 0. Potom existuje ¢, ¢ N tak, Ze
(22) (@meN,n=>gq,c<z<c+d)=|f(x) — fal@)| < }e.
Tvrdim, Ze pro m = ¢q;, n = ¢,!) jest |b, — bs| <. Budte tedy
m 2> ¢, n = q, dv® piirozend ¢&isla. Existuji dvé &isla 6, > 0, 6, > 0
tak, Ze
(€ <z <c+ &)= |fm@) — bu| < }e,
(c <z <c+ 8) = |falx) — by)| < }e
(nebot lim f,(z) = b,,, lim f,(z) = b,). Zvolim-li tedy z tak, Ze ¢ <

z—>Cc+

<z <ot Min (8,8, 09, jo (viz (22), (23))

Ibm - bul é_ Ibm - fm(x)l + [fm(x) - fn(x)l + |fn(x) - bnl <e.
Tedy: ke kazdému ¢ > 0 existuje ¢, tak, Ze pro m > q;, » = ¢q, je
|bm — ba| < &. Podle véty 26 existuje tedy vlastni lim b, = b.

n—»>0

(23)

: ;‘) Pismena m, n znadf v tomto dikazu i v dikazu vty 67 stdle pfirozens
“isla.
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II. Zbyva dokézati, Ze lim f(z) = b. Je-li = € (¢, ¢ + 6), m € N, jest

T+
24)  |H(=) — b] < |f(2) — fm(@)| + |fm(@) — Om| + [Bm — B].
Budiz ¢ > 0; potom existuje jisté m tak, Ze jest |b,, — b| < 4¢ aZe pro
viechna ze(c,c+ 0) je [f(xz) — fm(®)| < 3e. Zvolme takové m;
k nému existuje ¢&islo 6; > 0 tak, Ze pro ¢ < z < ¢ + J; je |fm(x) —
— b,| < 3e. Polozime-li 4 = Min (, §;), vidime podle (24): je-li
c<z<c+ 4, jest |f(x) — b| < ¢ tedy je vskutku lim f(z) = b.

zsc+

Dukaz véty 56. Budte splnény piedpoklady véty 56.

Budiz pfedné ¢ bod intervalu J, jenz neni jeho koncovym bodem.
Mame dokézati, Ze funkce f je spojita zprava v bodé c. Existuje 6 > 0
tak, Ze (c, ¢ + d) ¢ J, takZe posloupnost (1) je stejnomérné konver-
gentni v (c, ¢ + 6). Dale jsou f,(x) spojité zprava v bodé& c, tedy
lim fn(2) = fn(c) & koneéné lim f,(c) = f(c). Piedpoklady véty 59 jsou

r—c+ n—w

tedy splnény, klademe-li b, = f,(c). Podle véty 59 je tedy lim f(z) =
T—c+

= lim b, = lim f,(c) = f(c), t.j. f(x) je spojita zprava v bodé c. Budiz

za druhé ¢ bod intervalu J, jenz neni jeho poditeénim bodem. Mame
dokézati, Ze funkce f je spojitd zleva v bodé c. To mohu jiz zajisté
prenechati étenafi.

Dukaz véty 57. Budte splnény predpoklady véty 57 a kladme
J = (a, b). I. Budiz ¢ > 0. Potom existuje pfedné ¢, ¢ N tak, Ze pro
m2>q, n2>q e [fale) — falc)] < 3¢ (véta 26). Za druhé existuje
qs € N tak, Ze

(@ b)m2aun 2 a)= Ifuld) = KO < 55—

(véta 51 ve tvaru pozn. 1, § 2). PoloZzme n, = Max (q;, ¢;). Je-li pe N
a je-li z €./, plati podle véty o prirastku funkce (DI, véta 133)
(Frys(®@) = fn,(2) — (fa,5(€) — fn,(€)) = (& — C)fn,+5(€) — fo (8)) s
kde £ lezi mezi c, z, tedy & € J (pro x = ¢ plati tato rovnice téz, na pt.
s hodnotou ¢ = ¢). Tedy jest
l/ﬂ..+t(z) - /n,(x)l é |fn.+p(c) - fn.(c)l + (b - a) |f:n.+n(5) - l;,(E)l <

<te+(b—a).

8 —
—a) °°
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Podle véty 51 je tedy posloupnost (1) stejnomérné konvergentni v J;
budiz f(z) jeji limita.

II. Budiz ¢ < z, < b. Mame dokazati, Ze existuje vlastni derivace
f(z,) a mé hodnotu lim f,(x,). Zvolme 4 > 0 tak malé, Ze a + 4 <

n—»o
< zy < b — A. Polozme

(25) ,m(xo + h}i _ /m(xo) — ‘Pm(h) , f(xo + h’Z —_ ,(xo) — ¢(h) ;

funkce ¢n(h), p(h) jsou definovany pro ke (— 4, 0) i pro ke (0, 4);
lezi-li A v nékterém z téchto intervali, je z, + he(a, b) a jest
lim ¢,,(k) = @(h). Je-li 0 <h < A nebo — 4 < h < 0, jest

m—o

Palh) — Pulh) = - (20 + B) — fuldro + B)) — (Fule) — fal2o))) =
(26) = fu(&) — fa(8)

kde ¢ lezi mezi z,, x, + &, tedy £ € (a, b). Je-li £ > 0, existuje nye N
tak, Ze pro p e N, & e (a, b) je |f,,15(5) — f.,(£)] < & (v&ta 51); podle

(26) tedy plati: je-li pe N, je pro viechna % e (0, 4) i pro viechna
he(— 4,0)

|#nyso(h) — @ (B)] <.

Posloupnost ¢, (), ¢,(k), ... je tedy podle véty 51 stejnomérné kon-
vergentni v intervalu (— 4,0) i v intervalu (0, 4); mimo to jest
(viz (25)) lim @,(h) = lim @, (k) = f.(z,). Jsou tedy splnény pfedpo-

h—0+ h—0-
klady véty 59 (a to pro limitu zprava i zleva), klademe-li 4, ¢,(%),

®(h), fn(,), O misto 3, fu(z), f(x), b,, c. Podle véty 59 existuji tedy
vlastni limity

lim p(k) = lim b, = lim f.(,) ,

h—0- n—->o n—rc
lim g(h) = lim b, = lim f,(%,) ;
h—0 — n—>0 n—»o0

to viak vzhledem k definici funkce ¢ (viz (25)) znameni, %Ze existuje
vlastni limita

flzo 4 1) — &) _

lim f,(2,) = lim
h—0

Nn—>»0
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Véty 56, 57, 58 lze oviem vysloviti téZ pro nekoneéné fady:
Véta 60. Funkce

(27) (%), Up(), ...
budte spojité v intervalu J. Rada
(28) Uy (x) + uy(x) + ...

budiz stejnomérné konvergentni v J.
Potom je soulet fady (28) funkce spojitd v J.

Véta 61. Funkce (27) necht maji v omezeném intervalu (a, b) derivace
uy(x), ug(x), ... Rada (28) budi# konvergentni aspoii v jednom bodé inter-
valu (a,b), fada wuy(z) + us(x) + ... budif stejnomérné komvergenini
v (a, b). Potom je téZ fada (28) stejnomérné konvergentni v (a, b) a jejt
souet s(x) md v (a, b) vlastni derivaci s'(x) = uy(x) + uy(x) + ...

Véta 62. Funkce (27) necht maji v omezeném intervalu (a, b) prims-
tivnt funkce U,(x), Uy(x), ..., je zvolme tak, aby fada

(29) Uy (@) + Us(®) + ...

byla konvergentni aspor v jednom bodé intervalu (a, b). Rada (28) budiz
stejnomérné konvergentni v (a, b). Potom je téZ fada (29) stejnomérné
konvergentni v (a, b) a jeji soucet je v intervalu (a, b) primitivni funkct
k soultu fady (28).

Dukaz téchto vét mohu zajisté pfenechati ¢tendfi; dostaneme jej
okamzité, uzijeme-li vét 56, 57, 58 na posloupnost f(z), fa(2), ...,
kde f,(z) = u(2) + ... + a(2).

Ptiklad 1. Hledejme rozvoj funkce arctg x v mocninnou fadu. Jest

d —_ 1 — — 4 __ o8

(30) d—;(arctgx)—l_*_ﬂ—l 224z z° + ...
pro |z| < 1 (geometricka fada). Zvolim-li libovolné ¢ tak, Ze 0 < ¢ < 1,
je fada 1+ ¢+ ¢*+ ¢®+ ... konvergentni a pro |z| <g jest
|4 #2%| < ¢2n. Podle véty 54 je tedy fada v (30) stejnomérné konver-
gentni v intervalu (— g, ). Podle véty 62 je tedy fada

z L AR AR
T35 7

) ;) K) funkei z" je v (— ©, + o) primitivnf funkee z"+1:(n + 1) (n =0,

+ ...12)
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stejnom¥rné konvergentni v (— ¢, g) & jeji soudet je v tomto intervalu
primitivni funkef k iTa _*{ pe D je to tedy funkce arctg « + c. Dosazenim
z = 0 zjistime, Ze ¢ = 0. Pro [z| < ¢ je tedy

z 2 2z
(31) a.rctgx=—l--——3-+—5—-—

Platnost této rovnice lze vSak rozsifit jednoduchym a dasto ufi-
vanym obratem na cely interval (— 1, 1): BudiZ totiZ |z,| < 1; potom
existuje ¢ tak, Ze |¥,| < ¢ < 1, takZe rovnice (31) plati pro z = z,,
t. j. pro libovolné ¢&islo intervalu (— 1, 1). Jinym, ale v podstatd
piibuznym zplisobem jsme rovnici (31) odvodili v DI, véta 160; tam
jsme oviem dokazali jesté vice: ukdzali jsme, Ze (31) plati i pro z =
= 4 1 (viz v8ak cvié. 4).

Poznamka 2. Jadrem tohoto paragrafu byla véta 59, pojednava-
jici (viz rovnici (21)) o zdménnosti limitnich tdkont z — ¢ 4, n — c0;
pfitom byla z ,,spojité proménna‘‘, kdeZto n ,,celoiselnd proménna*‘.
D4 se odekévati, Ze obdobné véty budou platiti i v jinych p¥ipadech,
na pf. kdyZ z, n jsou obé& ,,spojité proménné‘‘ nebo obé& ,,celoéiselné
proménné‘‘. Vskutku odvodime v kap. VI, § 21 obecn&jsi vétu, ktera
viechny tyto piipady zahrnuje. Mohl jsem ostatné uSetfiti trochu
mista, kdybych byl vSechny tvahy o stejnomérné konvergenci od-
sunul aZ do kap. VI; chtél jsem v3ak, aby se étendf seznimil s timto
duleZitym pojmem jiz nyni, a to v ptipadé pon&kud specialisovaném,
a proto pro zacatek 1épe srozumitelném.

Cviden{

1. Podobns jako v pifkl. 1 odvodte z binomické fady pro (1 — z2)~ 1 tadu pro
aresin z.
sinz s8in2¢ sin3z .
2. Funkce f(z) = T + 7 + 3 + ... m4 v intervalu (— oo,
cosx cos2x cos 3z
13 23 + 32

4+ o0) derivaci f'(z) = + ... a primitivni funkei

cos x cos 2z cos 3z

1¢ 2¢ 3¢
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3. Z vty 55 odvodte: plati-li (13) a je-li lim ¢,(x) = O stejnomérnd v M, je
n—>wo

fada &,(z) — &(x) + ... stejnomérnd konvergentni v M.

4. Z cvié. 3, piikl. 1 a z v8ty 60 odvodte: fada v (31) konverguje stejnomsrng
v {— 1, + 1D, jeji snuiet je tam tedy spojity a proto plati (31) i pro z = + 1.

2 1
5. Budiz f,(x) = 0proz £ 0aproz > —; pro 0 < z £ — budiz f,(x) =
n n

1
= nz, pro — < z < — budiZ f,(x) = 2 — nx (kreslete si naértek). Posloupnost
n

(32) hi), fy(=), ...

je konvergentni posloupnost spojity'ch funkei, majici spojitou limitu lim f,(x) =
n—o
= 0 (vSe vintervalu (— oo + o0)). Posloupnost (32) neni vSak stejnomérné& kon-

vergentni v (— o0, -+ 00).13) Pfesnéji: je-li § libovolné kladné &fslo, je (32)
stejnomé&rné konvergentni v intervalu (— o, 0> i v intervalu {4, + ), nikoliv
viak v intervalu (0, d).

6. Budte f,(xz), fs(x), ...; §1(x), go(x), ... dvé posloupnosti stejnomérné kon-

vergentni v mnozind M;!4) budiZ a e E;; piSme lim f,(z) = f(z), lim g,(z) = g(z)-
n—»0 N—>0
Potom jsou v M stejnomérnd konvergentni téZ tyto posloupnosti: af,(z), afs(z),

o [h@)] [fo@)]s oo fr(x) 4 g1(2), fo(®) 4 go(x), ... Tsou-li funkce f, g omezené
v M (t. j. existuje-li K €E, tak, Ze |[f(z)] < K, |g(x)] < K pro viechna z ¢ M),
jo té%Z posloupnost f,(z) g,(x), f2(x) g2(x), ... stejnom&rnd konvergentni v M.

1
Je-li g(x) & 0 pro vSechna z ¢ M a jsou-li funkce f(x), — omezené v M, je
hiz) ) g@)

9:1(x) " gs(z)’
podet &lent) stejnomérnd konvergentni v M.

téZ posloupnost ... (zniZ je vSak po piipad$ nutno vynechati kone&ny

§ 4. Stejnomé&rna spojitost. Také v tomto paragrafu znamend slovo
,,funkce‘ koneénou reilnou funkeci jedné redlné proménné. Co zna-
mena, feknu-li, Ze funkce f je spojitd v intervalu I? To znaéi toto:
Je-li z € I, potom je funkce f spojita v bodé z (pro # = ¢ minim spo-
jitost zprava, pro z = b zleva).!5) To tedy znaédi: Je-li x eI a je-li
e > 0, potom existuje 6 > 0 tak, Ze plati¢)

13) Stejnomdrné konvergence ve vdt& 56 je tedy ,,postadujici’, ale nenf
ynutnou‘‘ podminkou pro spojitost funkce lim f,(z).
1) Zde miZe M byti zase libovoln4d mnoZina (nemusf byti M c E,).
15) Viz DI, definice 17, 18; a, b znadf pofatedni a koncovy bed I.
16) Podminka y e I je zde priddna proto, aby bylo vyjadieno, %e pro z = a
g'&sip. z = b) jde o spojitost zprava (zleva). a, b znali poitetni a koncovy
I
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el |z —y| < 8)=|f(z) — fly)| <e.

Zde oviem ¢ zavisi jednak na ¢, jednak na bodu z (v némz vySetiuji
spojitost). Lze-li voliti 6 nezdvisle na z, iikdme, Ze f je stejno-
mérné spojitd v intervalu I. To tedy znamena: Ke kazdému ¢ > 0
existuje 6 > 0 tak, Ze

(33) @el, yel, |z —y| < 8)=[flx) — fy)] <.

Véta 63. BudiZ f spojitd v omezeném uzavFeném sntervalu I = (a, b)
(— 0 <a <b< 4 ©). Potom | je stejnomérné spojitd v I.

Dikaz. Necht f je spojita v I, ale nikoliv stejnomérné. Z toho méme
odvoditi spor.

Neni tedy pravda, Ze by kazidému &> 0 existovalo ptislusné
6 > 0. To znamené: Existuje jisté ¢ > 0 (toto ¢ v dalsim podrZime),
k nému? neexistuje pfisluiné 6 > 0. T. j. af si zvolime § > 0 jakkoliv,
neplati implikace (33), t. j. existuji vidy &isla z, y, pro né% je splnéna
premisa, ale neni splnén zavér implikace. Specidlné: ke kazdé hodnoté
0= % (n =1, 2,3, ...) existuji &isla x,, ¥», pro néz sice plati
(34) anI, quI, lxn_ynl<%’

ale soucasné jest

(35) f(xn) — flyn)] 2 € .

Posloupnost z,, z,, ... je omezeni, ma tedy vlastni hromadnou hod-
notu «, a tedy existuje vybrand posloupnost x, , zy,, ... (b, < k; < ...)
tak, zZe

(36) lim 2, =«,

—> 0

nacez podle (34) je téz
(37) limy, =«.

Jeitoa < 2, < b, je téz a < o < b. Tedy je f spojitd v bod8 « (zprava,
je-li « = a, zleva, je-li « = b). K naSemu ¢&islu £ > 0 existuje tedy
n > 0 tak, Ze

(38) @el, |z — of <n) =|f(z) — fx)] < 2.
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Ale z (36), (37) plyne, Ze existuje m ¢ N tak, Ze |z, — «| <7, |yi, —
— | < n; z (38) tedy plyne
H(@r,) — Hye)| = [f@s,) — f)] + [Hx) — flys,)] <e,
coZ je ve sporu s (35) pro n = k,,. Tim je véta dokdzana.
Pozndmka 1. Rozdil mezi spojitosti a stejnomérnou spojitosti

funkce v I se da opét velmi vyrazné vyjadfit logickymi symboly.
Vyrok ,,f je spojita v I* se d4 vypsat takto:

[ITT 2 TT (e —yl <6 =[f(z) — f&)] <e)

e>0 zel 0>0yel
(predtéte slovy!). Vyrok ,.f je stejnom&rné spojitd v I‘ se da vypsat
takto:

[T TTTT (e —yl <6 =|f=) — f)] <)

e>00>0 zel ye
(ptecdtéte slovy!).

Poznédmka 2. Mluvil jsem v této kapitole jen o redlnych funkcich.
Ale definice 9 i definice stejnomérné spojitosti podrzuji smysl, jsou-l
fs I u. (Clenové fady (3)) koneéné komplexni funkce.!?) Jeito pro
funke f(z) = g(@) + iA(@), fa(®) = gal@) + iha(z) jost

Max (|g(2) — ga(@)|, [R(z) — ha(@)]) < |f(2) — fal2)]| <

je patrno toto: Vztah
lim f,(z) = f(x) stejnomérné v M
plati tehdy a jen tehdy, je-li
lim g,(z) = g(z) , lim A,(x) = h(x) stejnomérné v M

(podobné pro fady). Dile: f je stejnomérné spojita v M tehdy a jen
tehdy, jsou-li g, A stejnomérné spojité v M. Odtud plyne, Ze véty
51—63 plati i pro konecné komplexni funkce: staci, aplikujeme-li je
zvl4a§t na realnou a imagindrni ¢ast. Ov8em funkce ¢, (véta 55) a v,
(véta 53) jsou redlné (nezdporné) podle své definice. K stejnomérné
konvergenci a stejnomérné spojitosti se vratime na obecnéj$im pod-
kladé v kap. VI, § 19 (stejnomérni spojitost) a § 21, 24 (stejnomérna

17) 'V § 3, 4 jde oviem o komplexnf funkce jedné re 41né promdnné.
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konvergence). Zobecnéné v&ty 57 na derivace vyssich f4di poddme
v kap. VI, § 25, cvié. 2, zobecnéni v&ty 57 na funkce nékolika prom&n-
nych poddme v kap. VII, § 14. Dali rozbor pojmu stejnomérné kon-
vergence a jeho zobecnéni je podino v Dodatku, § 3.

Cvideni

JestliZe I je interval, ktery budto neni omezeny nebo neni uzavieny, a f je
spojitd v I, nemusf byt f stejnomérnd spojitd v I. Viz k tomu nésledujicf cvi-
&eni.

1
I. Funkce f(x) = - nenf v (0, 1) stejnomérnd spojitd. Navod: Je-li z > 0
1
pvelmi malé*, y = 4z, je |z — y| ,,malé", |f(x) — f(y)| = - »velkée.

2. Funkce f(x) = 22 neni <0, + o) stejnomé&rnd spojitd. Navod: Rozdil
(z 4+ h)? — 2* muZete udélat velmi velkym i pfi velmi malém h, zvolite-li
z dosti velké.

3. Funkce cosz, sinx jsou v (— 00, + ) stejnomd&rnd spojité. Navod:
|cos (z + k) — cos z| < |k| podle véty o piristku funkce.

4. Funkce!®) f(x) = cos 2? nenf stejnomé&rng spojitd v (0, + o). Névod:
pro celé kladné & je /(V2k-n) — f(V(2Ic — 1) =) = 2, a& pro velkd k je rozdil

Vorr — Vizk— D= = il

— ——————— velmi maly. Podobn& pro funkei
V2k= + Y2k — 1) =

sin 23.

5. BudiZ f spojitd v intervalu I. Pfi daném J > 0 budiZ u(d) (obsirngji
(5, f, I)) supremum &fsel |f(x) — f(y)| pro zel, yel, |z — y| < 8. DokaZte:
/ je stejnomdrnd spojita v I tehdy a jen tehdy, jestli¥fe lim u(d) = O.

850

1 +
6. Pro funkei - v intervalu (0,1) arovné% pro funkei 22 v intervalu (0, + o)
je u(6) = + oo pro kaZzdé 6 > 0.
7. Pro funkce cos 23, sin 22 v intervalu (0, 4+ o) je u(6) = 2 pro ka¥dé é > 0.

8. Pro funkci cos z v intervalu (— o0, + o) je u(d) = 2 pro é = x, u(d) =
=28in}d pro 0 < 6 < wn. (Navod: cos (z + k) — cosz = — 2sin (z + }A).
. sin }k). TotéZ plati pro sin z.

9. Jestlize funkce f mé v intervalu I omezenou derivaci: |[1'(z)| < K (event.
zprava v poitetnim, zleva v koncovém bod¥), je |u(d, 1, I)] < K a tedy je
f stejnom&rng spojité v I.

18) Rozumgj oviem cos (z%).
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10. Necht f mé v (@, b) = I rostouci vlastni nezdépornou derivaci. Potom
(0, f, I) = f(b) — f(a) pro 8 > b — a (zfejmé); u(4, f, I) = f(b) — f(b — ) pro
0 < d £ b — a. (Navod: Jeito f je neklesajici, je (pro0 < § < b — a) u(é, f, I) =
= Max (f(z) — f(x — 9)); ale f(x) — f(x — ) mé nezdpornou derivaci a tedy

a+8<z<b
maximum na konei, t. . pro z = b.) Piiklad: f(x) = 2%, I = (a,b),0 S a <b <
< 4 oo, Jest u(d) =b* —a? pro 6 = b — a, u(d) = b2 — (b — 9)? = 2b6 — &*
pro0<d<Lb—a.

Funkce u(d) = u(d, f, I) se &asto nazyva modulem spojitosti funkce f v in-
tervalu I.

6’ ’ I . .
11, Jestlize lim I%—)- = 0, jo f konstantni v I.Ndvod:budiZ ce I, d e,
30+

d— d—c
¢ < d. BudiZ ¢ > 0. Volme n ¢ N tak velké, %e ,u( c) <e s Potom
n

snadno zjistime, Ze

d —
(@) — flc)] S npu (

c)<s(d—c).

To plati pro kazdé ¢ > 0, tedy f(d) = f(c).
Zajimavé je srovndni s cvié. 9: u ,,rozumnych* funkef (s omezenou derivacf)
é
je "%2 omezen4; jakmile viak tento podil konverguje k nule, je f konstantni

v I a tedy u(6) = 0 pro kazdé § > 0.

12. Necht f m& v I = {a, b) spojitou derivaci (v bodé a minim derivaci
zprava, v bod8 b zleva), takZe (viz DI, v&ta 128) existuje Max |f ()] = K.Do-
ka%te,1?) Ze potom asrs

i BOLD

550+ é

1%) Srovnej s cvié. 9.
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