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KAPITOLA VI.

METRICKE PROSTORY. SPOJITOST A LIMITA

§ 1. Uvod. Pojem metrického prostoru. Limita posloupnosti. Spo-
jité zobrazeni. V kap. V jsme studovali vlastnosti redlnych funkei
jedné realné proménné. Slo tedy o zobrazeni z E, do E, (po p¥ip. do
E}, pokud funkce nabyvaly také nekoneénych hodnot). V této roz-
sahlé kapitole budeme studovati predevSim vlastnosti koneénych
redlnych funkei » proménnych, t. j. zobrazeni z E, do E;. Ale nebylo
by uéelné, kdybychom se omezili jen na tento piipad; nebot budeme
pfilezitostné vySetiovati také komplexni funkce realnych nebo kom-
plexnich promé&nnych (t. j. zobrazeni z E, do K nebo z K, do K), zob-
razeni z E, do E, atd. Je tedy ulelné&jsi a pfehlednéjsi, probereme-li
tyto véci s obecné&jsiho hlediska, zahrnujiciho vSechny tyto ptfipady.
Mimo to ziskd tim étend¥ védomosti, které mu budou uziteéné v mnoha
partiich matematiky.

Studiu funkei jedné proménné jsme v kap. V piedeslali studium
mnozin realnych ¢isel, t. j. mnozin M C E;. MnoZinu E; nazyvame téz
¢iselnou osou, jeji prvky (t. j. redlna &isla) nazyvame body. Vzdile-
nosti bodu z, y jsme nazvali ¢islo — oznatme je o(z, y) — definované
rovnici

ey e@ y) = |z —y|.
Ztejmé jsou tyto tii vlastnosti funkce p(z, y):
I o(x,x) = 0.
II. Je-li z % y, je o(x, y) = o(y, ) > 0.
IIL. o(x, 2) < e(x, y) + e(y: 2).
Treti vlastnost plyne z toho, ze
e—el=le -9+ G- < —yl+ly—2.

Na téchto tfech vlastnostech spoé¢ivaly mnohé (ne oviem vSechny)
uvahy v kap. V.

Pi#fklad 1. Mnozina E,, t. j. mnoZina vSech ,,boda‘ [z,, z,] (2, € E,,
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z3¢E,) se asto nazyvd rovinou a vzdalenosti bodd z = [z, 7,],
¥ = [¥1, ¥,] se nazyvi &islo

(2) o@ 9) = V(@1 — 9)* + (2 — 1)
(to odpovid4 Pythagorové véts).

Podobné se zavadi vzdilenost o(z,y) dvou bodd z = [z, ..., z,],
¥y=1[y,...,y,] v r-rozmémém prostoru E, rovnici
(3) Q(x’ y) = V(xl - yl)z + oo T (xr - yr)2 .

Ze také tato funkce ma svrchu zmin&né vlastnosti I, IT, III, ukéZeme
za chvilku.

Piiklad 2. V matematice se vyskytuje je§t& mnoho zcela odlinych
piipadi, ve kterych je tcelno definovati ,,vzdalenost neboli ,,od-
chylku* ¢(z, y) dvou prvki z, y podobnym zpisobem. Budte na pt.
a, b (@ < b) dvé koneéna realna ¢isla a budiz B mnozina vSech realnych
koneénych a omezenych funkei v oboru (e, b). Jsou-li z, y dva prvky
z B (t. j. dve redlné omezené funkce z(t), y(t)), je pfirozeno definovati

) ofa, y) = sup [+(t) — y(9)] )

Ze ¢ ma vlastnosti I, IT, je jasno. Ze m4 té% vlastnost I1I, je patrno
takto: Pro kaZdé ¢ e (a,d) jest

() — 2(t)] < () — y()] + [y()) — 2(t)] < ez, y) + (¥, 2) ;
piejdeme-li vlevo k supremu, dostaneme III.
Jevi se tedy jisté ucelnym zavésti novy pojem, ktery shrnuje tyto

a podobné pripady:

Definice 14. Budi? ddna néjakd mnoZina P a mimo to konecnd redind

funkce ¢ v oboru P X P (t. j. o(x, y) je definovdno pro vdechna x ¢ P,
y € P), jeZ md tyto vlastnosti:

L. o(@, ) = Oprokaidéx e P.2.Je-liz e P,y e P,x + y, je o(x, y) =
=0, 2)>0.3. JelixeP,yeP, z¢ P, je

o(z, z) é oz, y) + 0(y, 2) .

1) e(=, y) je tedy koneéné nezéporné &islo.
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Potom funkci o nazgvime metrikou v mnoZiné P; mnoZinu P a funkci o
dohromady nazjvdme metrickym prostorem, znak (P, o).

Poznamka 1. Metricky prostor je tedy jakdkoliv mnoZina, opatfens
metrikou. Prvky metrického prostoru téméf vidy budeme nazyvati
body. Jsou-li z, y dva body metrického prostoru (P, ), nazyvame
dislo o(x, y) jejich odchylkow nebo vzddlenostf.2) Neni-li pochybnosti
o tom, o kterou metriku jde, mluvime kritce o metrickém prostoru P
misto (P, p).

Vlastnosti 1, 2, 3 z definice jsou velmi nazorné. Vlastnosti 1 a 2
* pozaduji, aby vzdalenost bodu od sebe sama byla rovna nule, kdezto
pro x + y ma byt vzdilenost o(x, y) kladna (a stejnd jako o(y, x)).
Nerovnost o(z, z) < o(x, ¥) + o(y, 2) je t. zv. trojihelnikova nerovnost;
je zobecnénim nerovnosti zndmé z elementérni geometrie.

Priklad 3. Funkce (1) a (4) jsou vskutku metriky, jak jsme jiZ
zjistili. Ovéfme jeité, Ze funkce (3) (jejimiZ specidlnimi p¥ipady pro
r =1, r = 2 jsou funkece (1), (2)) je metrikou v E,. Obecngji: zvolme

p = 1 a dokaZzme, Ze funkce
1

(5) Qp(x’ y) Z T; — ?/:I ;

je metrikou v E,. Vlastnosti 1, 2 jsou ziejmé; vlastnost 3 plyne ze
vzorce (128) v kap. V, klademe-li v ném a; =z; — y;, b, = y; — 2,
tedy a; + b, = x; — z;. Pro p = 1 dostdvame specialné metriku
(6) 01(, y) = 21 Ixi —Y;
]=—.
Dalsi metrika v E, je funkce
(M o(x,.y) = Max le; — w31 5%)
_\1‘
vlastnost 3 plyne takto:
s — 2| = o — gl + ly; — 2] S ole, ) + o(y, 2)
pro kazdé j = 1, ..., r. Nejuzivanéjsi metriky v E, jsou g, (t. j. metrika

(3)) a 0. Metrika g, se nazyva eukleidovskou metrikou a prostor E, s tou-

%) Z vlastnosti 2 plyne, Ze je jedno, ktery z tdchto bodu bereme za prvni
a ktery za druhy bod.

3) Snadno zjistite, Ze pro jakékoliv body =z, y je o(z,y) = lim g,(=z, y).
P>+
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to metrikou se nazyva r-rozm&rnym eukleidovskym prostorem. Met-
riky (5), (7) se ,,pFili$ nelidi““. Pro kazdé p > 1 je ziejmé

1

(8) o(z, y) < o,lx, y) S rro(z, y) < ro(, y) .

Pro r = 1 viechny tyto metriky splyvaji.

Je vidét, Ze do téZe mnoZiny P muZeme zavésti ruzné metriky, jez
je ovSem nutno néjak rozliditi ozna¢enim, na pt. g, o, ¢, ...; ptisluiné
metrické prostory (P, o), (P, ¢), (P, ¢'), ... jsou oviem ruzné.

Piiklad 4. (Normované linedrni neboli vektorové pro-
story.) BudiZ (viz kap. I, § 10) P modul (redlny, resp. komplexnf),
o jeho nulovy bod.

Koneénou realnou funkei » v oboru P nazyviame normou, jestlize
jsou splnény tyto tii vlastnosti:

a) Pro kazdé z ¢ P, = + o je »(z) > 0.
b) ze P,y e P =v(x + y) < v(x) + »(y).

c) Pro kazdé koneéné reilné (resp. komplexni) « a pro kaidé
z € P je v(ax) = |x| v(z).

Poznamenejme, zZe z c) plyne »(0) = 0, nebof »(0) =»(0.z) =
=0.%x) =0,aZev(— ) =9(—1.2)=|— 1] »(z) = »(2).

Modul, v némz je dana norma, se nazyva normovanym linedrnfm
nebo vektorovym prostorem. Tyto prostory jsou zadkladem, na ném%
spodiva dulezita theorie linearnich operaci, vybudované okolo r. 1930
polskym matematikem S. Banachem. Tato theorie, dileZitd v raznych
oborech matematiky i v aplikacich, jest od té doby intensivné pésto-
véna na celém svétd; zv1asté vyznamnych tspéchi dosdhli zde mate-
matikové sovétsti.

Norma »(z) se ¢asto znadi ||z|| (tohoto oznaleni se pfidrzime) nebo
dokonce |z|; toto oznadeni vzniklo z toho, %e v E, nebo v K (t. j.
v oboru realnych nebo komplexnich &isel) je funkee ,,»(x) = absolutni
hodnoté ¢isla z*‘ zfejmé normou.
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Thned vidite, Ze v E, funkce

) ) = (Slk)> @2 1),
(10) p(x) = Max |z}
15j<r

jsou -vskutku normami (u funkce », pouzijeme vzorce (128) z kap. V
k ovéfeni vlastnosti ¢). Rovnéz tak v prostoru B (ptikl. 2) je funkce
(11) »(x) = sup |z(¢)|

a<t<b
ziejmé normou.

Budiz P normovany linearni prostor; normu zna¢me [|z|. PoloZme
o(x, y) = |lx — y||.*) Tvrdim, Ze ¢ je metrika v P (mluvime-li o nor-
movaném linearnim prostoru, pojimame jej proto vidy jako metricky
prostor pravé s touto metrikou). Vlastnost 1 z def. 14 je zfejma:
o(z, ) = ||z — || = ||o|| = 0. Vlastnost 2 rovnéi: Pro z + y je z —
—y*o0, tedy 0<p@y)=Ilz—yl=|-@—yl=y—2=
= o(y, z). A vlastnost 3 je trividlni: o(z,2) = |z — 2|| < ||z — || +
+ |ly — 2l = ez, ) + e(y, 2).

Zavedeme-li v E, normy (9), (10) nebo v B normu (11), vidime
ihned, Ze jsou tim v E, a v B pravé zavedeny metriky z piikl. 2, 3.

Piiklad 5. Budiz M mnozina vSech posloupnosti koneénych redl-
nych cisel; jeji prvky jsou tedy posloupnosti z = {#,};_1,%) ¥y =
= {Yn}no1s ---» kde z, €E,, y, €E,, ... Z této mnoziny vytvofime pfi-
rozenym zplisobem modul, definujeme-li (pro a ¢E,) z + y = {z, +
+ Ya)2. 1 ax = {az,}7_,; jest oviem o= {0,0,0,...}. Pro xeM,
y € M poloime

_ < 1 lxn - ynl
(12 ¢ =2 5 Tk oo — 5]
(to je zi'ejmé& konvergentni fada, n-ty ¢len je mensi nez 2—). Tvrdim,
ze o je metrika v M. Vlastnosti 1, 2 z def. 14 jsou zfejmé. Vlastnost

3 pak plyne takto: Funkce je rostouci pro & > — 1. Tedy

5
1+¢
(jezto |2, — 2.| < | — Y| + |¥n — 2a]) Jest

4) Tedy specialnué pro y = o dostévame, e ||2|| = e(z, o).
8) Takto se ¢asto znaéi posloupnost z,, z,, ..-
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lxn - znl < |xn - ynl + |yn - znl
l+lxn—znl= l+ lxn—ynl + lyn_zn| =
|xn - yn‘ - + |yn - znl
=1+|xn'—ynl l+|yn_znl
(v poslednim souétu jsem misto spole¢ného jmenovatele napsal jme-
novatele mensi); odtud podle (12) ihned plyne o(z, z) < o(z, ) +
+ ely, 2).

Ale tato metrika neni vytvofena Zidnou normou prostoru M podle
piedpisu piikladu 4. Nebot kdyby tomu tak bylo, musila by norma
bodu z (podle pozn. %)) byti rovna &islu p(z, 0). Ale zvolite-li z =
={1,0,0,...}, je ax =1{a,0,0,...} pro aecE, tedy podle (12)
o(xz, 0) =}, o(az,0) = %% takZe neni obecné p(az, 0) =
= |a| o(x, 0) (sta&i dosadit na pt. @ = 2), t. j. funkee g(z, 0) jakoZto
funkce bodu z neni normou v M. Uvedl jsem tento pfiklad hlavné
proto, aby se &tendf nedomnival, Ze ka?dd metrika v modulu musi
byti vytvofena z néjaké normy modulu rovnici ¢(z, y) = |z — y.

Poznidmka 2. BudiZz (P, o) metricky prostor; budiz M c P. De-
finujme funkci ¢ v oboru M x M rovnici o(x,y) = o(,y) (pro
zeM, ye M); o je prosté parcidlni funkce gy, 5. Jeito vlastnosti
1, 2, 3 jsou splnény pro vSechna z, y, 2 z P, jsou splnény specidlné
pro viechna z, y,z z M, t. j. ¢ je metrika v M. O metrickém prostoru
(M, o) fikdme, Ze je vnoFen do (P, g) nebo Ze M je podprostorem
prostoru P (P je nadprostorem prostoru M), nebo Ze M je bodovi
mnoZina v P (nebo prostoru P).%) Vyjadiujeme to obycejné znakem
M c P, ktery tedy v tomto pfipadé znamena:

1. Jest M C P ve smyslu obecné theorie mnoZin, t. j. ze M =
=zxelP.

2. Kterékoliv dva body z M maji v prostoru M touz vzdalenost
jako v prostoru P.

V dalsim budeme v této knize uzivati znaku M C P téméf vyhradné
v tomto smyslu; kde by hrozilo nedorozuméni, odstranime je vhodnou
pozniamkou.

%) Vlastng jsem mé&l psati (M, o) a (P, 9). Oviem @ a (P, ¢) jsou také pod-
prostory prostoru (P, p).
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Pitiklad 6. Casto se vyskytuje tento pripad: Mame r metrickych
prostortd (P, o,), ..., (P,, ¢;). Potom P = P, x ... X P, je mnoZina
viech r-élennych posloupnosti z = [z,, ..., z,], ¥ = [¥1, ..., ¥;] & pod.,
kde z; ¢ P}, y; ¢ P;. Zavedme tyto funkce v oboru P X P:

(13) 0%z, y) = 0}(xy, ¥y) + +-. + 0%2p y,) (P =1),
(14) o(z, y) = }Wax 0;(%;> ¥;) ;

¢éislo go(z, y)?) beru neziporné. Tvrdim, Ze g, o jsou metriky v P.
Vlastnosti 1, 2 z def. 14 jsou zfejmé. Trojihelnikovd nerovnost
(vlastnost 3) plyne takto: Jeito g; jsou metriky, je

_1_
?

e(@, ) —(Ze z;, 7;))? (Z(e,(x,, ;) + 0y 2))?)? <

< (ZQ;(“’," ?/,')); + (Z@;"’(Z’/ja zj))_;

(véta 105), t. j. o(z, 2) < o(z, y) + o(y, 2). Dikaz pro o je obdobny, ale
snazsi.

Jak vime, miiZzeme na p¥. kartézsky souéin P = P, X P, X ... X Py
vytvotit také tak, Ze na pf. polozime P, x P, = Q,, P; = @,, P, X
X Py X Pg=Q,, natez P=Q, X @, X @;.%) Vzorec (13) ukazuje
ihned, Ze obojim zpisobem dostaneme v P touZz metriku. Jsou-li
totiz 7,, 75, 7, metriky v Q,, @,, @, je podle (13) (psino velmi zkra-
cené)

1 + 75 + 5 = (ef + 03) + oF + (of + 03 + e8) -

Obecné: at upravim kartézsky soucin jakkoliv ve smyslu asociativniho
zakona, dostanu v ném vzdy touz metriku. Totéz plati pro metriku (14).
Oviem je nutno v celém vypodétu uZivati budto stile vzorce (13)
(s tymz p), nebo stale vzorce (14).

Vyjdu-li specialng z prostoru E;, s metrikou g(z,y) = [z — y],
dostanu pro E, = E, X E; X ... X E, podle piedpisu (13) metriku (5)
a podle pfedpisu (14) metriku (7).

7) Metrika g ovSem z4visfi na p.
%) V jakém smyslu je rozumdti této rovnici, bylo fedeno v kap. I, § 8, pozn. 5.
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Poznamenejme jest&, Ze pro metriky (13), (14) zfejmé plati

1
(15) o, y) < elx, y) < rro(z, y) < ro(z, y) -

Poznamka 3. Budu-li v daléim mluvit o kartézském soudinu
P =P, X ... X P, metrickych prostori, budu tim rozuméti vidy
prostor (P, p) s metrikou (13) nebo (P, ¢) s metrikou (14). Speciilng
znak E, bude vidy znadit prostor (E,, p,) 8 metrikou (5) nebo (E,, o)
s metrikou (7). Vidy se oviem budu v celé tivaze drZet téhoZ predpisu.
Pii tomto oznaceni je E, ,,, = E, X E, X E, (i co do metriky). Pfi
vétsing nadich dvah nebude zaleZeti na tom, kterého z naSich pted-
pist pouziji. Odchylky od této imluvy vidy poznamenim.

Poznimka 4. Méjme v mnozingé P dv¥& metriky g, ¢. Budeme
Fkati, Ze tyto metriky jsou ,,skoro stejné*®) jestliZe existuji kladna
koneén4 &isla a, b tak, Ze plati:

o=@, y)

(xeP,ye P,z + y)= (ag @ 9) gb) .

Na pt.: Podle (15) jsou metriky (13), (14) skoro stejné. Podle (8) jsou
metriky (5), (7) v E, skoro stejné. Téméi u viech vlastnosti, které
budeme zde studovat, bude lhostejné, kterou ze dvou skoro stejnych
metrik vezmeme.

BudiZz P néjakd mnoZina; do ni jest oviem moZno obecné zavésti
metriku na mnoho zpisobu. Pifi-li ¢ ~ g, jestliZe metriky g, o jsou
,,8koro stejné*, dostdvim tim zfejm& ekvivalenci ve smyslu kap. I,
§ 7. Viechny metriky v P je tedy mozno rozdéliti do t¥id tak, Ze dvé
metriky patii do téZe tiidy tehdy a jen tehdy, jsou-li skoro stejné.

Cast&ji nez ,,skoro stejné‘ metriky se studuji v literatute dvojice
metrik g, o (v téZe mnozing P), které maji tuto vlastnost: Jsou-li
Xy, Xay « -} Y15 Yo, --- jakékoliv dvé posloupnosti bodu z P, je lim o(x,,

Y.) = 0 tehdy a jen tehdy, je-li lim o(z,, ¥,) = O (jsou-li g, o skoro

stejné, maji ziejmé tuto vlastnost). Je jasné, Ze také tento vztah je
ekvivalenci v podobném smyslu jako svrchu.

%) Nenf to nikterak obvykly nézev.
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Pozndmka 5. Zavedeme je3té jedno oznadeni. BudiZ (P, o) met-
ricky prostor, a e P, 0 < ¢ < + oo. Definujme

(16) Qp o(a, €)= ExeP,pa,z) <e¢).

(Ctéme: mnozina viech bodd z ¢ P, pro které je p(a, z) < e.) Tuto
mnoZinu nazyvame koulf (obSirnéji: otevienou kouli) v prostoru
(P, o) o stiedu a a poloméru e. Nehrozi-li nedorozuméni, piSeme
2p(a, ¢) nebo Q(a, €).

»Podoba‘“ | koule* zaleZi oviem na mnoZing P a na metrice go. Na
pt. vySetfujme ,kouli“ £(o, ¢) v prostoru E,. Jde-li o eukleidovskou
metriku, je to vskutku koule v obvyklém geometrickém smyslu;
jde-li o metriku ¢ (viz (7)), je to mnoZina E(Max ([z,[, |2,|, |zs]) < &),

z

coz je — ve smyslu Eukleidovy geometrie — krychle; jde-li o metriku
¢, (viz (6)), je to mnoZina E(|z,| + |2,| + |z,! < ¢€), t. j. osmistén.

Zavedu-li do mnoziny N v3ech ptirozenych ¢&isel eukleidovskou metriku
o(x, y) = |x — y|, sklddd se Q2 ,(0, 2) pravé ze tii boda 0,1, —1.
Atd. V E, (s eukleidovskou metrikou p(z,y) = |z — y|) je oviem
Q(a, &) = (a —¢,a + ¢).

Zavedeni metriky ndm umoziiuje zobecniti na obecné metrické pro-
story mnohé pojmy, zavedené v kap. V. To budeme nyni provadeéti;
étenadt udéla dobie, bude-li si stale piipominati piislusné véty z kap.
V a bude-li se snaZit predstavit si véc aspoii v E,; pfes obecnost na-
sledujicich ivah jde o véci velmi ndzorné.

Je-li z ¢ E, a je-li z,, x,, ... posloupnost ¢isel z E;, mizZeme rovnici
lim z, = « psati také v ekvivalentnim tvaru lim |z, — | = 0 neboli
lim g(x,, ) = 0. Definujeme obecné obdobné:

Definice 15. Budif x e (P, g), budif z,¢(P,0) pro n=1,2, ...
Rikdme, %e posloupnost z,, x,, ... md limitu x a pifeme

(17) lim x, =,
jestlize
(18) lim o(z,, ) = 0 .19)

10) V této rovnici jde jiZ o znamy pojem: limita posloupnosti realnych &isel
o(zy, 2)-
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Uvédomme si, Ze rovnice (18) zustava v platnosti, jestliZe v po-
sloupnosti vynecham, pfidam nebo zménim koneény podet ¢lent
(viz DI, kap. II, § 1). To nés vede k této imluvé: Smysl vzorce (17)
budeme definovati rovnici (18) ¢ tehdy, jestlife koneény poélet Elenn
posloupnosti z,, x,, ... nent definovdn.

Poznamenejme, Ze platnost rovnice (17) zavisi na metrice o. Kdyby-
chom tedy méli v mnoZing P dvé metriky p, o, mohlo by se stéti, Ze
by (17) na p¥. platilo pfi metrice g a neplatilo pfi metrice o.

Poznédmka 6. Posloupnost mé v (P, ¢) nejvyse jednu limitu.
Dikaz: Budiz soudasné lim p(z,, ) = 0 = lim ¢(z,, y); mime do-
kézati, e = 3. Trojihelnikovd nerovnost davé o(z, ¥) < o(z, z,) +
+ o(z,, ¥) pro kazdé n. Ale prava strana ma limitu 0,12) tedy o(z, y) <
< 0, tedy (podle vlastnosti 2 z def. 14) nutnd x = y (a oviem g(z, y) =
= 0).

Pozndmka 7. Je-li 2, =2 pro viechna = > n, je limz, = z.
Diikaz: Pro n > n, je o(z,, ) = 0.

Poznimka 8. Je-lilimz, = = a je-li 2, %, ... vybrand posloup-
nost, je téZ lim x, = z. Dikaz: Posloupnost redlnych &isel o(xy,, )
(n=1,2,...) mé za limitu nulu, jeZto je vybrdna z posloupnosti
realnych ¢isel o(z,, ), jeZ mé limitu 0.12)

M¢jme nyni zobrazeni f z metrického prostoru (P, ¢) do metrického
prostoru (Q, o). Metriky o, 0 ndm umoziiuji definovati spojitost
pfesnd tak, jako jsme ji definovali v kap. V, § 3;!13) pouze misto
| — a| pfSeme g(a, x), misto |f(x) — f(a)| piSeme o(f(a), f(x)) (body
f(x) lezi v (@, o)). Tedy:

Definice 16. BudiZ f zobrazeni z prostoru (P, ¢) do prostoru (@, o).
BudiZ A c P. Potom definujeme:

1. Je-li aeA, a jestlite ke katdému ¢ > 0 existuje & > 0 tak, %e
plati implikace

11) Nehledejte zde %4dné problémy: zde u% jde o posloupnosti redlnych &isel,
ne o posloupnosti bodu z P.

12) Viz DI, vta 62.

13) Pro konedné redlné funkce jedné redlné proméuné; pfipad f(a) = + ©
prozatim pod definici 16 nespadé.
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(19) (x € 4, o(z, a) < 8) = o(f(2), f(a)) < £,')
Fikdme, Ze zobrazent f je spojité v bodé a vzhledem k mnoZiné A.

2. Je-li f spojité vzhledem k A v katdém bodé a mnofiny A, Fikdme,
Ze f je spojité v A.

3. Je-li f spojité v A, kde A je oborem zobrazeni f, Fikdme krdice, %e
fje spojité.

Poznamka 9. Pojmenovani v definici neni zcela tplné: jedno a
totéZz zobrazeni miuZe nebo nemusi byt spojité podle toho, o kterou
metriku g & o jde. Mé&lo by se tedy snad fikat ,,p-o-spojité”‘ nebo
podobng; ale neni to zvykem a neni toho téméf nikdy t¥eba. Je zfejmy
lokdlni charakter bodu 1 na8i definice: nahradim-li mnozinu A
mnozinou B C P a zobrazeni f zobrazenim g tak, Ze pro jisté 4 > 0
je Q24(a, 4) = 2p(a, 4) a Ze pro viechna x € 2, (e, 4) ma symbol
f(x) tyz smysl jako g(z), potom ziejmé plati: Je-li f spojité v a vzhledem
k A, je téZ g spojité v a vzhledem k B. Na pf¥. u funkei jedné reilné
proménné definujeme ,,spojitost zprava v bodé a‘“ jako spojitost
v bodé a vzhledem k intervalu {a, 4 0); ale mohli bychom také ¥ici
»»vzhledem k intervalu (a, a + 1)* nebo <a, a 4+ J;) a pod., a smysl
vyroku se tim nezméni. Jestlize misto slova zobrazeni uzivim slova
funkce, mluvim oviem o spojité funkei a pod.

Poznamka 10. Ptime-li se, zda néjaké zobrazeni f z (P, o) do
(@, o) je spojité v mnoziné A C P (t. j. spojité vzhledem k 4 v kazdém
bodé mnozZiny A), pfichdzeji podle definice 16 v tivahu pouze ¢&isla
o(x, a), o(f(x), f(a)) pro a € A, z ¢ A. Neni tedy Zidnou jmou obec-
nosti naSeho vySetfovdni, omezim-li se na parcidlni zobrazeni f,
a vezmu-li misto (P, o), (@, o) pfimo prostory A, f(4). Pisi-li tedy
opét P, @, f misto 4, f(4), f,, jde o zobrazeni f prostoru (P, g) (t.
j. obor f je P) na (@, o). Je-li toto zobrazeni prosté, existuje inversni
zobrazeni f_, prostoru @ na P. Nisledujici pfiklad ukazuje, Ze se
muZe stati, Ze f je spojité (t. j. spojité v P), ale f_, neni spojité.

Budiz (vSechno se odehravd v E; s metrikou o(x, y) = lz — )
P =(0,1)u{2,3) a polozme f(x) =z pro 0 <z <1, f(x) =z — 1

U) T. j.: Je-li @€ R, g0 9) i0 [(2) € g, 5)(f(a), &). Tim je téZ implicite
fedeno, %e f je definovano vV 24, (% d)
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pro 2 < z < 3; polozme Q = f(P) = (0, 2). Zfejm& je f prostd a spo-
jitd v P. Inversni funkeci oznadéime ¢; je ¢(y) =y pro 0 <y < 1,
o(y) =y + 1 pro 1 < y < 2 — nespojitost v bodé y = 1.

Definujme: BudiZ f spojité a prosté zobrazeni prostoru (P, g) na
(@, 0).1%) Jestlize také f_, je spojité (v prostoru @), iikdme, Ze f je
homeomorfni neboli topologické zobrazeni. Ze symetrie definice je
zfejmo, Ze potom také f_, je homeomorfni. Prostory (P, g), (@, o) se
nazyvaji homeomorfni, existuje-li homeomorfni zobrazeni P na Q.

Piiklad 7 (s eukleidovskou metrikou): Funkce koneénd, rostouci
a spojitd v invervalu J C E; zobrazuje tento interval na jisty interval
J’ CE,. Toto zobrazeni je homeomorfni, jeZto podle véty 114 v DI
je inversni funkce spojita v J'.

§ 2. Vzdilenost. Cauchyovské posloupnosti. Definice Gplného pro-
storu. Budiz (P, o) metricky prostor, a e P, A C P, B C P.1%) Zavedeme
trvale tato oznadeni:

(20) e(a, A) = inf g(a, ), d(a, A) = sup p(a, z)
zed zed
(t. zv. dolni a hornf vzdilenost bodu a od mnoziny A),
(21) e(4, B) = inf o(z,y), d(4,B)= sup ¢(z,y)
zed,yeB Ted,yeB

(t. zv. dolni a horni vzdilenost mnoZin 4, B). Vyznam t&chto symboli

je velmi nézorny. Ziejmé o(a, B) = o((a), B), o(a, b) = o((a), (b)) =

= d((a), (b)), o(4, B) = inf g(z, B) (viz kap. II, § 1, piikl. 2) a pod.
zed

Dilezit&jsi je dolni vzdélenost; horni vzdédlenost se nejdastéji vy-
skytuje pro 4 = B, nadez se zkracené pise
(22) d(4) = d(4, A) = sup o(z,y);

zed, yed

d(4) je t. zv. pramér mnoZiny 4.

Cisla o(a, B), o(4, B) jsou vidy koneéné a nezéporni, s vyjimkou
piipada o(a, 9) = o(4, 9) = o(9, B) = + co. Podobné ¢isla d(a, B),

15) T, j.: f méa obor P a je spojité v P.

1¢) U%ivam dmluvy z § 1, pozn. 2: 4 c P znadf, %e prostor A je vnoien do
(P, o).
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d(A, B), d(A) jsou vidy nezipornd (ale nemusi byt kone¢ni), s vy-
jimkou ptipadid d(@, B) = d(4, 9) = d(a, §) = d(@) = — 0. MnoZina
A4 se nazyva omezenad, je-li d(4) < + co.

V E, je to zfejmé v souhlase s pojmem zndmym z DI, kap. I, § 8.

Poznamka 1. Budiz a € (P, ), 4 C (P, g). Tvrdim: A je omezena
tehdy a jen tehdy, je-li sup o(a, 2) < 4 o (t. j. d(a, 4) < + o0).

zed

Dikaz: Jestlize pro viechna z € A je p(a,z) < K (kde K < + o©0),
potom (z ¢ 4, y ¢ 4) = (o(z, y) < oz, @) + ola, y) < 2K), tedy
d(A) < 2K. JestliZe naopak 4 je omezend, tedy o(z,y) < C pro
zed, ye A, zvolme pevné bod y e A (pfipad 4 = ¢ je jasny), na-
¢ez pro kaizdé x € A plyne o(a, z) < o(a, ¥) + o(y. ) < C + o(a, y).

Duasledek. Jestlize v E, zavedu za ¢ kteroukoliv z metrik (5), (7),
potom A CE, je omezend tehdy a jen tehdy, jestliZe mnozina vSech
soufadnic vSech bodli z ¢ A je omezend. Stacéi totiz poloziti v nasi
poznamce a = o, nadeZ (viz (7)) je véc jasna pro metriku o, a podle (8)
to plati i pro ostatni metriky.

Poznamka 2. Budte 4, B, C neprazdné bodové mnozZiny v met-
rickém prostoru (P, ¢). Potom

(23) le(4, C) — o(B, C)| = d(4, B) .

Dukaz. Budiz d(4, B) < + o (jinak je to jasné). Pro libovolné
bodyaed,beB,ceC je

e(4, C) = ola, ¢) < e(a, b) + e(b, ¢) < e(b, ¢) + d(4, B) ;

tedy o(b, ¢) = o(4, C) — d(4, B) prokazdé b ¢ B, c € C, tedy o(B, C) =
= o(4,C) — d(A4, B), a vyménou A s B: o(4,C) = o(B,C) — d(A, -
B); odtud plyne (23). Dulezity je vlastné jen pfipad jednobodovych
mnozin 4 = (a), B = (b), kde (23) dava
(24) |Q(a> C) - Q(b, C)‘ é Q(a’ b) pro C+9.
Nejjednodussi piiklady (na- pf. 4 = (0,1), B=(0,2), C =(2),
o(4,C) =1, o(B, C) = 0, o(4, B) = 0 v E,) ukazuji, Ze (23) by nebyla
spravna, kdybychom vpravo misto d psali g.

Poznimka 3. Z definice je ziejmo: Je-li 4 c A4,, BCB,, je
e(a, 4) = o(a, 4,), (4, B) = (4, B)), ale d(4, B) < d(4,, B)),
d(4) < d(4,) atd.
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Poznamka 4. UZ jste si snad vSimli, jak duleZitou tlohu hraje
trojihelnikovd nerovnost v dikazech v3eho druhu. To je pfirozené,
nebof viechny obecné véty o metrickych prostorech musime odvozo-
vati z vlastnosti 1, 2, 3 (def. 14), pfi ¢emzZ 1 a 2 se aplikuji zcela me-
chanicky. VSimnéme si ji proto blize. Pfedné jest

e(a, d) < e(a, ¢) + e, d) < e(a, b) + o(b, ¢) + elc, d)
a podobné dale indukei. Odtud

ela, d) — o(b, ¢) < e(a, b) + elc, d),
a vyménou a s b, csd

Q(b’ ¢) — ela, d) é Q(b: a) + o(d, c),

tedy

(29) lo(a, d) — (b, ¢)| < e(a, b) + e(c; d) .

To plati pro libovolné body a, b, ¢, d. Speciédlné pro d = ¢ dostavime
(26) le(a, ¢) — e(b, o)| < o(a, b)."")

V roving E, s eukleidovskou metrikou jsou vam (25), (26) dobie
zndmy z elementdrni planimetrie.
Poznamka 5. Jeli limz, =2, limy, =y, je lim o(z,, ¥) =

fn—>0

= o(z, y); Pro y, = y mame speciilng: Je-lilim z, = z, je lim o(z,, y) =
= o(, y). e
Dukaz. Podle (25) je

lo(@n, ym) — 0(@; ¥)| < (@n: @) + ¢(Ym: Y) -
Méime tedy dokonce jesté ostiejsi vysledek: Ke kazdému &> 0
existuje n, tak, Ze (n > ny m > ny) = |o(Zs, Ym) — 0(2, y)| < &.19)

Poznamka 6. Je-li 4 C P, limz, = z, je lim o(z,, 4) = o(z, 4).
Diikaz: Pro 4 = ¢ je to zfejmé. Pro 4 + ¢ plyne z (24) |o(x,, 4) —
- Q(Z, A)I g Q(xm .’E)

17) To je ostatnd obsaZeno v (24).
18) To se psava éasto takto:
”l“:: 0(Zns Ym) = 0o(x, y);

m—c

viz o tom bliZe § 10.
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Poznamka 7. Pojem limity v metrickém prostoru je velmi dile-
%ity a je nutno umét s nim dobfe zachazet. Podobné jako v oboru
realnych ¢isel iikdme, Ze posloupnost z,;,z,,... je konvergentni
v (P, p), jestlize body z,, z,, ... lezi v P a jestliZe existuje v P bod z,
ktery je limitou této posloupnosti (podle def. 15).

Je-li A bodovéd mnoZina v metrickém prostoru P, a je-li z,, z,, ...
konvergentni v 4 (lim 2, = z), je tato posloupnost téZ konvergentni
v P (s touz limitou); nebot o(z,, ) znamend v P totéz jako v 4. Ale
obrétit se toto tvrzeni neda: Je-li P = E;, A = (0, 1) (vSe s metrikou
o(z, y) = |z — y|), m4 posloupnost },4,%,... v P limitu 0, kdeZto
v A limitu nema (nebot 0 nepatfi do A, a kdyby naSe posloupnost
méla v 4 limitu z, méla by v P dv§ ruzné limity 0 a x, coZ je nemozno).

Prichdzime nyni k pojmu velmi dulezitému:

Definice 17. Posloupnost z,, z,, ... bod@ prostoru (P, p) nazyvdme
cauchyovskou (neboli fundamentdlni) posloupnosti, jestliZe ke kaZdému
& > 0 existuje pfirozené n, tak, Ze
(27) (n = ng, m = ny) = 0(Tp, Zp) < €.

Poznimka 8. To, zda z,, z,, ... je cauchyovskd, zileZi tedy jenom
na vzijemnych vzdalenostech bodu =z, z,,..., t. j. na metrickém
prostoru X, sloZeném z téchto bodd, a ne na tom, do kterého $ir§iho
prostoru je prostor X vnofen. Ekvivalentni forma definice je oviem
tato: ke kazdému ¢ > 0 existuje piirozené =, tak, ze p > 0 =
= Q(xn.» xﬂ,ﬂz) <e.

Pozndmka 9. Kazd4 posloupnost konvergentni v (P, g) je cauchy-
ovska. Dikaz: Necht lim z, = z, necht ¢ > 0. Existuje n, tak, Ze
n = ny = 0% x) < 3. Pro n=>ng,m=n, je tedy o2, z,) <
é Q(xm z) + oz, Z,) < &

Poznimka 10. Zdalipak také naopak kazds cauchyovska posloup-
nost bodi z (P, ¢) je konvergentni v (P, 9)? To nemusi byt pravda:
Posloupnost }, 3, %, ... neni konvergentni v prostoru (0, 1) (s met-
rikou ¢(z, y) = |x — y|), aé je cauchyovskd (nebof je konvergentni
v &ir§im prostoru E,).

Tato poznamka nis vede k dilezité definici:
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Definice 18. Metricky prostor P®) nazjvdme dplnym, jestlife katdd
cauchyovskd posloupnost bodi prostoru P je konvergentnt v P.

Piiklad 1. Na pf. véta 26 (o ,,Bolzano-Cauchyové podmince)
Fika pravé, Ze prostor E, s eukleidovskou metrikou je tplny; naproti
tomu Zidny omezeny interval otevieny nebo polouzavieny, vnofeny
do tohoto prostoru, neni tplny (stadi sestrojiti posloupnost &isel toho
intervalu, majici za limitu pravé onen krajni bod intervalu, jenz
k n&mu nepatii — tato posloupnost je pak cauchyovskd, ale neni
v tom intervalu konvergentni).

Poznamka 11. VS&imnéme si nyni pojmu: limita, cauchyovska
posloupnost, dplny prostor v kartézskych souéinech metrickych
prostorti. Mysleme si » metrickych prostori (P, 0,), .., (Py, 0,) & jejich
kartézsky soudin P = P, X ... X P, s nékterou z metrik (13), (14).
Budiz ™, 2, ... posloupnost bodi z P — pi¥me
(28) 2™ = 2, ..., 2]

a budiz z = [z,, ..., z,] rovnéz bod z P. Z (13), (14) je ihned vidét, Ze
lim g(z™, ) = 0 plati tehdy a jen tehdy, je-li lim g;(z{™, z;) = 0 pro

n—>0 n—

7 =12, ...,r. Kratce: Posloupnost bod@ ™ md za limitu bod x tehdy
a jen tehdy, kdyZ kaZdd ,,soufadnice bodu ™ md pro n — o za limitu
pFislus$nou soufadnici bodu z. Specidlné plati tato véta v prostoru E,
opatfeném nékterou z metrik (5), (7). Uplné obdobnsg je vidét z (13),
(14), ze posloupnost ™, z®, ... je cauchyovské tehdy a jen tehdy,
jestlie kazd4 z r posloupnosti (", z{®, ... je cauchyovskd: Odtud
pak snadno plyne

Véta 111. Budte (Py, 0,), ..., (P,, p,) meprdzdné metrické prostory.
Potom prostor P = P; X ... X P, 8 metrikou (13) nebo (14) je tdplny
tehdy a jen tehdy, kdyZ prostory (P,, g,), ..., (P,, 0,) jsou uplné.

Dikaz. 1. Necht (P, g,), ..., (P,, o,) jsou tGplné, a necht body (28)
(n =1, 2,...) tvofi cauchyovskou posloupnost v P. Mame dokazati,
Ze tato posloupnost je konvergentni v P. Jeito kaZdd posloupnost

P, 2, ... je cauchyovskd a P; Gplné, existuje lim 2 = z, ¢ P,,
nadeZ e

lim 2™ = [z, ...,2,] e P.

n—>x0

10) Kdyz neni tfeba, nevypisuji explicitnd metriku — jak jsme se ji% smluvili.
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2. Necht néktery P;, na pf. P,, neni uplny. Tedy existuje cauchy-
ovské posloupnost (" (n = 1, 2, ...) bodd z P,, jez nem4 limitu v P,.

Volme body a, € P,, ..., a, ¢ P,?°) a kladme 2™ = [z{, a,, ..., a,] pro
n =1, 2, ... Posloupnost a;, a;, a;, ... je konvergentni a tedy cauchy-
ovskd, takZe posloupnost =V, z®,... je cauchyovska, ale presto

nemd limitu v P, jeZto posloupnost prvnich ,soutadnic (", z{?, ...
nema limitu v P,. Tedy P neni upiny.
Véta 112. Prostor E,, opatfeny metrikou (5) nebo (7), je dplny.

Dukaz. Véta 26 fikd pravé, Ze prostor E, s metrikou p(z, y) =
= | — y| je Gplny. Odtud plyne véta 112 uZitim véty 111.

V&imnéme si je$t& nékolika drobnosti.

Poznamka 12. Posloupnost boda z;,z,,... z (P, ¢) nazyvim
omezenou, je-li omezend mnozina, sloZena ze vSech jejich ¢lenu (jako
v DI, kap. II, § 2). KaZdd cauchyovskd posloupnost je omezend. Dukaz:
Existuje ptirozené n, tak, Ze pro n > n, je o(,, 2,) < 1. Zrejmé
pak pro kazdé n > 1 je

Q(xm xn,) é Max (Q(xl’ xﬂ.)’ seey Q(xu.-v 27,,.), 1) .

Poznamka 13. Obsahuje-li cauchyovskd posloupnost x,, x,, ... kon-
vergentni posloupnost vybranou:

limz, =z,
je lim z, = .

Dikaz: Budiz ¢ > 0; existuje n, tak, Ze pro n > n,, m > n, je
0(%n, ) < }e. Existuje s tak, Ze k, > n, a Ze o(z;, ) < }e. Pro
n > n, je tedy

Q(Q‘-n, x) é Q(xm xk‘) + Q(xk.’ x) < €.

Pozndmka 14. (Velmi dilezitd.) KaZdd omezend posloupnost
20, 2® . bodi z E, obsahuje vybranou posloupnost konvergenint v E,.

Dukaz. Z posloupnosti P: z(, ¥, ... vyberu podle v&t 19, 17
posloupnost P, tak, aby prvni soufadnice tvorily posloupnost kon-

) To lze, je¥to P; 4 @ proj = 2,...,7.
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vergentni (v E,). Z Y, vyberu podle tychz v&t posloupnost P, tak, aby
i druhé soufadnice tvofily posloupnost konvergentni atd. Po r krocich
dostanu posloupnost

P,y oy, ..,

vybranou z 9, s touto vlastnosti: Existuje lim 3™ = y; ¢E, proj =1, ...

n—oo

..., 7. Podle pozn. 11 existuje tedy lim y™ = y ¢ E,, kde y = [y,, ...
cen Yol

Poznamka 15. Poznamenejme, Ze vyroky a) lim z, = z, b) z,,
n—o

Z,, ... je cauchyovska, c) (P, ¢) je Gplny nezméni smyslu, nahradim-li
metriku g skoro stejnou metrikou o; na pi.: (P, g) je uplny tehdy a
jen tehdy, je-li (P, o) tplny; posloupnost z,, z,, ... bodd z Pje cauchy-
ovskd (resp. ma limitu z ¢ P) pii metrice o tehdy a jen tehdy, je-li
cauchyovska (resp. ma limitu z) pfi metrice 0. To je zfejmé.

§ 3. Isometrick4 zobrazeni. Zobrazeni f prostoru (P, p) na prostor
(@, o) nazyvime isometrickym, jestlize pro viechna ze¢ P, y e P je

(29) o(z, y) = o(f(z), {(¥))

(t. j. vzdalenost dvou bodi se rovna vzdalenosti jejich obrazi). Z¥ejmé
je toto zobrazeni spojité a prosté, a inversni zobrazeni je opé&t iso-
metrické, tedy také spojité, takZe isometrické zobrazeni je homeo-
morfni (viz § 1 ke konci).

Prostory (P, ), (@, a) se nazyvaji isometrické, jestliZe existuje
isometrické zobrazeni jednoho na druhy (nacez jsou oviem homeo-
morfni). Pokud se omezujeme pouze na t. zv. metrické vlastnosti
prostoru (t. j. takové, které spocivaji pouze na metrice g), je patrno,
Ze se isometrické prostory podstatnd od sebe nelidi: viechny vztahy,
které plati mezi vzdalenostmi o(z, ¥), o(w, V), ... bodi a mnozin z P,
plati také mezi vzdalenostmi jejich obraza o(f(z), f(y)), a(/(u'), vy, ...
Uvedme tii zavainé priklady.

Ptiklad 1. V mnozing K vSech konednych komplexnich cisel za-
vedme metriku o(z,y) = [t — y|. To je vskutku metrika, jezto
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|x — 2| < |&¢ — y| + |y — 2| (viz DI, v&ta 180).21) V roviné E, zavedme
eukleidovskou metriku

o([zs, 221, [y, y2)) = V(@ — 9" + (22 — w2°,
coZ je pravé |(z, + iz,) — (y, + iy,)|. Piifadim-li tedy kazdému bodu
[2,, 2,] € E, &islo z, + iz, € K, dostanu isometrické zobrazeni E, na K.

Ptiklad 2. V prostoru E,, zavedme eukleidovskou metriku;
v prostoru K, (to je mnoZina viech z = [z,, ..., 2,], kde x; jsou kone¢na
komplexni ¢isla) zavedme metriku?2)

a(z, y) = Vzllx:‘ — Y.
];
Pidme
P, oy =y 1y
Tedy

o(z,y) = V 2z, — g + e — -

Jestlize tedy bodu [xy,...,z,, %, ..., 2,] ¢ E,, pfifadim bod [z; 4+
4- iz}, ..., x, + ix,] € K,, dostanu isometrické zobrazeni E,, na K,.

Piiklad 3. Zvolme v eukleidovském E, pevné bod a. Sestrojme
zobrazeni, které kaZdy bod x ¢ E, zobrazuje na bod x + a (,,posunuti‘).
To je ziejmé isometrické zobrazeni E, na E,. TotéZ plati ostatné pro
K, pfi metrice piikl. 2 a totéz plati pro E, pfi kterékoliv z metrik
(8), (7).

VySetfujme nyni vSechna isometrickd zobrazeni eukleidovského
E, do sebe (t.j. do eukleidovského E,; zde je dileZito, Ze jde pravé
o metriku (3)). BudiZ ddno néjaké zobrazeni E, do E, pii metrice

r

(30) f@ybizwr—%h

ptejme se, kdy je isometrické. Obrazy bodi z, y, ... znaéme z’, y', ..
Obrazem bodu o je jisty bod a. Jestlize tedy kaZdému bodu « ¢ E, p¥i-

1) Pri této metrice znadi rovnice lim z,, = z (pro koneéné komplexni z,, z),
Ze lim |z, — 2| = 0, t. j. %e ke kaZdému ¢ > 0 existuje n, tak, Ze n > ny =>
= |x, — z| < e. To jo tedy v souhlase s definici podanou v DI, kap. XV, def.
35 a véta 181.

) ¢ je vskutku metrika v K, = K X ... X K, nebot je z metriky v K (viz
piikl. 1) sestrojena podle pravidla pfikladu 6 v § 1 [vzorec (13) pro p = 2].
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fadim misto bodu z' bod & =z’ — a (posunuti), dostdvim nové
zobrazeni ¢, které zobrazuje o na bod o a je ziejmé isometrické tehdy
a jen tehdy, bylo-li pvodni zobrazeni isometrické. Obrazy ¢(z),
o(y), ¢(2), ... budeme znalit &, 7,7, ... Aby ¢ bylo isometrické, je
nutno a staéi, aby pro viechna z, y bylo

(31) Z @ — ) = Z (& —m)*-
Volba y = o dava téz n = o, takze z (31) plyne
(32) Z ,

Nla
N< le
I

naceZ po umocnéni je z (31) v1dét
pro isometri¢nost je

nutnéd a postacujici podminka

(33) > xy; = > &m; (pro viechna z, y).
j=1 =1

Budiz ¢® bod, jehoZ k-t4 soufadnice je rovna jedné, ostatni rovny
nule; jeho obrazem je bod £® = [¢{®, ..., ¢®]. Podle (33) méa byti
(dosadim-li z = e®), y = )

(34) 2 8(”‘)6?) = 6’:_1, kde 6k,k = 1 ) 6]"1 = 0 pI‘O k 4: l .
j=1

Podle zndmé vty o nisobeni determinantd plyne odtud pro determi-
nant A &sel & rovnice 42 =1, tedy 4 = + 1. Z rovnic (34) ply-
nou je$té rovnice

(34a) > &P =6, .
K=

Diikaz: Zna&i-li E matici prvkia & (prvek j-tého fidku a k-tého
sloupce), znati-li dile E matici transponovanou (vyména fadka za
sloupce) a J matici jednotkovou, fikaji rovnice (34), Ze je EE =J ;
odtud, jak zndmo, plyne, Ze také EE =J ; rozepiSeme-li tuto rovnici,
dostaneme pravé (34a).

Dosadim-li nyni do (33) y = ¢*), plyne odtud

(35) Ze=3 & (k=1,..,7),
7=1
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odkudz lze vzhledem k (34a) vypodistiz3)
(36) f=S e, (I=1..,7).
£l

Naopak, mé-li naSe zobrazeni tento tvar (s podminkami (34)), napime
jesté rovnici obdobnou k (36) pro obraz 7 bodu y; vyjde

T

5 (6 =it = 3 (3 e — i) - (3 e — ) =

i=1 h=1
r - T x n r
= z (T — Yu)(@n — Ya) Z VeV = Z (T — Yr)?
k=1 =1 £X1

(podle (34)), takZe zobrazeni jest isometrické. Puvodni zobrazeni je
pak dédno rovnici 2’ = & + a, takie pravé vSechna isometrickd (a
Zadna jind nez isometricka) zobrazeni E, do E, jsou ddna takto: Zvolim
libovoln& a,, ..., a,, dile zvolim libovolnd d&isla & (j,k=1,...,7)
tak, aby platilo (34), a definuji pak obraz & libovolného bodu z rov-
nicemi

r
(37) f=Yer +a (I=12..71).
k=1

Soutadnice bodu ¢ jsou tedy linearnimi funkcemi soufadnic bodu z,
pii ¢éemZ koeficienty jsou vaziny jediné podminkami (34).24) Tyto
t. zv. orthogondlni linedrni substituce (toto jméno se viak obycejn&
dava systému homogennich rovnic (36)) jsou dobie znamy z algebry
a z analytické geometrie. Probral jsme je zde, jeito souvisi tzce
s pfedmétem nasich dvah.

Obvykle se nazyva eukleidovskym r-rozmérnym prostorem (realnym)
kterykoliv metricky prostor isometricky s (E,, o), kde o je metrika,
dana rovnici (30).

§ 4. Ekvivalentni metriky. Budiz P mnozZina, v niz jsou definovany
dvé metriky o, o, takZie mame dva metrické prostory (P, p), (P, o).
Rovnice
(38) limz, ==«

n—o
23) Néasobfim k-tou rovnici (35) &islem e(,k) a sectu.

3) Jeito 4 = 0, lze pii libovolnych §; nalézti x, tak, Ze plati (37); naSe zob-
razenf tedy nutn& zobrazuje E, na cely prostor E,.
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v prostoru (P, g) znaéi, %e lim o(x,, ) = 0; tdZ rovnice v prostoru
(P, o) znadi obecnd néco jiného, totiz lim o(z,, z) = 0. Metriky g, o
nazyvime ekvivalentnimi v mnoziné P, jestliZze rovnice (38) znamena
v prostoru (P, p) totéz jako v (P, o). T. j.: metriky p, o jsou ekvi-
valentni v P, kdyZ pra jakékoliv body z, z,, z,, ... mnoZiny P je rov-
nice (38) splnéna v (P, o) tehdy a jen tehdy, kdyZ je splnéna v (P, o).
Je patrno, Ze potom vSechny vlastnosti a vztahy bodi a mnoZin
v (P, g), které lze vysloviti vyhradné s pouzitim pojmu limity (bez
explicitniho pouZiti metriky p), plati také v prostoru (P, o).

Poznamka 1. Piimo z definice plyne: I. Je-li A C P a jsou-li me-
triky g, o ekvivalentni v P, jsou také ekvivalentni v A (vlastn& bych
mél Fici, Ze parcialni funkee ¢, ,, 0,, 4 jsou ekvivalentni — tuto ne-
8kodnou licenci si ¢asto dovolim). II. Jsou-li metriky ¢, ¢ ,,skoro
stejné‘‘ (viz § 1, pozn. 4), jsou ekvivalentni — na pf¥. metriky (5),
(7) v E,. -

Vezméme dva zavazné piiklady.

Ptiklad 1. V E, zndme metriku o(z, y) = |z — y|. Je pondkud ne-
piijemné, Ze na pt. definice 15 nezahrnuje (uzijeme-li ji pro prostor E,)
nevlastni limity + oo, — 0. Piiddme k E, tyto dva prvky; tim
dostaneme mnozinu Ef, do ni%z chceme zavést metriku.z5) K tomu cili
sestrojime néjakou koneénou realnou funkei ¢ jedné realné proménné,
kterd je rostouci, spojiti a omezend (vSechno ve smyslu znimém
z DI) v intervalu (— oo, + o). Takovou funkei je na pf. funkce

arctg z, ale je zvykem, brati jednodussi funkei ¢(z) = . Této

x
1+ ||
funkce se pridrzime. Ihned vidime, Ze je to v (0, 4+ co) rostouci
spojita funkce, lim ¢(r) == I; dile je to funkce lichd (p{— z)=

r—»+4+o
=—g@()), tedy je rostouci a spojita téz v intervalu (— oo, 0, lim p(z) =
xr—»— O
= — 1. Polozme je&t&é ¢(+ o0) = 1, p(— ) = — 1. Nyni je ¢ funkee,

definovand (a rostouci) v E}, ktera zobrazuje Ef na (—1, 1), kdezto
mnozinu E; zobrazuje na (—1, 1).

25) Nesmime klasti na pr. o(a, + @) = + oo, jefto o mé podle def. 14 byt
konelné funkce.
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Jeito ¢ je prostd, existuje inversni zobrazeni v, které, jak ihned
spottete, je

W=D =— o, )=+ o, ) =720

pro — 1 <y <1 (potitejte zvlddt pro y > 0 a zvlist pro y <0).

v
1
v=gplu)
*(xyl
olx, yl
x y u
-1
Obr. 8.

Funkce y zobrazuje (— 1, 1) resp. (—1, 1) na E} resp. na E,. Defi-
nujme nyni v E} metriku po* rovnici

e*(@ y) = lotz) — e(v)] .

Vlastnost 1 z def. 14 je zfejm4, vlastnost 2 té% (nebot x + y = @(z) +
+ @(y)) a rovnéz vlastnost 3, jeito

lp) — o(2)| < |p() — o@)| + lp(y) — ()] -
Rovnice

(39) limz, =z v (ET, o*)

n—>
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znall, Ze lim |p(z,) — @(z)| = 0, t. j. Ze

n—>a

(40) lim ¢(z,) = ¢(z)

n—w

ve smyslu znidmém z DI, kap. II (jde o poslupnost redlnych &isel
¢(z,) intervalu {— 1, 1)); obrizek 8 nam pak napovidi, Ze (40) plati
tehdy a jen tehdy, je-li

(41) limz, ==z

ve smyslu zndmém opét z DI, kap. IT — nebo ptesnéji: z této knihy,
kap. II, § 1.2¢) Ale dokaZme to rychle.

1. Budiz = + oo (takie v (41) jde o t. zv. nevlastni limitu).
Necht pfredné plati (39), t. j. (40). Chei dokazat, Ze plati (41), t. j.
fe ke kazdému 4 < + oo existuje n, tak, Ze pro n > n, je z, > A.
Jest ¢(4) < 1, ale ¢(z) = ¢(+ ©) = 1; z (40) tedy plyne, Ze exi-
stuje n, tak, Ze Pro n > ny jo p(@a) > p(4), a tedy z, > 4, jetto p je
rostouci. Tedy vskutku plati (41). Necht za druhé plati (41) (pro
z = + ©0); mame dokazat, Ze plati (40), t. j. lim ¢(z,) = 1. Budiz
0 < ¢ < 1; existuje 4 > 0 tak, Ze ¢(4) = 1 — &. Déle existuje podle
(41) n, tak, Ze pro n > n, je z, > A, a tedy ¢(z,) > ¢(4) > 1 — ¢
tedy plati (40).

2. Pro x = — oo je dikaz obdobny.

3. Budiz z konec¢né, takie — 1 < ¢(z) < 1. Necht prednd plati
(39), t. j. (40). Chceme dokazati (41). BudiZ tedy ¢ > 0; jest p(x — &) <
< p(x) < p(xr + ¢), a tedy existuje podle (40) takové nm,, Ze pro
n>mny je plx —e) <gpx,) <p(r+¢) atdy z—e<z, <z+¢
(jezto ¢ je rostouci); tedy plati (41). Necht za druhé plati (41); mdme
dokazati (39), t. j. (40). Budiz tedy ¢ > 0. Existuje é > 0 tak, Ze
p(x — 8) > p(x) — &, p(x + ) < @(r) + & (nebot ¢ je spojitd v bodé
z). Podle (41) exigtuje n, tak, Ze pron > nyjez —d < z, < x + 6,
a tedy (jefto ¢ je rostouci) ¢(r — d) < ¢(z,) < ¢(x + J), tedy
lp(z,) — @(x)| < &, takie plati (40).

Tedy celkem mé metrika o*, které se iikd redukovanid metrika,
tyto zdvazné vlastnosti:

) Pro z, pfipoustfme toti¥ té% hodnoty + @, — co.
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I. V mno#iné E, je ekvivalentni s eukleidovskou metrikou o(% Y) =

= |z — y| (nebof podle textu v § 1 pied def. 15 znaci rovnice (41)

ve smyslu DI pii koneénych z,, x totés jako taz rovnice v (E1 0))-

II. Dovoluje ndm vdak zavésti metriku i do prostoru E¥, pfi dem?

zastdvd zachovdn ditvéj& smysl pojmu limity (a to vlastni i nevlastni).

Piitom se stird vyjimedny charakter t. zv. ,nevlastnich* limit.
U vlastnich i nevlastnich limit jde prosté o limitu (39).

Obr. 9.

Ptiklad 2. V mnoZing vSech koneénych komplexnich ¢&isel K;
jsme zavedli metriku g(v, w) = |[v — w|. Pfifadim-li kazdému bodu
[x, y] € E, ¢islo x + iy, dostdvam isometrické zobrazeni prostoru E,
(s eukleidovskou metrikou, kterou oznadéme na chvili g,) na (K, p).

V mnohych odvétvich matematiky (na pf. v theorii analytickych
funkei) se Casto jevi udelnym doplniti mnozinu K; je$té jednim ,,ne-
vlastnim‘‘ &islem (bodem), které nazveme oo (na rozdil od prvku
+ 0, — o v E}). Takto doplnénou mnozinu K; U (c0) oznaéme
*K,.2”) Pokusme se nyni do této mnoZiny zavést jistou metriku.
Utéinime to takto: V prostoru E, (s eukleidovskou metrikou g;) sestrojme
kulovou plochu & o rovnici & + #%? 4 {* = 1 (soufadnice bodu v E,
budu znaditi pismeny &, 7, ). Kazdému &islu z =z iy e K, (z,y

27) N4ab¥h k tomu jsme ud8lali jiz v kap. II, § 3, pozn. 3.
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redlnd) pfifadim bod na & takto: Spojim bod [z, ¥, 0] pfimkou se
,,severnim pélem koule [0, 0, 1]; tato piimka protne & v bod&
[0, 0, 1], a mimo to jest® v jednom bod& o soufadnicich

(42) E=lx,n=2,{=1—12 (1+0).
Cislo A najdeme z podminky (Az)2 4+ (dy): 4 (1 — 4)? = 1, jeZ davé

pro A jednak kofen O (ten nés nezajimi), jednak A = + 0.

2
4yt + 1
Cislu x + iy piifadim pravé tento bod [£, %, ¢]:
2z . 2y 2t yr—1
(43) -y pra R S S T
Naopak, je-li dan libovolny bod [, 5, {] plochy &, ruzny od bodu
[0, 0, 1], t. j. je-li
(44) 8424 02=1, <1,
existuje pravé jedna dvojice koneénych redlnych d&isel z, y, pro
kterou plati (43). Dikaz: Budte déna &, 5, { tak, Ze plati (44). Potom
tieti rovnice (43) je splnéna tehdy a jen tehdy, je-li (z2 + y2 4 1).
(=1 =—2 t. j.

2
2 2 —_ —_—

(45) 2?+y+1 T—¢’
nadez prvni dvé rovnice (43) jsou ekvivalentni s rovnicemi
. __¢ _ 7
(46) x_l-——t’y_l_—g"

Volim-li tedy z, y podle (46), bude platit (43), jakmile jesté dokézi,
Ze plati (45). Ale z (46), (44) plyne vskutku
g+r+QQ—-0* 2-—-20 2

1—2ay r—=or 1-0
Sestrojme nyni zobrazeni f mnozZiny *K; na plochu & takto: Je-li
z =z + iy € K, budiz f(z) pravé bod [&, 7, {] e 8, dany vzorci (43).
Tim je dano, jak jsme jiz ukazali, prosté zobrazeni mnoziny K; na
& —(p), kde p znaéi bod [0, 0, 1].28) A koneéné klademe f(c0) =
= [0, 0, 1]. Tim je ddno prosté zobrazeni *K, na &. A nyni definuji

24yt 1=

28) Geometricky velmi nézorné: Bod [z, y, 0] je centrédlnim prumé&tem bodu
[&, n, £] ze ,,severniho pélu* na ,,rovinu rovniku®.
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metriku *p v *K, takto: Jsou-li z, 2’ dva body v *K,, definuji
(47) *o(2, 2') = eq(f(2); £(2)) -

Vlastnosti 1, 2 z def. 14 jsou ziejmé, jeito f je prosté; vlastnost 3
pak plyne takto: Jeito g, je metrika, je

es(f(2), (")) < 0s(f(2), f(z')) + eulf(2'), /(2"))
t. j. *o(z, 2") < *o(z, 2') + *o(2', 2").
Vy#&ettujme, co znamena vztah

(48) limz, =2 v (*K,, *o).
Podle (47) znamena tento vztah totéz jako
(49) lim f(z,) = f(z) v (5 g4) -

PiSme 2y =&, + iyng) /(Zn) = [Em Nns gn]a 2=z iy;”) f(Z) =
= [£, n, £]. Ptejme se, kdy je

(50) limz, =2 v (*K,, *g),

kdy% z € K, (t. j. z + o). To podle (49) a podle pozn. 11 v § 2 znadi,
Ze je (v obvyklém smyslu)

(51) limé, =¢, limy, =7, lim{,=7¢.
Jezto { < 1, plyne odtud podle (46)

b &
l—cn_l—c_

Naopak, plati-li lim z, = 2, lim y, = y, plyne z (43) obdobné (51).

lim z, = lim z, limy,=yv.

Pokud je tedy z e K,, znaéi lim z, = z pfi metrice *p totéz jako
pfi obvyklé metrice p(z, 2’) = |z — 2’|. Tyto metriky jsou tedy ekviva-
lentni v K.

Ptejte se jesté, co znamena rovnice

(52) limz, = 0 v (*K, *o),

t. j. 1.-vnice

(53) limé, =0, limy, =0, lim¢, =1

29) Toto oznadeni ovSem ztrici smysl pro z, = o, po pfip. z = oo.
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(pti ¢emz prvni dvé rovnice netieba psati, nebof plynou z t¥eti rovnice
a z toho, Ze £2 + 75 = 1 — {2). Pro strudnost vyjadfovéni definujme
|oo| = + co. Plati-li (53), je podle (45)®) lim (z; + y3) = + o, t. j.
lim |z,| = + oo; je-li naopak lim |z,| = + oo, t.j. im (z; + y;) =

n—w n—o

= + o0, je podle (43) nutné lim £, = 1.2°)
Tedy: rovnice (52) znadi totéz jako rovnice3!)

(54) lim |z,| = + 0.
n— o
Ne&kdy je ti¢elné uzivati prvku oo misto prvki + o0 a — oo i v oboru
¢isel redlnych. Na pi. posloupnost —1,2, —3, ..., (—1)*n,.
nem4 limitu (ani 4+ oo, ani — ) v (Ef, o*), ale m4 limitu co v (*K,,
*0). Proto zavedeme jesté symbol (*E,, *p): to je mnoZina E, v ()
s metrikou *p.

Poznidmka 2. V piidtich paragrafech poznime fadu dilezitych
pojmi, jejichZ smysl se nezméni, nahradime-li metriku (nebo metriky)
v nich vystupujici metrikou ekvivalentni, ale také fadu pojmd, jejichZ
smysl se pfitom muiZze zménit. Zde uvedme pouze pojem omezené
mnoziny (d(4) < + o0). Nahradim-li metriku metrikou skoro
stejnou, nezméni se ziejmé omezenost (nebo neomezenost) mnoziny.
Ale nahradim-li metriku metrikou ekvivalentni, miZe omezena
mnozina pfejit v neomezenou. Na p¥. E, pfi eukleidovské metrice mé
prumér + oo, kdeito pfi metrice o* ma priumér koneény (nebot cely
prostor (EY, o*) ma pramér 2, jezto d(Ef, o*) = Max |¢(z) — @(y)| =
= g+ ) — p(— ) = 2).

ch;k

§ 5. Uzavér, derivace, vnit¥ek, hranice mnoZiny. Uzaviené a ote-
viené mnoZiny. V prostoru E; jsme tyto pojmy vétiinou zavedli a do
jisté miry studovali jiz v kap. V, § 1. Proto mohu jisté postupovati
struénéji.

%) Vlastng se vzorce pro 2 -+ y2 & pro L, [t. j. (45) a t¥eti rovnice (43)] daji
pouZit jen pro z, + o — tedy vlastnd jen pro jistou vybranou posloupnost.
Ale pro ta n, pro nd% je z, = , t. j. |z,] = + o, je vie trividlni.

31) Kterou mohu pojimat budto jako nevlastnf limitn ve smyslu kap. IL
nebo jako limitu v (E,*, o*).
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Definice 19. Budiz A C (P, p). MnoZinu vdech bodi x € P, které maji
vzddlenost o(x, A) rovnou nule, nazveme uzdvérem mnoZiny A (v prostoru
(P, 0)) a oznacime ji A nebo obsirnéji A*, A 9.

Klademe tedy

A® 9 = 8(2: eP,o(x, A) =0).

Poznamka 1. V kap. V Slo tedy o uzavér v eukleidovském E;;
podobné v8echny dalsi pojmy v kap. V, § 1 se vztahovaly k prostoru
E, (eukleidovskému). Vidy je AT c P.

Poznamka 2. Zfejmé

Acd?; 9 =¢; (@ =(@); P°P=P.
Nebot z e A = g(x, A) = 0; pro kazdé z ¢ P je o(z,9) = + 0 + 0;
pro kazdé x + a je o(z, (a)) + 0; a koneéné z prvniho vztahu a z pozn.
1 plyne Pc PP c P.

Je uziteéno vyjadriti definici 19 jesté jinak. To se stane ve vétach
113, 114. Kdy je z ¢ A? Tehdy a jen tehdy, kdyz 1nf o(z, y) = 0, t. j.

Ye
kdyz ke kazdému & > 0 existuje y e A tak, Ze g(x y) < e&. Jinak

Teceno:

Véta 113. Budi z « P, A C P.32) Potom je x ¢ AY tehdy a jen tehdy,
kdyZ kaZdd koule Qp(x, €) (o stiedu x) obsahuje aspori jeden bod z A.

Véta 114. Budif x ¢« P, A C P. Potom jest x ¢ AT tehdy a jen tehdy,
existuje-li posloupnost x,, z,, ... bodi z A takovd, Ze lim x, = x.

Dukaz. 1. Existuje-li takové posloupnost, je lim g(z,, ) = 0 a tedy
oz, 4) = 0.

2. Je-li go(z, A) = 0, existuje ke kaidému piirozenému n» takovy
bod @, € 4, e o(z,, z) < -71; Vyberui ke kasdému = jeden takovy
bod z, (axiom vybéru!), je z,, z,, ... posloupnost, majici limitu z.

Poznamka 3. Uvédomte si dobfe, Ze posloupnost nemusi byt prosta.
Je-li na ptf. z € A, mohu za onu posloupnost vzit z, z, z, ...; a je-li

32) Znak C uZ ted stile znadi vnoreni: 4 je vnofena do metrického prestoru P.
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A ndhodou na pf. koneénd mnozZina, nemohu vibec sestrojit v 4
prostou posloupnost.

Pozndmka 4. Z v&ty 113 nebo 114 ihned plyne: Jeli A c BC P,
je A¥ c BP,
V&ta 115. 4, U 4, = 4, v 4,.%)
Odtud tplnou indukei okamzité
A, 0A,u ...04,=A4,vA4,u...UA4,.
Duakaz 1. Je-li xezl nebo xezz, je podle pozn. 4 xeAm:.

2. Neni-li z ani v Zl ani v 4,, je &g = oz, 4)) > 0, ¢ = p(z, 4;) >
> 0. Pro yed, v A, je tedy p(z,y) = ¢ = Min (¢, &) > 0, tedy
o(z, A, U A;) > &> 0, tedy x neleZi v 4, u A4,.

Definice 20. Budiz A c (P, ¢). Mnofinu A nazgjvdme uzavienou
v (P, ), je-li A¥ = A (meboli: je-li AT C A).34)

Poznamka 5. 9, (a), P jsou piiklady mnoZin uzavienych v P.

Vé&ta 116. Sjednocent koneéného poltu uzavienych mnofin a rovné
pranik libovolného systému uzavfengjch mnoZin je uzaviend mnoZina
(vBe oviem minéno v témZe metrickém prostoru).3%)

Dakaz. 1. Jeli 4; = 4; proj = 1, ..., n, je podle v&ty 115
A v ... uA,,=E1u wUd,=4,u..UA4,.
2. Jeli A, = A, pro ka?dé z¢Z, A =MNA, je ACA,, tedy i

zeZ
AcA,= A, prokazdé zeZ, tedy A C A.
Véta 117. Budif A c P. Potom AT je mnoZina uzaviend v P.

Dikaz. Polozme A = B (uzavéry beru v P). Mame dokazati, Ze
B c B. Budiz tedy a e B; budiz ¢ > 0. Jeito g(a, B) = 0, existuje
zeB, t. j. xe A tak, Ze p(a, ) < }e. Jeito o(z, A) = 0, existuje
y € A tak, Ze o(z, y) < 3¢. Tedy o(a, y) < e. Jeito e > 0 bylo libovolné,
dostdvame o(a, A) = 0, t. j. @ ¢ A = B. Tedy kaidy bod z B patii
do B.

3) Nepisi-li nahoru index P, rozumim vSude uz4av¥r v tém¥ prostoru. Metriku
vétéinou znadim p. _

3¢) Nebot podle pozn. 2 je vidy 4 C A.

38) Podle pozn. 5 je tedy na pf. kazda koneénd mncZina uzaviens.
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Véta 118. Mnofina AT je nejmensi uzaviend (v P) mno#ina, obsahujici
A. Podrobnéji: Je-li A C B, B uzaviend v P, je A¥ C B.

Poznédmka 6. Jinak fedeno: A je prinik viech mnozin uzavienych
v P a obsahujicich 4.

Dikaz. Uzavienost mnoziny A” byla dokdzina ve v&té 117. Je-li
4 C B, B uzaviend, je A C B = B.

Poznamka 7. Uzdvér A” (v prostoru (P, g))zavisi na P a na met-
rice p. Z véty 114 je vidét, Ze AF se nezméni, nahradim-li metriku o
néjakou metrikou ekvivalentni, nebot rovnice lim z, = x znamena
pii obou metrikach totéz.

Nékdy je uziteény tento pojem:

Definice 21. BudiZ (P, o) metricky prostor, x e P, A C P. Bod z na-
zjvam hromadnym bodem mmoZiny A, jestlize kaZdd koule Qp(z, ¢) 0b-
sahuje nekoneéné mnohko bodd z A (t. j. jestlize pro kazdé ¢ > 0 mnoZina
A . Qp(z, €) je nekoneéna). MnoZinu vdech boda z P, jeZ jsou hromad-
nymi body mnoZiny A, mazyvdme derivaci mnoZiny A (v prostoru
(P, o)), znak A’ nebo A'F, A'® 9,

Poznamka 8. Budiz v E; ddna mnozZina M, sloZena z bodu 2 a ze
viech bodu intervalu (0, 1). Bod } patii k M ik M’; bod 1 patii k M’
a nepatii k M; bod 3 nepatii ani k M, ani k M’; bod 2 patii k M a
nepatii k M’. Definujeme: Bod mnoziny M, ktery neni hromadnym
bodem mnoziny M, nazyvime isolovanym bodem mnoziny M. Je
patrno, Ze tento pojem zavisi pouze na metrice v M a ne na tom, do
jakého Sir§iho prostoru je snad mnozina M vnoifena.

Derivaci (t. j. hromadné body) lze opét charakterisovati trochu
jinak:

Véta 119. BudiZx e P, A ¢ P. Potom x je hromadnym bodem mnoZiny
A tehdy a jen tehdy, kdyZ kaZdd koule Q2p(x, ¢) (o stfedu x) obsahuje
aspori jeden bod z A, rizng od x.

Uvédomte si dobre rozdil mezi vétami 113, 119.

Dikaz. 1. Je-li  hromadnym bodem, obsahuje kaidad takova
koule dokonce nekoneéné mnoho boda z 4.

2. Neni-li « hromadnym bodem, existuje podle definice 21 koule
Qp(z, €), obsahujici jenom koneény podet bodi z A. Je zfejmo, Ze
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potom mohu voliti ¢ (0 < ¢, <e¢) tak, Ze Qp(z, ;) uZ neobsahuje
z4dného bodu z 4, s vyjimkou snad bodu z samotného.

Véta 120. Budif z ¢ P, A C P. Potom z je hromadnym bodem mnoZiny
A tehdy a jen tehdy, jestliZe existuje prostd posloupnost z,, Z,, ...
bodi z A takovd, Ze lim x,, = .

Uvédomte si dobie rozdil mezi vétami 114, 120.

Dukaz. 1. Existuje-li takovéa posloupnost, je  ziejmé hromadnym
bodem.

2. Je-li # hromadnym bodem, potom kaZda koule £p (x, %) (n =

=1, 2, ...) obsahuje nekoneén& mnoho bodi z 4. Jestlize tedy byly jiz
zvoleny body z,, z,, ..., Z,_,, je mozno zvoliti z, ¢ 4 tak, Ze z, + z,

. 1 .
pro j=1,2,...,n—1 a Ze p(z, x,) < o Tak dostdvam (axiom

vybéru!) Zadanou posloupnost z,, z,, ...

Poznédmka 9. Z véty 120 je vidét, Ze smysl pojmu ,hromadny
bod‘‘ se nezméni, nahradim-li metriku v P ekvivalentni metrikou.
Vétu 120 lze vysloviti je§té trochu jinak:

Véta 120a. Budif x e P, A c P. Potom x je hromadnym bodem mno-
Ziny A tehdy a jen tehdy, jestlize existuje posloupnost z,, x,, ... boda z A
takovd, Ze x, + x pron = 1,2, .., lim z, = z.

Diakaz. 1. Je-li tato podminka splnéna, obsahuje kazdd koule
Qp(z, €) (¢ > 0) aspoii jeden bod z 4, rizny od z. Tedy = € 4’ podle
véty 119.

2. Je-li z € A', existuje podle véty 120 prostd posloupnost z,, z,, ...
bodi z A tak, Ze lim z, = x. V této posloupnosti je tedy nejvyse jeden
d&len roven z; vynecham-li jej, dostanu posloupnost bodu raznych od z.

Je zfejmé, ze A’ C A. Dokazme:

V&tai21. A =4 v A'.

Dukaz. Uzavér i derivace se bere oviem v témZ prostoru. Jezto
AcAd,A'cAd,jed v A’ Cc A

Budi# za druhé z ¢ 4. Budto je z ¢ A nebo x e 4 — 4. V posled-
nim ptipadé podle v&ty 113 kazda koule Q(z, ¢) obsahuje bod z 4,
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ktery je nutné razny od z, takie podle véty 119 je z ¢ A’. Kazdy
bod z A le%i tedy budto v A nebov 4’,t.j. A c A u A"

Poznamka 10. Podle véty 121 znamend 4 = A totéz jako 4’ C A.
Tedy: A je uzaviena v (P, g) tehdy a jen tehdy, jestlize v8echny hro-
madné body mnoziny A (lezici v P) patii k 4.

Poznamka 11. Nema-li mnoZina isolovanych bodi (t. j. jsou-li
vSechny jeji body jejimi hromadnymi body) a je-li neprazdnd, nazyva
se husté rozloZena. Jsou-li naopak viechny body mnoziny M isolova-
nymi body mnoziny M, nazyva se mnozina M isolovanou. Na pf. pii
eukleidovské metrice je mnoZina vSech raciondlnich éisel husté roz-

y v 2 b X 1 . . oz
loZend; mnoZina M vsech ¢isel - (n =1,2,...) je pak isolovana: ma

sice v E, hromadny bod 0, ale ten nepatti k M .3%) Mnozina M, ktera
je uzaviend v P a husté rozloZena, nazyva se dokonalou nebo per-
fektni v P. To tedy znamen4, ze M + @aze M = M'" (t.]. Ze viechny
body z M jsou jejimi hromadnymi body a Ze jinych hromadnych
bodi mnozina v P nem4).

Néktefi autofi vynechdvaji v definici husté rozloZené mnozZiny a
dokonalé mnozZiny podminku M #+ 0.

Véta 122. Jeli AC B, je A’ C B’; vidy jest (A v B = A’ v B'.

Odtud indukei okamZité (4, U ... U 4,) = A; U ... U 4,

Dukaz. Prvni tvrzeni je zfejmé na pf. z definice. Z ného plyne
A’ c(A v B),B' c(Av B),tedy A’ v B’ c (A U B)'. Zbyva dokazati
toto: Budiz z € (4 v B)’; potom je budto ze A’ nebo z e B'. Ale
to plyne z véty 120 takto: Existuje prostd posloupnost z,, z,, ..
bodi mnoZiny A v B, majici limitu z. Tato posloupnost obsahuje
budto nekoneéné mnoho boda z 4 nebo nekoneéné mnoho bodu z B;
tim dostdvdme prostou nekoneénou posloupnost budto bodi z 4 nebo
bodi z B s limitou z, a uZijeme véty 120.

Véta 123. A'F je uzaviend v P.
Diikaz. Polofme A’ = B; mime dokizati BcC B. Budi? a ¢ B,

38) Jo to jediny hromadny bod mno%iny M (v E,). Uzavér M (v E,) se sklada

prévé z bodu 0 a ze vSech bodu o
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e > 0. Existuje tedy z e B tak, Ze p(a, ) < }e. Jeito z e A’, leii
v kouli Qp(z, }¢) nekoneéné mnoho bodi z 4. Ale podle trojihelni-
kové nerovnosti je 2,(z, }¢) C 2p(a, £). (Nebof pro y e Qp(x, 3¢) je

ela, y) < ela, 2) + oz, y) < de + 3¢ .)
Tedy v 2p(a, ) lezi (pro kazdé & > 0) nekonetné& mnoho bodu z 4.
Tedy a e A', t. j. a e B.

Definice 22. BudiZ A C (P, o). Rikdme, e A jest oteviend (v prostoru
(P, 0)), jestlize P — A jest uzaviend (v (P, g)).

Na pt. 9, P, P — (a) jsou oteviené v P. Pro P = E, je tato definice
podle véty 64 v souhlase s definici v kap. V, § 1. Tam jsme oviem
oteviené mnoziny definovali ndzornéji pomoci ,,vnitinich boda*.
Tuto charakterisaci otevienych mnoZin pro obecné P podime ve
vété 126. Definice 22 ukazuje, Ze je jakasi dualita mezi otevienymi
a uzavienymi mnoZinami, z které 1ze dasto t&Zit pro zjednodusSeni di-
kazi. Tuto dualitu lze vysloviti takto: Je-li A c P, poloZme B =
= P ~ A (takie také 4 = P —- B). Definice 22 potom ¥iika pravé
toto: je-li jedna z mnoZin A4, B uzaviend, je druha oteviend; je-li
jedna z nich oteviena, je druhd uzaviena.

Véta 124. Prinik koneéného poltu oteviengch mnoZin a sjednocent
jakéhokoliv systému otevieniych mnoZin jsou oteviené mnoZiny.

Tedy pravé naopak nez u uzavienych (véta 116).

Dukaz. A, budte oteviené v P, takie P — A, jsou uzaviené. Jest

n n
P-Nn4;=U(P -4),
=1 i=1
P-yU4d,=NFP—-4).
zeZ 2¢eZ
Podle véty 116 jsou pravé strany uzaviené, a tedy mnoziny ) 4;, U 4,
oteviené (podle definice 22).

Poznamka 12. Jeli A oteviend, B uzaviena (v P), je A — B
oteviend, B — A uzavieni. Dikaz: A — B = A(P = B) je prunik
dvou otevienych, B — A = B(P -~ A) je prinik dvou uzavienych
mnozin.

Udédme nyni ndzornéjsi charakterisaci otevienych mnoZin.

256



Definice 23. BudiZ a <« P, A C P. Rikdme, %e bod a je vnitfnim bodem
mnofiny A (vzhledem k prostoru P), jestlize existuje ¢ > 0 tak, Ze
Q,(a, ) C A.37) Vnitikem mno¥iny A v prostoru P — znak A° nebo A°F —
nazyvdme mnoZinu vdech wnitinich bodd (vzhledem k prostoru P)
mnotiny A.

Pozniamka 13. Ziejmé& kazdy vnitini bod mnoziny 4 patii k mno-
ziné A. Je-li A C B, je zifejmé A° C B°.

Véta 125. A° =P - P — 4; A= P =~ (P =~ A)°. (Vnitfek i uzi-
vér v prostoru P.)

Dikaz. x € A° znamena totéz jako Ze v jisté kouli Q,(z, ¢) nelezi
Zadny bod z P = A4, t. j. totéZ jako Ze bod x nepatii k P — A (viz
vétu 113); tim je dokazan prvni vzorec.

z ¢ A znamens totéz jako ze v kazdé kouli Qp(z, ¢) lezi bod patci
k 4, t. j. nepatiici k P — A4, t. j. totéZ jako Ze x nepatif k (P — 4)°;
tim je dokdzan druhy vzorec.

Vé&ta 126. BudiZ A C P. Potom plati: 1. A° je oteviend v P.

2. A° je nejvétdi mnoZina oteviend v P, kterd je obsaZena v A; pFesné:
Je-li B A, B oteviend, je B C A°.

3. MnoZina A je oteviend (v P ) tehdy a jen tehdy, je-li kaZdy jeji bod
jejim wvnitinim bodem (vzhledem k P), t. j. je-li A = A°. Vnitiek A°
se ovdem bere v P.

Poznédmka 14. Vlastnost 3 ddva velmi nizornou charakteristiku
otevienych mnozin.38)

Dikaz. Bod 1 plyne z véty 125, prvni vzorec. Bod 3 plyne takto:
Je-li A oteviena, je P — A uzaviend, a tedy podle 1. vzorce véty 125
je

A°=P - P-A=P--(P-A)=A4;
je-li naopak 4 = A4°, je A oteviena podle bodu 1. Dikaz bodu 2:
Je-li Bc A4, B oteviend, je (viz bod 3) B = B° C 4°.

Pozndmka 15. DokaZme, Ze ,,oteviena koule* Q,(a,¢) je vskutku

mnozina oteviend v P. Dukaz: Budiz z ¢ 2p(a, ¢), tedy o(a, ) < e.

37) Velmi nézorné: vlechny body prostoru P, dosti blizké bodu a, lefi v 4.
38) 'V kap. V, § 1 jsme ji uZili pfimo k definici otevienych mnoZin (v E,).
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Tedy existuje ¢’ > 0 tak, Ze g(a, ) + &' < . Tedy Qp(z, £') C 2p(a, €)
(podle trojuhelnikové nerovnosti), takze z je vnitinim bodem mnoZiny
2p(a, €), a uzije se véty 126, bod 3.

Definice 24. KaZdou mnofinu otevfenou (v P) a obsahujici bod z
nazyjvdme okolim bodu z (v prostoru P). Kafdou mnoZinu otevienou
(v P) a obsahujict mnofinu M nazjvime okolim mnoiny M (v pro-
storu P).

Poznamka 16. Kazda oteviend mnoZina je okolim kazdého svého
bodu a kazdé své ¢asti. Nékteri autofi nazyvaji okolim bodu z (mno-
ziny M) obecné&ji kazdou mnoZinu, jejiz vnitfek obsahuje bod =z
(mnozinu M) a nasim okolim ve smyslu definice 24 fikaji pak oteviend
okoli.

Budiz 4 c P. Body metrického prostoru P jsou vzhledem k mno-
ziné A trojiho druhu: 1. Body z A4°, t. j. vnitini body mnoZiny 4 (v3e
vzhledem k P). 2. Body z (P — A4)°; to jsou tedy takové body z ¢ P,
Ze lze nalézti kouli 2p(z, ¢), kterd obsahuje jen body z P = 4, t. j.
body nelezici v A4; fika se jim né€kdy vnéjsi body mnozZiny 4 (vzhle-
dem k P); jsou to oviem vesmé&s body nepatfici k 4. 3. Ostatni body
prostoru P nazveme hraniénimi body mnoziny A (vzhledem k P),
a mnozinu vSech hrani¢nich bodi mnoZiny 4 (vzhledem k P) nazvu
hranici mno%iny 4 (v prostoru P); znak H(A4) nebo H”(4). Je to mno-
Zina v8ech bodua z P, jei nepatii ani k 4°, ani k (P = A4)°; t. j. (viz
vétu 125) jez patti k P — 4 i k 4. Tedy:

V&ta127. H(A) = A.P — A = H(P — A). (V8echno v prostoru P;
tedy H(A4) je uzaviend v P.)

Poznédmka 17. Bod z patii tedy k hranici HF(4) tehdy a jen
tehdy, kdyz kazda koule 2p(z, ¢) obsahuje bod z A ibod z P - 4 —
to je velmi nazorné.

Poznimka 18. Poznamenali jsme, Ze pojem uzavéru v prostoru
(P, ¢) a rovné% pojem hromadného bodu a tedy i pojem derivace se
nezméni, nahradime-li prostor (P, ¢) prostorem (P, o), kde metrika g
je v P ekvivalentni s metrikou o. Tedy se nezméni ani smysl pojmi,
jez lze z uzdvéru a z derivace odvodit: uzaviensd mnozina (4 = A),
vnitfek (viz vétu 125), oteviend mnozina (A° = 4), vnitini, vné&jsi,
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isolovany, hraniéni bod mnoZiny, hranice mnoZiny, husté rozlozZena
mnozina, isolovand mnozina, dokonal4 mnoZina. Na pt. H®9(4) =
= H®9(A); A je oteviens v (P, g) tehdy a jen tehdy, kdyZ% je oteviend
v (P, o) atd.

Poznédmka 19. Naproti tomu zdiraziiuji, Ze pojem tvplného
prostoru a pojem cauchyovské posloupnosti miZe zménit
svij smysl, pfejdu-li k ekvivalentni metrice. Ptiklad: V E, méme
eukleidovskou metriku g a s ni ekvivalentni redukovanou metriku p*
(viz § 4, piikl. 1). (E,, o) jest tplny, ale (E,, o*) neni tplny. Nebot
posloupnost 1, 2, 3, 4,... m4 v roziiféném prostoru (E¥, p*) limitu
+ oo, jeZ neleii v E,: tedy je cauchyovskd, ale nemd limitu v (E,, o*);
v (E,, o) oviem tato posloupnost neni cauchyovskid. To je ostatné
vidét pfimo:

m —
(I +m)1 +mn) "

OvSem: piejdu-li k metrice nejenom ekvivalentni, nybrZz dokonce
,,8koro stejné‘‘, nezméni se smysl pojmu cauchyovské posloupnosti
ani Gplného prostoru.

BudiZ nyni 4 c @ C P; ptejme se, jak se zméni uzdvér mnoziny 4,
jestliZe od prostoru (P, ¢) pfejdeme k prostoru @ (vnofenému do
(P, o))

Véta 128. Budif A C Q C P. Potom A° = Q . A”.

Dukaz. Leva strana je

ExeQ ox,A)=0)=Q.E(xeP,o(x,A) =0).

e(m,n) =|m —mn|, o*m,n)=

Pozndmka 20. Podobnd.A'?® = Q. A'". To plyne na p¥. ihned
z véty 120.

Véta 129. BudiZ A C  C P. Potom A je uzaviend (po pfip. oteviend )
v Q tehdy a jen tehdy, existuje-li mnofina B, uzaviend (po pFip. otevFend )
v Plak,%e A = QB.

Velmi jednoducha véta, kterd se snadno pamatuje.

Dikaz. 1. Budiz 4 uzavienid v Q. Podle véty 128 je 4 = 49 =
= QA*, kde B = A" je uzaviena v P.

2. Je-li A = @B, kde B je uzaviens v P, je podle véty 128 4% c A7,
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déle A7 c BP = B, tedy 4A9c B a soutasné oviem A% CQ, tedy
A%cBQ = A, t. j. A uzaviena v Q.

3. BudiZ 4 oteviend v @, tedy @ — A4 uzaviend v @, tedy @ ~ 4 =
= QC, kde C je uzaviend v P; A =@ — C = Q(P — C) = @B, kde
B = P = C je oteviend v P,

4. Budiz 4 = @B, kde Bjeoteviend v P;potomQ ~ A =Q — B =
= Q(P =~ B), kde P — B je uzaviena v P, tedy podle 2. je Q — 4
uzaviend v Q, t. j. 4 oteviena v Q.

Pozndmka 21. Budiz A c @ ¢ P, budiZ A uzaviend {oteviend)
v P. Potom A jest uzaviend (oteviend) v Q. Dukaz: Jest 4 = QA,
a ufije se véty 129.

Pozndmka 22. Budiz 4 ¢ Q@ ¢ P; budiz 4 uzavieni v Q, @ uza-
viend v P. Potom je A uzaviend v P. Dikaz* Podle vty 129 je 4 =
= @B prinikem dvou mnoZin uzavienych v P. Podobny vysledek

26C

plati se slovem ,,otevieny misto ,,uzavieny*.

Véta 130. Budte (Py, ), -.-., (P,, 0,) metrické prostory, A;cC P,
G=1,..,7), P=P X..XP,A=A4, X ... X A,; metrika v P
budiz ddna vzorcem (13) mebo (14). Potom plati:

1. A=4, % ... X 4,.

2. A°=A7 X ... X A:.

3. Je-li A & 0, potom A je uzaviend (resp. oteviend) v P tehdy a jen
tehdy, je-li kaZdd A; (j=1,...,7) uzarfend (resp. otevfend) v P,.
Uzdvér a vnitfek se uw mnoZiny A ovdem mini v P, w A; v P;.

Dukaz. Jezito metriky (13), (14) jsou ekvivalentni, je jedno, kterou
vezmeme. Nejpohodln&j§i bude pro nis metrika

(65) o(x, y) = Max g4(=;, v,) ,
1<i<r

kde [z;, ..., 2,] =%, [¥y, ..., ¥} = y; té uZijeme.
1. Budiz prednd z ¢ 4. Ke kazdému £ > 0 existuje y ¢ A tak, e
o(z, y) <eg, tedy 1(x), y;) < ely;ed;); tedy z, ‘An t. ).z =[z, ..
] €Ay X ... X 4,. BudiZ za druhé ze 4, X ... X 4,, t.j. 2, €
ez, pro ka?dé j 1< j< 7). Budiz ¢ > 0; ke kasdému j existuje
y; € A; tak, Ze o;(%; ¥;) <e. Polozime-li y =[y;,...,y,], jeyed a
podle (55) je o(z, ¥) < &. Tedy je z € 4.
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2. BudiZ piedng z € 4°. Tedy existuje ¢ > 0 tak, Ze
(56) (YeP,o(xr,y) <e) =>yed.

Budiz j nékteré z ¢&isel 1, ..., 7, y; € P;, 0,(z;, ¥;) < &. Potom bod & =
= [%}, .-, Ty, Yiy Tigrs -+, %,] M& od 2z vzdilenost < e, tedy lezi
podle (56) v A, tedy y; leif v 4;. T. j. 2p(2;, ) C 4y, t. j. 2; € AJ; to
plati pro kazdé j, tedy z e A7 x ... x A4;. Budi% za druhé z e 4 x
X .. X A7, b j. x; € AF; tedy existuje ; > 0 tak, Ze
(67) (Y5 € P;, 0,5, y5) < &) =>y; € 4;.
BudiZz nyni ¢ = Min (g, ..., &,) > 0. BudiZ y ¢ P, o(, y) < &; potom
podle (57) je y; € 4;, tedy y e A. Tedy Qp(x, ¢) C A4, t. j. x € A°.

3. Podle bodu 1 je A + ¢ uzaviena tehdy a jen tehdy, je-li

P+ A4, X...xAd, =4, x ...x 4,.

Ale podle kap. I, § 8, pozn. 4 to nastane tehdy a jen tehdy, je-li
A, =A4,,...,A, = A,. Podobné pro oteviené mnoziny.

§ 6. MnoZiny typuF, a G;. Sjednoceni koneéného poétu uzavienych
mnoZin je uzaviend mnoZina. Ale sjednoceni spocetného systému
uzavienych mnozin nemusi byt uzaviena mnozina. (Ptiklad: MnoZina
viech racionélnich ¢isel neni uzaviend v E; s eukleidovskou metrikou.)
Podobné prinik spoéetného systému otevienych mnoZin nemusf byt
otevieny.

@
Definice 25. MnoZinu tvaru U F,, kde F, jsou uzaviené (v P), nazy-

vdme mnoZinou typu F, (v P}I. ‘anoé'inu tvaru N G, kde G, jsou ote-
=1
vfené (v P), nazyvdme mnoZinou typu G, (v P )”
Poznidmka 1. Je-li A typu F, v P, je P — A typu G; v P; je-i 4
typu G; v P, je P — A typu F, v P. Dikaz ihned z formuli
P-UF,=NP~=F,), P-NG=U(P-G,).
Poznimka 2. Kazdd uzaviend mnozina je typu F,, kazda ote-
viend je typu G4 nebot A =AuvAvAuvu...=4.4.4... Ale
také kazd4 uzaviend mnoZina je typu G; a tedy (podle pozn. 1) kazda
oteviena je typu F,. Dikaz: Je-li M C (P, p), ¢ > 0, ozna¢me

Qp(M,e) = E(x e P, oz, M) <e&).



Uvazme: Je-li o(z, M) <&, je o(z,y) <& aspoii pro jedno yeM
a naopak, takZe
Qp(M, &) = U 2p(y, ¢) ;

yeM

podle pozn. 15 v § 5 je tedy Qp(M, ¢) oteviend v P. Zfejms
n QP(-M, —)= M
n=1 n

(uzévér v P); nebot levd strana je mnoZina té&ch bodi, které maji od
M vzdélenost rovnou nule. Tedy M je vidy typu G,. Je-li viak M
uzaviend, je M = M.

Poznamka 3. Sjednoceni spodetného systému mnoZin typu F, je
opét typu F,. Nebot je-li 4, = U Fym (Fo m uzaviené), je U A, =

= U F, . Podobn& prinik spocetnaho systému mnozin typu G, je

m,n

typu G;. Ale prinik spoletného systému mnoZin typu F, nemusi
byt typu F,; tak dospivime k novému typu F,;; sjednoceni spoéetného
systému mnoZin typu F,; nas vede k dal§imu typu F_,, atd. — stéle
sloZitéj8i typy mnoZin (t. zv. Borelovy tfidy mnoZin). Podobné
Gy, G4y s atd. Ale tim se nebudeme zabyvat.

V&ta 131. Budif A typu F, v P. Potom lze psdti A = U F,, kde F,

n=1
jsou uzaviené v P, F, C F,C FgC
Dikaz. Budiz A = B, u B, v ..., kde B, jsou uzaviené. Staéi po-
loZiti F, =B, v ... v B,, natez A =F, v Fyu ...

Véta 132. Budif A typu G, v P. Potom lze psdti A = ) G,, kde G,

n=1
jsou oteviené v P, G, > G, 2 G3 2 ... Je-li mimo to A omezend, lze do-
ciliti jedté toko, Ze i G, jsou omezené.

Dikaz. BudiiA B,B,, ..., kde B, jsou oteviené. Stadi psiti G, =
= B,B;... B,, natez A =@, G . Je-li A omezeni, volme libo-
volng bod aed (pro 4 =19 je vée trividlni) a sestrojme kouli
Qp(a, K), kde K > d(A). Ziejm& A C Qp(a, K), takie klademe-li
G, .02, K)=H,, jest A =HH,...
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Poznéamka 4. Smysl pojmi ,,mnozina typu F, nebo G, se ne-
zmé&ni, pfejdu-li k ekvivalentni metrice, nebof tyto pojmy byly za-
vedeny pomoci pojmu uzaviené a oteviené mnoziny.

§ 7. MnoZiny husté a ¥idké v P. Definice 26. BudiZ AC BC P; P je
metricky prostor (P, g). Potom #ikdame, Ze A je hustd v B, jestlife kaZdy
bod z B md od A vzddlenost rovnou nule.

Jinymi slovy: Jestlize ka?d4d koule v prostoru B (o jakémkoliv
stfedu y ¢ B a jakémkoliv poloméru & > 0) obsahuje né&jaky bod
z A.3%) Je vidét, Ze zde zdlezi pouze na metrice v B; prostor P v defi-
nici byl zbyteény — jde zde prosté o vztah mezi mnoZinami 4, B.

Pozndmka 1. Definice ¥ika prosté, Ze kazdy bod z B leZi v uzdvéru
mnoZiny A. Tedy: Je-li A C B C P, je A hustd v B tehdy a jen tehdy,
kdy? AT > B. Nebo, vezmu-li pfimo B za prostor: Je-li A C B, je A
hustd v B tehdy a jen tekdy, kdyZ A% > B (neboli A2 = B, co% znamens
totéz).

Ptiklad 1. V E, s eukleidovskou metrikou je mnoZina vSech ra-
ciondlnich a rovné% mnoZina vSech iraciondlnich &isel hustd. Vskutku
kaZ?d4 koule — t. j. kaZdy interval (@ — ¢, @ 4 ¢) — obsahuje racio-
nalni i iracionalni é&isla.

Poznémka 2. Jeito @ = @, je prazdns mnoZina husté v préazdné,
ale neni hustd v Z4dné neprizdné mnoZiné. Jeito se di pojem ,,4
husté v B definovati pomoci uzdvéru, ma tyz smysl pro dvé ekviva-
lentni metriky.

Vé&ta 133. Budif Ac Bc C.

1. Je-lt A hustd v C, je A hustd v B a B hustd v C.

2. Je-li A hustd v B a B hustd v C, je A hustd v C.

Dukaz. Uzivéry berme v C.

1. Jellid>C,jetéz B>Ca 4> B,

2. Je-li A> B, B>, je (jeito B je nejmen3i uzaviens mnoina
D B, viz vétu 118) 4 5 B, tedy 4 > C.

%) Odtud je vidSt: Je-li A husta v B, obsahuje ka%dé neprézdné, v B oteviens
mnoZina @ n¥jaky bod z 4; nebof @ obsahuje n3jakou kouli.
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V&a 134. Budte (P,, o,), .. (P 0,) metrické prostory, A,cC P,
(G=1,..,7);budif P = P, x ... X P, (8 metrikou (13) nebo nékterou
metrikou ekvivalenini), A = A; X ... X A, £ 0. Potom A je hustd
v P tehdy a jen tehdy, jestlite A; je hustd v P; pro kaZdé j = 1,2, ..., r

Dikaz. Jde o to.(viz pozn. 1), kdy je AF = P, t. j. (viz vétu 130),
kdy je A7 x ... x A" = P, X ... X P,. Ale to plati podle kap. I,
§ 8, pozn. 4 tehdy a jen tehdy, kdyi A} = P,.

Ptiklad 2. BudiZz v E, dédna nékterd z metrik (5), (7). Budiz M
mnoZina viech bodd, jejichz viechny soufadnice jsou raciondlni (tedy
je to spodetnd mnoZina podle kap. I, § 5, ptkl. 5). Podle p¥ikl. 1
a véty 134 je M hustd v E,.

V prostoru E; s eukleidovskou metrikou je jak mnoZina P viech
raciondlnich &isel, tak mnozZina E; = P hust4d. Proto se ¢tenaf asi ne-
podivi, Ze nedefinujeme ,fidkou* mnoZinu jako doplnék ,husté®,
nybr% trochu jinak:

Definice 27. Budif A C (P, o). Rtkdme, %¢ A je ¥idkd v P, jestlite
P ~ 4 je hustd v P (uzévér beru v P).

Poznamka 3. Jeito bodovéd mnoZina je metricky prostor, vime,
co znamend vyrok ,,4 je fidkd v B, kdyz B je bodovd mnoZina.
Nedé&ldm uz takovou zbytetnost jako v def. 26, kde jsem zbyteénd
psal tii mnoziny 4, B, P. Zfejmé také tento pojem ma tyz smysl pro
ekvivalentni metriky.

Pozndmka 4. Podle pozn. 1 je 4 ¥idkd v P tehdy a jen tehdy,
je-li (uzavéry beru v P)

P-4=P,
Véta 135. Je-li A C B, B #idkd v P, je téZ A Fidkd v P.

Dikaz. P — A 5 P — B, a uzije se pozn. 4.
Véta 136. Je-li A C B C P, A #idkd v B, je téZ A ¥idkd v P.

Dikaz. Budiz 4 ¥dki v B. Jezto (v&ta 128) A% = BA (pruh bez
indexu necht znaéi uzavér v P), je B — A% = B — A. Tato mnoZina
je podle definice 27 hustd v B. Mime dok4zat, ¢ mnoZina P — 4 je
hustd v P, t. j. Ze kazdy bod z ¢ P ma od P = A vzdilenost rovnou
nule. BudiZ ptedn¢ z ¢ P = B; potom je tim spiSe z ¢ P — 4, tedy
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o(z, P — A) = 0. BudiZ za druhé z ¢ B a budiZ ¢ > 0. Potom existuje
y € B tak, %e o(z, y) < }e. Jeito B = 4 je hustd v B, existuje z ¢ B —
— AcP = A tak, Ze o(y,2) < }e. Tedy o(x,2) < }e + 3¢, tedy
o(z, P — A) < ¢ pro kazdé ¢ > 0, tedy opét o(x, P — A) = 0.

Véta 137. Je-li A #idké v P, je té£ A ¥idké v P (uzavér beru v P).

Dikaz. Polozim-li A =B, je B=A4, takie P~ 4A=P =~ B
a uziji def. 27.

Definice 27 neni pifli8§ nazornd; odvodime si proto nézorn&jsi
charakteristickou vlastnost ¥fidkych mnozin:

Véta 138. BudiZ A C (P, p). Potom A je fidkd v P tehdy a jen tehdy,
jestlize plati toto: KaZdd neprdzdnd oteviend mmoZina G obsahuje me-
prdzdnou otevienou mnozinu G, tak, Ze ;A = ¢ (,,Otevieny* znamend
otevieny v P.)

Dikaz. 1. Necht 4 je ¥dké v P, t. j. P = 4 je hustd v P. Budiz
G neprazdné oteviend. Existuje bod z ¢ G a koule Q,(z, ¢) C GQ. JeZto
P =~ 4 je hustd v P, existuje bod y e P — 4 tak, Ze y e 2p(z, ¢).
MnoZina @, = (P ~ 4) . Qp(z, &) je oteviend, neprdzdné (obsahuje
bod ¥), lezi celé v G a neobsahuje bodd z 4, tedy ani bodd z 4.

2. Necht A neni ¥idk4 v P, takie P — A neni hustd v P, t. j.
existuje bod zeP tak, Ze g(x, P — A) = ¢ > 0. MnoZina G =
= 0p(, &) je oteviend a neprizdnd a nems spoleénych bodi s P —
=~ 4, t.]. G c 4. Vezmu-li libovolnou neprazdnou mno#inu otevienou
G, c G, existuje bod y ¢ G, a koule Q4(y, n) C G,. Viechny body této
koule, a tedy i bod y, le%f v 4, takze koule 2,(y, n) a tim spife mnoZina
G, obsahuje asponi jeden bod z 4. Tedy: v tomto ptipadé neexistuje
oteviend neprazdnd mnoZina G, C G tak, aby bylo AG, = @.

Vé&ta 139. Budte A, B fidké v P. Potom 1+ A v B je ¥idkd v P.

Poznidmka 5. Indukei plyne ihned: Jsou-li 4,, ..., 4, ¥idké v P,
je 4,V ...y A, ¥idké v P.

Dikaz se opird stile o v&tu 138. BudiZz G + § oteviend; mim do-
kézati, Ze existuje oteviend @, C G, G, + ¢ tak, %Ze (4 v B) G, = 0.
Podle véty 138 existuje neprazdna oteviend G, C G tak, ze AG; = 0.
Podle téZe véty (pouZité na mnoZinu G,) existuje neprazdnd oteyfena
G, C G, tak, ze BG, = 9. A oviem je téZ AG, = 9, jeito G, C G,.
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Pozndmka 6. MnoZina prazdna je fidka v kaZdé mnoZiné. V E,
pii eukleidovské metrice je kazdad jednobodova a tedy (véta 139)
i kazdéd koneénd mnozina Fidké. Ale spodetnd mnoZina P viech ra-
cionélnich &isel uz neni ¥dka v E,, nebof P = E,, a tedy E, — P = ¢
nen{ hustd v E,. Proto zavddime novy pojem:

Definice 28. Budif A c (P, p). Rikdme, %e A je prvni kategorie v P,
lze-ls psdts A = U A4,, kde A, jsou fidké v P.

nel

Poznédmka 7. MnoZina prvni kategorie je tedy sjednoceni spocet-
ného systému Fidkych mnoZin. Ka?d4 #idké4 mnoZina A4 je prvni ka-
tegorie (staéi psati 4, = A). Kaid4 &4st mnoziny 1. kategorie je
také prvni kategorie (je-li BC A = U 4,, 4, fidké, je B = U BA4,).
Sjednoceni spodetného systému mnozin prvni kategorie je opét prvni
kategorie (je-li M, = U 4,pm, Anm Fdké, je U M, = U 4,.).

n m n.m

KaZdd mnofina 1. kategorie v P je Edsti mnofiny 1. kategorie, kterd je
typu F,v P. Dikaz: Je-li A = U 4, A, tdké, jsou také 4, ridké
(véta 137), tedy B = U 4, je 1. kategorie, A C B. MnozZiny 1. katego-
rie jsou dilezité hlavné v tplnych prostorech (a v nékterych prosto-
rech p¥ibuznych); viz o tom § 14.

Pozndmka 8. Pojmy mnoZiny husté, ¥idké, 1. kategorie (v P)
spotivaji na pojmu uzdvéru; jejich smysl se proto nezméni, piejde-
me-li k ekvivalentni metrice.

Cvideni

I. V8imnéte si, Ze Cantorovo diskontinuum (kap. V, § 1, pozn. 8) je mnoZina
fdké v E;.

2, Budi¥ B hust® rozloZend (viz § 5, pozn. 11), budi¥ A hustd v B. Potom
i 4 je hust® rozloZens (t. j. nemé isolovanych bodu).

3. Budi% B hustd rozlo¥end, A isolovani, 4 ¢ B.Potom A je ¥idk4 v B.

4. BudiZ a isolovany bod mno%iny B. Potom ka¥dd mnoZina hustd v B ob-
sahuje bod a. Tedy: Je-li B isolovani, potom jediné mnoZina hustd v B je
mnoZina B sama.

5. Je-li B # @), potom %4dné mno¥ina nemiZe byt soudasnd husts a Fidka
v B.

6. MnoZina uzaviens v E; je fidkd v E, tehdy a jen tehdy, neobsahuje-li
¥4dny interval (a, b) (a < b).
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§ 8. Intervaly a oteviené mnoZiny v E,. Zavedeme pojem intervalu
v E, a odvodime dvé véty o otevienych mnoZinach v E,.

Poznédmka 1. (Pojem intervalu v E,.) Zaénéme s E;. Dosud
jsme uzivali zpravidla jen intervald, zavedenych v DI, ale jiZz v kap.
V jsme poznamenali, Ze je ndkdy udlelno pfipustiti také ,,zvrhlé‘
intervaly, t. j. prazdnou mnoZinu a jednobodové intervaly. Od tohoto
okam#Ziku budeme stile slovem ,interval v E; rozuméti interval nezvrhly
nebo zvrhly. Intervaly v E;, budou tedy tyto mnoziny (a, b znaéi ko-
neénd redlns éisla): Predné

1. (— 0, + ) = Ej;; 2. (— 0,b) = E(z < b)) 3. (a, + o) =
= E@x > a); 4. (— o0, by = E(x < b); 5. (a, + ©) = E(x = a).

Za druhé vSechny neprazdné mnoZiny tvaru

6. (ab)—é’(a<x<b), (a,b>_€(a<x<b) 8. <a,b)=
= €(a fz< b), 9.4a, b) = €(a Lz b) (zde je zahrnut také jedno-
bodovy interval <(a,a) = (a)) A koneéné 10. prézdnéd mnozina 0.

Otevienymi intervaly*!) jsou pravé ¢ a viechny intervaly s kulatymi
zévorkami; uzavienymi intervaly jsou privé 0, <{a,b) a mimo to
1., 4., 5. Uzivér kazdého neprazdného intervalu dostanu tak, Ze za-
vorky nahradim $pi¢atymi {); pouze vedle symbolu - co nebo — o
nechdm zavorku kulatou. Vnitfek nezvrhlého intervalu dostanu tak,
%e jeho zdvorky nahradim kulatymi (); je to neprdzdni mnoZina.
Vnitfek zvrhlého intervalu (t. j. jednobodového nebo prazdného) je
prazdnd mnoZina. :

Kazdy interval, obsahujici vice nez jeden bod, je husté rozloZena
mnoZina.

Intervalem v E, nazvu kaZdy kartézsky souéin
(68) I=1% X1t X...X1,,
kde 1,, ..., 7, jsou intervaly v E,. Jest I = ¢ tehdy a jen tehdy, je-li

40) z probfh4 ovSem jen konedné4 é&isla.

41) Slova otevieny, uzavieny, uzavér,... znamenaji v tomto paragrafu
vidy otevieny, ... v E,; zde tedy prozatim v E,.
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nékteré i, = @. Je-li I + @, je vyjaddfeni (68) podle kap. I, § 8, pozn. 4
jediné, t. j. i,, jsou jednoznaéné urdeny intervalem I. Podle véty 130
je

(59) IT=14 XX ... X%,

(60) =i X i X e X 4

(a to platiipro I = §; uzavér a vnitfek vlevo je v E,, vpravo v E,). Od-
tud je vidét, Ze I° = ¢ tehdy a jen tehdy, je-li n&ktery i, zvrhly;
takovy interval I nazvu zvrhlym, ostatni intervaly, jsou nezvrhlé.
Z véty 130 je déle patrno: Je-li I + 0, je I uzavieny (otevieny) tehdy
a jen tehdy, jsou-li v8echny ¢, uzaviené (oteviené).

Vezmé&me rovinu E, (kreslete!). Intervaly v E, jsou: celd rovina, déle

,,pravé‘, levé, hornf anebo dolni poloroviny (uzaviené nebo oteviené,
na pf. € (z < b)).

[z, v]
Déle &tvrtroviny (na pt. € (z < b, y >c¢)),pdsy (napf. E(a <z <
[z,9] [z,v]

< b)), ,,poloviny* pisii (na pf. € (¢ £ z < b, y > c)), obdélniky (na
[z, v]
pt. E(@a<z<b, ¢c<y<d)), a potom zvrhlé intervaly: pimky,

z,
pol[o;ij'imky, tsecky,*?) body, prazdnd mnoZina.

Odvodim nyni dvé obecné véty o otevienych mnozinich v E,. Ra-
ciondlnim bodem v E, nazvu ka?dy bod a = [a,, ..., @,] s racional-
nimi a,, ..., @,. MnoZina viech raciondlnich bodu je hustd v E, a je
spodetna (viz § 7, piikl. 2). KaZdé neprdzdnd oteviend mnoZina v E,
obsahuje tedy aspoii jeden raciondlni bod (viz pozn. 3%)).

Vé&ta 140. Budte
G, (zeZ)
neprdzdné oteviené mnoZiny v E,, G, G, = 0 pro z, % z,. Potom mno-
Zina Z je spoletnd.
Stru¢néji feceno: kazdy disjunktni systém neprizdnych otevienych
mnoZin v E,_ je spodetny.
Dikaz. V kaZdém G, lezi aspoii jeden racionalni bod; vyberu tedy

1) Vesmds rovnob&¥né s osami soufadnicovymi.
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pro ka%dé z € Z jeden racionalni bod a, € G,.4%) Pro z, # 2z, je a, * a,,
(nebot G, @, = 9). Pfifadim-li tedy kaZdému z e Z bod a,, dostdvam
prosté zobrazeni mnoZiny Z na spoletnou mnoZinu viech bodu a,-
Tedy Z je spodetni.

Véta 141. Budif @ oteviend v E,. Potom lze G psdti jako sjednocent
spoletného systému oteviengjch omezengjch tntervali.4t)

Diikaz. Ptipad G = 9 je jasny. BudiZ tedy G =+ 9. Je-liz = [z,, ..-
..., z,] libovolny bod z @, je vnitinim bodem mnoZiny @. Zavedu-li
tedy metriku o (viz (7)), existuje jistd ,,koule* Q(z, ¢),#) t. j. interval

(x, — 6,2, + &) X (@ —& 2, +6) X ... X (¥, —&, 2, + ¢€)
(e > 0) tak, Ze Q(z,¢) CG Ke kaidému j (j=1,...,r) existuji
raciondlni ¢isla a;, b; tak, Ze x; — e < a; < z; < b; < x; + ¢; tedy
interval I, = (a,,b,) X ... x (a,, b,) obsahuje bod z a lezi v @. Tim
je kaidému z e G piifazen omezeny otevieny interval I, tak, Ze
xel, C (. Tedy je ziejmé
G = u Iz ’
ze@
nebot kaZdy bod z ¢G leii v I, a naopak kaidy I, lezi v Q. Jeito
a;, b; jsou racionalni, vystupuje mezi intervaly I, pouze spodetné
mnoho intervald raznych; vezmu-li kazdy znich jen jednou (podrobné
je smysl obdobného rdeni vylozen v kap. V, § 1 pii dikazu véty 69),
dostanu Zidané vyjadieni.

Cviteni

1. Ve vété 141 nomiZeme (na rozdil od véty 69 v E,) poZadovati, aby sjedno-
ceni bylo disjunktni (ani kdybychom opustili nepodstatny pofadavek, Ze jde
o omezené intervaly). DokédZeme to v E;. PoloZme (kreslete!) I = (0,2) x (0, 1),
K =(0,1) x (0,2),G =10V K a vyjadfeme G = UI,,, kde I, jsou neprdzdné

m
oteviené intervaly. Vezm&me jeden z intervalu I,,. Doka¥te, %e aspori jeden
hraniénf bod & mnoZiny I, le#{ v @. Tedy je h € I, pro n&které p = m, natei
nutn® I, I, & @. Tedy UI,, nemiZe byt disjunktni sjednocent.
m

43) Zde se neuZ%ivé axiomu vybeéru: raciondlnf body dovedeme srovnat
v posloupnost a za @, vezmu prvnf ¢len této posloupnosti, ktery je obsaZen

v @G,.
. “z) Viz podobnou, ale ostiejsi vétu 69 pro E,.
45) GvZ¥em: k« ule v prostoru E,.
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2. Neprézdné intervaly v E, se rozpadaji na 10 ,,typa*, 1. a¥ 9., uvedenych
v pozn. 1, pti em% jednobodovy interval poditdm za zvlaStni (desaty) typ. Dva
neprazdné intervaly I =4, x ... x ¢,, J =§; X ... X j, v E, budte ,,tého%
typu®, jestliZe 7, je tého¥ typu jako j,, 1, tého% typu jako j,, ...
DokaZte: Viechny neprézdné intervaly v E, se rozpadaji do 10" typu, viechny
oteviené neprazdné intervaly v E, se rozpadaji do 47 typu. O intervalu i, x
X ... X 4, &= 0 ¥kéme, ¥e mé dimensi p, jestlife pravd p z intervali i,, ..., %,
Jje nezvrhlych. UkaZte: Viechny intervaly v E, duné dimense p (0 < p < 7) se

r
rozpadaji do (}) 97 typu. Tedy musf byt 107 = 2 (7) 9%; to je vskutku pravda,
p=0
jak vite odjinud (odkud?).

§ 9. Spojitost a limita zobrazenf. Vzpomelime si na definici 16:
BudiZ f zobrazeni z (P, ¢) do (Q, 0); budiZ a € 4 C P. Jestlize ke ka-
dému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze plati

(61) (z € 4, e(z, a) <6) =>oa(f(z), f(a)) < e,
fikdme, Ze zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem k A.

Obdobné definujeme:

Definice 29. BudiZ f zobrazeni z (P, g) do (@, o); budif A C P, budi¥
a € P hromadnym bodem mnoZiny A (. j. ae A'?). Potom ¥ikdme, %e
zobrazent f md limitu ¢ € (@, o) v bodé a vzhledem k A, jestliZe ke kaZdému
& > 0 existuje 6 > 0 tak, e platt
(62) (xed,0<p(x,a) <9d) =oa(f(x),q) <e.

Pozndmka 1. Nerovnost g(z, a) > 0 znadéi totéZ co = + a. Na
rozdil od definice spojitosti se zde nemluvi vibec o hodnot& f(a) a
také se nepoZaduje a € 4.

Je tedy jedno, pfiddm-li k A nebo odstranim-li z 4 bod a. Tento
rozdil mezi limitou a spojitosti je ndm béiny z DI. Pojem limity je

26¢

opét ,.lokalni‘ (viz pozn. 9 v § 1).

Poznamka 2. Neni moZno, aby f mélo v a vzhledem k 4 v témZe
prostoru (Q, o) dvé rtzné limity ¢, ¢’. Nebot jsou-li ¢, ¢’ dvé takové
limity, existuje ke kazdému & > O ¢&islo 6 > 0 tak, Ze plati (62), a
éislo 0’ > 0 tak, Ze plati

(63) (xed, 0<p( a) <& =>0(f(x),q) <e.
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Jeizto a e A’, existuje x e A tak, Ze 0 < ¢o(x, a) < Min (9, ¢’), nadez
podle (62), (63) je
a(g, ¢') < a(g, f(@) + o(f(z), ¢') < 2.
To plati pro kazdé ¢ > 0, tedy o(g, ¢') = 0, ¢ = ¢'. Limitu zobrazeni f
v bod8 a vzhledem k 4 piseme
lim f(z) .
Ted

Znak x ¢ A vynechavame, je-li jasno, o kterou mnozinu jde.

Poznamka 3. (Vztah mezi limitou a spojitosti.) Je-li @ isolovany
bod mnoZiny 4 a je-li f(a) definovano, je f spojitd v @ vzhledem k A.
Nebot existuje d > 0 tak, Ze (z ¢4, p(z, a) < 6) = (x = a), nadei
oviem (z € 4, o(x, a) < 8) = o(f(x), f(a)) = 0. Je-li véak a e AA’, po-
tom | je spojité v a vzhledem k A tehdy a jen tehdy, je-li lim f(z) = f(a).

—a
red

Dikaz. Dosadim-li do (62) ¢ = f(a), je vidét, Ze z (61) plyne (62),
ale také z (62) plyne (61), nebof pro z = a je o(f(z), f(a)) = 0 < e.

Odtud plyne také toto: Existuje-li

lim f(z) = q € (, 0)
Ted
a pozménim-li zobrazeni f tak, Ze kladu f(a) = ¢ (a jinak nechim f
beze zmény), stane se f spojitou v bodé a vzhledem k mnozin& A4 u (a).
Nebof podle pozn. 1 bude nyni
lim f(z) = f(a) .
zezA_:Ja(a)

Poznamka 4. Je-liae A, C A a je-li f spojité v bodé a vzhledem
k A, je téZ spojité v bodé a vzhledem k 4, — to je ziejmé z def. 16.

Je-li dale a e 4,4,, potom f je v bodé a spojité vzhledem k 4, u 4,
tehdy a jen tehdy, je-li spojité v bodé a vzhledem k A4, i vzhledem
k A4,.4¢) Dikaz: Polozme A = 4, v 4, a napiSme implikace

(64) (e Ay, oz, @) < §;) =>0o(f(x), f(@)) <e (=1,2).

46) Vzpomerite si na vétu 99 z DI: f je spojitd v bod¥ ¢ (,,oboustrann&‘‘)
tehdy a jen tehdy, je-li v bod$ ¢ spojité zprava i zleva.

270



Plati-li (61), plati i (64) pro ¢ = 1, 2 s hodnotami é, = §, = ¢; plati-li
(64) pro ¢ = 1, 2, plati téZ (61) s hodnotou é = Min (§,, J,).
Poznémka 5. Necht a e A'F, A c B c P. Potom ziejm& plati:
(lim f(z) = ¢) = (lim f(z) = g) .

T—a
reB Zed

Poznédmka 6. Budiz f zobrazeni z (P, g¢) do (@,0), aeP, A, C P,
A, C P; budiz @ hromadnym bodem mnoZiny 4, i mnoZiny 4,. Potom
v (@, o) existuje
(65) lim f(z)

r—a
TeAd VA,

tehdy a jen tehdy, jestliZe v (@, o) existuji a jsou si rovny

(66) lim f(z),
zeds

(67) ,lf (=) ;
Ted,

limita (65) se potom rovna spoleéné hodnot& limit (68), (67).

Dukaz témé&f doslovné jako v pozn. 4, pouze misto f(a) se do (61)
dosadi hodnota limity (65) a do (64) hodnota limity (66) (pro ¢ = 1)
a (67) (pro ¢+ = 2). V&imnéte si specidlniho pfipadu, uvedeného v DI,
véta 102.

Pojem spojitosti a limity zobrazeni se d4 pfevést na pojem limity
posloupnosti. To je nékdy pohodlné; provedme to.

V&ta 142. BudiZ f zobrazent z (P, o) do (@, 0); budiZ ae A C P.
Potom f je spojité v bodé a vzhledem k A tehdy a jen tehdy, plati-lt impli-
kace
(68) (xn,eA pro n=1,2,...,limz, = a) = (lim }(z,) = f(a)) .

n—>w0 Nn—»0

Cti: pro kazdou posloupnost z,, 2, ... bodt z 4, majici limitu a,
je lim f(z,) = f(a). V (68) se oviem bere vlevo limita p¥i metrice p,
vpravo pii metrice o.

Dukaz. 1. Necht f je spojitd v a vzhledem k A. Budte z, ¢ 4,
lim z, = a. Budiz ¢ > 0. Podle def. 16 existuje § > 0 tak, Ze plati
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(61). K tomuto J existuje n, tak, Ze n > n, = o(z,, a) < 6, takZe pro
n > n, je o(f(z,), f(a)) < &; tedy lim f(z,) = f(a).

2. Necht f nenf spojita v a vzhledem k 4. Tedy existuje ¢ > 0 tak, Ze
pro Z4dné & > 0 neplati (61).47) Tedy ke kazdé hodnot& é = %{ (n=1,
2,...) existuje z, tak, Ze (61) neplati pro x = z,; t. j. premisa platf

t.j. z, e 4, o(z,,0) < %) , ale zavér neplati (t. j. neni o(f(x,), f(a)) <

< ¢&). Tim dostdivime posloupnosté®) z,, z,, ... tak, Ze sice z, ¢ A4,
lim z, = a, ale pro Z4dné » neni o(f(z,), f(a)) < ¢, tedy neni lim f(z,) =

= f(a).

Véta 143.4°) Budif fzobrazeni z (P, o) do (Q, 0); budi¥ A Cc P,a e A'*.
Potom f md v bodé a vzhledem k A limitu leZici v (@, o) tehdy a jen tehdy,
plati-li toto:

Je-li z,, z,, ... jakdkoliv posloupnost bod# x, € A takovd, Ze x, +
wy! * e lim z, = a, potom posloupnost f(z,), f(z,), ... je konvergentni

v (@ o)
Je-li tato podminka splnéna, potom pro v¥echny takové posloupnosti md
im f(z,) touf hodnotu, totiZ lim f(x).

z—a
Ted

n—r

Dtkaz. 1. Existuje-li lim f(x) = ¢ (¢ € (@, 0)), potom z z, € 4,
oA

lim z, = a, z, + a plyne (jako v 1. ¢asti dikazu véty 142) toto: Ke

kazdému £ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze plati (62); pro viechna n > n,

je viak o(x,, a) < 6, @, * a, tedy o(f(x,), 9) < & tedy lim f(z,) = ¢.

2. Necht je splnéna podminka (V). Je-li z, + a, z, e 4, limz, = a
arovnéi y, + a, Y, € 4, lim y, = a, ma téZ posloupnost z,, y,, T2, ¥
%3, Y, ... tyto vlastnosti, takie podle (V) existuje v (@, ¢) limita
posloupnosti f(z,), f(¥1), f(x,), f(¥2), ..., takZe je lim Hz,) = lim f(¥n)

N—>x n—o

(vybrané posloupnosti!). Tedy viechny posloupnosti f(z,), f(x,), ..., kde

47) T. j. pro %4dné é > O neni pravda, %e by (61) platila pro viechna z.
48) OvSemn: opdt se uZivé axiomu vybsru.
49) Srovnej specidlnf piipad P = E,, Q = E,* ve v&t§ 72, kap. V.
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Z, €A, 2, + a, lim z, = a, maji v (Q, o) touf limitu q € (Q, o). Tvrdim,
Ze

lim f(z) =¢q.

Ted

Kdyby to nebylo pravda, existovalo by ¢ > 0 takové, Ze pro Z4dné
8> 0 by neplatila implikace (62). T. j. ke ka?dé hodnoté & =
(n =1, 2,...) by existoval bod z, tak, Ze by sice bylo z, € 4, z, * a,
o(z,, a) < -’rl;, ale soucasné by nebylo o(f(z,), ) < & (pro Zidné =),
takze by nebylo lim f(x,) = ¢, coZ je ve sporu s tim, co uZ bylo doké-

n—o

Z4ano.

Lrd

Poznamka 7. Véty 142, 143 ukazuji, Ze smysl pojmu ,,spojitost
zobrazeni*‘ a ,limita zobrazeni‘ se nezméni, nahradim-li metriku p
nebo metriku o ekvivalentni metrikou; nebof se tim nezmé&ni smysl
symbold lim z, (v (P, g)), lim f(z,) (v (@, o)).

Poznidmka 8. (Spojitost sloZenych zobrazeni.) Nechf f je
zobrazeni z (P, g¢) do (@, o); nechf g je zobrazeni z (@, o) do (R, 7).
Necht ae A C P, b = f(a) e BC Q. Necht f je spojité v a vzhledem
k A, nechtf g je spojité v b vzhledem k B. Nechf existuje 4 > 0 tak,
Ze
(69) zef,(a, 4) =f(x)eB.

Definujme zobrazeni A (z (P, ¢) do (R, t)) rovnici A(z) = g(f(z)),
pokud pravé strana mé smysl. Potom zobrazeni % je spojité v bodé a
vzhledem k 4.

Znéni véty je dlouhé, ale je to velmi nazorné (nejlépe, kdyz si to
nakreslite pro P =@ = R = E,) a je to bezprostfedni zobecnéni
véty 98 z DI.

Dukaz. BudiZ z, € 4, lim z, = a; médme dokizati, %e lim A(z,) =
= h(a). Podle véty 142 je lim f(x,) = f(a), a podle (69) je (aspoit pro
viechna n > n,) f(z,) e B. Jezto g je spojité v bodé f(a) vzhledem
k B, je op&t podle vty 142 lim g(f(z,)) = g(f(a)), coZ bylo dokazati.

Zv145t¢ jednoduchy je tento piipad: Je-li f spojité v A c (P, o),
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g spojité v B C (Q, o) a je-li koneiné f(A) C B, je sloZené zobrazeni h
(h(x) = g(f(x))) spojité v A. Dikaz: Uziji véty, uvedené na poditku
této pozndmky, na kazdy bod ¢ mnoziny 4.

Poznimka 9. Budi% f zobrazeni z (P, ¢) do (@, ¢); budiz A c P.
Ptéme se, kdy je f spojité v A. Pouzijeme-li véty 142 na kaZdy bod
z € A, vidime: f je spojité v 4 tehdy a jen tehdy, jestlize pro kaidy
bod z € A a kaZdou posloupnost z,, ,, ... bodi z 4 plati
(70) lim z, = z =1lim f(z,) = f(z) .

fn—>c0 n—>o

Poznidmka 10. Vénujme se nyni homeomorfnim zobrazenim
(viz konec § 1). BudiZ f homeomorfni zobrazeni (P, g) na (@, 0);%)
budiZ ¢ homeomorfni zobrazeni (@, o) na (R, 7). Potom zobrazeni h
prostoru P na R, dané rovnict h(zx) = g(f(x)), je téZ homeomorfni. Dukaz:
h je prosté, inversni zobrazeni je dano rovnici h_,(z) = f_,(9-,(2)) pro
z2eR a pozn. 8 o spojitosti sloZenych zobrani zaruéuje spojitost
zobrazeni h, h_,. Tedy m4 homeomorfie tuto vlastnost: je-li (P, o)
homeomorfni s (@, o), (@, ) homeomorfni s (R, 7), je (P, o) homeo-
morfni s (R, r). Dile je (P, o) homeomorfni s (P, g) (identické zobra-
zeni f(z) = z prostoru (P, g) na (P, p) je zfejm& homeomorfni). Ko-
neéné: Je-li (P, o) homeomorfni s (@, o), je (@, o) homeomorfni s (P, p).
To dovoluje déleni metrickych prostort do t¥id prostori homeomorf-
nich.

Z¥ejmé je, Ze kaidé parcidlni zobrazeni homeomorfniho zobrazeni
je opét homeomorfni.

Poznéamka 11. BudiZ f prosté zobrazeni prostoru (P, g) na (@, o),
tak¥e existuje inversni zobrazeni f_,. Pozndmka 9 ¥ikd, kdy je f spo-
jité, t. j. spojité v P (t. j. misto A je nutno psiti P). Podobné:
/-1 je spojité tehdy a jen tehdy, kdyZz pro kazdy bod y ¢ @ a kazdou
posloupnost bodl y, € @ plati implikace
(71) lim yp = y =lim f_;(y,) = f_,(¥) .

Jezto viak kaZzdy bod y € @ lze psati ve tvaru y = f(x), a to pro jediné
z e P51) (a naopak, f(z) je bod z @ pro kaZdé x € P), lze té% Fici: f_;

) T. j. prosté spojité zobrazeni, jehoZ inversni zobrazeni je také spojité.
) NaéeZ f_,(y) = 2.
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je spojité tehdy a jen tehdy, kdy# pro kazdy bod z ¢ P a kaidou po-
sloupnost bodi z, ¢ P plati implikace

(72) lim f(z,) = f(z) =>limz, =% .

Tedy celkem: Prosté zobrazeni f prostoru (P, o) na (@, o) je homeo-

morfnd tehdy a jen tehdy, kdy? pro kazdy bod z e P a kaZdou posloupnost
bodi z, € P plati ekvivalence

(73) lim z, = z <= lim f(z,) = f(z) .

Vlevo je oviem limita p¥i metrice g, vpravo pfi metrice 0. Specidlné:
Zavedme do mnoziny P dv& metriky o, o a sestrojme t. zv. identické
zobrazeni f prostoru (P, g) na (P, o), t. j. zobrazeni takové, Ze f(x) =
= z. Aby (73) nevedla k nejasnosti, poznamenejme, Ze ji lze psiti

(74) (Lim o(z,, ) = 0) <= (lim o(f(24), f(z)) = 0) .

Pi%eme-li nyni specidlng f(z) = z, vidime odtud: Identické zobrazent
(P, o) na (P, o) je komeomorfnti tehdy a jen tehdy, jestlife metriky o, o
jsou ekvivalentni (viz podatek § 4).

Poznédmka 12. BudiZz f homeomorfni zobrazeni (P, g) na (Q, o).
Ze (73) je patrno, zZe ty vztahy bodu z, y, ... a bodovych mnozin M,
N, ... prostoru (P, g), které zdvisi pouze na pojmu limity posloupnosti
v (P, @), zustanou zachovany, nahradime-li tyto body a mnoZiny
jejich obrazy f(z), f(y), ..., (M), f(N), ... Na pf. kdy pat¥i bod z ¢ P
do A4752) Tehdy a jen tehdy, kdy% existujf z, ¢ 4 tak, Ze lim z, = z;
t. j. (viz (73)) kdyz existuji body f(z,) = y, € f(4) tak, Ze lim y, = f(x);
t. j. kdy? f(z) € f(4) (uzdvér v Q). Tedy
(75) f(4) = f(4):
uz4vér obrazu (v @) rovna se obrazu uzivéru (v P). Kdy je 4 uzaviena
v P? Tehdy a jen tehdy, kdyZ mno%ina B = A4 je rovna 4, t. j. kdy%
f(B) = {(A4),%) tij. (viz (75)) kdyZ f(4) = f(4), t. j. kdyZ f(4) jest
uzaviend v Q@ = f(P). Podobné: vnitfek obrazu je obrazem wnittku;
A je oteviena (hustd, ¥idka) v P tehdy a jen tehdy, kdyZ f(4) je ote-

t2) Uzévér v P,
83) Pondvad% f je prosté, platf

(4 = B)<=(f(4) = {(B)) -
Jinak by to nemusilo platit.
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viend (husté, Fidkd) v @ = f(4) atd., provedte to! Pozor oviem na
to, Ze obraz cauchyovské posloupnosti nemusi byti cauchyovsks po-
sloupnost. Rovnéz, je-li P tiplné resp. omezené, nemusi @ byt tplné
resp. omezensé.

Vlastnosti prostoru, které ztstivaji zachovdny pfi homeomorfnim
(neboli topologickém) zobrazeni, se nazyvaji topologickymi vlast-
nostmi. Jimi se zabyva topologie.

Pozndmka 13. Viimn&me si zobrazeni ¢ z § 4, piikl. 1.

Toto zobrazeni zobrazuje prosté Ef na (—I1, 1>; ,;redukovanou
metriku“ o* v EY jsme definovali rovnici o*(z, y) = |p(z) — o()|-
Tedy @ je isometrické (a tedy homeomorfni) zobrazeni (E;, o*) na
interval (— 1, 1> s eukleidovskou metrikou. V (—1, 1> miZeme za-
vésti oviem také ekvivalentni metriku g*, a zobrazeni zistane homeo-
morfni. Podobné zobrazeni f z § 4, piikl. 2 je isometrické zobrazeni
prostoru (*K,, *o) na kouli &+ 7?4 (* =1 v eukleidovském E,
(dokazte!).

Poznamka 14. BudiZ f zobrazeni z (P, 9) do (@, o); necht ¢ e @,

lim f(z) = g € (€, o).
Ted

Potom

(76) lim o(f(z), t) = o(q, ¢)

I
red

(v (76) jde o koneénou limitu redlné konedné funkce, t. j. o limitu
v E,). Dikaz:

lo(f(x), t) — alg, t)] < o(f(2), q) -
Ke kazdému ¢ > 0 existuje podle def. 29 6 > 0 tak, Ze pro z e 4,
0 < o(z,a) <4 je o(f(z),q9) <e tedy |o(f(z),?) — o(g,?)| <& kde
levé strana je vzdalenost (v E,) &isla o(f(z), t) (coZ je funkee x) od bodu
a(q, t). Tedy plati (76). Viz téZ cvié. 2.

Véta 144. Budif | zobrazeni z (P, ) do dplného prostoru (@, o).
BudiZ A CP, aeP; budif a hromadnym bodem mnofiny A. Potom
plati: limita
(77) lim f(z)

—a

Ted
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v (Q, o) existuje tehdy a jen tehdy, jestlize ke kaZdému & > O existuje
6 > 0 tak, Ze

(" eA, 2" 4,0 < o(x',a) < 6,0 < p(z”, @) < 9d) =
= o(f('), f(z") <.

Dukaz. 1. Necht v (@, o) existuje limita (77). BudiZ ¢ > 0. Potom

existuje 6 > 0 tak, Ze

(zed, 0 <oz, a) <) =o(flx), 9) <},
kde ¢ znadi limitu (77). Odtud podle trojtihelnikové nerovnosti plyne
(78). Tato &ast véty plati jeSt& pro jakykoliv metricky prostor Q,
i kdyZ neni iiplny.

2. Necht je splnéna podminka véty 144. Podle véty 143 staéi doka-
zati, Ze pro kaZidou posloupnost bodld z, ¢ 4, pro kterou z, + a,
lim z, = a, existuje lim f(z,) € (@, ). Budiz tedy z,, z,, ... takové po-
sloupnost. BudiZ ¢ > 0. Volme 6 > 0 tak, aby platila implikace (78).
Ziejmé existuje n, tak, Ze pro n > n, je 0 < g(z,, a) < 4. Je-li tedy
n>n, m>mn, plati podle (78) o(f(z,), f(zm)) <& posloupnost
f(z,), f(x2), ... je tedy cauchyovskd, a tedy mé limitu v dplném
prostoru (@, o).

(78)

Poznimka 15. Podmince, vyslovené ve vété 144, se fikd i zde
Bolzano-Cauchyova podminka. Nase véta tedy fika toto: Je-li (@, o)
dplny prostor (na p¥f. eukleidovsky E,), je tato podminka nutnou a
postadujici podminkou pro existenci limity (77) v (@, ¢) — prostor
(P, o) muze byt pfi tom jakykoliv metricky prostor.

Podminky tohoto ,,bolzanovsko-cauchyovského* typu jsou dasto
velmi dileZité; d4 se jich uZiti oviem jen tehdy, je-li pfsludny prostor
(u v&ty 144 to byl prostor (@, o)) tplny. Proto tplnost je velmi di-
leZitd vlastnost a my ji v dalsim vénujeme zvléStni paragraf (§ 14).

Dulezité je tato véta:

V&ta 145. Budif f zobrazent z (P, o) do (Q, o), definované v mnoting
A C P (to znabi, Ze obor zobrazent | obsahuje A ). Potom f je spojité v A
tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kaZdou mnoZinu N, otevfenou v Q, je mnofina
Af_,(N) oteviend v A.

Ekvivalentnt tvar podminky je tento: ... kdyZ pro ka¥dow mnofinu M,
uzavienou v @, je mnofina Af_,(M) uzavfend v A.
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Dukaz providdéjme napfed pro podminku s otevienymi mnozi-
nami.

1. BudiZ f spojité v A, N oteviend v Q. Budiz a ¢ Af_,(N), tedy
b = f(a) e N. Existuje ¢ > 0 tak, ze 2y(f(a),c) C N. Ze spojitosti f
v bodé a vzhledem k A4 plyne: Existuje § > 0 tak, e z z € 4, o(z, a) <
<48 (b. j. z ze,(a,d)) plyne o(f(x), f(a)) < &, tedy f(z)e N, tedy
zef (N). T. j 24(a,d) c Af_,(N), takZze bod e, t. j. libovolny bod
z Af_,(N), je vnitinim bodem této mnoziny vzhledem k prostoru A.

2. Budiz podminka splnéna. Budiz a ¢ 4, ¢ > 0. Mdme dokizati,
Ze existuje d > 0 tak, Ze plati implikace (61). Sestrojme kouli 24(f(a),
g) = N. To je mnoZina oteviend v @, tedy Af_,(IN) je mnoZina ote-
viend v A, obsahujici bod a (nebof f(a) e N). Tedy existuje 6 > 0
tak, Ze Q,(a, 8) C Af_,(N).T.j.:jeliz e A4, oz, a) <4, jex e Af_,(N),
tedy f(z) e N, tedy o(f(a), f(x)) < ¢, takZe vskutku plati implikace (61).

A ted jest8, Ze podminka s uzavienymi mnoZinami je ekvivalentni
podmince s otevienymi mnoZinami. To plyne ihned z t&chto po-
znimek:

1. Jeito f je definovina v A4, je f_,(@) D> 4, tedy
Af (@ =~ M) = Af_,(Q) — Af (M) = A = Af_(M).

2. MnoZina M C Q je uzaviend (v @) tehdy a jen tehdy, kdyZ
Q = M je oteviena.

3. Af_,(M) je uzaviend v A tehdy a jen tehdy (viz 1), kdyz Af_,(Q —
— M) je oteviend v A.

Pozndmka 16. Této vity muZeme pouziti jednak, abychom do-
kézali spojitost zobrazeni, jednak také — naopak — abychom do-
kézali uzavienost nebo otevienost jistych mnozin, mame-li k disposici
ndjaké spojité zobrazeni. Na pi. kazdy mnoho¢len neboli polynom f ve
dvou proménnych je funkce spojitd v E,%%) (viz DI, kap. XIII, § 2,
piikl. 4; je na prvni pohled vidét, Ze tamé&jsi spojitost v bodé& [z,, y,]
(def. 31) znamend totéz jako spojitost v bodé& [z, y,] vzhledem k E,
podle def. 16).55) Jezto intervaly (— oo, a) (a, b) jsou oteviené (v E,),

31) Je to zobrazenf E, do E,.
88) V def. 31 v DI bylo uixto v E; metriky ¢ [viz (7)].
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kdefto (— oo, a), (a) jsou uzaviené, jsou i jejich ,,vzory oteviené,
resp. uzaviené v E, (véta 145). Tedy na pf. mnoZiny

€[z Y] eEy 2 + 3y — 2 <T),

[x,y]
€ ([x,y]l eE, 2 < b + 4yt — 2% < 3)
[,y]
jsou oteviené v E,, mnoZiny
€ ([x,y] €E;, 22— ya=<-_ 5), € ([x, yl €E; 2 + 2y2=1)
[z,¥] (=]
jsou uzaviené v E,.

Pozndmka 17. Budiz f prosté zobrazeni (P, ) na (@, o). Zobrazeni
inversni k f je f_,, zobrazeni inversni k f_, je f. Tvrdim: f je komeo-
morfni tehdy a jen tehdy, jsou-li splnény tyto podminky:

1. Je-li N uzavfend v Q, je [_,(N) uzavfend v P.

2. Je-li M uzavfend v P, je {(M) uzavfend v Q.

Dukaz: Uziji véty 145. Podminka 1. je podminka pro spojitost f;
podminka 2. je podminka pro spojitost f_,. Soudasnd je vid&t, Ze
budto v 1. nebo v 2. (nebo v obou) lze misto ,,uzaviend‘‘ Hkati ,,ote-
viend“.

Pozndmka 18. Velmi dasto se vyskytuji zobrazeni z prostoru
(P, o) do prostoru (@, o), ktery je din jako kartézsky souéin prostori
(@1 1), ---» (@,, 0,). Je-li f takové zobrazeni, potom pro kaidé x
z jeho oboru je f(z) € @, t. j. f(x) = [f,(z), ..., f+(®)], kde f;(x) € @,. Dati
f znamen4 tedy totéZ jako dati zobrazenf f,, ..., /,, pii ¢emz f; je zob-
razeni z (P, p) do (@, 0;). (Piiklad: Chei-li popsat pohyb bodu v E,,
musim pro kaZdy okam#ik ¢ udati jeho tii soufadnice — to jsou tedy
t¥i redlné koneéné funkce (t. j. zobrazeni do E,).) Tvrdim: f je spojité
v bodé a vzhledem k A tehdy a jen tehdy, je-li kaZdé f; spojité v bodé
a vzhledem k A. Dikaz: Je-li x, € 4, lim z,, = a, jde o to (viz vétu 142),
zda lim f(z,) = f(a). Ale to podle pozn. 11 v § 2 nastane tehdy a jen
tehdy, jestlife lim f;(z,) = f,(a) pro j = 1,2, ...,7. Obdobn&: f mé
v bodé a vzhledem k A limitu ¢ = [qy, ..., ¢-] € (@, 0) tehdy a jen tehdy,
jestliZe f; md v a vzhledem k A limitu q; € (@4, 05) pro j=1,2,...,r.
Dikaz zcela obdobny (uZije se ted v&ty 143).
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Pozndmka 19. Je-li mnoZina 4 dana néjakymi podminkami (na
pf. nerovnostmi nebo rovnostmi), vypisuji se éasto do symbolu limity
misto znaku z € 4 tyto podminky. Na pf. jde-li o funkei dvou redlnych
proménnych, piseme leckdy na pf. lim f(z, y) misto symbolu

[z,y]—-»[0,0]
z3y, 2 - yi<1

lim f(z,y), kde 4 = € (z + y, 22 — 42 < 1).
[z,v1-10,0] [z,]

[z,y]e
Cvideni

1. Jde o redlné promdnné z, y. Vypottéte
. 2xy 2a ) 2zy
lim

= —_— m —_——
[myl=»{0,0; 2 + ¥ 1+ a® [z 41,0,0 2 + ¥
y=az =0

= H

2zy 12

lim —2_ —_ .
@yl~0,0) 2 +y* 13
z2°4+y*~2z43y =0

(K poslednimu p#ipadu: z podminky z2? + y? — 2z + 3y = 0 dostanete v po-

satku Y — 2 takse im L = 2, viz DI, kap. XIV, §1, pozn. 4.)
dx 3 z—0 ¥ 3
2. BudiZ f zobrazeni z (P, g;) do (Q, ¢); budi¥ g zobrazeni z (P,, g,) do (@, o)
(body [z, y], kde z € Py, y € P,, vypliuji tedy metricky prostor P = P; X P,).
BudiZ 4 Cc P,, a e 4’ (derivace v P,), B C P,, b ¢ B’ (derivace v P,), a nechf
existuji
lim f(z) = g€ (Q, 0), limg(z) =t e (Q, 0).

—a z—b
Ted zeB
Potom

lim o(f(x) , g(y)) = o(g, ?) -
[z, y}->(a, b] -
[z,y]e(4 = (a)) x (B = (b))
(Pro¢ nesmim zde psiti [, y]e A X B?) To je zobecn&nf pozn. 14 a soudasng
zobecnéni pozn. 5 z § 2.
3. Zavedme jeitd jeden pojem. Budi¥ f zobrazeni z (P, ¢) do (Q, o), A C P,

a ¢ AP. Budeme psati
(79) LIM f(z) = q(g€(Q,0)),

Ted

jestliZe ke kaZdému & > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze (x e A4, g(a, z) < d) =
= o(f(z), q) < e. UkaZte: I. Je-li @ € 4, znamend existence LIM v (79) totéz
jako spojitost v bodd a vzhledem k 4 (nutn® pak ¢ = f(@)). IL. Je-li @ ¢ 4°,
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znamend symbol lim f(z) totéZ jako LIM f(x). Lze tedy spojitost & limitu zahr-
I—a —>a .
Zed zed - (a)

nouti pod jediny pojem (79), jak n&kteii autofi &ini. Neudinil jsem to, jeZto

v praxi diferencidlniho podtu (kap. VII—XII) se vySetfovéni piipada I, II

od sebe znalnd lisi.

Jako pifklad na uZitf pojmu LIM uvedme toto: Budi¥ f zobrazeni z (P, g) do
(@, 6), budiZ g zobrazen{ z (Q, ) do (R, 7); budi¥ A c P,ae AP, BC Q, b ¢ BQ,
¢ € R. Necht existuje 4 > 0 tak, Ze (z e A, o(%,a) < 4)=>f(z) ¢ B. Potom
plati: Je-li LIM f(z) = b, LIM g(y) = ¢, je LIM g(f(x)) = c. To jsou vlastng

Tr—a y—b z—a
ZeA yeB zed

Styti véty o limitd a spojitosti sloZenych zobrazeni (podle toho, zda a le%i &i
neleZi v A a zda b le%i &i neleZi v B). Vyslovte je! UvSdomte si, jak je nutni
opatrnost pfi limit¥ (se symbolem lim) — viz DI, v&ta 108 a text pied nf.

§ 10. Limita a spojitost v n&kterych specidlnich prostorech. Dvojné
posloupnosti a Fady. BudiZ f zobrazeni z (P, ¢) do (@, ¢); budiZz 4 c P,
aec A", q Q. Potom vzorec

(80) lim f(z) = g

znamend toto: (I) Ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze
(81) (zed,0 < p(x,a) < d) =a(f(x),q) <e.

Je-li f funkce®®) jedné redlné nebo komplexni proménné, a koneiné
&slo, piteme p(z, a) = |x — a| (mohli bychom — vzhledem k ekvi-
valenci metrik — psati téZ p*(z, a) resp. *o(z, a)). Podobné: je-li f
redlnd nebo komplexni funkce, ¢ konedné ¢islo, pikeme o(f(z), ) =
= |f(z) — ¢q|. Ale jak to vypadd, jde-li o ,nevlastni limity* nebo
0 ,,limitu v bodé + oo a pod.? Zde musime oviem uZiti redukované
metriky o* resp. *¢ (§ 4). Obratme se napfed k metrice o*, dané rov-

nicf ¥z, y) = lp() — ¢(¥)}, kde ¢(— ) =—1, ¢(+ ©)=1,
p(z) = l_-i-ilx—l pro z ¢ E,. Odtud plyne: o*(x, + ) < 1<=>2> 0;
1

. Déle je jasno: Jestlie

Pro0 < z < 4+ oo je pak p*(x, + ®) = T+ %
danému ¢ (0 < ¢ < 1) piifadite K rovnici

58) My#leno obecn$, ve smyslu ,,zobrazenf*.
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1 . 1
G—TK neboli K—?—l,

je tim dano prosté klesajici zobrazenf intervalu 0 < ¢ < 1 na interval
0 < K < + o0. Odtud je pak patrno: Je-li0 < e <1 (resp. 0 < K <
< 4 o0) a je-li K (resp. &) uréeno rovnici (82), plati

(82)

(83) O0<o*(x, + 0)<e<K <z <+ 0.%)
Je-li f realnd funkce, znamena rovnice
(84) lim f(x) = + o

Ted

toto (podle (1)): Ke kazdému ¢ € (0, 1)%8) existuje d > 0 tak, Ze

(zed, 0 <oz, a) <d) =o*(f(x), + 0) <e.
Podle (82), (83) lze to vysloviti také takto (uvaZime-li, Ze probihd-li
¢ interval (0, 1), probihd K interval (0, 4 o0) a naopak): (II) Ke kaz-
dému koneénému K > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze
(85) (zxe A, 0 <oz, a) <d) =>fx) > K .5
To je vyznam symbolu (84) (tak jsme jej ve specialnim piipadé de-
finovali v DI, def. 21. nebo v kap. V. § 3).

Za druhé budiz @ libovolné, ale f budiZz funkce?®) jedné reélné pro-
ménné. Ptame se, co znamené vzorec
(86) lim f()=gq.
—>+4 00

Ted
Podle (I) to znamend: Ke kazdému & > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze
(87) (xed, 0<p*x, 4 0) <d) =>0a(f(x),q) <ce.
Podle (82), (83) to zase muZeme psiti takto:59s) (III) Ke kazidému
¢ > 0 existuje koneéné K > 0 %) tak, ze

(88) (zed, K<z <+ ) =>0(flx),q) <c¢.

57) Kdybychom vlevo psali 0 <, musili bychom vpravo psit < + .
38) Omezeni na hodnoty ¢ < 1 nem&ni oviem smysl vyroku (I).

%) Omezeni na kladné hodnoty K neni oviem nutné.

93) Omezime se na hodnoty 6 < 1 (coZ smime) a klademe

K=X_1.

1
S=irr K=3
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Kdyby v (84), (86) stdlo — oo misto + oo, psal bych oviem v (II)
f@) < — K a v (III) — 0o <z < — K (kdybych vynechal poZada-
vek K > 0, mohl bych psét také K misto — K). Dikaz mohu jisté
pienechati étenaii (jeito ¢ je lichd funkce, je o*(z, + o) = o*(— =,
— o0) a tivaha je skoro doslovng taz).

Viimnéme si je$té prostoru *K,. Budiz z =z + iy (z, y koneénd
redlnd) a poditejme *o(z, c0). Podle § 4, pfikl. 2 ptifadime bodu z
bod [&, %, £] € E; rovnicemi (43) z § 4, bodu oo pak bod [0, 0, 1] a
*o(2, ) definujeme jako eukleidovskou vzdédlenost (v E;) té&chto
dvou bodd, t. j. jako |/& + 7 + (1 — )2 Snadno vychazi *o(z; ) =

-V 2 —== Jeslife kajdé hodnots ¢ ¢(0,2) ptifadim hoduotu
2
K > 0 rovnici
2 4
89 — 2 neboli K =V- —1,
(89) l/ 1+ K3 &

je opét patrno, Ze probihéd-li ¢ interval (0, 2, probihd K (klesajic)
interval <0, + o0). Déle je ihned vidét, Ze
(90) 0<*(z,0)<e<>K <2<+ .
Podobné jako diive je odtud patrno: Je-li f komplexni funkce, zna-
mena vzorec
{91) lim f(z) = o0

ZeA

toto: (IV) Ke kaZdému konetnému K > 0¢°) existuje é > 0 tak, Ze

(92) (xed, 0<o(z,a) <é)=lf(x)) > K.
Je-li pak f funkce®) jedné komplexni proménné, znamens vzorec
(93) lim f(z) =.¢q

z—®
zed

toto: (V) Ke kazdému ¢ > 0 existuje koneéné K > 099) tak, Ze
(94) (zed, + 0 > |2z| > K) =>0d(f(2), q) < ¢

(misto 0 < *p(z, 00) < 6 pidi v premise + 00 > |z| > K, kde K =
= J/462 =1 — stadf, kdyZ se omezim na kladnd 6 < 2).

$9) PoZadavek K > 0 lze vynechati.
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Tyto vysledky lze oviem kombinovati. Na pf. budiZz f komplexni
funkce jedné realné proménné. Potom vzorec
lim f(z) = o
T
znamend: Ke kazdému K, € E, existuje K, ¢ E, tak, Ze
(xed, — oo <z <K,)=|f(z)| > K, .
Ctenét si dovede jisté tyto piipady v piipadé potfeby sim rozebrati.
Vidite, Ze formulace (II)—(V) jsou velmi pfirozené (n&kterych
z nich jsme jiZ ve specidlnich piipadech uZili difive jako definic),
kdezto metriky o*, *o byly zavedeny zpisobem piece jen trochu
umélym. K demu tedy vlastnd jsou prostory (Ef,o*), (*K,, *o)?
Slouz{ k tomu, abychom viechny tyto ,nevlastni limity“ + oo,
— 00, © a ,limity v nevlastnich bodech“ + oo, — 00, c0 mohli
pojimati jako specidlni pfipad limit v metrickych prostorech a apli-
kovat na né celou theorii této kapitoly — tim ztracejf do znaéné miry
svlj vyjimeény charakter.
Podobné: Bolzano-Cauchyova podmmka pro limitu funkce’®) jedné
rea]né proménné v bodé + oo (pii iplném (@, o)) se d4 psit ve tvaru:
Ke kazdému ¢ > 0 existuje K ¢ E, tak, Ze

(,ed,z,e A, K<z, <+ 00, K<z, <+ 0) =

= a(f(z), f(z,)) <e.
Pii limité funkce jedné komplexni®!) proménné v bodé oo bychom
vlevo psali K < |z;] < 4 oo; pti limitd v bod8 — oo bychom psali
—o<<K(j=12).

(95)

Poznamka 1. Vezméme specialni piipad rovnice (93), kdyz 4 =
= N; podle (V) znamena (93) toto: Ke kazdému ¢ > 0 existuje K ¢ E,
tak, ze%?)

(986) (mneN,n> K) =o0o(f(n),q) <ce.

Ale to znamend totéz, jako Ze posloupnost f(1), /(2), ... bodl z @ mé
limitu ¢ € @. Uvézime-li, Ze posloupnost neni nic jiného nez funkcess)
pfirozeného &isla, vidime, %e oznadeni pro limitu funkce

1) Specidln& muZe jit o redlnou promé&nnou.
62) Pro n > 0 lze misto |n| psiti n.
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lim a(n) = ¢
n—>0
neN

je ve shodg se starym oznacenim pro limitu posloupnosti, zavedenym
v§l
lim a, = ¢

(smluvili jsme se totiz, Ze znak z € 4 vynechdvame, je-li jasno, okterou
mnoZinu 4 jde). Z (96) je také patrno, Ze nevadi, jestlize koneiny
podet hodnot f(n) neni definovan: tedy i imluva z § 1 (viz text po
def. 15), ‘kterd se tam jevila jen jako pohodlnd konvence, se zde
ukazuje organickou soucasti nasSi obecné theorie.

Z (96) je konelné& patrno, Ze misto *p lze uZiti i metriky o* a psati
(coZz vypada jedt& piirozendji)

lim a(n) =¢q.

n—+o
neN

Poznamka 2. Jestlize @ je kartézskym souéinem prostori (@, c;)
(j=1....,5s), piseme v (81) vpravo Max ¢,(f;(x), ¢;) < ¢, kde znadi

_.}_\_8
f@) = [h=), ... ()], ¢ = g1, ---» 4] (viz § 1, pHkl. 6, vzorec (14)).

Jestlize P je kartézskym soudinem prostoria (Py, 0;) ( = 1, ..., r), pi-

geme v (81) vlevo 0 < Max g,(z;, ;) < 6, kde znaéi z = [z,, ..., z,],
155y
a=/|a,...al]

Poznimka 3. (Dvojné posloupnosti.) KaZdé dvojici m ¢ N,
n e N budiZ ptifazen bod @, ,e€ (@, o). To je zobrazeni s oborem
N X N. Limitou této ,,dvojné posloupnosti‘ nazyvéme limitu —
existuje-li —

97) lima,,, =ae{@, o),

m—>0
n—»

¢im# rozumime limitu v bod& [oo, 0] vzhledem k mnozing N X N,
pfi ¢emZ za prostor (P, p) beru prostor (*E,, *p) X (*E,, *p).%®)
Vzhledem k tomu, co bylo fedeno o limité v bodé oo a v pozn. 2, je

83) Také bych mohl brét limitu v bod$ [+ o, + ©] a klasti (P, g) =
= (E,* o) X (E;*, o%).
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snadno vidét, %e (97) znameni toto: Ke kaZdému &> 0 existuje
ng, € N tak, Ze

(98) (meN,neN,m=1n5n= 1) =>0(Am 0 @) <E.

To je uz velmi srozumitelné. Lze oviem pfepsati téZ Bolzano-Cauchy-
ovu podminku na vhodnou formu, viz cvié. 3.

Pozniamka 4. BudiZ ddna dvojna posloupnost koneénych komplex-

nich ¢&sel a,, ,. Znakem s, , oznadime ,disteény soudet s, , =
m n

= Z z ay, . Existuje-li lim s,, , = 8, nazyvame ¢islo s souétem ,,dvoj-

h=1k=1 m—>co
n—o

né fady* Z A q; je-li 8 koneéné ¢islo, Fikame, Ze dvojnd fada je kon-
m,n=1
vergentni.®¢) Tento pojem konvergence je odliiny od pojmu absolutni

konvergence zobecnéné fady v kap. 1II, § 3. Tam pofadi ¢leni bylo
lhostejné; zde indexy m, » uréuji ,,umisténi‘‘ ¢lend. Viz k tomu cvié. 4.

Zobecnéni na trojné posloupnosti a fady atd. je nasnadé.

Poznimka 5. Mluvil jsem dosud o limité a mél bych promluviti
o spojitosti zobrazeni. Ale spojitost lze okamZité prevésti na pojem
limity (viz § 9, pozn. 3), takZe véc mohu pfenechati étendfi.

Pozndmka 6. Necht f, g jsou specidlné realné funkce; nemusi byt
koneéné, proto vezméme f, g jako zobrazeni z (P, ) do (E}, o*).
Predpokladejme, Ze existuji limity

(99) lim f(z) = p, limg(z) =gq
r—a r—a
zed red

(p € EY, q € EF). Potom existuji té% limity (nepi§i jiz = — a, z ¢ A)
f) _
9(=)

= 2. 1im Max (/(2), ¢(2)) = Max (p, ), lim Min (f(2), () = Min (p, g),
pokud pravé strana piislu$né rovnice ma smysl. Dikaz. Budiz
2, €A, x, + a, limz, =a. Potom podle véty 143 lim f(z,) = p,

lim |f(z)| = |p|, lim(f(z) + g(z)) = p + ¢, lim f(z) g(z) = pg, lim

4) Neni-li fada konvergentni, miZeme ji vySetiovati v (*K,, *¢) & ptéti
se po soudtu co; mé-li reélné Eleny, muZeme ji (podrobnéji) vySetfovati v (E;*, o*)
a ptati se po soultu + o nebo — <.
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f(za)
glz.) ¢

smysl. Ale odtud plyne podle v&ty 143, Ze lim f= E ;_ =. Podobn&
v ostatnich pfipadech.
Zcela obdobné: Jsou-li f, g redlné funkce, spojité v a vzhledem k A4,

lim g(z,) = g, tedy podle véty 13 jelim =, P mali pravé strana

jsou také funkee |f|, f + g, fg, 1 , Max(f, g), Min(f, g) spojité v a vzhle-

dem k A, pokud ptisluna funkoe je v bodé a definovdna. Dikaz
z véty 142 (nebo se tento piipad pievede na limitu podle pozn. 3
v §9).

Jde-li o konetné funkce a o koneéné limity, miZeme oviem za
vzdalenost o(f(z), p) nebo o(f(x), f(a)) misto redukované metriky o*
vzit ekvivalentni metriku eukleidovskou.

Podobné pro komplexni funkce s metrikou o(z, y) = |z — y| nebo
s metrikou *p (viz § 4, ptkl. 2), jde-li o nekoneéné funkce nebo ne-
kone¢né limity. Projdéme jen struéné poéitdni s nevlastni limitou oo.
BudiZz lim f(z) = o0, limg(x) = ¢ (7 koneéné; znak z—a, zed
vyneché,vé,m). Potom lim (f(z) + g(z)) = oo; lim f(z) g(x) = oo,
jeli g« 0; lim f(z) h(z) = o0, je-li lim A(z) = lim f(z) = oo;
;Ez; = 0; lim fgx; = oo, je-li ¢ + 0;%%) lim|f(z)] = + oo (nebo oo,
podle toho, beru-li hodnoty |f(x)| v (EY, ¢*) nebo v (*K,, *)). PH-
sluiné véty o posloupnostech viz kap. II, § 3, pozn. 3. Jest pozname-
nati, Ze i pfi redlnych funkcich je n&kdy Géelno vydetiovati ,,nevlastni
limity* v (*E,, *¢) misto v (E¥, o*). Viz pFipojen4 cvideni.

Poznamka 7. (Mnoziny M4+*) Budi (P,) = (P,, 0,) X
X (Pg, 0,);%%) budiz M c P. Je-li a ¢ P,, oznadili jsme v kap. I, § 8,
pozn. 3 znakem M4* mnozinu E(y € P, [a, y] e M). Budif M ote-

lim

v
viend v P; potom Ma* je otevfend v P, Dikaz: BudiZ b e M*, t. j.
[a, b] e M. Existuje 6 > 0 tak, Ze Qp([a,b],0)C M. Pro yeP,,
) Je-li ¢ = 0, ale g(z) =+ 0 pro x ¢ A2p(a, 8) — (a), kde § je n&jaké kladné
&islo, je rovn&% lim f(z) : g(x) = co.
) Stéle u¥ivam metriky o([a, b], [a’, b’]) = Max (g,(a, a’), 4(d, b)).
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psb,y) <6 je [a,yle M, t. j. y e M**. Tedy b je vnitinim bodem
(vzhledem k P,) mnoZiny Mea*. BudiZ M uzaviend v P; potom Ma* je
uzaviend v P, Dukaz: Budiz y, e M**, yeP,, limy, =1y, t. j.
lim g,(y,, y) = 0. Mame dokazati, Ze y « M* *. Jest [a, y,] € M, o([a, ¥a),
[2,9]) = 0a(¥n, y). Tedy lim [a, y,] = [a, y]. Tedy [a,yl e M (jeito
M je uzaviend), tedy y e Me-*,

Poznamka 8. (Projekce.) Oznadeni jako v pozn. 7. Oznaéme P
(nebo podrobnéji Pp) zobrazeni v oboru P, definované rovniecf
P([z, y]) = z (,,projekce do prostoru P,*). Je to zobrazeni spojité, jeito
0:1(z, ') < ([, y], [#', y']). Obraz P(M) je t. zv. projekce mnoziny M
do P,.%7) Je-li M otevfend v P, je P(M) oteviend v P,. Ditkkaz: Budi%
a €« P(M). Existuje tedy b tak, Ze [a, b] ¢ M. Tedy jisté okolf
Qp([a, b], 6) © M. Ztejm& potom 2, (a, d) C P(M).

Pozndmka 9. (Zobrazeni f**). Oznadeni jako v pozn. 7, 8. Bu-
diZ f zobrazeni z P, X P, do (Q, o), definované v M. Je-li a ¢ P,, oznadili
jsme v kap. I, § 8 znakem f&* zobrazeni mnoziny M3 * do (Q, o),
definované rovnici f**(y) = f(a, y). Je zfejmo toto: Je-li f spojitd
v bodé [a, b] vzhledem k M, je f** spojitd v bodé b vzhledem k Mo *.%8)

Poznidmka 10. (Zobrazeni ,,nezavisld na y*‘.) Oznadeni jako v pozn.
7 az 9. Budiz f zobrazeni (definované v M C P) do mnoZiny @ a necht
existuje zobrazeni g mnoziny P, (M) tak, Ze

(100) [z, yl e M = f(x,y) = g(2) ;

potom fikime, Ze ,,f(x, y) nezdvisi na y* (v mnoZing M). Necht @ je
metricky prostor (@, o). Tvrdim: Je-li [z, y] € M a je-li g spojité v bod¢
z vzhledem k Pp (M), je | spojité v bodé [, y] vehledem k M. Dikaz
(uziva se véty 142). Budiz [2,;y,] e M (n =1, 2,...), lim [z,, y,] =
= [z, y]. Tedy lim z, = z, a tedy lim g(x,) = g(z), t. j. (podle (100))
lim f(Z,, yn) = f(, y).

$7) Viz kap. I, § 8, pozn. 3.

¢8) f3.* 3¢ viibec jen zcela nepodstatnd lisi od parciélniho zobrazeni f,, kde 4
je mnoZina viech bodu [z, y] € M, kde z = a. Nebot f3.*(y) .- f,(a, ¥), o([a, ¥],
[6,¥']) = ea(%, ¥'). Odtud je jasno, %e viechny vlastnosti f, se beze zmdny
pfenéZejf na fo*.
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Cvideni

V cvié. 1—5, pokud se mluvi o komplexnich é&islech, myslim vZdy na prostor
(*K,, *0). Pokud se mluvi o reilnych &islech, minfm budto (EY, @*) (,,nevlastni‘*
prvky + o, — ) nebo (*E,, *p) (,,nevlastni‘* prvek o).

I. Je-li lim f(z) = + oo nebo — o, je té% lim f(xr) = oo; obrétit se to oviem
nedA4.

1 1
Pro redlnd x mame®®) lim =+ (nebo ®); lim — = 4+ o (nebo o);
>0 T

z0+ T
1 1
lim — = — o (nebo ); lim — = o (ale nesmim ps4t 4+ © nebo — o).
z—0- ¥ z—0 T
Podobné proberte lim 23, lim 3, lim z3.
—>4+® IT—>-© Z—
. ax + b
2. Budte a, b, ¢, d konednad komplexni &isla, ad — be + 0; f(z) =

cx +d
pro viechna z € K;, pro néZ zlomek mé smysl. Je-li ¢ = 0, kladme jestd f() =

d
= o0. Je-lic #+ 0, kladmej(— ?) = 0, f(®) = —?-. Potom f je homeomorfnf
c

zobrazeni (*K,, *9) na (*K,, *g). Jsou-li @, b, ¢, d redlns, lze se omezit na = € *E,
a dostaneme homeomorfni zobrazeni (*E,, *g) na (*E,, *). S prostorem (E}, ¢*)
by to pro ¢ & 0 neSlo — proé&?

3. Napiste ,,Bolzano-Cauchyovu‘‘ nutnou a postadujici podminku pro exis-
tenci limity (97) (pi Gplném (Q, 0)).

4. Je-li dvojné fada z pozn. 4 absolutnd konvergentni ve smyslu kap. III,
§3, je té% konvergentni ve smyslu pozn. 4 & jeji soufet je v obojim smyslu
totéZ &islo.

-]
5. Casto se vyskytuji symboly tvaru z a,; soudtem takovéto fady (s ko-

fl=—©
neénymi komplexnimi éleny) se rozumi limita
(101) lim(@_, +a pey+ o+ ay+a+a + ... +a,);
m—>co
n—0

pro koneéné limity a rovn&Z pro limity + o, — o (ne viak pro ) to zna-
-]

(-]

mené (dokaZte!) totéZ jako soudet soudti dvou Fad: 2 a, + Za_,,. Nékdy
m=0 n=1

(ménd &asto) se rozumf soudtem uvedené rady limita ,,symetrického‘‘ soudtu

(102) lim(@,+a6 43+ ...+a_;+a+a,+...+a,),

n—»x0

%) Neptipisu)i-li symbol z € 4, minim z ¢ E, nebo z ¢ K;.
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@
coZ neni nic jiného neZ soudet fady a, + 2 (e, + a_,). (Na pi. je-lia, = 1 pro
n=1

n > 0, a, = — 1 pro n < 0, neexistuje limita (101), ale existuje limita (102).)

§ 11. Dvojné limity. Piiklad 1.7°) Budiz f(z, y) koneéna reilna
funkce dvou realnych proménnych. Budte a, b koneénd reilna éisla.
Budiz 4 né&jaké konetné kladné éislo; poloZime

A=(@—4,a+ 4)~(a), B=@b—4,b+ 4) = ().

Necht existuje vlastni limita

(103) lim f(z,y)=¢.")
[z,y]—[a,b]
[T.yled x B
Pro kazdé z ¢ A necht existuje?)
(104) lim f(z, y) = p(x) .
y—b
Potom existuje téz
(105) lim p(z) = ¢ .
Existuje-li tedy pro kaidé y ¢ B
(106) lim f(z, y) = v(y) ,
z—-a
je z divodl symetrie téz
(107) limp(y) =¢q.
y—b

Jde tedy o vztah mezi ,,dvojnou limitou‘ a ,,opakovanymi limi-
tami‘. Existuje-li dvojna limita (103) a vnitini limity (104), (106),
je dvojna limita (103) rovna ¢islu
(108) lim (lim f(z, y)) = lim (lim f(z, ¥)) .
r—a y—b y—b a—a
Dukaz. Budiz ¢ > 0. Existuje (podle (103)) 6 > 0 tak, Ze (volme
hned § < 4)

(109) (O<lz—a|<d 0<ly—>b|l<o)=|fxzy) —q| <ic.
%) Je umyslng podan tak, aby jej mohl Cisti i &tenaf, neznajici jinak kap. VI.

1) Prost8: neuvaZuji se body [, y] na pifmkéch = a, y = b; kreslete!
72) Znak y € E, vynechdvam. Pfi zvoleném x se f(2, y) jevi funkei proménné y.
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Zvolme z tak, Ze 0 < |z — a| < d. Potom podle (109) (0 < |y ~ b| <
< 8) = |f(x, y) — q| < }¢, nadez limitni pfechod y — b déva |p(z) —
—q| < 3e <& Tedy (0 < |z — a| < 6)=|p(x) — q| < . Tedy plati
(105).

Vyslovme to obecné:

V&ta 146. Budif f zobrazeni z (Py, p,) X (Pg, @.) do (Q, 0).”®) Budi%
ACP, acAP = A BCP, beBP ~ B

I. Necht existuje

(110) lim f(x,y) =qe(Q,0).
[z,y]—[a,b]
[7,y]edAx B

I1. Necht existuje A > 0 tak, Ze pro kaZdé x e 4, 0 < g,(z,a) < 4
existuje
lim f(z, y) = ¢(x) € (@, 0) .™)
y—b

yeB
Potom existuje téZ
(111) lim p(x) = ¢q.
zed

Druhou symetrickou polovinu je jisté zbyteéno vyslovovati.
Také diukaz pienechavam &tendfi (v dikazn piikl. 1 piSte misto
| — al, ly — b|, |[f(x,y) — g| atd. p¥isluné vzdéilenosti pfi metrikich
Q1> 02 O)-

Pi#iklad 2. Budiz a,, , dvojna posloupnost (@, . € (@, ¢) pro m, n =
=1,2,3,4,...). Necht existuje?®) lima,, = ¢ (@, o). Necht pro
n—
kazdé m ¢ N existuje lim a,, , = b, € (@, o). Potom existuje i
n—-oo

lim (lima,, ,) =1limb, =gq.

Za symetrickych pfedpokladi (vyménit m, n) je lim (lima, ,) = g.
fn—>00 Mm—>0
3) Obraz bodu [z, y] (= € Py, y € P;) znadim oviem f(z, y).
74) Jde vlastnd o limitu zobrazenf f>*, definovaného rovnici f**(y) = f(z, y);

viz kap. I, § 8.
%) Ve smyslu § 10, pozn. 3.
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Piiklad 3. Budiz a,,, dvojnd posloupnost koneénych komplexnich
¢isel. Necht

o
z Umpn = 8

mn=1

je konvergentni.”®) Nechf pro kazdé m ¢ N je fada

(112) zam,n =O0n

(soucet &lent ,,m-tého fadku‘‘) konvergentni. Potom je konvergentni
i fada

(113) zam—Z(Zu’mn =

=ln=1

(stitd se ,,napied podle Fadki, potom podle sloupcu®).

Duakaz. Poloime (¢asteéné soudty) s, ., = z 2 Ap s Omn = 2 @ s

takie 8, , = z o1ra BudiZz & > 0; existuje no tak Ze

h=1
(m 2_ Ng N z no) = lsm,n - .Si < %8 ’
. j.

m
(mgno:ngno):>lzon,n—3|<%8.
Py

Zvolme n&jaké m > m,; jeito posledni nerovnost pla.ti pro vSechna
n > n,, plyne ze (112) Pro n — oo nerovnost |20,, —38 L je<e
Tedy m > n, = | z oy — 8| <e. Ale to pravé znadi, ze plati (113).
Za obdobnych predpokla.du oviem je z ( z ) = 8.

R=lm=1
Cvilenf

1. (Reste a% po pretteni paragrafu 12.) Je-li f ve v&td 146 reilna funkce, lze
vynechati pfedpoklad II, ale (111) je nutno nahraditi rovnicemi
lim (lim sup f(z, y)) = lim (lim inf f(z, y)) = ¢ .
—a y—>d z—a y—b
Ted yeB zed veB

%) Ve smyslu § 10, pozn. 4.
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§ 12. Limes superior a inferior redlné funkce. Budiz 4 C (P, ),
acP, aeA'. Budii f redlnd (nikoliv nutné koneéna) funkce, defino-
vand pro ze A, 0 < o(z,a) < 4, kde 4 je jisté kladné &slo. Jako
v kap. V, § 6 poloZime pro 0 < § < 4

(114) D,(0) = sup f(z), ¢,(0)= inf f(z).
0<e(z,a)<o 0<e(z,a)<é
Zed zed

Ztejm3 je ¢, nerostouci, @, neklesajici v (0, 4). Opét definujeme
(115) lim sup f(z) = lim @,(8) = inf D,9),

za >0+ 0<8<4
(116) lim inf f(z) = lim @,(0) = sup @/(9).

oy 94 0<6<4

Vie je tak nepodstatnym zobecnénim § 6 v kap. V, Ze staéi nékolik
slov.??) Ziejmé& je vidy lim inf f(z) < lim sup f(z).

Poznémka 1. Zachovame v dal$im symboliku (114); mimo to
budeme psiti stale S, = lim sup f(z), s; = lim inf f(x).

T—>a z—a

Ted p27.3
Poznamka 2. (Viz kap. V, § 6, pozn. 1.) Je-li ' > §,, existuje
é > 0 tak, ze (x e 4, 0 < o(z, @) < J) = f(x) < p’. Je-li vBak g’ < §,,
neexistuje takové 6 > 0. T. j. ke kazdému é > 0 existuje z tak, Ze
zed, 0<op(z,a) <9, f(x) = B'.
Poznimka 3. (Viz vétu 79.) lim f(x) existuje tehdy a jen tehdy,
7—>a

TeA
ye v?

je-li S8, = s,; viechna tato t¥i éisla jsou si pak rovna.

Poznédmka 4.lim sup (—f(z)) = — lim inf f(z). Pro kone¢né ¢ > 0

je lim sup cf(x) = ¢ lim sup f(z); pro — o < ¢ < 0 je lim sup ¢f(x) =
= ¢ lim inf f(x).
Poznamka 5.Je-lia e 4, a € B, je lim sup f(z) = Max (lim sup f(z),

zeAUB TeA

lim sup f(z)). Podobn& pro lim inf (ale s Min misto Max). Dikaz:

z—a
zeB

77) Misto 0 < |z — a| < J se prostd pife 0 < g(z, a) < 4.
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sup f(x) =Max( sup f(z), sup f(z))a limitni pfechod 6—0+-.
zeAuB Zed zeB
0<e(z,a)<d 0<e(z,a)<d O0<o(r,a)<é

Poznamka 6. Budiz specidlné a = + o0, 4 = N, p = p* (metrika
z § 4, piikl. 1), takZe jde o posloupnost redlnych éisel

(117) (1), £(2),
Podle poznémky 2 plati toto: Je-li &' > §,, existuje 6 > 0 tak, Ze’s)

(neN, 0 <77 < 8)=f(n) < «&'. T.j. v (117) je jen konelny

+
podet Clent vétSich nez «’. Je-li viak «” < 8,, existuje ke kazdému
8 > 0dislon tak,%en e N, 0 < 1—_}_— < 9, f(n) = «". Tedy je f(n) =

= «" pro nekonetné mnoho n ¢ N. Podle véty 21 je tedy S, pravé
limes superior posloupnosti (117) ve smyslu definice, podané ve vé&té
20, ktera se takto jevi specidlnim piipadem nadi definice z tohoto
paragrafu.

Poznidmka 7. Odvodime pravidlo pro lim sup, liminf soudtu.
Necht f(x), g(x), f(x) + g(z) (redlné funkce) jsou definovany pro z € 4,
0<o(x,a) <4 (4> 0), takze S,,S,, S;,,, 8, maji smysl. Potom
plati:

I 8,,, <8, + 8,, ma-li pravé strana smysl.

II. S,,, = s, + 8,, ma-li prava strana smysl.

Dikaz. I. Necht S, 4+ S, ma smysl; potom pro dosti mala 6 > 0
mé i @,(8) + D,(8) smysl, takze pro 0 < o(x, a) < d je f(z) + g(z) <
L D,(6) + D,(0), tedy (pfechodem k supremu vlevo) @, ,(8) <
< ®,(6) + D,(5); limita pro § — 0 + dava L.

II. Budiz s, + 8, > — oo (jinak je II zfejma). Pro dosti mala &
(na pf. pro 0 <6 <d,) je potom @i (d) + P,J) > — co. Budiz
— 0 < x < D,(8). Existuje x tak, ze 0 < g(z, a) <4,z e 4, g(x) > «;
soudasnd oviem f(z) = @s(0), takie f(x) 4 g(x) = @,(0) + ;%) tedy
D,,.(6) = @;(8) + «. To plati pro kaZdé konetné « < D,(d), takZe
z¥ejmé D, ,(8) = ¢,(8) + Dy(0); limita pro 6 - 0 + dava II.

1
) Uvaite, %o g*(n» + ®) =7
78) Plati, i kdyz se ndkde vyskytne + .
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A
Poznamka 8. Podobné pro lim inf, takZe dostavame tyto Gty¥i

nerovnosti (nutno oviem vynechati ty, které nemaji smysl):
S+ 8,588+ 8,78, S8,+8,.
Poznamka 9. Jeli A=N, a= + o a g = p* (redukovana
metrika z § 4), dostavame pravidla pro posloupnosti:
lim inf a,, + lim inf b, < lim inf (a, + b,) < ...,

n—>xn n—>o n—0

t. j. vétu 24.

§ 13. Symboly O, o. BudiZ f redlna nebo komplexni (a to koneénd)
funkee, jejiz obor lezi v (P, o). Budiz A C P, a ¢ A'F. Budi% g funkce
koneéna, kterda je kladnd pro viechna z e d . Qp(a, 4) = (a), kde
4 je jisté &islo kladné. Symbol®?)

(118) f(z) = O(g(z)) pro z—a,xzeA

bude znadit, Ze

(119) hm sup VE ;' < 4+
: I(A

j- (viz def. z § 12): Existuje 6 > 0 tak, Ze I:}((z))l je omezend
v mnoziné A . 2p(a, §) — (a). Neboli: Existuje 6 > 0 a C ¢E, tak,

zZe

(@ed, 0 <elx,a) <d) = |f(z)| < Cg(a) .
Podobné symbol
(120) f(x) = o(g(x)) pro x —>a,xed
bude znadit, Ze

(121) tim 1) _ 0.81)

) Zde oviem lze té% psatl Sy + 8.

80) Dodatek ,,pro x — @ po piip. ,,z € A* vynechavéme, je-li jasno, které
a nebo A mipime.

81) Neboli, co% je totéz,
@) _
g(x)

hm sup
a'cA
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Symboly O, o (neni nutno se obavati nedorozuméni se symbolem o
na pf. pro ,,podatek soufadnic*) srovnivaji tedy funkei f s funkef g.

Plati vztahy: Soutet dvou funkei, které jsou O(g(z)), je rovnéz
O(g(x)); soudin dvou funkei, z nichZ jedna je O(9(x)) a druhs O(k(%)),
je O(g(z) h(z)) atd. Symbolicky to pifeme takto:

0(9()) + O(g(x)) = O(g(2)) ;
o(g(x)) + olg(x)) = o(g(z)) ;
0(g(z)) . O(h(z)) = O(g() h(z)) ;
O(g(x)) . o(h(z)) = o(g(x) h(x)) ;
o(g(x)) = O(g()) -
Tyto ,,rovnice’ je nutno &ist zleva doprava; na pt. posledni znadi:
kazda funkce f, ktera je o(g(z)) (t. j. kterd spliiuje (121)), je také
O(g(z)) (t. j. splituje (119)). Nazpatek se to ¢ist nesmi! DokaZme
|L1_(x_)| |f2(x)|
g9(x) * h(z)
1 jejich soudin omezeny; jestlize nad to jeden z téchto vyrazii ma limitu
0, mé i jejich soudin limitu 0.

tieba treti a &tvrtou ,,rovnici‘: Jsou-li omezené, je

Za funkci g muZeme vzit také konstantu 1. Symbol O(1) znaéi
tedy funkci omezenou v 4 . 2,(a, 6) — (a), symbol o(1) znaéi funkei,
majici limitu 0.

Pifklady: Pro z — 0, z € E, je sin z = o(1), sin 2 = O(|z|),%?) cos z =
= 0(1), e = 0(1), 22 = o(|z|). Pro z — + o, z¢E, je e = O(1),
£+T11 = O(%) , 21° = o(e?), lg z = o(x).

bl x2

z = o(z?), |2+ 1= O(x)
Pro z=1[x,,...,2,]€E, x—>o0 jest |[[a? + ... + 22 = O (Max |z,]),
1S5<r
sin (¢, + ... + «,) = o(1), sin (z, + ... + x,) = O (Max |z;|).
1<i<r

Priklad 1. V celém tomto piikladu jde o reilné koneéné funkce
jedné realné proménné; znameni O, o se vztahuji na £ — + o0, z ¢ E,.
,»Mald‘“ funkce mize miti ,,velkou‘‘ derivaci; na p¥. funkce sin (e*) =
= O(1) m4 derivaci e® cos(e®), kterd pro z = lg 2kx (k =1,2,3,...)
nabyva hodnot e*. Ale znam-li odhad funkei f, f*, dovedu odhad-
nouti f":

82) Pro x — 0 4+ bych mohl psati O(z).
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Budif{ — 0 < a < B+ 2 < + oo. Budi¥

(122) fx) = O(@=*), ["(z)= O(z#).
Potom
(123) f'(x) = O(zt=+h) .

Plati-li v jednom ze vztah@ (122) dokonce znament o, lze © v (123) psdt o.

Dukaz. Jeito podle pfedpokladu existuje vlastni f’(z) pro viechna
dosti velkd z, 1ze pro viechna dosti velkd z a vSechna kh > 0 uziti
Taylorovy formule (DI, kap. XII, § 1, pozn, 3, t. j. véta 1563 ve tvaru
vzoreu (7), (9) pron = 1) a vychdzi (0 < ¢ < 1)

(120) @) =3 f@ + B) — 1 f(@) — Phf"(a + OB).

Zvolim-li A > 0 jako funkci z tak, aby bylo A < z, bude podle (122)
a (124)

(125) () = 7 O(a=) + hO(a?) 5%

I. Nyni stanovime % jako funkeci z tak, aby prava strana méla co
nejniz¥f ,fad“ pro z — + oo. Jeito soulet obou ¢lent je nejvyle
téhoZ fadu jako vétsi z nich, snazim se volit 4 tak, aby

(126) Max (h—1z=, hz#)
bylo co nejmensi. Jeito s rostoucim % prvni ¢len klesa, druhy roste,
dostaneme v (126) nejmensi hodnotu, volime-li % tak, Ze hA-'ze = ha?,
h = z#*>-P (vskutku je potom 0 < h < z pro z > 1).8¢) Dosadime-li
za k do (125), plyne (123).

II. Necht nyni dokonce f(x) = o(z2), takZe v (122) v prvnim
¢lenu vpravo lze psiti 0. Budiz 0 < ¢ < 1; potom pro viechna dosti
velkd z a pro 0 < h < z plyne z (124)

(127) (@) < 4 &= + Cha?,

83) Na pf.: |[f"(z 4+ Bh)| < C(x + Bh)f, kde C je konstanta; tedy pro f > 0
je |f(xz + Bh)] < O(2z)8, pro B < 0 je |f"(z + Bh)| < Cazb.

84) Tohoto triku se &asto uZiva pii hleddnf co nejvyhodndjsiho odhaduj
uvédomte si jej proto dobie!
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kde C > 0 je konstanta (nezavisla na z, h, ¢). JeZto prvni élen vpravo
se zmensil (je tam &initel £), mohu volit & trochu mensi (abych zmen-
§il i druhy ¢len); volme tedy h = |/e. z}=-P), nagez (127) dévé

(128) If @) < (1 4 C) Yexd=+h .

T. j.: ke kazdému ¢ > 0 existuje z, tak, Ze pro = > z, plati (128);
t. j.

lim /(=)

- ! = ~.‘_(“+ﬁ)
T—>+© x’}(“*'ﬁ) O ’ f (x) o(x ) .

(129)

II1. Necht nyni f"(x) = o(x#). Budiz 0 < ¢ < 1. Potom pro vSechna
dosti velkd z a pro 0 < k < z plyne z (124)

(130) If (=) < %x’ + ehx” .

Druhy ¢len vpravo nas uspokojuje; abych prvni &len zmenéil, volim
h trochu vétsi: h = —1: 2} (pro dosti velks z bude opét 0 < h < z).
€

Dosazenim této hodnoty % do (130) plyne opét (128) a odtud (129).

Poznamka 1. Dosti ¢asto se uziva znaku (pfi koneéném komplex-
nim f a koneéném kladném g)

flx) = (x)) pro z—>a,zed.

l/( )I

Ten znamena, Ze lim sup > 0 (je to tedy — za uvedenych pied-

IcA

pokladiof,g,a, A — loglcky zapor vztahu (120)).

Znaku O se nékdy uziva (stdle pro koneéné komplexni f a koneéné
kladné g) jesté v trochu jiném smyslu: Je-li M libovolnd mnoZina,
znamena symbol

flz) = 0(g(z)) v M,

je omezena v M.

lf(= )|
9(=)

ze funkce

Cvi&enisb)
I. Necht v intervalu <{a, by (— ®© < a < b < + )jel|f'(z)] < g’'(x) < + .

85) Jde o kone¢né redlné funkce jedné redlné proménné.
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Potom |f(b) — f(a)] < g(b) — g(a). Navod: Utijte véty o pifrustku funkce
(D1, v&ta 133) na funkee g(x) 4 f(z).

2. Budi¥ « ¢ E;, f'(x) = O(z=).8%) Potom plati:

a) Je-li.a > — 1, je f(x) = O(z>t1). Navod: Odhadndte f(x) — f(a) (a pevné,
dosti velké) podle cvig. 1, kladouce g(z) = Cz*+1!s vhodnym C.

b) Je-li « = — 1, je f(z) = O(lg z). Navod: Analogicky pro g(x) = Clgz.

c) Je-li & < — 1, existuje c ¢ E, tak, %e f(x) = ¢ 4+ O(z>t1). Ndvod: Odhad-
n&te f(x) — f(y) jako v a). Odtud pfednd dokaZte, Ze f spliiuje Bolzano-Cauchy-

ovu podminku pro existenci lim f(z) = ¢. Limitnim pfechodem y — + oo potom
odhadnéte f(z) — c. T—>+®

3. Obdobné cvideni se znakem o misto O. Na pk. pro « = — 1: Budi ¢ > 0.
Existuje b = b(¢) tak, e z = b => |f’(z)| < & : 2. Odtud podle cvié. 1 plyne pro

z > b nerovnost |f(z)| < |f(b)] + elgz — e1gb, tedy |f(z)| < 2¢1gz pro = >
> c(g).

§ 14. Uplné prostory. Dosud jsme zavedli pouze definici tiplného
prostoru (def. 18), podotkli jsme, Ze E, je tplny prostor (to plyne
z vty 26), dokazali jsme, Ze kartézsky soudin iplnych prostord je
uplny, a z toho jsme usoudili, Ze E, je dplny. Nyni si vS&imn&me dplnych
prostort trochu podrobnéji.

Vé&ta 147. Je-li A C (P, o), A dplnd mnoZina,?’) je A uzaviend v P.

Jinymi slovy: KaZdy tplny prostor je, jak se fikd, ,,absolutng
uzavieny‘, t. j. je uzavieny v kazdém (8irS§im) metrickém prostoru,
do n&hozZ jej vnofime.

Dikaz. Budiz x ¢ 4 (uzdvér v P). Existuje tedy posloupnost ta-
kova, Ze z, € A, lim z, = z. Tato posloupnost jest konvergentni v P,
tedy je cauchyovsks, tedy je konvergentni v tplném prostoru A4,
tedy z € A.

V dplném prostoru lze tuto vétu obratit:

Véta 148. BudiZ (P, g) iplny, A C P. Potom A je uzaviend v P tehdy
a jen tehdy, je-li A uplnd.

Dikaz. 1. Je-li 4 Gplnd, je uzaviena v P (véta 147).
8¢) Rozumsj: pro £ - + ©, z ¢ E,.

87) A je bodova mnoZina, tedy metricky prostor. Predpokladédm, %e tento
prostor je uplny.
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2. Budiz 4 uzaviend v P, t. j. A = 4. Budiz z,, z,, ... cauchyovské
posloupnost boda z 4. Jezto P je uplny, existuje limz, =z, z € P.
Jest oviem z € 4, tedy z € 4, t. j. z,, 2,, ... je konvergentni v A4.

Poznamka 1. Za chvili (véta 151) dokaZeme velmi duleZitou
vétu, kterd mimo jiné iiks, Ze kaZdy metricky prostor lze vnofiti do
uplného prostoru. Odtud plyne: Metricky prostor (P, o) je vuplny tehdy
a jen tehdy, je-li absolutné uzavieny. Dikaz: 1. Budiz P tplny, potom
je absolutné uzavieny podle véty 147. 2. BudiZ P absolutné uzavieny;
vnofme jej do tplného prostoru @ (véta 151). Potom P je uzavieny
v @, tedy uplny podle véty 148.

Jednou ze zakladnich vét o dplnych prostorech je tato véta:

Véta 149. Budif P 4plny; budte P, O P, D P, D ... mnoéiny neprdzdné
a uzaviené v P; budiz lim d(P,) = 0. Potom N P, je jednobodovd mnotina.

n—o0 n=1

Dikaz. Oznadme ten prinik Q. Je-li z, € @, z, € @, je o(z,, ;) <
< d(P,) pro kazdé n, tedy o(z,, x,) = 0. Tedy @ neobsahuje vice nez
jeden bod.

Zbyva dokazati, Zze @ + ¢. Zvolme bod z,e P, pro n=1,2, ...
Ke kaZidému ¢ > 0 existuje n, tak, ze d(P,) < & Pro n > ng, m >
>mn, je pak z,e¢P,, z,¢P,, tedy z,%, ... je cauchyovska.
Jezto P je lplny, existuje lim z, == z. Vezmé&me libovolné =; body z,,
Zpirs Loy --- 102 v P, tedy z e P, = P,. Tedy x ¢ O\ P,, z € @, tedy
Q + 0. et

Vynecham-li podminku lim d(P,) = 0, muze byti @ = @. Viz
cvié. 1.

Véta 150. Budif P +plny, P 4 9. Potom P nemue byjti 1. kategorie
v P.

Poznamka 2. Je-li tedy A prvni kategorie v dplném P + @, je
P =~ A + ¢, ba dokonce P — A = B nenfi prvni kategorie v P; nebot
jinak by téZ P = A v B bylo prvni kategorie v P.

Dikaz. Budiz A mnoZina 1. kategorie v P, tedy 4 = U 4,,
n=1
kde A4, jsou ¥idké v P. Pouziji nyni véty 138. Z ni plyne toto: Je-li
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£(a, ¢) libovolna koule (v P), a je-li n libovolné ptirozené &islo, potom
existuje koule 2(b, ) tak, Ze je

qé%, Qb,n) c La,e), L20b,n) 4,=9.

Dukaz. Podle véty 138 existuje mnoZina @, + @ oteviend v P tak, Ze
Q, c Q(a, ), 4,G, = 9. Existuje bod b €« @, a k nému koule 2(b, ¢’) C

c @,. Volme 7 = Min (ls ) Potom (b, 7) c Q(b, £').%5) Tedy je

20, 7) G,  2a, ), B, ) A, < Gy, = 0.

PouZijeme toho, co jsme pravé dokazali, k tplné indukei. Vezmu
libovolnou kouli £2(a,, 7,) a volim po fadé koule 2(a,, 7,) (n =1, 2, ...)
tak, Ze

181) S o, D7) € Qs ona) s Aoy 7) A= 0.

Jezto d(@(an, 7)) < 2 < .727 tvoii mnoginy

(132) Q7)) m=1,2,..)

posloupnost, spliiujici vSechny poZadavky véty 149. Tedy existuje

bod z € P, lezici ve viech mnozinich (132), tedy (viz (131)) neleZici

v z4dné z mnozin A,. Tedy P — 4 + §, coZ bylo dokdzati: mnoZina,

ktera je prvni kategorie v P, nemuZe obsahovati v§echny body z P.
Tato véta ma velmi mnoho aplikaci v nejruznéjdich partiich ma-

tematiky. Viz k tomu jesté cvig. 2.

Vé&ta 151. BudiZ (P, ¢) metricky prostor. Potom existuje uplny
metricky prostor (Q, o) takovyj, Ze

A. (P, o) je vnofen do (Q, o).

B. P je husty v Q.

Je-li (@y, 0,) daldi viplng prostor s vlastnostmi A, B, potom existuje

isometrické zobrazenti f prostoru (@, o) na (Q,, 6,) tak, Ze kaZdy bod z P
se zobrazuje na sebe: f(z) = x pro kaZdé x e P.

88) Ka¥dy bodz ¢ .Q(b 7) 1ze psati jako z = lim 2, x,, € (b, 1), tedy o(b, z) =
= lim g(b, %) S 7 < &’. Soufasnd je z tro;ﬁhelniﬁov% nerovnosti %atmo Ze

d(Q2(5, ) < 27
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Dikaz. Budiz P + 9 (jinak je v3e ziejmé). VSechny cauchyovské
posloupnosti {z,}7.,%%) bodi z P rozdélim do tiid takto: Jsou-li
(x.), {y.} dvé cauchyovské posloupnosti, budu psiti {r,} ~ {¥.},
je-li lim g(x,, y,) = 0. Ztejmé {z,} ~ {x,}; za druhé: je-li {z,} ~ {y.},

n—0
je {yn} ~ {z,}; za tietl: je-li {Z.} ~ {4}, {ya} ~ {2a}, J& {Ta} ~ {2a}.
Nebot o(xp, 2,) é 0(Zn, y‘n) + Q(ym z,), takZe lim o(Zn; 2,) = 0.

Jestlize tedy nazvu {%.}, {y.} ekvivalentnimi, kdyZ plati {z,} ~
~ {¥,}, jsou splnény podminky kap. I, § 7 a tedy se mnoZina vSech
cauchyovskych posloupnosti rozpadd ve tfidy tim zplsobem, Ze
dvé posloupnosti poditim do téze t¥idy tehdy a jen tehdy, jsou-li
ekvivalentni.

Tvrdim: Md-li cauchyovskd posloupnost {x,} limitu v P, md kaidd
ekvivalentni posloupnost {y,} touZ limitu. Nebot je-li lim g(,, ) = O,
lim o(z,, ¥») = 0, plyne z trojihelnikové nerovnosti lim o(y,, ) = 0.

T¥idy cauchyovskych posloupnosti jsou tedy dvojiho druhu:

I. Tiidou prvniho druhu nazveme takovou tfidu cauchyovskych
posloupnosti, které maji v P limitu (nadez maji v8echny touZz limitu).

II. Tt¥idou druhého druhu nazveme t¥idu cauchyovskych posloup-
nosti, které nemaji v P limitu.?®) Témto tfiddm budeme také Fikati
,,idedlni body‘‘. MnoZinu téchto idedlnich bodd nazveme R a polozme
Q=PUR.

Provedu nyni vzajemné jednoznaéné ptirazeni t¥id a bodd z @
takto:

Je-li a € P, oznadim znakem [a] onu ti¥idu, v niz lezi posloupnost
a,a,a,... To je tedy tiida posloupnosti s ni ekvivalentnich, t. j.
t¥ida t&ch posloupnosti {z,}, pro néz je lim ¢(z,, a) = 0, t. j.lim z, = a.
Pro a + b je tedy [a] + [b].

Je-li a ¢ R, potom @ je samo t¥idou posloupnosti (cauchyovskych,
ale divergentnich v P) a polozim [a] = a.

Tim je tedy dano prosté zobrazeni (t. j. vzdjemné jednoznaéné
pfifazeni) mnoZiny @ = P v R na mnoZinu vSech t¥id.

882) Tohoto oznadeni se fasto uZivd pro posloupnost z,, z,, ...

89) Takové tridy existuji, neni-li P uplny. Nasim cilem je, rozsititi prostor P
tak, aby i posloupnosti z tfid druhého druhu (jakoZ i vSechny nové cauchyovské
posloupnosti, které tim rozsifenim vzniknou) mély limitu.
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Je-li a € Q, nazveme ,,representantem bodu a‘ kteroukoliv posloup-
nost z t¥idy [a]. Zavedeme nyni do @ metriku o takto: Budiz a « Q,
b € Q; vyberme jakéhokoliv representanta {z,} bodu a a representanta
{y.} bodu b a kladme
(133) o(a, b) = Lim o(z,, n) -

Musime dokazati:
1. Tato limita existuje a je koneénd a nezdpornd. Dikaz:

|9(xm yn) - Q(xm» ym)l é 9(17,., xm) + 9(:'/»: ym)

(podle (25) v § 2). Jeito {z,}, {¢y.} jsou cauchyovské, existuje ke kaz-
dému ¢ > 0 takové n,, Ze pro n > ny, m > n, je pravé strana mensf
neZ e. Tedy {o(., ¥.)}>.1 spliiuje Bolzano-Cauchyovu podminku,?°)
tak’e podle véty 26 existuje koneénd limita v (133), zfejmé neza-
porna.

II. Limita v (133) se nezmént, nahradim-li {z,}, {y,} jinymi repre-
sentanty {x,}, {y.} bodi a, b. Dikaz:

|9(xm Yn) — Q(x:u y:;')l g o(,, x;) + 0(Ya, y;) ’
a prava strana mé limitu 0. Tedy lim g(z,, ¥,) = lim o(z;, ¥,)- Cislo
(133) tedy vskutku zivisi jen na a, b; t. j. rovnice (133) definuje
funkci o (koneénou a nezédpornou) v Q x Q.

III. Je o(a, a) = 0, nebof mohu v (133) volit y, = z,.

IV. Je-li a + b, je o(a, b) = a(b, a) (zfejmé), o(a, b) > 0. Dikaz:
Kdyby lim go(z,, ¥,) = 0, byly by {z,}, {¢,} ekvivalentni, t. j. repre-
sentanty téhoz bodu.

V. a(a, c) g o(a, b) + a(b, ¢). Dukaz: 0(Zn, 2,) _S. 0(Zn; Yn) + 0(Yn> 2n)
a provede se limita pro n — co. Tedy: ¢ je metrika v @; (@, o) je
metricky prostor.

VI. (P, o) je vnofen do (@, 6),t.j. pro a € P, b € P je a(a, b) = e(a, b).
To je zfejmé, vezmu-li za representanty posloupnosti a, a, ...; b, b, ...,
nadez o(a, b) = lim g(a, b) = o(a, b).

n—-o

Nyni budeme dokazovati, Ze @ je tplny (a Ze P je husté v @). To
bude trochu delsi.

90) Je to posloupnost redlnych &isel!
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VII. Kazda cauchyovska posloupnost bodi z P patiéi do nékteré
tfidy, a tato tfida ma tvar [a], t. j. je pfifazena bodu a € Q. Tvrdim:
Patfi-li {z,}2., do tFidy [a], je lim x, = a (v (@, 0)). Dukaz: Za repre-
sentanta bodu a vezmu {z,},_1, za representanta bodu z,, vezmu po-

sloupnost z,,, .., Zpm, ..., takZe (viz (133))
(134) a(a, zn) = lim 0(%n, Zm) -
n—o

Ale {x,} je cauchyovska: t. j. ke kazdému ¢ > 0 existuje m, tak, Ze
(n > mg, m > my) = o(%,, ) < e. Tedy: Jeli m > my je oz,
Z,) < & pro viechna n > m,, tedy lim o(x,, 2,) < ¢, tedy (viz (134))

7n—0

o(a, r,) < . Tedy vskutku lim z,, = a.

VIIL. P je husté v @ — to plyne z VIIL: Je-li a ¢@, zvolim {z,}
z t¥idy [a], nadez lim z, = a; jeZto x, e P, je a e PO. T. j. P? = Q.
IX. V VII jsme dokazali, Ze kazda cauchyovska posloupnost boda
z P je konvergentni v Q. Tvrdim koneénd: Kazdd cauchyovskd posloup-
nost bod z Q je konvergentni v @, t. §. @ je uplny. Dukaz: Budiz a,, a,, ...
cauchyovska posloupnost bodd z Q. Podle VIII existuje ke kazdému n

bod b, € P tak, Ze o(a,, b,) < % . Jezto tedy

1 1
a(bn’ bm) < O'(a,,, am) + '7—" + ;;n_ )
je patrno, Ze {b,} je také cauchyovsks; jezito b, ¢ P, existuje podle
VII lim b, = c € @. Ale o(a,,c) < a(b,, c) + Trlz,_’ a pravéa strana ma
limitu 0; tedy lim a, = ¢, coz bylo dokazati.

Existence tplného prostoru (@, o) s vlastnostmi A, B je dokézana.®!)
Budiz (@,, 0,) daldi takovy prostor. Definujme zobrazeni f prostoru
Q do @, takto: Budiz z ¢ @; potom (jezto P? = Q) existuji a, ¢ P tak,
Ze lima, = z (v Q). Jeito tedy {a,} je cauchyovska®?) a @, uplny,
existuje téz v (Q,. 0,) limita, kterou oznaéim f(z), t. j.

(135) flx) =lima, (v (@,q)).
n—o
%) Jiny dtkaz viz v cvié. 3.
) Jeitoa, ¢ Pa P jo vnofen do (Q, a) i do (Qy, 0,), j© 9(Gn, G,) = 0(ay, ap) =

= ay(a,, a,,).
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OvSem musim ukézati, Ze tato limita z4visi jen na z, ne na vybéru po-
sloupnosti {a,}. Budiz tedy b,, b,, ... daldi posloupnost bodu z P,
majici v (@, o) limitu z. Potom a,, b, a,, b, ... md v (@, o) téz limitu
z; tedy je to cauchyovska posloupnost, a tedy mé téz limitu v @,.
Tedy (vybrané posloupnosti!) lim a,, = lim b, (v @,). Tedy mime zde
skuten& zobrazeni f prostoru @ do @,. BudiZ nyni ye@,; jeito
P% = @, existuji b, € P tak, ze limb, =y (v @,). Tedy je {b,} cau-
chyovskd, tedy m4 limitu v (Gplném) @Q: lim b, = z (v @). Ale podle
definice zobrazeni f je f(z) = y. Tedy kazdy bod y ¢ @), je obrazem
nékterého bodu x € @; f je zobrazeni @ na @,.

Je-li specidlng x ¢ P, mdme lima, = 2" v P, tedy to plati i v @
i v @, (do nich% je P vnofeno); t. j. pro « € P je f(x) = x. Koneéné budiz
z € Q, y € Q. Existuji a, € P, b, ¢ P tak, e lima, = z, limb, =y v @,
nagez v @, plati lim a, = f(z), lim b, = f(y). Je tedy (viz § 2, pozn. 5)
o(z, y) = lim o(a,, b,), o,(f(), f(y)) = lim o,(a,, b,). Ale (P, g) je vno-
fen do (@, ) i do (@, 0,); tedy o(an, b,) = 01(an, bn) = g(an, b,), &
tedy o(z, y) = o,(f(z), f(y)), t. j. f je tsometrické. Tim je véta Gplné
dokézana.

Tato véta je velmi dilezits. Uplné prostory jsou takové, kde se da
o existenci limity posloupnosti rozhodnouti podle vnitini struktury té
posloupnosti, t. j. podle ¢isel p(z,, ) (t. j. podle toho, zda posloup-
nost je cauchyovska); podobné u limity funkce (viz vétu 144, ktersd
plati pro iplny prostor @). Je proto velmi dilezito, Ze muzZeme kazdy
metricky prostor vnotit do tiplného. Uplny prostor @, v ném# prostor
P je husty, se nazyva #iplnym obalem prostoru P. Podle véty 151 dva
uplné obaly @, @, prostoru P jsou ,,téméf stejné‘: je mozno zobrazit
Q isometricky na @, tak, Ze kazdy bod z P zistane na svém mistg,
takZe body z @ — P jsou mezi sebou a s body z P v tychz metrickych
vztazich jako jejich obrazy v @, — P.

Odtud plyne také, Ze pojem
(136) lim f(x) = q € (@, o)

zed

(kde f je zobrazeni z néjakého prostoru (P, p) do n&jakého prostoru
(@, 0)%)) je daleko méné zavisly na prostoru @, nez by se zdalo z def. 29.

) Oznadeni P, Q@ nemd nic spoleéného s dosavadnim oznafenim tohoto
paragrafu: jsou to dva libovolné metrické prostory.
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Zobrazeni f uréuje piedevdim prostor (Q,, o) = (f(4), 0)*) (f budiz
definovano v celém A — to neni podstatnd ijma obecnosti). Existu-
je-li limita (136), sestrojme tplny obal R prostoru Q. Zfejmé QF je
uplny obal prostoru @, (kazdd mnoZina je hustd ve svém uzdvéru) a
bod ¢ nutns lezi v Qf = U, t.j. v tiplném obalu prostoru Q,.*) Kdyby
v néjakém jiném nadprostoru (@,, o,) prostoru (@,, o) existovala
(137) lim f(z) = ¢, € (Q,, 01) »

I—>a
TeA

lezel by bod g, opét v jistém dplném obalu U, prostoru Q,. Ale existuje
isometrické robrazeni ¢ prostoru U na U,, pfi kterém ¢(z) = z pro
z € Q. Z (136) plyne pak snadno (isometrie!)

(138) lim p(f(z)) = ¢(q) ;
_ o

jezto @(f(x)) = f(x) pro z e A (a tedy f(z) e @,), plyne z (137), (138)
q, = Qv(q). T. j. existuje-li limita (136) v néjakém nadprostoru @ pro-
storu 0, existuje tato limita uZz v Uplném obalu U prostoru @,.
Jsou-li pak U, U, dva takové tplné obaly, lisi se piislusné limity
g, ¢, jen nepodstatné: existuje isometrické zobrazeni prostoru U na U,,
které zobrazuje kazdy prvek z @, sdm v sebe, a toto zobrazeni potom
nutné zobrazuje ¢ na g,.

Cviéeni

1. V E, (s metrikou g(z, y) = |x — y|) tvoii intervaly P, = <(n, + x),n =
=1, 2, ... klesajici posloupnost neprazdnych uzavienych mnoZin. Pfes to je
jejich prinik prézdny. Zde oviem nenf splnéna podminka lim d(P,) = 0 z véty
149.

2. Budiz P uplny metricky prostor; budte M,, M,, ... mnoziny typu G4

<
v P, které jsou husté v P. Potom i M = ) M, je mnoZina husta v P (to je du-
n=1

leZita véta). Ndvod: Kazdé M, je prunik posloupnosti mnoZin hustych a ote-
0

vienych v P. Lze tedy psiti M = G, kde G, jsou husté a oteviené v P.

n=1

Neni-li M husté v P, existuje kcule 2p(a, ¢) tak, Zze Q2p(a, e_) .M = (. MnoZiny

91) To je prostor vnoifeny do (@, o).
98) Pfi tom tento uplny obal i prostor @ jsou vnofeny do R.
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G,.K (kde K = Qp(a, €)) jsou oteviené a husté v K; mno%iny F, = K -~ G,

jsou tedy uzaviené a fidké v tiplném prostoru K =+ ). Podle véty 150 nemiiZe
@ ©

byti Y F, = K, t. j. nemiZe byti | KG, = @ — spor. (T. zv. véta Baireova.)
n=1 ne=1

3. Jiny dukaz existence uplného obalu (véta 151). Budi¥ (P, g) neprazdny

metricky prostor. BudiZ B mnoZina vSech redlnych funkci v oboru P, které

jsou omezené v P. V B zavedme metriku ¢(z, y) = sup |z(r) — y(r)]. Snadno

ukéZete, Ze B je uplny. Zvolme pevné a ¢ P & sestrolme zobrazeni ¢ prostoru

P do B takto: kaZdému t ¢ P piifadime (jakoZto ¢(t)) funkeci (proménné )

o(t, T) — ela, 7); tuto funkei oznadme f, (tedy f,(z) = e(t, T) — o(a, 7) pro t € P).

Je to funkce omezensa (tak¥e patii do B): |f,(z)] < e(t, a). Déle a(f,, f,) =

= suI}: le(ts, T) — olts, T)| = o(ty, ¢;) (nerovnost |o(ty, T) — e(ty, T)| < elty, t,) je
Te

jasné, a pro v = ¢, plati rovnost). Tedy zobrazeni ¢ je isometrické. JestliZe
nyni v prostoru B nahradime kaZdy prvek ¢(t) (t. j. funkei f;) prvkem ¢(¢ € P),
dostaneme novy prostor B,, do n&hoZ je P vnofen. Zfejm® také B,; je Gplné
(B, se od B lisi jen forméln&: misto f, pisi ¢). Uz4vér mnoZiny P v prostoru B,
je pak zfejmé uplnym obalem prostoru (P, g).

Poznémka. Vezmeme-li ve vétd 151 za P mnoZinu vsech racionédlnich éisel,
mtZeme podobné jako v dikazu véty dospét k theorii redlnych &isel: Prvky
z Q nazveme redlnymi ¢&isly; jsou-li a, b redlnd ¢&isla, existuji posloupnosti
raciondlnich &sel a,, b, tak, Ze a = lima,, b = lim b,, nadeZ lze definovati
a + b = lim (a, + b,), ab = lima,b, a pod.; dile bychom definovali: jest
a < b, je-lia & b a soudasnd a, < b, od jistého n poéinaje. Tim bychom dosti
snadno vybudovali theorii redlnych &isel, zcela ekvivalentni theorii Dedekin-
dové, vyloZené v DI, kap. I. Naproti tomu dukaz, naznaeny v cvié. 3, ném
tuto moZnost neddvé, nebof pii sestrojovéni prostoru B musime ji¥ redlns
&isla znéti (potfebujeme pojem suprema — a mimo to musfme pro funkce
z e B ptipoustéti vSechny redlné hodnoty, mé-li B byti Gplny).

§ 15. Separabilni prostory. Eukleidovsky E, je nespoéetnd mnoZina,
ale obsahuje spodetnou mnoZinu 4 viech boda s racionalnimi soufad-
nicemi, ktera je hustd v E,. Tato okolnost je velmi dilezit4, a budeme
ji vySetfovati obecné.

Definice 30. Metricky prostor (P, g) nazjvdme separabilnim, jestlife
existuje spoletnd mnoZina A hustd v P.

Pozniamka 1. Ziejm& je to pojem topologicky: prostor homeo-
morfni se separabilnim je sim separabilni.
Specialng E, (pfi kterékoliv z metrik (5), (7)) je separabilni.

307



Véta 152. KaZdd Cdst®®) separabilniho prostoru je separabilni.

Dukaz. Budiz M vnofena do separabilniho (P, g), kde P % 0
(pfipad P = 0 je ziejmy). Existuje spodetnd mnozina 4, hustd v P.
Body mnozZiny A4 srovnam v posloupnost

(139) Ly, Tgy Ty, ...

. 1
Znakem £,, . oznaéim kouli Qp (x,,,, ?{) m=12,..;,n=1,2...).

V kazdé kouli 2, ,, pro kterou MQ,, , + ¢, zvolim bod &, , ¢ M.
Mnozina B v8ech téchto bodu &,, ., je spoletna a je B C M (jestliZe pro
néktery par m, n je MQ,, , = 0, neni &, , oviem definovano). Tvrdim,
Ze B je hustd v M — tim bude dokizina véta. Budiz tedy x ¢ M;
mam dokazati, Ze p(x, B) = 0. Vezméme libovolné ptirozené ¢islo n;

jezto A je husté v P, existuje m tak, ze o(z, z,,) < % . Tedy x € 2,,.,.,
tedy MQ,, , + 9, a tedy bod &, ,e€B je definovan. Jeito &, , ¢

. 1 1 1
€ 'Qm,fn ]e Q(xm; Em.n) < ;{ ) tedy Q(x’ gm.n) < ‘,’T + ’E y & tedy
o(z, B) < —j— A to plati pro kazdé piirozené n, tedy o(z, B) = 0.

Véta 153. Necht mnofiny G, (z € Z) tvofi disjunkini systém nmeprdzd-
nych mnofin, otevienych v separabilnim prostoru (P, o). Potom Z je
spocetnd.??)

Kratce: Disjunktni systém otevienych neprazdnych mnoZin v se-
parabilnim prostoru je spocetny.

Diakaz. Budiz A spocetna mnoZina hustd v P. Kaidému zeZ
muzZeme piifaditi bod z, € 4, leZici v G, (viz pozn. %9)). VSechny tyto
body z, tvofi spofetnou mnozinu B C 4. Ruznym 2 odpovidaji téz
rizné body z, (neboft z, ==z, =G, G, + 0 =2 =2,;). Tedy Z je
zobrazeno prosté na B, tedy Z je spocetna.

Véta 154 (t. zv. pokryvaci véta Lindelofova). BudiZ P metricky
prostor, M separabilni, M C P. Budte G, (z ¢ Z) mnoZiny oteviené v P,
které pokryjvaji M, t. j.

%) Slovem ,,é4st* minim ovSem podprostor.
97) To je zobecndni véty 140.
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(140) Mcyaga,.

zeZ
Potom existuje spoletnd Edst Y C Z tak, %e

Mcyg,.

zeY

Jinymi slovy: V jakémkoliv systému otevienych mnoZin, pokry-
vajicim separabilni M, existuje spoletny podsystém, ktery také po-
kryva celou mnozinu M.

Dukaz. Budiz 4 spodetnd mnoZina, hustdi v M. Body mnoziny A
srovnam v posloupnost

(139) Ty, Tgy o.

a sestrojim vSechny koule
Qm.n = Qp (xm, %) (m: n=1,23, -") .

Systém téchto kouli je spoéetny. Tvrdim predeviim: Ke kaZdému
bodu x € M existuje koule 2, ,, kterd obsahuje x a je obsaZena v nékteré
z mnofin @,. Dikaz: Budiz x ¢ M; existuje z € Z tak, Ze z ¢ G,. Tedy

e ey . _ . . . 2
existuje (jeito G, je oteviené v P) pfirozené n tak, Ze Qp (x, ;z—) c@,.

Jezto A je hustd v M, existuje pfirozené m tak, Ze p(r,, z) < ;lb—
Tvrdim, Ze 2,, , mé Zidané vlastnosti. Nebof pfedné ziejmé z « 2,, .
Za drubé: jeli ¢ Qs Jo 0, 4) S 002, 2a) + 0l@m ¥) < = ; tedy
2,.C802p (x, %) c G,. Tim je dokazano tvrzeni, vytisténé kursivou
(lezaté).

Kazdému z ¢ M pfifadme uréitou kouli 2,, , s uvedenymi vlastnostmi
(x € 2,,, <G, pro ndkteré z e Z); tuto kouli oznaéme 0Q©. Ziejmé
je
(141) Mcy ow

zeM
Ale systém viech kouli £, » (mezi nimiz byly ¢ vybriny) je spo-
éetny. Proto lze viechny koule Q® srovnati v posloupnost
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K,K,, ...,
takie M C K, v K, u ... Ale ka?da K, je casti nekteré G,. Ptitadme
(zde intervenuje axiom vyb&ru) kazdé kouli K, index z, ¢ Z tak, Ze
K, c G, . Potom je zfejmé
P
Mc@, uv@, ...,
¢imnz véta dokazana.

Poznamka 2. Separabilni jsou na pf. E, (jak vime), déle K, s metri-
kou z § 3, piikl. 2; tedy i kaZd4d mnoZina v E, nebo K, je separabilni
(v&ta 152). Dale prostor (ET, o*) (isometricky s (—1, 1), viz pozn. 13
v § 9) a prostor (*K,, *p) (isometricky s kulovou plochou v E,, viz
pozn. 13 v § 9) a tedy i vSechny bodové mnoziny v téchto prostorech
jsou separabilni.

Poznamka 3. Budif (P, p) separabilni, A < P, A isolovand (viz § 5,
pozn. 11). Potom A je spoletnd. Dukaz: Budiz M mnoZina spoletnd,
hustd v P. Ke kaZdému bodu a ¢ A existuje kladné &islo 6(a) tak, ze
prinik 4 . 2,(a, 26(a)) se sklad4 z jediného bodu a. Pfitadme kazdému
a e A bod z(a) e M tak, ze o(a, z(a)) < 6(a). Je-liae A, beAd, a + b,
je o(a, b) = 24(a), o(a, b) = 26(b), tedy (seétenim) p(a, b) = dé(a) +
+ 8(b). Kdyby bylo z(a) = (), bylo by o(a,d) < o(a, z(a) +
+ o(z(b), b) < &(a) + 6(b), coz neni moino. Tedy a #+ b =-z(a) +
#+ z(b). Piitadim-li tedy kazdému ae¢Ad bod z(a)e M, dostavam
prosté zobrazeni mnoZiny 4 na ¢ast spofetné mnoziny M; tedy je
A spocetna.

Tato poznidmka nam dovoluje sestrojiti prostor, ktery neni separa-
bilni. BudiZz M nespodetnd mnozina a definujme p(a, b) =1 pro
a b, po(a,a) =0 (pro a e M, b e M). Potom M je metricky nespo-
éetny prostor, jehoZ vSechny body jsou isolované — tedy neni separa-
bilni.

Poznidmka 4. Jsou-li prostory (P, g,), ..., (P,, o,) separabiini, je
P, x P, X ... X P, separabilni. Dukaz: Budiz A4, spofetnd a hustd
vP;(j=1,..,r). Potom 4, x ... X 4, je spoCetnd a hustd v P, X
X ... X P, (véta 134).

98) V sjednoceni {141) se oviem n&které koule K, muZe vyskytovat neko-
neénd (ba i nespofetng) mnohokraite.
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Cvideni

I. Budi¥ M c P, M separabilni. Potom i MP je separabilni.

2. Ve cvié. 2—6 z kap. V, § 1 kladte misto E, libovolny metricky prostor P
a M budiZ libovolny separabilni podprostor prostoru P. Zobecnéte citovand
cvideni 2—6 na tento pfipad. Navod: misto intervalu (a, b) s raciondlnimi a, b

1
berte nyni koule 2 x| kde n probihd vSechna pfirozend &isla,  probihé

jistou mnoZinu spodetnou, hustou v M.
3. BudiZ P 3 { metricky prostor. Systém mno%in
A, (ze2)
neprézdnych a otevienych v P nazyvame otevienou basi prostoru P, jestli-
%e kaZdou neprazdnou mnoZinu, otevienou v P, lze vyjadfiti jako sjednoceni
n&kterych A,. DokaZte: P je separabilni tehdy a jen tehdy, m4-li spoetnou
otevienou basi (t. j. takovou, kde Z je spodetnd). Navod: I. Ma-li P spoé. otevi.
basi, zvolte v kaZzdé 4, jeden bod — dostanete mnoZinu spoéetnou a hustou
v P. II. Existuje-li mnoZina M, spoéetnd a hustda v P, volte za mnoZiny 4,

1
vSechny koule Qp (x,—) ykdex e M, n =1,2,3,...
n

§ 16. Kompaktni prostory. Definice 31. Metricky prostor (P, o) na-
zyvdme kompaktnim, jestlife katdd posloupnost bodi z P obsahuje vy-
branouw posloupnost, konvergentni v P.

Poznamka 1. Z definice je vidét, Ze prostor homeomorfni s kom-
paktnim je kompaktni; ale dokdZeme daleko vico (véta 169).

Vé&ta 155. KaZdy kompakini prostor je vplny, omezeny a separabilni.

Ditkaz. Budiz P kompaktni. 1. Vezmu libovolnou cauchyovskou
posloupnost z,, z,, ... bodd z P. Ta obsahuje (jezto P je kompaktn{)
vybranou posloupnost konvergentni v P. Tedy (podle pozn. 13 v § 2)
je cela posloupnost z,, z,, ... konvergentnf v P. Tedy P jest tplny.

2. Necht P neni omezeny. Zvolme bod z, ¢ P. Podle § 2, pozn. 1
existuje ke kazdému piirozenému n bod z, tak, Ze p(z,, z,) > n.
Existuje vybrand posloupnost z, 2, ..., mejici limitu x ¢ P. Tedy
(viz pozn. 5 v § 2) lim g(z,, 7o) = o(x, ;). Ale g(zx,, To) > kn = n,
tedy lim o(x, , %) = + o — spor. Tedy P jest omezeny.

3. Tvrdim p¥edné: Ke kaZdému e > 0 existuje koneénd bodovd mno-
%ina K(e) C P tak, Ze pro ka2dé x e P je o(x, K(¢)) < e. Predpokla-
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dejme totiz, Ze k urtitému ¢ > 0 takovd K(¢) neexistuje. Zvolme
libovolng z, ¢ P (pro P = @ je vide trividlni). Déle volme postupné
Z,, %, ... takto: Jsou-li z,, ..., x, jiz zvolena, existuje podle pied-
pokladu bod z,,, (a takovy bod zvolme) tak, Ze o(z,4,, ;) = € pro
j=12,...,n (kdyby takovy bod =z,,, neexistoval, byla by mno-
Zina (z,, ..., #,) takovou mnoZinou K(¢)). Tim dostdvdme posloupnost
x,, &,, ... takovou, Ze pro kazdou dvojici m + n je o(Tn, T,) = €.
V této posloupnosti zfejmé neexistuje zidna vybrand posloupnost
cauchyovska, a tedy Ziddnad konvergentni, coz je ve sporu s kom-
paktnosti P.

Tim je existence mnoziny K(¢) pro kazdé ¢ > 0 dokazdna. Zvolme
mnoziny K(1), K(}), ...; tvrdim, Ze spofetnd mnoZina

A=EKQ1)vK@})u K@} ...
je husta v P. Budiz tedy z ¢ P; je-li n libovolné ptirozené ¢&islo, mé =
od K (%) & tim spide od 4 vzdalenost mensi ne? % . Tedy o(z, ) = 0,
A je husta v P, P je separabilni.

Poznamka 2. Obratit se véta ned4: prostor dplny, omezeny a
separabilni nemusi byt kompaktni; viz cvi¢. 6 k § 17. Ale v E, se véta
d4 obratit, jak ukazuje dualeZita

Véta 156. MnoZina M C E, je kompakini tehdy a jen tehdy, je-li
uzaviend v E, a omezend.

Dikaz. 1. Je-li M kompaktni, je podle véty 155 omezend a 1plna,
tedy (véta 147) uzaviend v E,.

2. Budiz M C E, uzaviena v E, a omezena. Ka?d4 posloupnost P
bodi z M je omezend, tedy (viz pozn. 14 v § 2) obsahuje vybranou
posloupnost konvergentni v E,. Limita této vybrané posloupnosti lezi
oviem v M, tedy v M. T. j. M je kompakeni.

Pozndmka 3. Velmi jednoduché je charakterisovati kompaktni
éasti kompaktniho prostoru. Je-li P kompakint, M C P, potom M je
kompakint tehdy a jen tehdy, je-li uzaviend v P. Dikaz: 1. Je-li M
kompaktni, je uzaviena (v P) podle véty 155 a 147. 2. BudiZz M uzavie-
né v P. Budiz z,, z,, ... posloupnost bodiui z M. Jeito P je kompaktni,
existuje vybrana posloupnost z,, (n =1, 2,...), majici limitu z ¢ P.
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Oviem z ¢ M 2 tedy z ¢« M. Tedy: z,, x,, ... obsahuje vybranou po-
sloupnost konvergentni v M. Tedy M je kompaktni.

Pozndmka 4. BudiZ P kompakini nekoneénd mnoZina. Potom P
neni tsolovand (t. j. asponi jeden bod mnoziny.P je jejim hromadnym
bodem). Dikaz. Podle véty 6 obsahuje P nekoneénou spoéetnou
dast, jejiz prvky lze tedy srovnati v prostou posloupnost z,, z,, ...
Jeito P je kompaktni, existuje vybrana (ovSem prostd) posloupnost
Zy, %y, ... konvergentni v P, t. j. limx;, = z ¢ P. Podle véty 120 je

n—w
x hromadnym bodem mnoziny P.

Poznamka 5. (Velmi dilezitd.) KaZdd nekoneénd omezend mnofina
M c E, md v E, aspoti jeden hromadny bod. Dukaz. Podle véty 6 mu-
Zeme jako v pozn. 4 sestrojiti prostou posloupnost z,, z,, ... boda z M,
kterd je oviem omezena, takze podle § 2, pozn. 14 existuje vybrana
posloupnost (oviem prostd) z; , z;, ... konvergentni v E,, t. . lim z, =

n—w

= z ¢ E,. Podle véty 120 je x hromadnym bodem mnozZiny M.

Velmi dilezité jsou nasledujici dvé véty.

Véta 157. Budte P,, P,, ... neprdzdné a kompaktni, P, D P; D> P, >
..., potom ®
NP, +9.

n-1
Proti obdobné vé&té 149 o Gplnych mnozZinidch neni zde nutno éiniti
fadny piedpoklad o d(P,).

Dukaz. Zvolme body z,, z,, ... tak, Ze z, ¢ P,. Existuje vybrand
posloupnost z;, (n = 1, 2, ...), majici limitu v P;:
(142) limz, =zeP,.
m—>x

Zvolme libovolné n; pro v8echna m od jistého poéinaje je k, > n,
tedy =z, e P, C P,; z (142) tedy plyne (jeito P, je uzaviené v P,)
z € P,, a to pro viechna n. Véta je dokdzana.

Véta 158. (T. zv. Borelova pokryvaci véta.)®®) Budif P metricky
prostor, M kompakini, M C P. Budte G, (z € Z) mnotiny oteviené v P,
které pokryvaji M, t. j. '

9) Také se fikd Heine-Borelova, Borel-Lebesgueova & pod. Viz kap. V, § 2
proP =E,.
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Mcyagqg,.

zeZ
Potom existuje koneénd &dst X C Z tak, Ze
Mcya,.
zeX
Vsimnéte si rozdilu proti vété 154: misto separabilni, spodetny
stoji zde kompaktni, koneény.
Dikaz. Podle véty 155 je M separabilni; podle véty 154 existuje
tedy spodetna dast ¥ C Z tak, ze M C U @,. Je-li Y koneéna, je dikaz

zel
hotov. Je-li Y nekoneénd, srovnejme mnvziny G, (z € Y) v posloupnost

H,, H,. ... takze
(143) McUH,.

p=1
Poloime K,=H, v ...v H,, L,= M ~ K,. Jeito M je uzavieni
v P, K, oteviend v P, je M — K, = M(P — K,) uzaviend v P,
tedy uzaviend v M (v1z pozn. 21 v § 5), tedy kompaktni. Dale L, >

>L,>... a koneénd nL =M - UK = @, nebof plati (143).

n=1 n=1

Podle véty 157 nemize tedy byti L, + @ pro vSechna n; existuje
tedy n tak,ze L, =0,t.j. M c K, =H, v ... v H,, cozbylo dokazati.
Poznéamka 6. Casto se uziva trochu jiného nazvoslovi. Je-li 4 c P,
tikava se, ze A je kompaktni v P, jestlize kaida posloupnost bodi
z A obsahuje vybranou posloupnost, konvergentni v P. Dodatek
v P se dasto vynechava, je-li jasno, o ktery prostor P jde. Zde by
tedy mohla nastati kolise s ndzvoslovim, zavedenym v def. 31. Mno-
Zina 4 je kompaktni ve svém tiplném obalu tehdy a jentehdy, jestlize
kazd4 posloupnost bodi z A4 obsahuje posloupnost cauchyovskou
(nebot ta je konvergentni v Gplném obalu). My se pfidrzime nazvo-
slovi, zavedeného v def. 31.

Povime si jesté néco o vzdalenosti dvou mnozin. Dvé disjunktni
uplné (tedy absolutné uzaviené) mnoziny mohou miti vzdalenost
nulovou. Ptiklad v E,: Hyperbola zy =1 a osa z = 0. Zde hraje
jistou tdlohu kompaktnost.

Véta 159. Budiz A C (P, g), B C (P, g); budte A, B kompaktnt ne-
prdzdné mnofiny. Potom existuji body x e A, y e B, £ € A, 1 € B tak, %e
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o(z, y) = o(4, B); (&, n) = d(4, B). Specidlné pro B = A: Existuji
Ee A, neAtak, Ze o(&, n) = d(4).

Dikaz. Existuji x, e A, y,¢B tak, e lim o(z,, ¥,) = o(4, B).
Jeito A, B jsou kompaktni, existuje posloupnost ptirozenych &isel
ky <ky <...tak, Ze lim z,, = = ¢ A existuje. Existuje déle posloup-
nost l; <l < ... vybrani z k,, k,, ... tak, Ze existuje lim Y, =9yeB
Potom oviem ¢(x, y) = lim o(%:,, ¥, ) = o(4, B). Podobn? pro &, 7.

Véta 160. BudiZ 9 + A c (P, 0), § + B cC (P, o), budif A kompakini.
Potom existuje x € A tak, e o(x, B) = o(4, B).

Dikaz. Existuji z, e A tak, %e lim o(z,, B) = o(4, B). Existuje
konvergentni vybrana posloupnost: lim z, = z ¢ 4. Tedy (viz pozn. 6
v §2)

o(x, B) = lim g(xkn, B) = o(4, B) .

Véta 161. BudiZ AC P, BC P, AB = 9, A kompaktni, B uzavfend
v P. Potom o(4, B) > 0.

Dikaz. Budiz 4 + 9, B + ¢ (ostatni p¥ipady jsou jasné). Vezmu
bod z z véty 160 a uvaiim, Ze o(z, B) > 0, jeZto z nelef v B = B.
V E, lze vétu 160 zosttit:

Véta 162, Budif @ + ACE,,  + BCE,; A kompakint, B uzavfend
v E,. Potom existuji body a ¢ A, b € B tak, %e o(a, b) = o(4, B).

Dukaz. Existuje (v8ta 160) a ¢ A tak, Ze o(a, B) = o(4, B). Exi-
stuji z, ¢ B tak, ze lim g(a, z,) = o(a, B). Posloupnost z,, ,, ... jest
omezen4,19%) obsahuje tedy (viz pozn. 14 v § 2) vybranou posloupnost
z, (n =1, 2,...), jez md limitu b ¢« B = B. Jeito lim g(a, z;,) = o(a, b),
je zfejmé& o(a, b) = ¢(a, B) = o(4, B).

§ 17. Normdlni systémy spojitych funkci. Budiz — 0 <a <b <
< + co. BudiZz M né&jaka mnoZina koneénych realnych funkei v oboru
{a, by, které jsou spojité v {a, b). Mnozinu M budeme nazyvat nor-

madlni, jestlize kazd4 posloupnost z,, x,, x;, ... prvkia z M (jde tedy
o posloupnost funkei z,(t), 2,(t), ... kde z, patii do M) obsahuje

1%%) Nebof &isla o(a, z,) tvori konvergentni (a tedy omezenou) posloupnost.
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vybranou posloupnost, kterd je v (a, b) stejnomérné konvergentni
(def. 9).

Otézka, kdy mnoZina M je normalni, je duleZitd v mnoha otdzkich
analysy (pii existen¢nich theorémech, tykajicich se diferencidlnich
rovnic obydejnych nebo parcidlnich nebo pii variaénich problémech
theoretické fysiky a pod.). Dame zde na ni ¢asteénou odpovéd (t. j.
uddme postac¢ujici podminku), pfi ¢emz pouZijeme theorie metrickych
prostori — snad bude véc takto pfehlednéjsi; zdroveni uvidi ¢tenaf, Ze
i obecngjsi prostory neZ E, a prostory do ného vnofené mohou byt
vyznamné i ve zcela konkretnich otdzkach.

Oznaéme znakem C mnoZinu wdech koneénych spojitych redlnych
funkei v oboru <a, b), takie M c C. V C definujeme metriku ¢ rov-
nici
(144) e, y) = Max [z(t) — y(t)|

a<t<b
(spojita funkce |z(t) — y(t)| nabyva n&kde v (a, b) své nejvétsi hod-
noty podle véty 128 v DI). Ze je to vskutku metrika, je vidét % nerov-
nosti

l2(t) — 2(8)] < [2(6) — y(O)] + |y(®) — 2(8)] < e(z, y) + ely, 2) ,
nacez vlevo pfejdu k maximu.101)
Rovnice lim z, = x znamen4 v prostoru 0, Ze lim Max |z,(t) — z(t)|=
= 0, t. j. (viz kap. IV, § 2, pozn. 2) %e je n—o a<b
(145) lim z,(f) = z(t) stejnomérné v {a, b> .

n—o
Méjme nyni n&jakou mnoZinu M c C. Kazda funkce z ¢ M je omeze-
nd, t. j. existuje K < 4 oo tak, Ze |z(¢)] < K pro viechna ¢ € {a, b).
Jestlize smime vzit totéz K pro viechna z ¢ M, t. j. jestliZe existuje
K < + oo tak, Ze pro kaidé x ¢ M je

(146) ()| < K

pro viechna t € {a, b), budeme Fikati, Ze funkce z M jsou stejné omezené.
Ka#da funkce x ¢ M je dale podle véty 63 stejnomérné spojité; to
znadi: ke kaZdému ¢ > 0 existuje 6 = d(¢) > 0 tak, Ze

101) Prostor C s touto metrikou je ostatn® ziejm& vnofen do prostoru B
z § 1, piiklad 2.
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(8, €<a, b), ty e {a, b, |t, — o] < () = |2(t) — 2(t,)| S e
Toto é(¢) je tedy funkce (kladna) proménné & definovand pro & > 0.1014)
Jestlize smime vziti touZ funkei (¢) pro viechna x ¢ M, t. j. jestlize
existuje funkce 4, kladné v intervalu (0, + o) a takovd, Ze pro kazdé
z e M plati
(147) (0 <e < + 0,t e{a, by, t, ea, by, |t; — t,| < 6(¢)) =

= |z(t,) — 2(t,)| S e,

tikdme, Ze funkce z M jsou stejné spojité. Tvrdim nyni:-

Véta 163 (Arzelova). BudiZ M C C. Necht funkce z M jsou stejné
omezené a stejné spojité. Potom M je normdlni.

Duikaz. Existuje K < 4+ oo a funkce §, kladna v (0, + o) tak,
ze plati (146), (147) pro kazdé x ¢ M. Budiz N mnozina vSech funkei
z e C, pro ndZ plati (146), (147); tedy M c N c C. Tvrdim, Ze N je
uzaviensd v C. Dikaz: Budiz z ¢ N, takie existuje posloupnost
Zy, Xy, ... (X, e N) tak, Ze limz, = 2, t. j. plati (145). Vezméme ¢ ¢
€{a,b): pro kaidé n je |z,(t)| < K, tedy (limitnim pFechodem)
|x(t)] £ K, t. j. z spliluje podminku (146). Vezméme za druhé ¢, ¢, t,
tak, aby platila premisa v (147). Potom prokazdé n je |z.(t,) — z,(t,)| <
< ¢, tedy (limitnim piechodem) |z(f;) — z(t,)| < &; t. j. = spliiuje
i podminku (147). Tedy z ¢ N. Tedy N C N, t. j. N je uzaviené v C.

Tvrdim nyni, 7¢ N je kompaktni. Tim bude vé&ta 163 dokdzina.
Budiz totiz z,, z,, ... posloupnost funkei z M, tedy z N. Jezto N je
kompaktni, existuje vybrand posloupnost konvergentni v N, t. j.

lim z, = z, x ¢ N; to viak znamend, Ze

n—>o
lim z, () = z(t) stejnomérné v {a, b,
fn—o

takze M je normalni.

Dukaz, Ze N je kompaktni. Viechna racionélni &isla intervalu
{a, b) srovnejme v prostou posloupnost

(148) Ty Tg Tgy -

1016) PFi daném ¢ lze ovSem d(¢) voliti raznym zpusobem; vybereme-li pro
kaZdé € > 0 jednu takovou hodnotu d(¢), je tim funkce J proménné & uréena.
To lze provésti na pf. tak, Ze pfi daném & oznadime supremum piipustrych
hodnot 0 znakem 4(¢) a poloZime d(¢) = }d(e).
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Uvaizme, e viechny hodnoty vSech funkei z N jsou v absolutni hod-
noté nejvyse rovny K. Budiz

(149) Zy, ...

posloupnost funkeci z N. Podle vét 17, 19 lze z ni vybrati posloup-
nost

(150) Zy19 %12 &y 35 «o0y

ktera je konvergentni v bodé z,, t. j. posloupnost &isel z, 4(z,), 2, o(7}),..-
je konvergentni. Ze (150) vyberu posloupnost

(151) Ta1o T2 Tazs oee s
ktera je konvergentni v bodé 7,; ze (151) vyberu posloupnost
(152) T3, L3 L33 oo+ »

konvergentni v bod& v; atd. Koneéné sestrojim ,,diagonélni posloup-
nost**

(153) Zy,10 Lp,25 £3,35 «+- 35

ta je konvergentni v kazdém bodé 7,. Nebot od k-tého &lenu podinaje
jsou vSichni é&lenové posloupnosti (153) obsaZeni v posloupnosti

Ty, Teo Trg --., Kterd je konvergentni v bodé 7,. Tim jsme dostali
posloupnost (153) — kterou kratdeji oznadim
(154) Y15 Y25 -«

jez je vybréna ze (149) a je konvergentni v kazdém bod& 7,. Dokazi
nyni, Ze (154) je stejnomérné konvergentni v (a, b);10?) teprve
nyni pouZiji stejné spojitosti.

BudiZ & > 0; tim je déno é&islo é(¢) > 0..Jezto mnozZina &isel 7, je
hustd v {a, b), lze zvoliti &islo » tak, Ze kazdé z &isel intervalu (a, b)
je od nékterého z ¢isel

(155) Ty Ty oeor Ty

102) Tim bude dikaz hotov: limita lim y,(f) = y(t) je podle véty 56 spojitd
n—o
v {a, b); tedy y € C. Jeito y, e N, je y eNC, tedy y € N (N je uzaviena!). Tedy
(149) obsahuje vybranou posloupnost (154) konvergeutni v N: limy, = y;
tedy N je kompaktni.
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vzdaleno o méné nez d(e).103) Jeito (154) je konvergentni v kazdém
z bodu (148), existuje n, tak, Ze pro n = ny, m = n, je

(156) [Yn(Te) — Ym(ti)] <& pro k=1,2,...,».1%)
Budiz nyni n > n,, m = n,, t € {a, b); tvrdim, Ze
(157) |yn(t) - ym(t)l < 3e .

Tim bude dokdzéno, Ze (154) spliiuje ,,Bolzano-Cauchyovu podmin-
ku* z véty 51, éimZ bude stejnomé&rna konvergence dokizana. (157)
pak plyne takto: K bodu ¢ najdu bod 7, (k < ») tak, e [t — 7| <
< O(¢). Jezto y,, ¥, patii do N, je podle (147)

alt) — Yn(t)| S &5 [Ymlt) — Ym(ze)| S €.

Odtud a ze (156) plyne (157).

Dikaz je snad dosti pouény: sloZitd otdzka v jednoduchém
prostoru E,; (stejnomérnd konvergence posloupnosti funkei y,(t), t. j.
spojitych zobrazeni z E, do E,) byla pfevedena na jednodussi otdzku
v slozité€jsim prostoru C' (konvergence posloupnosti bodi v C).
Timto zpsobem se ¢asto postupuje. Vyhoda (vedle v&tsi piehlednosti)
spoéiva v tom, Ze nékteré jednoduché vlastnosti — jak jsme vidéli
v této kapitole — jsou spoleéné vSem, i velmi sloZitym metrickym
prostorim (nebo aspoifi viem dplnym, nebo viem separabilnim atd.
prostorim). V naSem piikladé tato vyhoda neni dosti zfetelnd — bez
uziti prostoru C by se dukaz véty dal vésti dokonce rychleji (pokuste
se o to!), ale snad je pouéno, %e nas problém vedl na zcela ptirozenou
otdzku: nalézti néjaké jednodule charakterisované kompaktni pod-
prostory prostoru C.

Cvideni

I. Budiz M c C mnoZina funkeci, jeZ maji v (a, b) stejné omezené derivace
(t. j. existuje K < 4+ o« tak, %e (e M, a <t < b)=|v'(t)] £ K). Potom
funkce z M jsou stejné spojité v <a, b).

2. Vo vétd 163 lze piredpoklad stejné omezenosti nahraditi timto mirngjsim

103) Rozdélim {a, b) na intervaly délky mensi neZ }d(¢) a v kazdém z nich
zvolim jeden bod 7.
10d) Ka%dému z téchto k piislusi jedno takové n, a vezmeme z nich nejv&tsi.
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piedpokladem: Existuje K < + o g &islo ¢, € <a, b) tak, Ze |x(t,)] < K pro
vSechna x ¢ M.

3. Cely obsah tohoto paragrafulos) zistane v platnosti, jestlife interval
{a, b) nahradite jakymkoliv kompaktnim metrickym prostorem. (N4avod: po-
sloupnost 7y, Ty, ...z dikazu véty 163 nahradte mnoZinou K(1) U K(}) U K(}) v
U ... z dakazu véty 155.)

Studujme jesté prostor C.

4. C je uplny.

5. C je separabilni. Navod: Budiz z € C (t. j. 2(t) spojité v <a, b)), ¢ > 0. Roz-
dslte <{a, b)> na n stejnych dila a sestrojte funkeci y, spojitou v <a, b, které je line-
arni v kazdém z t8chto n dila a v d&licich bodech m4 racionalni hodnoty, lisici se
od prisluSnych hodnot funkce 0 méné nez %e. Snadno zjistite, Ze je g(x, ¥) < ¢,
je-li n dosti velké. Funkece y popsaného typu tvofi mnoZinu spodetnou, hustou
v C.

6. Mnozina N vSech funkci z ¢ C, pro néz Max [z(¢)| < 1, je uzaviend v C

ast<i
(tedy uplnd) a omezend, ale neni kompaktni. K dukazu poslouZi posloupnost
b—a

n+1

funkei z, (n = 1, 2, ...) 8 témito vlastnostmi: 2, () =Oproa <t < a +

b—a .
aproa + —— <t < b; Max z,(t) = 1; Minz,(t) = 0.
n ast=b astsh

§ 18. Oddélené mnoZiny. Souvisié mnoZiny. Definice 32. BudiZ
A c (P, p), BC(P,p). Jestlitfe AB= BA = 0, fikdme, %e mnofiny
A, B jsou oddélené.

Poznimka 1. To znamena: kazdy bod z ¢ A ma kladnou vzdile-
nost od B a kazdy bod x ¢ B ma kladnou vzdilenost od 4. Odtud je
vidét, Ze oddélenost mnozin 4, B zavisi jen na prostoru 4 U B (a ne
na ostatnich bodech prostoru P). Dile: Je-li f homeomorfni zobrazeni
prostoru A U B a jsou-li A, B oddélené, jsou i f(A4), f(B) oddélené —
to je vidét z definice a z pozn. 12 v § 9.

Poznamka 2. Oddélené mnoziny A, B jsou oviem disjunktni.
Budte naopak A4, B disjunktni mnoZiny.%) Podminka AB = 0
(vezmu uzavér v prostoru A U B) znadi, ¢ BcC (4 v B) ~ 4, t. j.
B c B; podobné pro podminku BA = . Tedy: A, B jsou oddélené
tehdy a jen tehdy, jsou-li disjunkini a uzavfené v A v B. Misto ,,uza-

413

vFené’ mohu téZ Fici ,,oteviené*; nebol A = (A ¢ B) — B.

105) Nikoliv ovSem cviceni 1, 2!
106) LeZici v témZ metrickém prostoru, za né)Z mohu vziti 4 U B.
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Poznidmka 3. Z definice plyne: Jsou-li 4, B oddélené, 4, c 4,
B, c B, jsou i 4,, B, oddé&lené.

Piiklad 1. Intervaly (— oo, a), (a, 4+ o0) jsou disjunktni, ale ne-
jsou oddélené, ponévadi e(a, (a, 4+ o)) = 0.

Definice 33. Metricky prostor P nazyjvdme souvislym, je-li P + @
a neni-li P sjednocenim dvou meprdzdnijch oddélenyjch mnoZin.106s)

v vr

Poznidmka 4. Lze té% fici: ... a neni-li P sjednocenim dvou mno-
%in neprdzdnych, disjunktnich, uzavienych v P (misto uzavienych lze
Fici otevienych). Jednobodovd mnoZina je tedy souvisla; prédzdnd
mnoZina nikoliv. Prostor homeomorfni se souvislym je souvisly (ale
ve vété 171 dokéZeme vice).

Poznamka 5. Neprdzdnd mnoZina v E, je souvisld tehdy a jen
tehdy, je-li intervalem (po p¥ip. i zvrhlym).

Duikaz. BudizZ M mnoZina v E,, majici vice nez jeden bod (pro jedno-
bodové M je vSe jasné). 1. Necht M neni interval. PiSme « = inf M,
p = sup M. Existuje jisté ¢islo ¢ (x < ¢ < ), nepatiici k M (jezto
M neni interval). Potom M . (— o, ¢), M . (¢, + co0) jsou neprizdné,
oddélené mnoziny se sjednocenim M. Tedy M neni souvislé. 2. Necht
M je interval. Predpoklidejme, Ze M neni souvislé, takZe existuji
A+9 B+¢ tak, 26 AB=BA =0, AuB= M. Zvolme ac A,
b e B; volme oznadeni tak, Ze @ < b a poloZme o = sup(4 .<a, d)).
Jest a< o< b Jeliced, jeog +0b, tedy 0 <b a (0,b) CB, tedy
o € B; ale to neni mozné, jeito AB = @. Je-li o ¢ B, uvaime, ze ke
kazdému ¢ > 0 existuje z e 4 .<a, b) tak, ze ¢ — e <z < ¢ (podle
definice suprema). Tedy o € 4. Ale to také neni mozné, jezto BA = .
Tedy o nemuze leZeti v A aniv B, t. j. o nelezi v M. Ale ¢isla a < o,
b > o lezi v M. Tedy M neni intervalem — spor. Souvislé mnoZiny
v E, jsou tedy tipln& popsiny. Ale uz v E, je situace nesrovnatelné slo-
2it851.

Véta 164. Pro kaidé z € Z budiz M, souvisld mnoéina, M, C (P, p).
BudiZ N\ M, + 0. Potom U M, je souvisld.

zeZ zeZ

10¢6) Kompaktnf souvisl4 mnoZina, obsahujici vice neZ jeden bod, se oby&ejnd
nazyvé kontinuum.
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Dukaz. Necht M = U M, neni souvisld, tedy M = A v B, kde

zeZ
A, B jsou neprazdné oddélené. Existuje bod ae M M,; oznadeni

mnozin 4, B volme tak, Ze a ¢ A. Existuje bod b ¢ B; tedy existuje '
z tak, 7e be M,. Potom M, = AM,u BM,. Jest ae AM,C A, be
e BM, c B, takie AM,, BM, jsou neprazdné a oddélené, tedy M, neni
souvisla — spor.

Véta 165. Budif P + § metricky prostor. Necht ke kadé dvojici bodi
aeP, beP existuje souvislei mnoéina M C P tak, %¢e ae M, be M.
Potom P je souvisly. ’

Dikaz. Necht P neni souvisly, tedy P = A4-v B, 4 + ¢, B + 0,
A, B oddélené. Zvolme a € 4, b € B. Existuje souvisla M c P, obsahu-
jici @, b. Potom M = AM v BM je rozklad mnoZiny M na neprazdné
oddélené mnoziny (jest a e AM C A, be BM C B). Tedy M neni
souvisld — spor.

Véta 166. BudiZ M,, M,, ... koneénd mebo nekoneénd posloupnost
souvislych mnoZin (v metrickém prostoru P). Necht M, M,,, + @ pro
n=1,2,... Potom M,uv M, v ... je souvisld.

Dikaz. 1. M, v M, je souvisla podle véty 164.

2. Je-li M,u...u M, souvisld, je (M,u...u M) M,,, + @ (po-
kud M,,, jesté ma smysl) a tedy M, V... v M,,, je souvisli podle
véty 164.

3. Tim je véta ui dokdzéna pro koneéné posloupnosti (indukei).
Je-li M = M, u M, u ... nekoneénd posloupnost, uvazme: Je-li a ¢ M,
beM, je ae My, be M, pro jistd k, I. Volim-li tedy p = Max (k, I),
je patrno, zZe body a, b lezi v souvislé mnoziné M, v...uv M, c M.
Podle véty 165 je tedy M souvisla.

Véta 167. Budif M C N ¢ M*. Budif{ M souvisld. Potom je 1 N
souvisld.

Dikaz. Necht N neni souvisld, tedy N=AuUB, 4 0, B + 0,
AB = BA = ¢ (uzavér v P). Jest M = MA v MB, kde sgitanci jsou
oddéleni. Jezto M je souvislé, nemuze byt soudasnd M4 + ¢, MB + 0.
Tedy na pt. MA = 9. Tedy M c MB, t. j. M c B, tedy M c B, tedy
N c B,tedy NA c BA = . Soudasn® viak AC N,tedy 4 — NA = 0
— spor.

Poznidmka 6. Dilezity je pojem komponenty, viz cvig. 1.
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Cvideni

I. Budiz P metricky prostor; zvolme a e P. Sjednoceni vsech souvislych
mnoZin M c P, obsahujicich bod a, je nejvétsi souvisl4 mnoZina K, c P, ob-
sahujici a. Je-li b = a, b € P, jo budto K, = K, nebo K K, = . Tedy: kaxdy
neprézdny metricky prostor je disjunktnim sjednocenim takovych maximélnich
souvislych &astf, kterym se riké komponenty prostoru P. Prostor ma je-
dinou komponentu tehdy a jen tehdy, je-li souvisly. MnoZina M c P nemiZe
byt souvisld, ma-li neprdzdny- prinik aspoii se dvéma riznymi komponentami.
Komponenty prostoru P jsou uzaviené v P (véta 167). Ma-li P jen koneény
podet komponent, jsou tyto komponenty také oteviené v P.

2. Prostor C z § 17 je souvisly. Obecnéji: BudiZ M c C mnoZina neprazdnd,
majici tuto vlastnost: je-lize M, ye M, 0 < & < 1, jo ax + (1 — &) y e M;107)
potom M je souvisld. Navod: Necht A, B jsou odd&lené, neprazdné, 4 U B =
= M. Zvolme z ¢ A, y ¢« B. Budi¥ # infimum on&ch « ¢ {0, 1>, pro n&Z ax +
+ (1 — «) ¥y € A. Snadno zjistite, e fx + (I — B)y je obsa¥eno v A i v B —
spor.

§ 19. Spojitd zobrazeni s kompaktnim nebo souvislym oborem.
Definice 34. Budi% f zobrazeni z (P, o) do (Q, o); budi¥ A c P. Rikdme,
Ze f je stejnomérné spojité v A, jestliZe ke kaZdému ¢ > 0 existuje 6 > 0
tak, Ze plati

(158) (xed,yed,olx,y) <) =o0(flz), f(y)) <e.

Poznimka 1. Cislo é zavisi tedy (pfi daném f, 4, 0, 0) jen na e.
Viz specidlni ptipad v kap. IV, § 4. Zfejmé je: I. Je-li f stejnom¥&mg
spojité v A, je spojité v A. II. Je-li 4, C 4 a je-li f stejnomérné spo-
jité v A, je f stejnomérné spojité v A4,. III. Smysl pojmu ,,stejnomé&rns,
spojitost‘‘ se nezméni, nahradim-li o nebo ¢ metrikou ,,skoro stejnou‘‘.
Ale smysl se miZe zménit, nahradim-li ¢ nebo ¢ ekvivalentni metrikou
(neni to tedy topologicky pojem). Pfiklad: V E, méme eukleidovskou
metriku — pi¥me ji p — a ,,redukovanou metriku‘‘ p* (viz § 4, ptikl. 1).
Vezméme identické zobrazeni E, na E,, definované rovnici f(z) = z.
Pojimdm-li f jako zobrazeni (E,, ¢) na (E,, ¢) nebo jako zobrazeni
(E,, 0*) na (E,, o*), je f stejnomé&rné& spojité v E, (stadi v (158) voliti
6 = ¢). Ale pojimdm-li f jako zobrazeni (E,, o*) na (E,, g), neni f
stejnomérné spojité. Nebot pro velmi velkd kladnd z, y, je

107) ax + (1 — &) y znali oviem funkei, kterd v ka¥dém bod¥ ¢ ¢ (a, b) mé
hodnotu ax(t) + (1 — «) y(t).
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* z Y _ |z — y]
9‘“’=)i¢§ 1+y | (T+2)1+y)

velmi malé, ale o(f(z), f(¥)) = (@) — f¥)| = |z — y| miZe byti velmi
velké.

Véta 168. Zobrazent f z (P, @) do (@, o) je stejnomérné spojité v A c P
tehdy a jen tehdy, kdyZ plati

n—0

= lim O'(I(CL',,), f(yn)) =0.

n—o

(xne A, yoe A pro n=1,2,.. . lim o(z,, y,) = 0) =
(159)

Dtkaz. 1. BudiZ f stejnomérné spojité v 4. BudiZ z, € 4, y, € 4,
lim o(x,, ¥») = 0. Budiz ¢ > 0. K nému existuje § > 0 tak, Ze plati
(158). Dale existuje n, tak, Ze pro n > n, je o(z,, ¥,) <9, a tedy
(podle (158)) a(f(z,), f(¥a)) < e. Tedy lim o(f(x,), f(ya)) = 0.

2. Necht f nenf stejnomérné spojité v 4. Tedy existuje ¢ > 0 tak,
%o pro #dné & > 0 neplati implikace (158). T. j. k hodnots 8 — %

(n=1,2,...) existuji z, ¢ 4, y, ¢ A tak, Ze sice jest o(z,, y,) < —11; ,
ale neni o(f(,), f(¥a)) < e. Tedy je lim o(x,, y,) = 0, ale neni lim o(f(z,),
f(yn)) = 0 — implikace (159) neplati.

V&ta 169. Budif f spojité zobrazeni (P, o) do (Q, o). Budif¥ P kom-
pakini. Potom plati:

1. f(P) je kompaktni.

2. [ je stejnomérné spojité v P.

3. Je-li f prosté, je téZ f_, spojité (tedy f homeomorfni).

Dukaz. 1. Necht y, € f(P) (n = 1, 2, ...). Tedy existuji z, « P tak,
%e y, = [(z,). Existuje konvergentni vybrana posloupnost: lim z, =

= x ¢ P. Ze spojitosti plyne lim y, = lim f(z; ) = f(x) € f{(P). Tedy je
f(P) kompaktni.

2. Nechf f neni stejnomérné spojité v P. Tedy existuje ¢ > 0 tak, Ze

1076) Misto 4 v (1568) pi§ P.
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. v 34 1
pro Zadné é > 0 neplati (158).107) T, j. ke kaZdému 6 = o n=12...)
existuji z, € P, y, ¢ P tak, Ze sice je o(Zn, ¥n) < %, ale soudasné

(160) o(f(zn), f(ya)) 2 € -
Existuje konvergentni vybrand posloupnost: lim z, = x ¢ P; potom

viak také lim y, = 2z, jeito o(z, yr,) < o(z, x,) + % Tedy musi byti

(v¥ta 142) lim f(z,) = lim f(y:,) = f(z), tedy lim o(f(zs ), f(ys,)) =
= o(f(z), f(x)) = 0. Ale to je ve sporu se (160). Tedy f je stejnomé&rné
spojité.

3. BudiZ f prosté. Podle véty 145 staéi dokizat toto: Necht N je
uzaviené v P; potom (f_;)_; (N) (t. j. f(V)) je uzaviené v f(P). Ale to
je jasné: nebot N je kompaktni (pozn. 3 v § 16), tedy f(N) je kom-
paktni (podle bodu 1), tedy f(N) je absolutn& uzaviené.

Pro reilné funkce odtud plyne:

V&ta 170. Budi? [ redlnd spojitd funkce v kompakinim oboru P + ¢
(t. j. zobrazeni (P, ) do (EY, 0*)). Potom f(P) obsahuje nejvétdi a mej-
mendt &slo (t. 5. mezi hodnotams f(z) (x € P) existuje nejvétdi a nejmendt).

Je-li tedy f nadto konetnd, je f(P) (jakoito mnoZina v E, s eukleidovskou
metrikouw) omezend.

Srovnej specidlni pfipady ve v&tdch 127,128 v DI.

Diukaz. Poloime « = inf f(P), f = sup f(P). Ziejm& o*(f(P), &) = O,
tedy « € f(P) = f(P) (uzavfenost této mnoZiny plyne z vét 169, 155,
147). Podobné B « f(P).

Vé&ta 171. BudiZ f zobrazent z (P, p) do (@, o), 8pojité v souvislé mno-
%iné A c P. Potom f(A) je souvisld.

Heslo: Spojity obraz souvislé mnoZiny je souvisly.

Dikaz. Necht f(4) neni souvislé, tedy f(4) = M U N, kde M, N
jsou disjunktni, neprizdné, uzaviené v f(4). Jest

(161) A = Af_ (M) v Af_4(N). N
Podle vty 145 (kde za P, Q vezmu 4, f(4)) jsou oba s&ftanci v (161)
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mnoZiny uzaviené v 4, a oviem disjunktni a neprazdné. Tedy by A4
nebylo souvislé — spor.

Véta 171 spolu s pozn. 5 v § 18 obsahuje vétu 130 z DI.

§ 20. Souvislé mnoZiny v E,. Hvézdovité a konvexni mnoZiny v E,.

Poznidmka 1. Véta 171 spolu s vétami § 18 nam dovoluje konstru-
ovati souvislé mnoziny. Na p¥. kazdy neprazdny interval v E, je sou-
visld mnozina (§ 18, pozn. 5), tedy 1 jeho spojity obraz je souvisly.
Na pt. v E, je kruznice 22 4 y2 = 1 souvisla: Nebot je to spojity obraz
intervalu 0, 2=}, vytvofeny spojitym zobrazenim x — cost, y = sin¢
(t. j. f(t) = [cos t, sin £]). Atd.

Specialné: Budte dany v E, dva razné body a, b; definujme zobra-
zeni f eukleidovského E, do E, tak, Ze klademe

(162) fity=(01—t)a + tb

pro kaZdé redlné ¢. Probihéd-li tedy ¢ jakykoliv neprazdny interval I
v E,, probiha bod (162) souvislou mnozinu M v E,. Vezmu-li I = (— oo,
+ o), tikd se mnoziné M piimka (uréend body «,d); vezmu-li
I = (0, + o) nebo I = (0, 4+ ), fikd se mnoZiné M polopfimka
(o podateénim bodu a, obsahujici bod b); vezmu-li I = (0, 1), Fika
se mnozind M usetka ab o krajnich bodech @, b. To jsou viechno
souvislé mnoziny.

Poznimka 2. Budiz M C E,; budiz z « M. Rikime, %e M je hviz-
dovita vzhledem k bodu z, plati-li toto: Je-li y libovolny bod z M,
Yy + z, potom cela tsedka zy lezi v M. Tvrdim, Ze potom M je souvisld.
Diikaz: Obsahuje-li M vice neZ jeden bod, je M sjednocenim souvis-
Iych mnoZin: M = U zy, jejichZ prinik obsahuje bod z, nadez viz
vétu 164. velt

Pozndmka 3. Je-li neprazdnd M C E, hvézdovitd vzhledem ke
kazdému svému bodu, ¥ikd se ji konvexni mnozina. To tedy znadi:
Jest M + 0, a jeli xeM, ye M, x +y, potom zyC M. Podle
pozn. 2 je kaZdd konvexni mnoZina souvisli.

108) Nebot je-lina pf.a < b, jezfejmda = (1 —¢t)a +ta <z = (1 —¢)b +
+th=05b.
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Pozndmka 4. V E, je jasno: lezi-li dva body a, b v intervalu I,
lezf i kaidy bod 2= (1 —¢t)a+ b (0 ¢t < 1) v 1.108) Odtud je
jasno: Je-li I =14, X 4, X ... X i, neprazdny interval v E, a je-li
ael, bel, je téz

g=(1—t)a+t+thel

pro 0 <t < 1. Nebot j-td soufadnice (1 — ¢) a; + tb; leZi v 3;. Tedy
cela tisetka ab lezi v I (je-li a % b). Tedy kaZdy meprdzdny interval
v E, je konvexnt.

Poznémka 5. Retézcem otevienych intervald v E, nazvu koneénou
posloupnost neprazdnych otevienych intervala I,,..., I, (p = 1) ta-
kovou, %e I, I, # 0 pro 1< k< p— 1. Potom je [,ul,u...u 1,
podle v&ty 166 souvislé mnoZina. Rikdme, Ze Yetdzec spojuje body
a, b, jestlize a € I, b e I, (smi bytiia = b).

Véta 172. Budi? M + 0 oteviend v E,. Potom M je souvisld tehdy a
jen tehdy, kdyZ kterékoliv body a € M, b € M lze spojiti Fetézcem otevienyjch
intervali, obsaZenyjch v M.

Dikaz. 1. Nechf podminka je splnéna. Jeito sjednoceni intervalt
fetézce je souvisld mnoZina, je M souvislad podle véty 165.

2. Necht M je souvisla. Zvolme bod a ¢ M a oznaéme N mnoZinu
onéch bodh z M, jei lze spojiti s a Fetézcem otevienych intervald,
leZicich - M. Mam dokazati, ze N = M.

Piedné: N + 0, nebot a € N. Za druhé: N je oteviend v E, (a tedy
v M). Dikaz: budiz b ¢ N a budiz I,, ..., I, pfisludny fetézec: a ¢ I,,
bel, I,cM (1 <j< p). Ziejmé je I, C N, takze b je vnittnim bo-
dem mnoziny N. Za tteti: N je uzaviena v M. Dikaz: Budiz b « MN.
Mame dokazat, Ze b € N. Existuje otevieny interval I tak, Zeb e I ¢ M.
Existuje bod =« N tak, Ze z e I. Jeito z ¢ N, existuje Fetézec I,,
I,..,I1, (ael,zel,, I,c M). Potom viak I,,I,,...,I,, I je fe-
tézec, spojujici a s b. Tedy b € N. Pi¥me nyni M = N u (M = N). Zde
jsou N i M — N uzaviené ~ M, dile je N + ¢. Kdyby bylo také
M — N # ¢, nebyla by M souvisld. Tedy nutné N = M.

Poznamka 6. Budiz M + @ oteviena v E,. Potom M je souvisls
tehdy a jen tehdy, kdyz ke kazdym dvéma bodim a ¢ M, b ¢ M exis-
tuji v M body z, = a, x,, 23, ..., v, = b tak, ze
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(163) Z,%, U Tz U ...V X, C M
(ndzorné: kdyz kterékoliv dva body z M lze spojit lomenou &arou,
lezici v M). Dtukaz. I. Je-li podminka splnéna, je M souvisld podle
véty 165, jezto leva strana v (163) je souvisld podle v&ty 166 a pozn. 1.
II. Je-li M souvisld, lze kazdé dva body a € M, b ¢ M spojit Fetézcem
otevienych intervala I,,...,I,_,, leiicich v M. Poloime z, = a,
z, = b a zvolme body z; eI, I, 1 = 2,...,n — 1). Jeito I; je kon-
vexni, je zx;,,cI;c M proi=1,2,...,n — 1, tak¥e plati (163).
Konvexni mnoziny v E, jsou tak duleZité, Ze je vhodno jim vé€novat
nékolik poznamek.
Poznamka 7. Budiz f zobrazeni E, do E, takto definované: Rovnice
y = f(z) necht znadi, zZe

r
(164) Y; zkz (272" + a; (7 = l’ eeey 8) ’
-1

kde aj;, a; jsou konstanty (redlné). Budiz A4 c E, konvexnf; potom
f(4) je také konvexni. Diukaz: Budte y’' = f(z’), ¥" = f(z") body
z f(4) (z' € A, 2" ¢ A). Budiz 0 < ¢ < 1. Ze (164) ihned zjistite, Ze ty’ +
+ (1 —=8)y" =ftz' + (1 —¢t)x"); jeito tx' + (1 —t)z" € 4, je ty’ +
+ (1 — 1)y < (A).

Poznamka 8. Jsou-li M, CE, konvexni pro zeZ,je M = O M,
zeZ

té%Z konvexni nebo prizdna. Dikaz: Je-li xe M, ye M, 0t 1,
lezi bod tx 4 (1 — t) y v kazdém (konvexnim!) M,, tedy téi v M.

Poznamka 9. Budiz M + ¢ libovolnd mnoZina v E,. Priunik vech
konvexnich mnoZin, obsahujicich M (na pf. E, je konvexni a obsahuje
M), znadme na chvili M®; je to nejmensi konvexni mnoZina, obsa-
hujici M; nazev: konvexnt obal mnofiny M. Ziejmé M c N = M® c
c N&),

Poznémka 10. Budte a,, ..., a,, a &isla z E}, |a,| + ... + |a,| > 0.
Potom jsou konvexni tyto mnoziny:

€@z, + ... + a,x, + a > 0) (uzavieny poloprostor) ,
E(ax, + ... + a,xz, + a > 0) (otevieny poloprostor) ,
€@z, + ... + a,x, + a = 0) (nadrovina) .
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Jestlize prunik koneéného poétu uzavienych poloprostorti je ome-
zeny (a tedy kompaktni) a mé vwnitini bod, nazyva se konvexnim
r-rozmérnym polyedrem.

Pozndmka 11. Budiz M = (a/, ..., a™) koneéni mnoZina bodd
z E, (n > 0). Potom M‘® je mnozina viech bodu tvaru
(165) a=ta + ...+ ta™,

kdet, >0, ..., 8, > 0,8 + ... + £, = 1.

Dukaz. I. Je-li vedle (165) din dalsi bod b = v,a’ + ... + v,a®
(v =20,v,+...4+v,=1), mdbodc=ua+(1—u)d(0Zul
opét obdobny tvar

(tw + (1 —w)a’ + ... + (tu + va(1 — w)) a™,
kde koeficienty jsou neziporné a maji souéet 1. Tedy mnoZina bodu
(165) je konvexni.

II. Dokézeme za druhé, Ze kazdd konvexni mnoZina, obsahujici M,
musi obsahovati viechny body tvaru (165). To je jasné pro n =1,
n = 2. Budiz tedy » > 2 a tvrzeni budiz spravné aZ do hodnoty » — 1
(misto 7). Budiz N> M = (a/, ...,a™), budiz N konvexni. Budi%
t, >0,¢, + ... +t, = 1. Jelit, + ... + ¢,_, = 0, lei bod (165) v M,

~1
n t,

tedy v N.Je-lit, + ... +¢,—, > 0, poloime b= ’}_:1 P ad;

podle indukéniho piedpokladu je b e N. Z konvexity mnoZiny N a
z toho, Ze a™ ¢ M C N, plyne, Ze také
G+ .o+ ta))b+t,a™ =ta 4+ ...+ t,a™eN;

tim je dikaz hotov. Ve spojeni s I odtud plyne, Ze mnoZina bod (165)
je skuteéné nejmensi konvexni mnozina obsahujici M.

Poznémka 12. Budiz ¢ + M c E,. Potom M® je mnoZina viech
bodtia =ta' + ... + ta™, kden > 0,aP e M, £, >0 (j =1, ..., n),
t, + ... + t, = 1. Diikaz: Ze tato mnozina je konvexni, plyne jako
v pozn. 11, bod I. Jeito M, = (a/, ..., a™) c M pro kaZdou volbu
bodd a € M, je M{E) c MX) g tedy — podle pozn. 11 — obsahuje
M viechny body uvedeného tvaru.

Poznimka 13. JestliZe body a’,...,a"*? (leziei v E,) neleii
v #4dné nadroving (viz pozn. 10), nazyva se konvexni obal mnoZiny
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(¢, ...,a"™V) simplexem (nezvrhlym) v E,. (Pro r =1,2,3 je to
po fad® usecka, trojihelnik, &tyfstén — ovSem obecné ne pravidelny).

Cvideni

I. Pozndmka 7 se d4 takto obratit: f budiZ op&t dano rovnicemi (164). Je-li
B c E, konvexni, je té% f_;(B) c E, konvexni (f nemusi byt prosté; f_,(B) je
brati ve smyslu kap. I, konec § 3).

2, Je-li « > 1, je mnoZina ondch boda [y, ..., Y,] € E;, pro ndZ |y,|* + ... +
+ |y | £ C (C kladna konstanta), konvexni. (UZijte vzorce (128) z kap. V.)
« = 2 dava ,,s-rozmérnou kouli*‘.

3. Pomoci cvié. 1 zobecnéte cvié. 2.

§ 21. Stejnomérna konvergence. Piedevsim zobecnime nepodstatné
definici 9 z kap. IV, § 2. Tam $lo o realné konecéné funkce, zde ptjde
o zobrazeni do libovolného metrického prostoru.

Definice 35. BudiZ M mno#ina. Pron = 1, 2, ... budi? f, zobrazeni do
metrického prostoru (@, o). Necht pro kaZdé x ¢ M existuje limita po-
sloupnosts

(166) lim f,(2) = f(z) € (@, 0) -
JestliZe ke kazdému € > 0 existuje ny € N tak, Ze
(167) (xeM,ne N’ngno) = o(fa(), f(2)) <&,

fikdme, %e posloupnost f,, f,, ... konverguje stejnomérn& v 1M .10%)

Ale jiz v kap. IV, § 3, pozn. 2 jsme Fekli, Ze tento pojem lze jesté
dale zobecniti. V def. 35 bychom mohli misto f.(x) psati f(z, n); je
docela piirozeno vysetfovati ptipad, Ze » misto mnoziny N probih4
jiny metricky prostor R a Ze misto limitniho pfechodu n — oo jde
o limitni pfechod n — b, kde b ¢ R. PiSme y misto n (aby to vypadalo
symetrictéji) a definujme:

Definice 36. BudiZ M mnoZina; budte (R, ), (Q, o) metrické prostory.
Budif | zobrazent z mmofiny M X R do Q. Budif BC R, beBX,
Necht pro kazdé x € M existuje

109) Ze (167) plyne, Ze vSechna zobrazeni f, pro n = n, jsou definovéna
v celé mnoZind M. Jexto koneény podet &leni nemé vlivu na stejnom$rnou

konvergenci, budu ve vétich asto pfedpokladat, Ze viechna f, jsou defino-
véna v celé muoZind M.
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(168) lim f(z, y) = F(z) « (@, 0) .1*%)
y—b
yeB

Jestlite ke kaZdému £ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze

(169) (yeB, 0<1(y,b) <é,zeM) = of(z,y), F(z)) <e¢,
Fikdme, %e
(170) lim f(z, y) = F(x) stejnomérné v M.
ven

Pozndmka 1. I. Ze (169) implicite plyne, Ze f je definovana v mno-
zin& M X (BQg(b, ) — (b)). II. Definice 35 je specidlnim piipadem
definice 36: staéi, polozime-li v def. 36 (R, 1) = (*E,, *0), B= N,
b = oo, takZe jde (piSi-li f,(x) misto f(z, n)) o limitu lim f,(z), t. j.

neN

o limitu posloupnosti. ITI. Jestlize (170) plati stejnomérné v M

i stejnomérné v N, plati (170) stejnomérné v M u N. IV. Je-li b ¢ B,

C > B a plati-li lim f(z, y) = F(x) stejnomérné v M, plati i (170). To
y—b

«C
je ihned vidét zey(169). V piipadé posloupnosti tomu odpovida fakt,
Ze posloupnost vybrand z posloupnosti stejnomérné konvergentni
v M je stejnomérné konvergentni v M. V. Obsahuje-li znak pro f
vedle z,y (nebo f, vedle n,x) jesté¢ jind pismena, tieba f,(x) =
ne®

= iyam il
mérné pro x ¢ M*‘ nebo podobné, abychom zdiraznili, Ze z hraje roli
konstanty.

tom misto ,,stejnomérné v M‘ Fikdme ,,stejno-

Poznamka 2. Nahradime-li v definicich metriku ¢ metrikou
,,Skoro stejnou‘‘, nezméni se ziejmé smysl pojmu ,,stejnomérnd kon-
vergence‘. AvSak nahradime-li metriku ¢ metrikou ekvivalentni,
muze se smysl tohoto pojmu zménit. Piiklad: Je-li f,(z) =(1 — ;l"_ z,

je lim f.(x) = x = f(x) pro kaidé = ¢ E,. Vezmu-li za @ eukleidovsky

n—wo

110) QObraz bodu [z,y] (x € M,y ¢ R) — pokud exlstuje — znalim ovSem
f(z,y). V (168) (a podobné dale) jde o limitu f(x, y) ,,pii pevném z*‘. T. j.:
definuji-li (pfi daném ) zobrazeni f** rovuici f* *(y) = f(x, y) (viz kap. I,
§ 8, pozn. 3), znamené (168), Ze lim f* *(y) = F(x).

y—b

yeB

331



E,, neni konvergence stejnomérnd v E,, nebot |f(z) — f.(z)| = —11;|x|

nabyvéd — af si zvolim » jakkoliv — libovolné velkych hodnot, je-li
|z| dosti velké. Vezmu-li vSak za Q prostor (E,, o*), je konvergence
stejnomérna v E,, nebof o*(f(z), f.(x)) =

e | e
1+ 2| 1+(1_;z1--)|x] _(l+|xl)(l+(1—%)f“')’

tedy o*(f(x), fu(x)) < % <e¢, jakmile n > -z—, a to pro viechna z ¢E,.

Stejnomérnost konvergence neni tedy ,,topologicky pojem* vzhledem
k prostoru (@, o). Ziejmé je také, Ze v definici 36 mohu i metriku =
nahraditi metrikou ,,skoro stejnou*, aniz by se smysl zménil. Ale zde
plati vice, viz cvié. 3.

Poznamka 3.V def. 36 budiZ (@, o) kartézskym souéinem (@, o) X
X (Qs, 0y), takie f(z,y) je dvojice f,(z,y), fy(z,y) & rovndéi F(x) =
= [F,(x), Fy(x)]. Vezmu-li na p¥. o(a, b) = Max (0y(a,, b,), 63(a;, b)),
je patrno ihned, Ze f(z, y) konverguje stejnomérn& k F(z) (v M) tehdy
a jen tehdy, kdyz konverguje stejnomérné (v M) f, k F, a f, k F,.
Tak stejnomérnou konvergenci komplexnich funkei ke koneéné
komplexni funkei mohu pojimati jako stejnomérnou konvergenci
redlnych a imagindrnich éasti a pod.

Odvodime nyni ,,bolzanovsko-cauchyovskou* podminku pro stej-
nomeérnou konvergenci:

Véta 173. BudiZ M mno#ina, (R, t) metricky prostor, (@, o) wplny
(to je podstainé!) metricky prostor. BudiZ f zobrazeni z M X R do Q.
Budi# B C R, b € B'R. Potom existuje
(171) lim f(z, y) € (@, o)

Ve
stejnomérné v M tehdy a jen tehdy, kdyZ ke kaidému e > O existuje
6> 0 tak, Ze

(172) (41 €B,0 <1(y,d) < 9,9, B,0 < 1(yp, b) < 6,2 ¢ M) =
= o(f(z, 41), fl=, 7)) <&
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Poznimka 4. Pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti f,(x),
fo), ... v M vypads oviem podminka takto: Ke kazidému &> 0
existuje n, ¢ N tak, Ze

(173) (meN,n>1ng,me N, m=>ng, e M) =
= o(fa(x), fn(®)) <e.

Dukaz. 1) I. Existuje-li limita (171) stejnomérné v @ — oznaéme ji
F(z) — zvolme k danému & > 0 &islo 6 > 0 tak, aby platilo (169),
ale s hodnotou }e¢ misto ¢ vpravo. PouZitim (169) na body ¥, ¥, 2,
spliiujici premisu v (172), plyne ihned

o(f(%, 1), f(@, ¥2)) = o(f(z, 11), F(2)) + o(F(2), f(z, y2)) < 3¢ + }e .

IL. Je-li splnéna podminka v&ty 173, je pro ka#dé z ¢ M splnéna
podminka v&ty 144, takZe existuje!!?) lim f(z, y) = F(z). Budiz # > 0
y—b
«B
a zvolme 6 > 0 tak, aby platilo (173). Zvolme libovolné x e M a
Y, € B (0 < 7(y,, b) < 6). Mame dokazati, Ze o(f(z, y,), F(x)) < &. Pro
kazdé y, € B (0 < t(¥,, b) < 8) mame podle (172) o(f(, ¥,), f(x, ¥2)) <e.
Jezto lim f(z, y,) = F(x), je (podle pozn. 14 v § 9) o(f(x, v,), F(z)) =

ys—b
V1B

= lim o(f(x, 9,), f(z, y5)) < &, coi bylo dokdzati.
Vb
VaeB

Je-li také M metrickym prostorem, lze mluviti také o spojitosti
nebo limité zobrazeni F. Zobecnime v tomto smyslu véty 56, 59, ale
shrneme je v jednu vétu. Pfitom vétu 56 budeme ,lokalisovat‘,
t. j. budeme mluvit i o spojitosti v jednotlivych bodech.

Véta 174. Budte (P, 0), (@, o), (R, ) metrické prostory; budiz f zob-
razenfzP X Rdo Q. Budif BC R, beB'R, M C P a necht

(174) lim f(z, y) = F(z) € (@, 6) stejnomérné v M.
ver
Potom plati:

I. Budif ac A C M a pfi kaZdém y e« B~ (b) budif f(z,y) spojité

) Viz na pf. dikaz véty 51.
uf) Nebot (Q, o) je tplny.
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v bodé a vzhledem k 4.13) Potom F je spojité v @ vzhledem k A. Specidlné:
jsou-li uvedend zobrazemt f* (viz pozn. 113)) spojitd v M, je F spojité
v M.

II. Budif (Q,0) wplny. Budif Ac M, ae A" a necht pro kaidé
y € B = (b) existuje

(175) lim f(z, y) = G(y) (@, 9) -**)
Potom ’
(176) lirj; G(y) = lim F(z) « (@, 0) ,
VeB IeA
t.j.
(177) lim; (lim f(z, y)) = lim (lin; f(z:y) € (@, 0) .
y—b z—a >0 Y-
yeB red reA yeB

Kritce fedeno: existuji-li obé ,,vnitini* limity (174), (175), a pfi-
tom prvni limita stejnomérné v A4 (bylo napsino: stejnomérné v M,
ale pro M jsme méli jen podminku M > 4, tedy lze klasti M = A),
existuji v @ také ob& opakované limity v (177) a jsou si rovny. Dikaz
je podobny dikazim vét 56, 59.

Dikaz. I. o(F(z), F(a)) < o(F(z), f(z,y))+ olf(z,y), Ha,y)) +
+ o(f(a, y), F(a)). Budiz ¢ > 0; vzhledem k stejnomérné konvergenci
existuje y, ¢ B — (b) tak, ze pro viechna z ¢ M (tedy i pro z = a) je
o(F(z), f(x, yo)) < 3¢, tedy o(F(x), F(a)) < fe + o(f(z, yo), f(@) Yo))-
Vzhledem k spojitosti f*¥s existuje 6 > 0 tak, Ze pro z € 4, o(z, a) < &
je o(f(x, o), (a, yo)) < d¢, tedy o(F(z), F(a)) <, t. j. F je spojité
v a vzhledem k A4.

1L o(Q(y), G¥)) < o(Gy), f(=: Y)) + o(f(x, y), (=, ¥)) +
+ o(f(x, ¥'), G(y")). Budiz £ > 0; existuje 6 > 0 tak, Ze pro

(178) 0<1t(y,b)<é, yeB, 0 <7(y’,b)<9d, ¥y e¢B

us) Jde o spojitost ,,pfi pevném y*, t. j. o spojitost zobrazeni f*.¥, definova-
ného rovnici f*¥(z) = f(z,’y).
1¢) Jinak pséno: lim f*v(z) = G(y)-
—>a

Ted
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a pro kazdé x ¢ M je o(f(x, y), f(z, ¥')) < %¢ (viz (172)), takze

(179)  o(G(y), G(y) < e + o(G(Y), f(z, 1)) + o(GW'), f(z, ¥') -
Zvolme dva takové body y,y’. Podle (175) lze voliti ze A4,

x #+ a (tedy = € M) tak, Ze posledni dva éleny v (179) jsou mensi nez

2¢. Tedy: plati-li (178), je o(G(y), G(¥')) < e&. Tedy (viz vétu 144)

existuje

(180) lim G(y) = y (@, o) .

y—b
yeB

Budiz opét ¢ > 0. Vzhledem k (180) a k stejnomérné konvergenci
v (174) existuje y, (y, + b, y, € B) tak, Ze o(Q(y,), y) < 3¢ a Ze pro
viechna z ¢ M je o(f(z, y,), F(x)) < 3e. Odtud pro viechna zeM
plyne o(y, F(x)) < o(G(y,), f(=, y,)) + %¢. Podle (175) existuje 6 > 0
tak, Ze pro z + a, x € 4, o(z, a) < 6 je a(G(Y,), [(x, ¥o)) < e, tedy
a(y, F(z)) < ¢; tedy lim F(z) = y.

Ted

Ptiklad 1. M&me dvojnou posloupnost koneénych komplexnich
tisel @p pn (n,m =1,2,...). Nechf pro kazdé n ¢ N existuje koneéns
limita
(181) lim a, ,, = b,

m—>
a nechf pro kazdé m ¢ N existuje koneéna limita
(182) lima, ,» = ¢y,
n—>
pfitom necht jedna z obou limit je stejnomérna v N (oviem ve smyslu
metriky |z — y|; t. j. na pf.: ke kaidému ¢ > 0 existuje n, tak, Ze
(meN,neN,n2=ng) = |ch — Apn,m| <E).

Po.om existuji také tyto konedné limity:
(183) lim (lim a, ,,) = lim (lim a, ) .

Dikaz z véty 174, II: pojimam posloupnost jako zobrazeni (N, *p) x
x (N, *g) do prostoru (K,, o), kde o(z, y) = |xr — y| .

Poznamenejme jests toto: Predpoklidejme, Ze existuji koneéné
limity (181), (182); potom miZeme tvrdit, Ze plat!  nice (183) (vZe
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s koneénymi limitami), jestliZe budto jedna z limit (181), (182) je

stejnomérné, nebo jestlize existuje ,,dvojnd limita‘“ lim @, . (viz § 11,
n—w0
m—

piikl. 2). Podobny vztah plati mezi obecnymi vétami 146, 174. (Sym-
bol lim znamenda ovSem totéZ jako symbol lim ).

z—11 r—a
red red = (a)

Pozndmka 5. Zavedeme jeité tento pojem. BudiZ f zobrazeni
z (P, p) X (R,7) do (@, 0); budiz M c P, BC R, b e B'’?. Necht pro
kazdé x € M existuje
(184) lim f(z, y) = F(z) € (@, 0) .

y—b
veB

Budeme Ffikati, Ze tato konvergence je stejnomé&rn4 uvnit¥ M, jestlize
je stejnomérnd v ka?dé kompaktni mnozing K c M. Tento pojem
je zvlast dulezity, jestlize (P,p) je eukleidovsky E,115) a M je
otevienda v E,. Potom totiz plati véta: JestliZe pro katdé y « B — (b)
je zobrazeni f(x,y) (pi pevném y, t. j. zobrazeni f*¥) spojité v M a
je-li konvergence v (184) steynomérnd uvnité M, je F spojité v M.

Dukaz. Budiz a ¢ M; mame dokazati, Ze F je spojité v bodé a
vzhledem k M (neboli vzhledem k E,, jezto a je vnitini bod). Existuje
d > 0 tak, Ze 2(a, 20) C M (mini se oviem koule v E,, uzavéry v E,
atd.). Potom zfejm& uzavér 2(a,d) = K leii v M. Ale K je kom-
paktni,11¢) tedy (podle véty 174) F je spojité v K (nebof konvergence
v (184) je stejnomérnd v K). Ale a je vnitinim bodem K; tedy F je
spojité v bodé a vzhledem k E,.

Ctenéf asi poznal, %e k provedeni dikazu neni tfeba predpoklidati,
Ze M C E, a ze M je oteviena v E,: staéi pfedpokladati, Zze kazdy bod
a e M je vnitinim bodem (vzhledem k prostoru M) jisté kompaktni
mnoZiny, obsaZené v M.

Poznamka 6. Necht opét (ve smyslu pozn. 5) (P, g) je euklei-
dovsky E, a M je oteviena v E,. Potom plati: Existuje-li ke kaZdému
bodu a € M okoli Q,117) tak, Ze (184) plati stejnomérné uvnité 2,, potom

us) Misto eukleidovské metriky lze ovSem vziti metriku ,,skoro stejnou‘‘.
1) T. j. uzaviend a omezend.
w7) T. j. mnoZina oteviend v E,, obsahujici a.
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(184) plati stejnomérné wvmité M.118) Dukaz: Budiz K kompaktni,
KcM. Ka.iiému bodu a € K lze zfejmé prifaditi okoli N, tak, Ze N,
je omezené, N, C Q, (uzavér v E,). Tedy N, je kompaktni a tedy (184)

plati stejnom&rné v N, a tedy v N,. Jest K c U N,; podle Borelovy
aeK
véty existuje tedy koneény pocéet bodu a,,..., a, (a; € K) tak, Ze

Kcuy Na,. Konvergence v (184) je stejnomérna v kazdé z koneéného
j=1

poétu mnoZin N, (j =1,...,n), tedy (zfejmé) i v jejich sjednoceni

(viz pozn. 1, ITI), tedy i v mnoZing K.

Cvideni

1. Ve v8tach 57, 58, 61, 62 (kap. IV) muZete vynechati pfedpoklad, Ze in-
terval (a, b) je omezeny, nahradite-li viude slova ,,stejnomérnd konvergentni
v (a, b)* slovy ,,stejnomérng konvergentni uvnit# (a, b)*.

2. DokaZte: (170) plati tehdy a jen tehdy, jestlife pro kaidou posloupnost
Y1» Yg» - -~ 8 Vlastnostmi: y, € B, y, + b, limy, = b je posloupnost f(z, y,) (n =

n—wo
=1,2,...) stejnomérnd konvergentni v M; limita této posloupnosti je pak

nutné funkce F(z) z (170). Srovnej vétu 143.

3. DokaZte (nejsnaze z cvié. 2): Smysl definice 36 se nezméni, nahradime-li
metriku T metrikou ekvivalentni.

§ 22. RoziiFeni oboru spojité funkce.

Véta 175, Budiz (P, o) metricky prostor, @ + M C (P, o), M uzaviend
v P. Budif f redlnd funkce (me m- .. komeénd), spojité v M. Potom
existuje redlnd funkce F v oboru P s iémito vlastnostmi:

1. F(z) = f(x) pro kaZdé x « M.

2. F je spojitd v P.

3. F je koneénd v P = M.

4. Je-li B = inf f(z) < 4+ o0, 4 = sup f(x) > — 0,11?) jesup F(x) =

zeM reM zeP
= sup f(z), inf F(z) = inf f(z).

reM xeP reM
18) Prechod z ,,lokdlni* vlastnosti k vlestnosti ,,ve velkém*".

119) To znamen4: neni-li ani f() = + o pro vSechna z ¢ M ani f(z) = — ©
pro vsechna z e M.
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Funkce F dava tedy ,,spojité rozsiieni* spojité funkce f z oboru M
na obor P, pti ¢emz v P — M je F koneéna (tedy specidlng: je-li f
koneénd v M, je F konetnd v P). A koneéné: nehledime-li k dvéma
jednoduchym ptipadim z pozn. 119), Ize F podle 4. volit jestsd tak, Ze
nenabyvé zadnych ,,zbyteéné velkych a ,,zbyteénd malych‘ hodnot,
t. j. tak, Ze je stidle B < F(zx) < A. Dikazu této véty predesleme tii
véty pomocné.120)

1. pomocna véta. Budte A, B disjunkini mnoZiny uzaviené v (P, p).
Budte a < b koneénd redlnd Eisla. Potom existuje redlnd funkce f, spo-
jitd v P a majict tyto tFi vlastnosti:

zed=>fr)=a;xeB=>fx)=b;zeP=>a< f)<b.

Dikaz. Je-li A = ¢, ma konstanta b tyto vlastnosti; je-li B = ¢,
m4 konstanta a tyto vlastnosti. Je-li A + 9, B + 0, je
ez, 4) .
Flx) = 121
O =@+
spojitd v P, rovna O (resp. 1) pro z ¢ A (resp. z € B), vidy je 0 <
< F(z) £ 1. Tedy funkee f(z) = (b — a) F(z) + a mé Zidané vlast-
nosti.
2. pomocné v8ta. BudiZ M + 0 uzaviend v (P, ). BudiZ u koneiné

kladné &islo. BudiZ f redind funkce spojitd v M, |f(x)| < u pro vdechna
x € M. Potom existuji redlné funkce g, b s témito vlastnostma:

1. g je spojitd v P a pro vdechna x € P je |g(z)| < jp.

2. h je funkce v oboru M, definovand rovnici
(185) h(z) = f(x) — g(x) pro zeM,

(tedy spojitd v M) a pro vechna x ¢ M je |h(z)| < 3p.

Dikaz. Budiz 4 =E@xeM, f(z) < — 3u), B=E(xeM, f(z) >
= 31). Mnoziny A4, B jsou disjunktni a uzaviené v M (véta 145 a
pozn. 16 v § 9)), tedy v P. Podle 1. pomocné véty existuje g spojita
v P tak, Ze

120) Podany dukaz pochdzi v podstatd od genidlniho sovétského topologa

Urysona. )
1);1) Pro ka#dé « je budto z non € 4 a tedy (4 je uzaviené) o(x, 4) > 0 nebo
z non € B a tedy o(z, B) > 0; jmenovatel je tedy vidy kladny.
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xeA=>gx)=—3%u, zeB=>¢g) =u,
zeP = — ju< g@) < du.

Ziejmé& g mé zadané vlastnosti, a funkce A, definovand rovnici (185),
rovnéz (nebof na pf. pro ze 4 je —u < f(x) < — du = g(z), pro
zeM =~ (Av B)je [f(2)| < du, |9()| = 3p)-

3. pomocna véta.'??) BudiZ M = @ uzaviend v (P, p). Budi u ko-
necné kladné Cislo. Budi f redlnd funkce spojitd v M, |f(x)] < u pro
vdechna x € M. Potom existuje redlnd funkce F v oboru P s témito vlast-
nostma:

F je spojitd v P; pro vdechna z € P je |F(z)] < u; pro viechna x ¢ M
je F(z) = flx).

Dikaz. Podle 2. pomocné véty existuje posloupnost redlnych
funkei fo, f;, f2 ... spojitych v M a posloupnost redlnych funkei
Jos 91> Ja» --- Spojitych v P s témito vlastnostmi:

If(!:f; fn+1=fn_gn v M n=0,1,...);
[fa(@)| < (3)"p pro xe M ;

| 1@ S 337w pro e P

To je ihned vidét dplnou indukef: mam-li jiz f, (kladli jsme f, = f),
polozim v 2. pomocné vété f,, (4)* u misto f, u, a dostanu funkce
g, k, jez oznac¢im g,, fu,;-

(186)

Polozime

(187) Fo) = S 0:(a) ;

n=0
to je funkce spojita v P, jeito fada vpravo konverguje stejnomérné
v P;123) jest pak

o
(187a) F@)| < duS Gy =u.
n=0
Pro z M je pak podle (186) gn(z) = fu(@) — fasi(2), tedy go(z) +
123) Tato pomocné véta tvoii jadro dikazu. Co nésleduje po nf, jsou jen
podetni tpravy.
123) Stejnomérna konvergence plyne z v&ty 54 (fada v (187a) je konvergentni

majorantou); spojitost funkce F plyne pak z véty 174, 1 (kde B = N; misto
f(x, y) v (174) piSme 8,(x), coZ znati n-ty éasteény soulet iady (187)).
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+ oo+ gal®@) = fo(®) — fana(®) tedy pro n—> w ljezto fn.\(xr) mé
limitu 0 podle (186))

F(z) = fol2) = f(=) .
Tim je pomocna véta dokazana.

Dikaz véty 175. Znakem ¢ oznadme zndmé nam spojité zobrazeni
(EY, o*) na eukleidovsky interval {(— 1, 1):

w(x)=ﬁm pro zeky, ¢(+ o) =1, ¢(— ©0) = — 1

(viz § 4, piikl. 1.); v budiZ zobrazeni inversni k ¢. Necht f, M, P vy-
hovuji podminkim v&ty 175. Poloime f,(z) = ¢(f(z)) pro ze M,
takZe f, je spojitd v M, |f,(z)| < 1 pro « « M. Podle 3. pomocné véty
(# = 1) existuje reilnd funkce F, v oboru P s témito vlastnostmi:

«) F, je spojita v P;

B) zeP=|F )| < 1;

7) e M = F\(z) = fi(z) = p(f(x)).

1

1+ eo(z, M)
o(x, M) > 0 pro x ¢« P — M. Tedy F, m4 op&t vlastnosti «, g, y, ale
mimo to jest& vlastnost 8): x ¢ P ~ M = |F,(x)| < 1. Je nyni zfejmo,
Ze funkce Fy(x) = y(F4(x)) (pro z ¢ P) m4 jiz vlastnosti 1., 2., 3. z véty
175. Jestlize kone¢né jest A = sup f(z) > — o0, B = inf f(x) < + o,
potom poloZme e reM

(188)  Fy(z) = Min (Fy(z), 4), F(z) = Max (Fy(z), B)'*¢)

pro kazdé x ¢ P. Pro x e M je ziejmé f(x) = Fy(z) = F () = F(z);
pro ze P~ M je — o0 < Fy(z) < + 00, a tedy ziejmé — o0 <
< Fyz) < 4+ o0 a koneéné — o0 < F(z) < + . Tedy F ma vlast-
nosti 1., 2., 3. z véty a podle (188) téZ vlastnost 4.

Je-li nyni 4 libovolna (ne nutné uzaviena) a chei-li rozsifiti funkei
spojitou v A spojité na cely prostor (P, p), stati provésti rozsifeni na
obor A” (nebot rozsifeni z 4 na P je mozné podle véty 175). Kdy je
to mozné? To zodpovidd v&ta 176, kde obecné&ji jde o roz3ifeni

Polozme F,(x) = F (x). Jest oz, M) =0 pro z e M,

1) F vzniké z F, takto: KaZdou hodnotu Fy(x) > A nahradim hodnotou 4
a ka¥dou hodnotu F,(z) < B nahradim hodnotou B.
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z oboru 4 na obor B takovy, Ze A je husté v B (to nastane speciilné
pro B = A) a misto redlné funkce jde obecngji o zobrazeni do libo-
volného metrického prcstoru.

Véta 176. BudiZ A hustd v B (metrika o). BudiZ f zobrazeni A do
(@, o), spojité v A. Ptdme se, zda existuje zobrazent F mnofiny B do
(@, o) tak, Ze plati:

1. Prox ¢ A je F(x) = f(x).

2. F je spojité v B.

Odpovéd: Takové F existuje tehdy a jen tehdy, jestlife pro kaZdé
ae€B — A existuje
(189) lim f(z) € (, 0) ,

Tz—>a
TeAd
nadet existuje jen jedno takové F.

Dukaz. Uvazme, Ze kazdy bod z B - A4 je nutné hromadnym
bodem A. Existuje-li takové F, potom pro a e B — A musi byt (spo-
jitost!)

F(a) = lim F(z) = lim f(z) ,
e Ted
t. j. F je jednozna¢né ur¢eno hodnotami f(z) a (189) existuje. Necht
naopak (189) existuje pro kaidé a ¢ B - A. Poloime F(a) rovno
limit¢ (189) pro a e B~ A, F(a) = f(a) pro a e A. Jde jeit& o to,
dokézati, Ze F je spojité v B. BudizZ tedy a € B a budiZ ¢ > 0. Tvrdim,
Ze existuje 6 > 0 tak, Ze

(190) (xed, olz,a) <9d)=a(F(a), f(z)) < }c.
Nebot je-li a ed, tedy F(a) = f(a), plyne to ze spojitosti f; je-li
a ¢ B~ A, plyne to z toho, Ze F(a) je limita (189).
Tvrdim nyni, Ze
(191) (v B, o(y, a) < 10) = o(F(a), Fly)) <e

(tim bude dikaz hotov). Je-li y € A, plyne (191) z (190). Je-li viak
yeB =~ A, o(a,y) < 39, je F(y) = lim f(z), takZe existuje z ¢ 4 tak,

-y
ZeA

Ze

(192) e(x, y) < 14, o(f(z), F(y)) < }e.
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Tedy o(a, 2) < ¢, takze podle (192), (190) je vskutku

o(F(a), F(y)) < }¢ + 3¢.

Pro piipad, ze A CE,, B = A (uzivér v E,), odvodime jest& jinou
podminku:

Véta 177. BudiZ f zobrazeni mnofiny A CE, do uplného prostoru
(@, 0); budiz f spojité v A. Ptejme se, kdy existuje spojité zobrazent F
mnofiny A (uzdvér v E,) do (Q, o) tak, aby pro x € A bylo F(x) = f(x).
Odpovéd: Tehdy a jen tehdy, je-li f stejnomérné spojité v kaidé omezené
mnoziné M C A.

Dukaz. I. Necht takové F existuje a necht M C A je omezena,
takze M jest omezend, tedy kompaktni. Tedy (véta 169) F je stejno-
mérné spojité v M a tedy i v M.

II. Necht naopak podminka je splnéna. A je husté v B = A.
Budiz a e B — 4. Budiz z, e A (tedy z, + @), lim z, = «. VSechny
body z, od jistého indexu n, podinajic lezi v omezené mnozin& M =
= AQg(a,1). Ale v M je f podle piedpokladu stejnomérné spojita.
Budiz ¢ > 0; existuje 6 > 0 tak, zZe
(193) (2" e M, 2" e M, o(x', 2") < 0) = o(f(z), f(x")) <e.

Ale lim z, = a; tedy existuje n, > n, tak, Ze n > ny = o(%,, a) < 34;
podle (193) tedy plati
(194) (n > nO’ m > no) = a(/(x,,), f(xm)) <e.
Tedy f(z,), f(x,), ... je cauchyovska a tedy ma limitu lim f(x,) € (@, o).
(@ je uplné!)

T. j: Jelli z, + a, z,e4, lima, = a, existuje lim f(x,) € (@, o).
Tedy (véta 143) existuje limita (189). Tedy Zidané zobrazeni F
existuje podle véty 176.

§ 23. Polynomy v r prom&nnych. Budte n,, n,, ..., n, celd neza-
porné ¢isla. Vyraz12s)

(195) Z Zch 72: .. Zlr = P(xy, ..., z,) = P(x),

r
J1=0  j.=

135) Pifiopét x = [z, ..., x,] a pod.
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kde ¢; ; jsou komplexni (kone¢na) &isla, nazyvime polynomem
nebo mnohoé&lenem (v proménnych z,, ..., z,);12¢) f¥ikame, Ze je stupné
nejvyse n, v proménné z,, stupné nejvyse n, v proménné z, atd.
Budeme studovati polynom P jako funkeci komplexnich é&isel ,, ..., z,.

Vedle ,,stupné‘‘ v jednotlivych proménnych mluvime také o ,,stup-
ni‘“ souhrnné. O élenu

(196) cj,. X ... 2,

kdec, , #+ 0,tikdme, Ze jestupndj, + j, + ... + j; je-lic;  ; =0
nepiipisujeme mu zidny stupeni. O polynomu P fikime, Ze je stupné
n-tého, obsahuje-li aspon jeden ¢&len stupné =-tého, ale Zidny dlen
stupné vyssiho. Slovy ,,polynom stupné nejvyse n-tého‘‘ oznadujeme
polynom, ktery je budto ,nulovy“ (vSechny koeficienty rovny nule)
nebo m4 stupeii 0 (konstanta rdzna od nuly) nebo 1, ..., nebo n. Po-
lynom (195) nazyvame homogennim =n-tého stupné nebo formou
n-tého stupné, jestlize vSichni ¢lenové s koeficientem ¢;  ; + 0 maji
stupeii n, t. j. j; + ... + j, = n.1??) Piiklady: Jde o polynom ve
tfech proménnych z, y, z:

azxt 4 bxy + cxy?: +dz* 4 ex*y +fz 4+ ¢

je polynom nejvyse 4. stupné; je-li aspoii jedno z &isel a, b, ¢ razné od
nuly, je to polynom 4. stupné; je-li a = b =c = 0, je to polynom
nejvyse 3. stupné; jeli d =e=f=g =0, je to forma 4. stupné
(zde ndhodou nezivisld na tieti proménné).

Z kap. V,§ 7, pozn. 5 vime toto: Jestlize polynom
a,x" + a,_ 2" + ... + a;x + a,

se rovna nule pro = + 1 raznych komplexnich hodnot z, je nutné
ay=a, = ... = a, = 0. Zobecnime tuto vétu na polynomy v r pro-
ménnych. Budte n,,...,n, celd nezaporna é&isla. Zvolme libovolné

126) Cleny, u nich¥ pFisludny koeficient i je roven nule, &asto vyne-
chédvéme.

127) Neni tedy vylougen pfipad nulového polynomu; polynom O jest formou
4. stupn$, ac podle na$i terminologie neni polynomem 4. stupné; jest oviem
polynomem nejvySe 4. stupné. Tato zdénlivd nedislednost terminologie je
Ufelné v praxi.
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r mnozin §,, ..., H,, pi' emi §; je mnozina n,-+ 1 komplexnich
¢isel (navzajem rizny. -):
(197) 9§ (06D, L EM), L = (D, ED, L EM)

Budiz § mnozZina viech bodu 7 = [y, ..., 5,], kde 7, je zvoleno

libovolné v ., ..., 7, je zvoleno libovolné v §,; tedy ma § celkem
g=(n+ 1)\ p+1)...(n, + 1) prvki.

Vé&ta 178. Necht polynom (195) je roven nule v katdém bod¢ mnofiny
9, t 3.
(198) neH=Pln) =0.

Potom vdechny koeficier: . c;, . ; jsou rovny nule.

Dikaz. Pro r == 1 je véta spravna podle kap. V, § 7, pozn. 5. Budiz
tedy r > 1 a pfedpokladejme, Ze véta je spravna s hodnotou r — 1
misto 7. Srovnejme polynom P podle mocnin z,:

P(x) = z:'Qn,(zlv LS ] xr—l) + x'r"_ lQn,-l(zli ey xr—l) + See +
+ Qo(xp ey xr-—x) H

@, je polynom stupné nejvyse n, v z,, ..., %, V Z,_;. Zvolme libo-
volnd 7, €9y, ..., 9y € H,_; a sestrojme polynom (v proménné z,)

P(nys Moy «ovs M1y %) = x:’Qn,(nl: coos Qrog) + ooe Q015 ++s Mra) -
Podle predpokladu je tento polynom roven nule pro z, = & (b = ¢, 1,
...s M), t. j. pro m, + 1 raznych hodnot z,. Podle kap. V, § 7, pozn. 5
jsou tedy jeho koeficienty rovny nule, t. j.

Qk(nl’ ceey 777-1) =0

prok=0,1,...,n,, a to pro kazdy bod [7,, ..., 7,_;], kde 5, € H,, ...,
Ne_y € §r_;. Podle indukéniho pfedpokladu jsou tedy vsechny koefici-
enty kazdého @, rovny nule — ale to jsou pravé viechny koeficienty
Cvenir

Poznamka 1. Zvolite-li misto koneénych mnozin §,, .., §;, jaké-
koliv nekoneéné mnoZiny komplexnich éisel &, ..., & a oznalite-li
& mnoZinu v3ech bodd #n = [ny, ..., n,], kde 7, € &, ..., 7, ¢ &,, do-

stavdite ihned tento vysledek: Je-li P polynom a plati-li
nef=Pmn =0,
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jsou véechny koeficienty P rovny nule. (Dikaz: Ma-li P stupeli nejvyse
n; va (j=1,...,r), stadi za §, vziti jakoukoliv ¢ist &; o n; 4 1
prveich a uZiti véty 178.)

Specidlng: Jestlize pro dva polynomy P, @ plati P(n) = @(n) pro
vSechna 7 ¢ & (na pf. pro viechna 7 ¢ E, — ale & muZe byti mnohem
,»mensi‘ mnoZina), maji P, Q stejné koeficienty.!2%) Je tedy jedno, po-
jimam-li rovnost P = @ dvou polynomi ve smyslu algebry (rovnost
koeficient) & ve smyslu nauky o funkeich (rovnost P(z,, ..., z,) =
= @(z,, ..., Z,) pro viechna z,, ..., z,).129)

Poznimka 2. Zobecnime nyni konstrukéi Lagrangeova interpo-
lagniho polynomu (viz kap. V, § 7, piiklad 1). Budte déna n,, ..., n,,
D1 -, 9., H jako diive. Vezmé&me libovolny bod z H:

(199) C=[&, .., e

a sestrojme polynom

. 7, z, — (lj,) ny z, — :i.)

(200) Rk,,...,k,(x],; ooy x,) = ;‘I—I} m ee j;[:!; m .
Ik irk,

Je zfejmo, Ze tento polynom — ktery budeme kratleji znaliti
R (x) — mé tyto vlastnosti:

1. Je stupné n, v z,, ..., stupné n, v z,.

2. V bodé ¢ mé hodnotu 1, ve viech ostatnich bodech z § ma4
hodnotu 0.

Vé&ta 179. Necht n,, ..., n, jsou celd nezdpornd &isla. Necht §,, ..., $,,
9, R, maji vyjznam popsany v tomto paragrafu. KaZdému bodu ! e §
prifadme urité komplexnt &islo f(C). Potom existuje jeden a jen jeden
polynom Q(x) = Q(=,, ..., ,) 8 témito dvéma vlastnostmi :

1. Q je stupné nejvyde ny v z,, ..., nejvyde n, v x,.

I1. Pro vdechna ¢ € § je Q(2) = [(2).

Tento polynom je ddn vzorcem

(201) Q) =CZS° f(£) Ry(z) .

138) Dukaz: pi8i rovnici ve tvaru P(y) — Q(n) = 0.

119) Stadf oviem, je-li tato rovnost splnéna na pf. pro viechna z, e I,, ...
cees Zr€1n kde I, ..., I, jsou n&jaké nezvrhlé intervaly v E,.

345



Diikaz. Podle vlastnostf 1, 2 polynomu R, je jasno, Ze ¢ maZéddané
vlastnosti. Podle véty 178 je jasno, Ze existuje jen jeden takovy po-
lynom.

Poznamka 3. (Této pozndmky pouZijeme v kap. VII, § 8). Budiz
P polynom (195); §,, ..., ,, H, R, necht maji dosavadni vyznam.
Za hodnoty f({) dosadme nyni specidlné P((). Potom polynom @
z (201) ma v bodech (e § tytéZi hodnoty jako P. Jeito v3ak takovy
polynom @ je pouze jeden, je nutné @ = P, t. j. pro kaZdy polynom

P stupné nejvyde n, v z,, ..., nejvyde n, v z, platt rovnice
(202) P@) = 3 P() Re(z)
(35}

pro vdechna x ¢ E,.

Odtud plyne, Ze koeficienty polynomu vlevo jsou tytéz jako stejno-
lehlé koeficienty polynomu vpravo. Podivime-li se na definici poly-
nomu R, v (200), vidime toto:

Jsou-li dana celd nezdporna éisla n,, ...,n, a volime-li mnoZiny
Dy oo Hy tak, Ze H; je mnozina n; + 1 komplexnich &isel, potom
koeficienty kaZdého polynomu (195) (stupné nejvye n, v z,, ..., nej-
vyse n, v z,) jsou linearnimi kombinacemi hodnot P({):

(203) Civorin = 2 Vivoin P)
e
kde koeficient y, ;. zavisi pouze na jj,...,j, {, na n;,...,n, a na

volbé mnozin §,, ...,H, (tedy nikoliv na koeficientech polynomu P).

Poznamka 4. Polynom je funkce spojita v K,. Nebot konstanta j~
spojitd, dale polynom P(z) = P(z,,...,2,) = z; je spojity; nebot
z lim [z{", ..., 2{"] = [2y, ..., 2,] plyne lim 2{” = z,, t. j. lim P(z™) =
= P(z); obecny polynom se pak dostane z konstant a ze z,...., 2,
s¢itdnim a néasobenim.

Cvideni

V téchto cvidenich se polynom P(z) = P(z,, ..., z,) pojimé jako funkce r
reélny’ch proménnych z,, ..., z,; klademe |jz|| = Max (|,), ..., |z,|).

I. BudiZ P forma n-tého stupné. Potom je ziejmé P(z) = O(|jz|*) pro
z — o. JestliZe aspori jeden koeficient je rizny od nuly, neni P(z) = o(||z||")
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pro z — o. Navod: Existuje & = o tak, ¥e P(£) + 0. Potom pro ¢ > 0 je!30)

1P)| _ 1P
fle<i™ lem

a limitni pfechod ¢ — 0 4+ dava vysledek.

2. Budi% P polynom, n > 0 celé. Je-li P(z) = o(||z||*) pro z — o, neobsahuje
P %4dny ¢&len stupnd < 7 s koeficientem od nuly riznym. Navod: O ,,f4du‘
funkce P rozhoduji &lenové nejnizstho stupné, a na ty se uZije cvid. 1.

3. Odvodte vysledky obdobné k cvié. 1, 2 pro ||z - + <. Zobecn&te viechny
vysledky také na komplexni x;.

§ 24. Weierstrassova véta o aproximaci spojitych funkci polynomy.
V&ta 180. Budi? f(x,, ..., x,) koneénd redlnd funkce r redinych promén-
nyjch, jeZ je spojitd v omezené uzaviené mnoziné A C E,. Potom existuje
ke kaZdému éislu ¢ > O mnohollen P(z,, ..., x,) s redlngmi souliniteli
tak, Ze pro vdechna x € A jest |P(x) — f(z)| < e.

Poznamka 1. Volite-li po fadé ¢ = 1, }, 1, ..., dostavéite posloup-
nost mnohodlend P,(x), P(z),..., jez konverguje k f(z) stejno-

mérné v A; nebot pro xed jest |P,(x) — f(z)| < ;1— Polozite-li

Qi(x) = Py(z), Qu(x) = P,(x) — P,_,(x), dostivate fadu mnohodleni
@:1(x) + @y(x) + ..., jez v A konverguje stejnomérné k f(z). Je tedy
jisté velmi dilezito, Ze lze kaZdou funkei spojitou v A aproximovati
velmi jednoduchymi funkcemi — totiz mnohodleny — tak, jak je
vyloZeno ve vété 180. Velmi jednoduchy dikaz véty 180, ktery po-
déam, pochazi od akademika S. N. Bernstejna.

Dukaz. I. Budiz pfedné 4 = <0, 1> X <0, 1> X ... X <0, 1>. Pro
0y, n>1,0Zv<n (n v celd) poloZzme
n v n-»
¢v(n: ?/)= (v)y(l—?!) .
Tedy

(204) i Pu(n, y) = io (?) yQl—y9)' "=+ 1—-y)r=1

y=u V-

10) ¢£ jo ov¥em bod [téy, ..., t&,]; viz kap. I, § 10, pikl. 2.
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n-1

> 1., ) = zw FDopnny) =3

v=0

(R

Y = y)n-ton =y i (n ; )-'/"(1 —yrtr=mny,

2.0 = 1) gn, y) = 2(,u+2)(u+ 1) @a(n, y) =

p=0

"z(u+ 2) (p + 1)( )yl‘“(l —yrte=

n=0

= n(n — 1) y’n—ZL (n ; 2)?/"(1 —y)r-tr=nn—1)y

pn=0

a odtud

(205) Z (v — ny) g,(n, y) = ? (»- — 2nyy + n%?) @,(n, y) =

y =

=n(n-—1)y2+ny—2ny.ny+n2y’=ny—ny2=ny(l—y).

Podle véty 169 je f omezend v A4; zvolme tedy K < + oo tak, Ze
z ¢ A = |f(z)| < K. Budiz déno ¢ > 0; podle véty 169 existuje 4 > 0
tak, Ze

(206) [y, ...z ) e A, [21,..,2,]ed, |z, — 2| <
SO 1) = [f(@s oo @) — [2r o 20)| < R -
Zvolme takové § > 0 a potom zvolme ptirozené n tak, Ze

4Kr
€62 *

Sestrojme tento mnohoélen v z,, ..., z,:

(207) n>1n>

P, ..,z)= 2 J (% ”;) Po(n, ) ... 0. (n, 7).
Podle (204) jest

Hay oonz) = 5 f(@y, ..o %) @, (0, 2) ... 9, (n, 2,) -

PYieoo¥r=0
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Pro [z,, ..., z,] € A je tedy
[f@y s @) — P2y, -0 z,)| <

— ¢ ¥

..... If(xl, r) ,(n""’ 'ﬂ)

Souéet vpravo se rozpadd na dvé &isti &; + S,; pfi tom jest S,
soudet pfes ony systémy vy, ..., »,, pro né% jest

@ (n, :pl) e @ (n, ) .

H/\

v v
1 o x,

22—z, <6, <6
7 =

ooy

S, pak jest soudet pies ony systémy »,, ..., »,, u nichz aspoi pro jednu
hodnotu j (1 <7< 7) jest l,% — x,’ >4, t.j. (vj — nx;)® > n?
Ztejmé jest (podle (206), (204))

@1 é Z éE . ‘Pv,(n’ xl) S (Pv,(n’ xr) = %e °

Visero ¥p=0
Dile jest
(208) S, < 2K Z > @, (n, z;)

0=.m<n
(v - n:,$'>an,,-

(nebot souédin vSech souétl Z ®,(7, ;) bro 1 S<k<rk #jjeroven

V=0

1 podle (204)). Je viak zfejmé

1-‘

noz) < (v, — nx;)?

0_<_v25n ?’y,( ) :) o< an ¥——62n lp.,(’n, xj) é
(v1—nz,)*>0'n? (rj- Ilz'/)'>6’n

1
S vgu v — 02, g, (n, ;) =

_ nz;(l — z;) 131) < _1“ e 132)
*n? LNy

tedy S, < e (viz (208)), takZe vskutku |I°(x) — @) <&+ S, <.

1) Viz (205).
133) Vig (207).
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II. Budiz nyni 4 libovolna uzaviend omezena mnoZina; existuje
tedy ¢ (0 < ¢ < + ) tak, ze 4 ¢ D, kde klademe D = {— ¢,c) X
X v.. X {— ¢, c). Podle véty 175 existuje redlnd koneéna funkce g,
spojitd v D (ba dokonce v E,) tak, Ze pro x ¢ 4 je g(x) = f(z). Defi-
nujme konedn& funkeci 2 v intervalu B = <0, 1> X ... X {0, 1) rov-
nici (y) = g(2¢cy — y,), kde y,je bod [c, ¢, ..., c].

BudiZz dano ¢ > 0; podle bodu I existuje mnohoélen @ tak, Ze pro

y € B je |Q(y) — h(y)| < &. Polozime-li tedy'32?) @ (y° + :v) P(z),

jest P mnohoclen. Je-li nyni xeA, polozme y = yl;c-—x, tedy

y e B, x = 2cy — y, a tedy f(x) = g(x) = g(2cy — yo) = k(¥),
1Q (.'/o + x) — f(z)| = |@y) — My)| < &, t. j. vskutku |P(x) — f(z)| < &.

Cviéeni

I. Budiz M c E, oteviens, budiZ f(x,, ..., z,) redlna, koneéna a spojitd v M.
Potom existuje posloupnost P,, P,, ... mnohoélenu, jeZ konverguje stejno-
mérnd k f uvniti M. Navod: BudiZ M, mnoZina ondch z, pro n&% g(o, z) < n,

1
o(z, E, —~ M) > —. Ka’d4d uzaviend omezend &ist mnoZiny M jest obsaZena
n

v nékteré mnoZing M, . Mnohoélen P, volme tak, aby pro z e M,, bylo |P,(z) —

1
— @) < —.
n

§ 25. Polynomy nejlepsi aproximace. Pro jednoduchost se omezme
na funkce jedné reidlné proménné. Budiz f konedna reilna funkce,
spojita v intervalu <{a,b) (— © <a <b < + ). Zvolme celé
¢islo n = 0, vezméme libovolny polynom stupné < =»

(209) P(x) = c,a™ + ¢, 1 4 ... 4 ¢4 (c;redlna)
a sestrojme ,,0odchylku‘
(210) o(P, f) = Max |P(z) — f(2)|

a<r=<b

1
1320) JelizeE,, ack, & + 0, kladu oviem _:— =z.
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(viz text okolo vzorce (144)). Infimum vZech é&isel o(P, f) pro viechny
polynomy tvaru (209) oznaéme E,(f). Pro Ziadny polynom tvaru
(209) neni o(P, f) < E,(f). Tvrdim nyni:

V&ta 181. Existuje polynom tvaru (209), pro néjZ o(P, f) = E.(f).
To je tedy polynom stupné < n, ktery ddvé nejlep&i aproximaci
funkce f v (a, b) ve smyslu odchylky (210).

Pomocné v&ta. Budif ddno a, b, n jako dosud a n + 1 Cisel a <
Ly <z, <...<z, <b. Ddle budiZ 0 < K < 0. Potom existuje
éislo L < 4 oo 8 touto vlastnosti: Jestlite polynom tvaru (209) vyhovuje
nerovnostem

(211) |P(z,)| < K, |P(2))| <K, ..., |P(,)| < K,
potom je
(212) leol < Ly les| < Ly ..., Jea] < L

Dikaz. Podle pozndmky 3 v § 23 (pouzité na pfipad r = 1,9, =
= (o, Ty, ..., X)) existuji &isla y;, tak, Ze pro kaZdy polynom (209)

je ¢; =2 vaP(x), tedy |e;] < (n + 1) CK, kde C = Max |yl
k=v

0<5,k<n

Dikaz véty 181. Budiz » > 0 celé. Zvolme ¢isla a < 2, < 2, <
< ...< 2z, £ b. Podle definice infima existuje ke kazdému pfiroze-
nému p polynom

Py(x) = cppt™ + ... + €% + Co
tak. Ze

E.(f) £ oP,, ) < Eolf) + % .

Jeito |P,(z) — f(2)| <Eﬂ(/)+% pro <<, by, je pro % e{a, b

(a tedy specidlné pro x = x,, 25, ..., ,)
|P,(x)| < Mai( @) + Eu(f) + 1=K,
azr<b

takZe podle pomocné véty existuje konedné L tak, ze

ensl <L, |acys] <L,...lco5 <L
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pro kazdé ptirozené p. Lze tedy vybrati (viz § 2, pozn. 14) posloupnost
pfirozenych &isel p; < P, < p; < ... tak, Ze existuji limity
lim ¢, ,, = ¢,, ..., lim ¢, ,, = ¢,
K=o k—>c0
nadez zfejmé plati
lim P, () = P(z), kde P(z) = ¢,z + ... + ¢,

k—>
a to stejnomérné v {a, b).1%3)
Tedy lim o(P,,, P) = 0; déle

k—wo

o(P, ) < o(P, Py,) + o(P,, f) < Balf) + 51- + oP, Py,).

Pro k¥ - co méa prava strana limitu E,(f), tedy o(P, f) < En(f), coZ
bylo dokazati (plati oviem znameni rovnosti).

Véta Weierstrassova fiké, Ze ke kaZdému ¢ > 0 existuje polynom
8 odchylkou (210) mensi ne% &, t. j. Ze existuje n tak, Ze E,(f) <e.
Jeito ziejmé E,(f) = E,,,(f) (kazdy polynom stupn® < n je téz
stupné < n + 1), plyne z Weierstrassovy véty, Ze lim E,(f) = 0. Jak

f—>

rychld je tato konvergence, zivisi na vlastnostech funkce f. Nauka
o aproximaci spojitych funkeif mnohoéleny je zfejmé velmi dileZitad
theoreticky i prakticky. Jejim zakladatelem je Cebysev, ktery také
jeji zdklady (jiz pted objevenim Weierstrassovy véty) s podivuhodnon
dokonalosti vybudoval. Od té doby si 8kola ruska a pozdéji sovétska
(vedend S. N. Bernitejnem) zachovala nesporné prvenstvi v této
nauce, kterd bohuzel piresahuje rdmec této knihy. Dokonalé poudeni
najde &tenaf v knize Natansonové,134) kde najde téZ bohaty seznam
dalsi literatury.

Cvideni
I. BudiZ n = 0 celé; budi¥ ddna posloupnost polynomu stupné < n:
Po(x) =cCpp2® + ... + . + Cg(m =1,2,..)),
13%) P, — P je polynom stupnd < n, jehoZ koeficienty pro k — « konver-

gujf k nule. JeZto ka¥dé mocnina z* je omezend v <a, b), plyne odtud stejuo-
mérné konvergence.

18¢) W. II. Harancon, Koncrpykrusmasa reopus gyuxuuit (1949).
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ktera je konvergentni v n + 1 ruznych bodech z,, ..., z, (t. j. existuji vlastni
limity lim P, (z;) proj =0, 1,...,n).

m—>o
Podobnym zpusobem jako v pomocné vétd dokaZte, Ze existuji vlastni
limity lim ¢, = ¢, (K = 0, 1, ..., n), naleZ zfejms je
m—»c0
lim P, (x) = c, 2™ + ... + ¢, + ¢
m—>o
stejnom&rné uvniti E,.
2. Z tohoto cvideni odvodime zajimavé zobecndni v&ty 57:
BudiZ k ptirozené &islo, J C E; otevieny interval. Budte z,, =, ..., Z;_; na-
vzéjem ruzné body intervalu J; budiZ

(213) hix), f3(x) 5 ...

posloupnost koneénych realnych funkei jedné redlné proménné v intervalu J,
jet je konvergentni v bodech zg, zy, ..., Z;—,. Pro kaZdé x ¢ J nechf existuji
vlastnf derivace

(214) 10@) , 1) )...

a posloupnost (214) budiZ stejnomd&rnd konvergentni uvnitf J. Potom kaZdé
z posloupnost{

hiz), f2(@), ...

i@, fa), ...
(215) i

D), fEP@), ...
@), fP@),...

je stejnomdrnd konvergentni uvnitt J; poloZime-li f(x) = lim f,(z), jest f9(x) =
fn—0

=lim fMz) prozed,j =1,2,..., k. (Pro k = 1 viz v8tu 57.)

n—o

a)
!

2
N4vod. Zvolme bod a ¢ J a poloZme p,(z) = z (—xl— f®(a), takZe p(a) =
i=0

= f¥a)proj =0, 1,...,k — 1. Klademe-li g, () = f,(x) — p,(2), je g¥(a) =0
proj =0, 1,..,k — 1; g®¥(x) = f¥(z). Podle v&ty 57 je posloupnost

g Pix), gF (=), ...
stejnomdérné konvergentni uvnitf J;135) podle téZe véty je
9§¥=2(z), gF~2(), ...
stejnomé&rnd konvergentni uvnitf J atd.; konednd je
gl(x)’ g!(x); s

1;‘) Pokud se tyfe nepatrného forméilniho rozdilu proti v&td 67, viz § 21,
evid. 1. '
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stejnomé&rné konvergentni uvniti J. Speciilné je tedy posloupnost

P1(), Pa(2), .. (Pa(Z) = [y(x) — gul))
k-1
konvergentni v bodech z,, z,, ..., ;—_,. Pifme p,(z) = Z ¢, %% podle cvid. 1
1=0

existuji vlastni limity lime;, =¢; ({ =0, 1,...,k — 1); klademe-li p(z) =
k_ n—wo
= Zc,xl, je zfejm& lim p¥(x) = p¥(z) pro j = 0, 1, 2, ..., k a konvergence je
n—aw

stejnomérna uvnitf J. Vzhledem k stejnom&rné konvergenci posloupnostf
g{’(x), gP(x), ... jsou tedy i posloupnosti (215) stejnom&rnd konvergentni

uvnitt J a z véty 57 plyne, Ze jest hmf () = f'(z), nato hm/ (z) = —l (x) =
= f"(x) atd. aZ do lim f®(x) = /""(x) prozedJ.

n—o
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