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KAPITOLA X.

LOKALNI MAXIMA A MINIMA FUNKCE NEKOLIKA
PROMENNYCH

" Podobné jako v kap. VIII a IX jde také v této kapitole pouze
o redlns konedn4 éisla a kone¥né redlné funkce redlnych proménnych.
Slova , limita‘‘ a ,,derivace‘‘ znamenaji vidy vlastni neboli konéednou

limitu a derivaci. Normu bodu z = [z,, ..., 2,] definujeme jako oby-
dejné: |iz|| = Max |z,|, takie |z — a|| = Max |z; — a,|.
15i<r 150y

§ 1. Definice lok4lInich extrému. Definice 39. Je-li f(x,, ..., z,) defi-
novdna v jistém okolt bodu a = [a,, ..., a,] a existuje-li 6 > O tak, Ze

(1) 0 <z — all <8)=(f(=) = f(a)),

Fftkdame, Ze funkce f md v bodé a lokdlnt misnimum. Lze-li v (1) ne-
rovnost f(x) = f(a) nahraditi nerovnostt f(x) > f(a), Fikdme, Ze f md
v bod¢ a ostré lokdlnt minimum.

Definice 40. BudiZ ddna funkce f(z,, ..., z,), mnotina M C E, a bod
a=I[a,..,a)eM; funkce f budif definovina v bodé a. Existuje-li
6 > 0 tak, Ze pro vdechny body x mnofiny M, spliiujict nerovnosti
0 < |lxr — al| < 6, plati nerovnost f(x) = f(a), Fikdme, e funkce f md
v bodé a lokdlnt minimum vzhledem k mnofiné M. Lze-li nerov-
nost f(x) = f(a) nahraditi nerovnostt f(x) > f(a), Fikdme, Ze f md v bod&
a ostré lokdlnt minimum vzhledem k M.

Je-li a vnitinim bodem mnoziny M, je definice 40 totoZn4 s definici
39.

Obdobng& se definuji lokdln{ maxima (misto f(x) > f(a), po pkip.
f(x) > f(a) se pie f(z) < f(a), po ptip. f(z) < f(a)). Spoleény nézev
pro lokélni minima a maxima jest ,,lokdini extrémy‘‘. Neni zajisté tf¥eba,
abych tyto véci podrobné vypisoval. Piiklady: funkece f(z, y) = z? +
+ y® m4 v bod$ [0, 0] ostré lokalni minimum; funkce ¢(z, y) = 222
m3, v bodsé [0, 0] lokdlni minimum, ne v8ak ostré (fikdme té% ,,neostré*‘).
Je-li kone&né M c E, mnoZina v8ech bodu [z, y], vyhovujicich rovnici
2% 4 y® = 1, mé funkce f(z, ¥) = y v bod$ [0, 1] ostré lokdlni maxi-
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mum vzhledem k M (nebot f(0, 1) = 1, kdezto ve vSech ostatnich bo-
dech mnoziny M jest f(z,y) =y < 1).

Pozndmka 1. Nabyva-li funkce f v mno#ing M své nejvétsi hod-
noty v néjakém bod® c e M (t. j. je-li f(c) = sup f(z)), m4 funkce f
zeM

v bodé ¢ zfejmé lokdlni maximum vzhledem k M (jez viak nemusi
byti ostré). Obdobné pro inf f(x).

Pozniamka 2. Je-li a e M ¢ N a mé-li funkce f v bodé a na p¥.
ostré lokalni minimum vzhledem k N, md f v bod& a zfejmé& téz ostré
lokélni minimum vzhledem k M.

Véta 214. Funkce f(xl, .0y Z,) budif definovina v mno¥iné M CE,.
Tvrdim: ony body mnofiny M v nichZ md f ostry lokdlnt extrém vzhle-
dem k M, tvof't spoletnou mnoZinu.

Poznidmka 3. Pro neostré extrémy neni véta spravna: funkee, jez
je konstantni v néjakém otevieném intervalu (r-rozmérném), mi
v kazdém bod& tohoto intervalu neostry lokilni extrém (soudasné
maximum i minimum).

Dikaz. Budiz N, (po pfip. N;) mnoZina onéch bodd = ¢ M, v nich%
mé4 f ostré lokalni minimum (po pfip. maximum) vzhledem k M. Mdme
dokézati, Ze N, U N, je spoletnd mnoZina.

Kazdému bodu z ¢ N, pfitadim pfirozené ¢islo n(z) tak, Ze

(2) (yeM 0<lz—yll < )=>(f(y) > f@) ;

n(x)
to je mozno, jeito f mé v bodé x ostré lokilnf minimum vzhledem
k M. Budiz 4, mnoZina onéch z ¢ N,, pro néz n(zx) = p, takie N, =
=A,0 4,0 Ay v ... Tvrdim: je-li 7, + 25, 2, € 4,, T, € 4, je |lv; —
— x| = % . Kdyby tomu tak nebylo, bylo by 0 < ||z, — z,|| < %
Jeito n(x;) = p, plynulo by z (2) f(z,) > f(x,); jeito n(x,) = p, ply-
nulo by z (2) soudasné f(z,) > f(x,), coZ je spor. Viechny body mnoZiny
4, jsou tedy isolovanymi body mnoZiny A,. Tedy je 4, podle kap.
VI, § 15, pozn. 3 spoletnd; tedy je téZ N, spoletnd. Prechodem
k funkei — f plyne, Ze téz N, je spodetn4.
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Cviéeni

I. Definujme f(x) pro z ¢ E, takto: f(x) = 0, je-li z iracionalnf. Je-li z =
= p:¢,!) definujme f(x) = (— 1)? : q. BudiZ M, mnoZina vSech iraciondlnich =,
budiZ M, mnoZina viech raciondlnich &isel p : ¢*) se sudym p, budi¥ M, mnoZina
v8ech racionélnich é&isel p : ¢!) s lichym p. Funkce f m& tyto lokilni extrémy:
ostré minimum v kazdém bod$ x € M, ostré maximum v kazdém bod$ z ¢ M,,
Z4dny extrém v bodech z € M,. Vzhledem k mno%ing M, U M, ma f v kaZdém
bod¥ z € M, neostré lok. minimum, v kazdém bod8 x ¢ M, ostré lokalnf maxi-
mum. Vzhledem k mnoZind M, U M; mé f v kazdém bodé x ¢ M, ostré lokalni

minimum, v kaZdém bod$ z ¢ M, neostré lokélni maximum. — V bods |/2 ma
f ostré lokalnf minimum vzhledem k mnoZing M, u (V é), ostré lokdlni maximum
vzhledem k mnotin8 M, u (J/2), ale nemé v bod$ |/2 Z4dny lokélni extrém
vzhledem k mnoZing M, U M, U (V_2)

2. BudiZ a € M, a ¢ N. Funkce f ma v bod8 a ostré lokalni minimum vzhle-

dem k M U N tehdy a jen tehdy, mé-li v bod¥ a ostré lokdlni minimum vzhle-
dem k M i vzhledem k N. Podobn$ pro ostatni typy lokédlnich extrémi.

3. Funkece f(z, y) = (y — z*') (y — 2?) m4 v bod& [0, 0] ostry lok4lnf extrém
(a to minimum) vzhledem ke kaZdé piimce, prochézejici poldtkem (nebof, je-li
y =kx, k £ 0,jef(z,y) = 23(k* — kx — ka® + %) a zdvorka je kladné pro dosti
malé |z|; na pifimce y = 0 je f = 2%, na ptimce z = 0 je f = y?). Pres to nemé
f v bod$ [0, 0] lokélni extrém (ve smyslu definice 39); nebot na pf. pro z = 0,
y+0jef>0,pro0<z<l,y=2a®jef<0.Zndzorndte si tyto okolnosti
graficky!

§ 2. Podminky pro lokdlni extrém. Vé&ta 215. JestliZe aspori pro
jednu hodnotu j (1 < j<r) derivace é)_/(cz,,a;_.,a,) existuje a je od
5

nuly riznd, nemd funkce f v bodé [a,, ..., a,] lokdlnt extrém (ostry ani
neostry ).

Dukaz. Z ptedpokladu plyne, Ze funkce (jedné proménné z;)
@y, .., @5y, 5 Ay, ... @,) je v bodé a; budto rostoucf nebo klesa-
jici (DI, véta 131); tedy existuji &isla y, z, libovoln& blizké &islu a,
tak, Ze jest f(a;,...,aj—1, Y, @54, ..., ) > f(@y, ooy @i_g, @y, Gyyy, ...
e @) > flay, .o, a5, 2, G4y, ..., @),

Pt#i hledani lokdlnich extrémi funkee f(z,, ..., #,) nés tedy zajimaji
pouze ty body, v nichZ je budto

1) p, q cel4, nesoudélné, ¢ > 0.
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(3) Y=o,

nebo v nichZ néktera z téchto derivaci neexistuje.?) V bodech, v nichZ
plati (3), 1ze dasto o existenci a druhu lokalniho extrému souditi z této
véty:

Véta 216. Funkce f(z,, ..., x,) necht md v bod¢ a = [a, ..., a,] to-
tdInt diferencidl druhého ¥ddu; v bodé a budte splnény rovnice (3). Sestroj-
me kvadratickou formu

< . 32/(a1, sy ar) 3
(4) D(hy, ..., r)_’glwhlhk-)
Potom plati:

I. Je-li kvadratickd forma (4) positivné definitnt, md f v bod¢ a ostré
lokdint minimum.

I1. Je-li (4) negativné definitni, md f v bod€ a ostré lokdlnt maximum.
III. Je-li (4) indefinitnt, nemd f v bodé a lokdlnt extrém (ostry ani
neostry).
Poznidmka 1. Z algebry asi znite piisluiné pojmy a véty o kvad-
ratickych forméch; ale pro tiplnost zde pfedvedu t&ch nékolik maélo

vécei, které potfebujeme. Kvadraticka forma (pidistilez = [z, ..., z,]
a pod.)
(5) Q) = Qzy, ..., 2,) = Z ai:x; + 2 Z a ;i)

15j<k<r

mé v bodé o = [0, ..., 0] hodnotu 0. Je-li Q(x) > 0 pro viechna z = o,
nazyva se forma Q positivn& definitni; je-li @(x) = 0 pro viechna
z, existuje-li v8ak z + o tak, Ze Q(z) = 0, nazyva se forma @ positiv-
n& semidefinitni. Obdobné se definuji formy negativné definitni
a semidefinitni. Existuji-li koneén& z, y tak, Ze Q(z) > 0, Q(y) < 0,
nazyva se forma @ indefinitni.

?) Ostatn® i z t&hto bodu jsou vitou 215 ndkteré vyloudeny: totiZ-ty, v nicht
aspoil jedna z uvedenych derivaci existuje & je rizné od nuly.

3) Podle definice v kap. VII, § 8, pozn. 6 je forma & totélni diferencil 2.
fddu fupkce f v bodd a. r

¢4) Lze pséti té% Q(x) = Z - G klademe-li ay; = aj; prol <j <k <1

pfedpokldddme stéile aj, reé.lné V uvedeném tvaru je napsina té% forma (4)
(vzhledem k zémé&nnosti derivacf).
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Jak pozndme, ke kterému z téchto p&ti druhti pat¥i forma (5)?
Jsou tfi moZnosti:

A) Jest a;, = 0 pro viechna j, k= 1,2, .., r.

B) Existujij, ltak,%ea; =a,; =0,a; + 0 (5 <I).

C) Nenastdvé pfipad A) ani B), takZe jist§ existuje n&jaké aj + 0,
tieba a;; % 0. Potom lze ziejmé& psati

1
Qg oo ) = E (@132 + @15%3 + .. + a1,7,)? + Q4(, ..., %) .

Jestlize forma @, (v proménnych z,, ..., z,) pat¥ k typu C), mohu po-
kradovati obdobné dale a dospéji tak%s) konedn& budto k vyjédfeni

Qs -+ %) = Aj(C1%; + CroZa + ... + ¢1,%,)% +
+ Ag(Coe®s 4 €5y + ... + Co0,)2 + ... + A, (crp2,)?

nebo k vyjadieni

™ Qxy, ..., 2,) = Ayl + - + 2,2 ...+
+ Axlcu®e + ... + %) + Qu(@isy, .. 2) (K <7),
kde forma @, v (7) je typu A) nebo B), ¢&isla c,;, 4; v (6), (7) jsou razna
od nuly.
Je patrno, Ze forma (6) nebo (7) nabyva pfi vhodné volbs hodnot
Zy, ..., , téhoZ znameni jako éislo 4;; staéi totiz volitiz, = 0 prol > j,
z; = 1 a urditi (je-lij > 1) z;_,, z;_,, ..., ¥, postupné z rovnic

(6)

Cio1,-1%5-1 F Co1,% = 0, Cj_p,j9%s-2 + Cjop,j-1%j—1 + Cjp,5%5 = 0
atd. Maji-li tedy dv& z ¢&isel A; v (6) nebo v (7) opaénd znameni, je
Q indefinitni. Rovnéz je @ indefinitni, je-li v (7) forma @, typu B):
Volim totiZ z, =0 pro o >k, h + 4, b + l a jednou z;, =z, =1,
po drubé z; = — z, = 1, takZe @, nabyvi jednou hodnoty kladné,
jednou zdporné; &isla x,, z;_y, ..., ; volim potom tak, aby soudinitelé
pfi A4,, A;_,, ..., A, se rovnali nule. Maji-li viechna A4; v (7) totéz
znameni a je-li @, typu A), je @ semidefinitni (volim z,,, ..., 2, libo-
voln& a uréim pak &, @;_y, ..., Z; postupnd tak, aby se soutinitelé pfi
A,, Ay_,, ..., A, rovnali nule). Maji-li kone#nd viechna A4, v (6) totéz
znament, je @ definitni: @ je totiZ rovno nule jen tehdy, je-li ¢,,x, = 0,

49) Po piipad¥ po vhodném pieéislovani prom&nnych @y, «..s Zy
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Cr—t,r—1%r—1 + Cr_y, .2, = 0,..., coZ dava postupnéz, = 0,z,_; = O, ...,
z, = 0. Tyto poznamky nam stadi; z algebry toho oviem asi o kvadra-
tickych forméch vite podstatné vice. Jenom pozor! Forma z2 4 32 ve
dvou proménnych z, y je positivng definitni; ale forma z? 4 y* ve
tfech proménnych z, y, z (tedy vlastné z2 + 0.zy + y* + 0.2z +
+ 0.yz 4+ 0.2?%) je positivné semidefinitni, nebot se rovna nule pro
z =y =0, z libovolné.

Dikaz véty 216. Ziejms je
(8) D(th,y, ..., th,) = t*D(hy, ..., b,) .

Z existence diferencidlu 2. fd4du v bod®& a plyne existence diferenciilu
1. ¥édu v jistém okoli Q(a; 4) (4 > 0). Podle véty 203 pro n = 0
(t. j. podle pozn. 1 v kap. VII, § 11) je tedy pro 0 < ||h]| < 4

(9) fa+ k) — fl@) = 3 fa + Ok B, (0< O < 1)
i=1
(pﬁi fi= % atd.]. Jezto funkce f; maji v a diferencidl 1. ¥idu a
5

jeZto v bods a plati (3), je podle def. 37

(10) @+ O = ffa+ Oh) — (e) = 3 fu(e) Ohs +

+ Ok n,(Oh) ,
kde lim #,(v) = 0. Jeito ||@h|| = O|k||, plyne dosazenim z (10) do (9)

fla + k) —fla) =06 3 (kzlfu(a) b + ||kl n;(OR)) &, ,
=1 k=
a tedy (jezto |hy| < |IAl)
(11) Ha + k) — f(@) = O(P(hy, ..., h,) + [IBl*n(R)) ,
kde lim n(k) = 0. Jeito @ > 0, zileii pouze na znameni zivorky
h—o

v (11).

I. BudiZ & positivné definitni. BudiZ M mnoZina onéch bodi A, pro
n&z |h|| = Max (|h,, ..., |h,]) = 1.

Polozme 4 = inf &(k). Jezto M je kompaktni, existuje bod r? ¢ M

heM
tak, fe O(A®) = A (vita 170); tedy nutnd A > 0. Tvrdim nyni, Ze

509



pro kazdy bod & je ®(h) 2> A|h|2. To je jasné pro & = o; je-li b + o,
polotme &' = ”—ZTl, takze ziejmsg ||’ = 1,t.j. k' ¢ M, tedy D(h') > 4;

jezto pak A = ||k|| . &', je podle (8) vskutku @(h) = A|[h|j2. Tedy z (11)
Plyne, Ze Pro 0 < ]| < 4 je

fla + k) — f(a) = O|IAl? (4 + n(R)) -
Jezto ©® > 0, A > 0,lim n(h) = 0, existuje 6 > 0 tak, Ze pro 0 < ||| <

h—o
< dje f(a + k) — f(a) > 0; tedy mé f v bod& a ostré lokélni minimum.
I1. BudiZ & negativné definitni: potom uZiji vysledku z I na funkei
—f.
III. Budi? & indefinitni. Potom existuji body « = [«,, ..., «,],
B = [By - B.] tak, 26 B(x) > 0 > &(B). Je-lit > 0, plyne z (11) podle
(8) (jezto [t = tlx])

fl@ + tx) — f(a) = OF(D(x) + |la|* n(tx))
f@ + tB) — f(@) = O(P(B) + IBI[* n(th)) .

Jezto lim n(tx) = hm n(tﬂ) = 0, plyne z (12): Existuje 6 > 0 tak, Ze
-0+

pro viechna ¢ € (0 6) je fla + tx) > f(a) > f(a + tf); tedy f nem4 lo-

kélni extrém v bodsé a.

Piiklad 1. f(z,y, 2) = 2® + y? + 32® — 32z — 2y + 2z; —aa—iz

= 3(2? — 2), o = 2(y — 1), % =2 — 3z + 2. Tyto derivace se

rovnaji nule tehdy a jen tehdy, je-liy = 1,2 = 22, 22 — 3z + 2 = 0,
coz dav4 dve fefeni: s =y=2=1, =2, y=1, z = 4. Bodu
[1, 1, 1] odpovida forma D(h, k, 1) = 6h% + 2k% 4 I* — 6kl = 6(h —
— 1) — 31* + 2k?, tedy nenastdvd v tomto bod® lokilni extrém.
Bodu [2, 1, 4] odpovidd forma 12h% 4 2k2 4 12 — 6hl = 2k2 4
+ (I — 3h)% 4 3h?, coi je positivné definitni — tedy ostré lokalnf
minimum_ ,

(12)

Ptiklad 2. V semidefinitnim ptipad® muZe, ale nemusi nastati

extrém. Pyiklady: fi(z,y) = * + 2% fu(z,y) = 2* + y* fi(2, ) =
= 2? 4 y3, V podatku jsou derivace 1. fadu rovny nule; forma P (k, k)=
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= 2h? je ve viech tfech piipadech positivn® semidefinitni. Je patrno:
v poditku mé f, neostré lokdlni minimum, f; ostré lokalni minimum,
fs nem4 Zadny extrém (pro # = 0 ma f, totéZ znameni jako y).

Ptiklad 3. Pro r =1 je @(k) = f"(a) h?, takZe dostivame vétu,
zndmou z DI: je-li f'(a) = 0, f"(a) + 0, m4 f(z) v bod& a ostry lokélni
extrém (minimum pro f’(a) > 0, maximum pro f"(a) < 0). Semide-
finitni piipad f'(a) = 0 lze &asto Fefiti uZitim vyiSich derivaci (viz
DI, véta 144).

Piiklad 4. Pro r = 2 snadno zjistite: forma a2? + 2fxy 4+ yy® je
definitni, semidefinitni, indefinitni podle toho, zda je ay — f* kladné,
rovno nule nebo ziporné. Tedy: Ma-li f(z, y) v bodé [z, y] totdlni
diferenciél 2. fadu a je-li v tomto bodé f, = f, = 0, plati:

I. Je-li f,.fyy — (f2y)? > 0, mé f v tomto bod3 ostry lokalni extrém
(minimum pro f,, > 0, maximum pro f,. < 0).

II. Je-li f,.f,, — (f)? < O, nemé f v tomto bod& lokilni extrém.

Pisi f,, = Ra a pod.
[ o = ey o)

Cvidenf

I. {(z,y,2) =23 + y3 + 23 — 3Bxy — 3yz — 3zx. Vyjde jediny lokalni ex-
trém: ostré minimum pro z =y =z = 2.

2. f(z,y,2,u) =2% + y® + 28 — 3oy — 3yz — 3zz. Z cvié. 1 ihned plyne:
v bodech [2, 2, 2, 4] (u libovolné) je neostré lokélnf minimum; jinych lokdlnich
extrému nenf.

§ 3. Vazané extrémy. V tomto paragrafu uziji poditani s totdlnimi
diferencidly (viz kap. VII), jezto tim nabudou podetni pravidla
zvla$té jednoduchého tvaru. Budiz dana funkce f(z,, ..., z,) a s funkei

0<8<r)gu(®y oees Zp), «evs Go(@y, - o5 &,). Znakem M oznaéme mno-
Zinu vSech bodu [z, ..., #,], vyhovujicich rovnicim
(13) 91(Zyy oo ) =0, .00, @o(®yy oo ) =0

Budeme hledati lokalni extrémy funkce f vzhledem k mnoizing M;
mluviva se také o ,,Jokdlnich extrémech funkce f, vizanych podmin-
kami (13)*“. Vysledek je dan touto vétou:
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Véta 217. Funkce

(14)  HZgy eees Tp)y G2(®r cees Te)y oves Gul@gs oer y) (0 < 8 < 1)

necht maji spojité parcidlnt derivace 1. fddu v otevfené mnoZiné E C E,.
V kazdém bodé mnofiny E necht md matice

|

as)y ...

hodnost s. BudiZ M mnoZina vdech bodi [z, ..., x,], jeZ vyhovujt rov-
nictm (13). Potom plati:

I. Ma-li funkce | v néjakém bodé a = [a,, ..., a,] e B lokdint extrém
vzhledem k M, existujt redlnd &sla ,, ..., 2, tak, Ze jest

(16) agi’:)q- 21 3—9@_0 G=1,...1),
(17) Ge@) =0 (k=1,...3).

II.Je-liaeE bodal,..., A Esla, pro které platt (16), (17), a maji-is
funkce (14) v bod¢ a totdlnt diferencidl 2. Fddu, sestrojme kvadratickow
formu v proménnych dz,, ..., dz,

4 2 8
(18) ¥(dzy, ..., dz,) = 2, ( #f(a) n Z %gk(a)) dz, dz,, .

jm=) \0%; 0%, * oz, ox.

Jetto matice (15) md v bod¢ a hodnost s, jest aspoti jeden jejt s-Fadovy
determinant v bod€ a rizny od nuly; budif na pf.

a9 (pluatd) 4o

Napidme s roonic

(20) i a%’i“) dz,=0 (k=1,...8),

I=1
vypoltéme z nich dz,, ..., dz,%) jako linedrni formy v proménnyjch
dz,,,, ..., dz, a dosadme tyto linedrni formy do ¥ za dz,, ..., dz,. Tim

§). Kdyby byl determinant (19) roven nule, musil bych misto z,, ..., %,
pséti jiné prom&nné Tpys oves Tomye

512



pfejde ¥ v kvadratickou formu ®(dz,,,, ..., dz,) proménngch dz,,,, .. .
.oy dz,. Je-li tato forma @ positivné (negativné) definitni, md f v bodé
a vzhledem k M ostré lokdlni minimum (maximum); je-li indefinitnd,
nemd f v bodé a vzhledem k M lokdlnt extrém.

Poznimka 1. Véta 217 je dlouhd, ale snadno se pamatuje: Sestro-
jim funkei

K(xl, ceey xr) = f(xl’ ey x,) +kzl}'kgk(zl) LR ] xr)

s konstantami 4, ..., 4, zatim neurdenymi. S*funkci K zachizim pak
obdobné jako v § 2 s funkci f: napfed najdu ty body, v nichz — pFi
vhodné volbg éisel 4y, ..., 4, — je

oK oK

a_xl == eee axr
pfi CemZ se ov¥em omezuji na ty body, v nichZ platt (13). Najdu-li takovy
bod, sestrojim formu ¥, t. j. totdlni diferencidl

&eK = 2, _ﬁK_dx,dxh;

Hh=1 3:1:, 327;,

=0,

zde vdak nenechdm vdechny proménné dzx,, ..., dz,, nybrZ pouZiji vztaha,
plynoucich diferencovdnim rovnic (13):

r

gy _ _ .
121 é)T:,dx'_ 0 (k=1,...,8);

z téchto rovnie vypoétu s z hodnot dz,, ..., dz, pomoci ostatnich r — s;
dosazenim do d2?K dostanu kvadratickou formu @ v r — s promén-

nych, a pro extrém plati nyni totéz pravidlo jako ve vété 216. Vezméme
ihned piiklad.

Priklad 1. Nalézti lokalni extrémy funkece f(z,y) = 2? + 2y3,
vazané podminkou g(z,y) = 0, kde g¢g(z,y) = 2 — 2z + 2y% 4 4y.
Piedevsim: na¥ postup by selhal v bodech, v nichz g =0, g, = 0,
g,=0, t. j. 22 —2x 4+ 22+ 4y=0, 2—1=0, y4+1=0, ale
takové body neexistuji (pro =1, y = — 1 je g(z, y) + 0). Po-
stupuji tedy bez obav dale: napisi rovnice

22+ 2A(x — 1) =0, 4y + 4A(y + 1) = 0, 2% — 22 4 2y%2 4 4y = O.
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Prvni dvé davaji A + — 1, 2 =2:(14+ 1), y = — A:(1 + 2), treti
pak ddvd — 312 — 64 = 0, tedy A = Onebo 2 = — 2. Tedy mame dvs
feSeni: A1 =0, 2=y =0, A= —2, z =2, y = — 2. Sestrojim to-
talnf diferencidl druhého fadu funkce K = f 4 1g:
d2K = 2(1 + A)da? + 4(1 + A)dy2.
Z rovnice dg(z,y) = 0, t. j. 2(x — 1)dxr 4 4(y 4+ 1) dy = 0 plyne

v prvnim piipadé (r = y = 0) i v druhém (z = — y = 2)dz = 2dy,
takie v prvnim piipadé (A = 0) mame d2K = 12dy?, v druhém
(A= — 2)d?K = — 12 dy?, takZe v bodé [0, 0] madme ostré lokilni

minimum (coZ bylo i pfimo patrno), v bodé [2, — 2] ostré lok4ln{ ma-
ximum vzhledem k mno#iné M, dané podminkou g(z, y) = 0.

Dukaz véty 217. Budiz a = [ay, ..., a,] ¢ £ n&jaky bod mnozZiny
M, takZe plati rovnice (17). JeZto ma matice (15) v bodé a hodnost
s, je aspon jeden s-fadovy determinant rizny od nuly; nechf plati
tieba (19). Podle véty 210 plati pak: existuji ¢isla 6 > 0, 4 > 08 touto
vlastnosti: Ke kazdému bodu [z,,,, ..., Z,] intervalu

[Tm — m| <8 (mM=s8+1,...,7)

existuje v intervalu
lxk—a/kl<A (k=l,...,s)

jeden a jen jeden bod [z, ..., z,] tak, Ze plati (13) (t. j. tak, Ze bod
[z, ..., 2,] lezi v M). Ozna&im-li tyto hodnoty z,, ..., z, znaky
(21) % = Q(Tyyyy -0 Ty) (k=1,...,8),
jsou funkee ¢, (i jejich derivace 1. ¥adu) spojité v okoli bodu [a,,,, - --
eer @7] & jost (@4, ..., @,) = @, (viz pozn. 2 v kap. VIIL, § 1).

Z toho je ihned patrno: misto, abychom vysetfovali lokalni extrémy
funkee f(z,, ..., 2,) v bodé& [a,, ..., a,] vzhledem k mnoZiné M, miizeme
vySetfovati lokalni extrémy funkce
(22) F(xl+l’ A ] x,) = I(q’l(xl+1: ey Z,), ey w;(xa-f-l, ey xr)a x:+17 ceey z')

v bodé & = [@,44, ..., a,] %) (ted jiZ bez jakéhokoliv dodatku ,,vzhledem
¢) To plyne bezprostiedns z této pozndmky: Bod [z, ..., z,] leti v M ,,velmi
blizko* bodu [a,, ..., a,] tehdy a jen tehdy, je-li 7, = @(%s41s ---»2,) Pro k=1,

e :,pa‘; ({;ﬁ){)—ﬁé}md [@s415 -+ Z,] ,,velmi blizko* bodu [q, +10 +==» @;]. Promyslete
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k M‘ nebo podobné). K feSeni tohoto iikolu uZijeme pak v&t § 2. Jest

@) oF(x) _ of(a) + Z of(a) 3‘1’1("‘) m=s+1,...,7),

0% a37m -1 axt
9gx(a) 9gx(a) Opi(x) k=1,...,8
(24) 0T +;zl ox, = oz, =0 m=s+1,...,7]"
I. Ptejme se pfedné, kdy jsou splnény podminky
oF(x) oF (x) _
(25) Ty _"7—3_3:, 0.

Existuje jeden a jen jeden systém ¢&isel 4,, ..., 4, (redlnych) tak, Ze jest
s
(26) 1O Su%0 =1,...0;

oz,
to plyne z nerovnosti (19). Volime-li tak 4,, ..., 4,, plyne z rovnic (23),
(24) (k-tou rovnici (24) nisobime A, a seéteme)

) )y $ 1) S ople) (d) S, )
(m=¢+1,...,r). Podle (26) plyne odtud:

oF(a) _ 9f(a) >, 99:(a) _
T = Tm + Z . m=s+1,...,7).
Tedy: rovnice (25) plati tehdy a jen tehdy, lze-li naléztiredlnd 4,, ..., 4,
tak, Ze rovnice (26) plati nejenom pro I =1, ..., s, nybrZ i pro !l =
=g+ 1,...,r; tim je tvrzeni I dokézéino.

II. Necht existuji redlns 4,, ..., 4, tak, Ze platf (16) a necht funkoe
(14) maji v bodé a totilni diferencial 2. fadu, takZe (podle véty 211,
IT) také funkce v (21) maji v bodé o = [a,,,, ..., a,] totdlni diferen-
ciél 2. ¥ddu. Podle pravidla o totdlnich diferencidlech sloZenych funkci
je tedy

r

27
(27) — >
v jistém okolf bodu «, a v bodé & samotném méme
r 32f
2
(27a) d2F = “nz_‘ 7, o, da:,d +,..§1 diz, ;
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pti tom dz;, d%z; pro j = 1, ..., s znadi diferencidly funkei (21); Ze je

o

d*z,,, = ...=d%, =0, ndm ovSem nevadi. V (27) oviem do o
5

jest za z,, ..., x, dosaditi funkce (21), obdobn& v (27a); jeZto ¢,(x) =

=a; pro j =1, ..., 8, znamend to, Ze v (27a) se berou hodnoty % ,

of '
33, ax,,.
d2p;) jest v (27a) brati v bodé «. Podobn& z rovnic (13) gi(z) = 0
(k=1,...,8), kde opét z,, ..., z, znadi funkce (21), plyne v jistém
okoli bodu «

v bodé a; diferencidly dz;, d%x; pro j = 1,...,8 (t. j. de,,

9
(28) ’ZL ax, dx, - 0

a v bodé « samotném
r

@2 o= > T - dz, dz m+zag‘dz k=1,...8).

jym=1 ax
Nésobim-li k-tou rovnici (29) ¢&islem 4, a pfiétu k (27a), obdriim
podle (16)
s (&) S, Pgxa)
2 — 7
(30)  dF(x) ,21(%, oo, T 2™ 7, 7y 4 9 )

Tato rovnice plati pro viechny hodnoty dz,,,, ..., dz,; pfi tom jsou
dz,, ..., dz, linearni formy v dz,,,, ..., dz,,,, jeZ 1ze (vzhledem k ne-

7,m=

rovnosti (19)) vypodisti z (28) (kam% je do funkef ag" dosazeno
T

"z =ay..., % =a,). Tim dostaneme d2F(x) vyjiddfeno jako privd
onu kvadratickou formu @, o niz se mluvi v tvrzeni II véty 217.
Z véty 216 pak okamzit§ plyne spravnost tvrzeni II.

Poznimka 2. Postup udany vétou 217 je zcela symetricky: kdyby
se determinant (19) rovnal nule, potital bych z (28) prosté jiné dife-
rencidly neZ dz,, ..., dz,.

Piiklad 2. Hledejme extrémy funkce f(z,, ..., z,, ¥y) = y, vizané
podminkou

(31) 9(Zgs s Ty, Y) =0

7) Vlastnd jsem mél psati dz;(x) dz,(x).
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(jde tedy v podstaté o extrémy implicitni funkce y = ¢(zy, ..., Z,),
definované rovnici (31); ale nd§ problém je o néco obecn&jii, viz dile
pozn.?)). Pti tom se omezime na body jisté oteviené mnoziny E C E,,,
a pfedpokliddme: v kaidém bods mnoiiny E ma g totilni dife-

rencidl 2. fddu a aspoti jedno z clsel . :79 Z; je rizné od nuly.?)
. . og 6g Y
Rovnice (16) jsou ted A P }. =1+ }. —!-l- = 0, coz divé
1
9 _ _9 g
= — 1:>=. Hledaji body,
8y % 0, =~ 7, = %, =0,A= edaji se tedy ony body,
v nichi g = % =,,.= ) = 0. Kvadratickd forma ¥ z véty 217
0%, ox,
je nynf
r r azg
Al 2 dx, dz,, + 2 2 dx, dy + .
jome=1 a.’t,
3g a_g_ =+ 0, takZe z rovnice

Ve vysetiovaném bodé j je —1 == 0, oy

3xdx+ +agdx+ gdy--O plyne dy = 0. Forma, jeZ roz-
1
hoduje o extrému je tedy (]ezto zélezi jen na znameni) tato forma
v dz,, ..., dz,:

4 o*g
dz, dz,,
;mzla“la !

znamenf horni platf pro 537 > 0, dolnf pro 2—;’1 <0.

Poznimka 3. Véty § 2, 3 nesmime precefiovati, ale také ne pod-
cefiovati. Mno%ina M zde byla dédna rovnicemi (13), ale &asto byva
mnoZina M déna nerovnostmi (nebo rovnicemi a nerovnostmi).
Budiz na pf. M ,,pulkruh v E,:

M=E@+r<1, y>0)
(=]
a hledejme nejvétsi hodnotu funkee f(x, y) v mnoZind M (f nechf mé
v jistém okoli mnoZiny M spojité derivace 2. ¥d4du). V bodech ¢,

®) Pripoustim tedy po p¥p. té% body, v nich¥ %’- =0.
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v nichZ f nabyva této nejvétsi hodnoty, mé f lokalni maximum vzhle-
dem k M (a tedy téZ vzhledem ke kazdé mnoziné N ¢ M, pokud ¢ € N).
M je zde ovSem déno nerovnostmi. Ale pies to lze uZiti vét § 2, 3.
Abychom nasli body ¢ € M, v nichZ f mé nejvétsi hodnotu, hledejme
A) wnitini body M, v nichZ f mé lokalni maximum; B) body oblouku
2?2 4+ y? = 1,y > 0, v nichZ f m4 lok. maximum vzhledem ke kruznici
z? + y? = 1; C) lokdlni maxima funkce f(z, 0) (— 1 < z < 1); a k tém-
to bodim piidejme jeitd D) body [— 1, 0], [1, 0]. Hledané body c
jsou mezi témito body obsaZeny. Pii tom &asto vystadime s vétou 215
a 8 dasti I véty 217 (t. j. nemusime vySetfovati piislusnou kvadratickou
formu).?) UkaZeme na piikladé, jak postupovati.

Piiklad 3. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

f@,y) = «* + y* — 3ay
v mnozind M, dané podminkami

0<2<3, 0<y< 222,

Jeito M je kompaktni (t. j. omezena a uzaviend), existuje tato nej-
v&t&i a nejmensi hodnota (véta 170). Nadrtnéte si M!

I. JestliZe f nabyvé své nejvétsi nebo nejmensi hodnoty v né-
kterém vnitfnim bodé mnoziny M, musi v tomto bodé byti f, = 3z% —
— 3y =0, f, = 3y* — 3z = 0; odtud ihned z4 = z, tedy budto x = 0
(odpadé, jeZto by to nebyl vnitini bod) nebo x = 1, nadez y = z? = 1.
To je vnitini bod M; jest f(1,1) = — 1.

I1. Jestlize f nabyvéa své nejvétsi nebo nejmensi hodnoty na oblouku
paraboly y = 222, 0 < x < 3, musi pro pfislu$né z miti funkce

flx, 22%) = 23 4 (22%)3 — 3z . 222

lokalni extrém,!?) tedy musf byti 48z5 — 1522 = 0. Jeito ma byt
0 <z < 3, prichdzi v tvahu jediny bod [z, 2xj], kde z} = >,

. as 16
f(@o, 275) = — 32"

9) T. j. zjistime pouze body ,,podezielé‘‘ z extrému a nemusime zjisfovati,
zda v nich lokélnf extrém skuteéns nastane.

10) JeZto velmi snadno dosadims do f(z,y) hodnotu y = 223, nepolitime
zde extrémy funkce f(z, y), vézané podminkou y — 2z% = 0, podle vty 217,
nybrz dosazujeme pfimo y = 2z* do f(z, y).
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III. Proy = 0, 0 < z < 3 m4 funkce f(z, 0) = 28 derivaci 322 % 0.

IV. Pro z = 3, 0 < y < 18 dostdvame funkei 27 4 y3 — 9y, jez
muze miti lokalni extrém jen v bodé y = V§

Nejvétsi a nejmensi hodnoty muZe tedy f(z,y) v mnozing M na-
byti jenom v nékterém z téchto Sesti bodi: [1, 1], [z,, 2221, [3, V31,
[0, 0], [3, O], [3, 18]. Snadno zjistite, Ze z Sesti hodnot funkce v t&chto
bodech je nejvétsi f(3, 18) = 5697, nejmensi f(1,1) = — 1. Tim je
kol rozfefen. Vidite, Ze jsme viibec nemusili vySetfovat, zda v onéch
bodech existuji lokdlni extrémy.11)

Cvideni

I. Funkce f(x,¥,2) =2 + y + z mé pridvé jeden lokalni extrém, vézany
podminkou
(32) 2+ Y+ 22+ 3ayz2—1=0,
totiZ ostré lok. maximum pro * =y = z = 6~ 3. Ostatni ,,podezielé** body

[l7£ f/i. 0], [i/; 0, i/;], [o, ]s/}, ]7}] nedavaji lokélni extrémy. (Z4dny bod
mnoziny (32) nenf tieba vyludovat.)

2. Ve smyslu ptikl. 2 najdete, %e funkce f(z, ¥, 2) = z mé4 jediny lokélni
extrém, védzany podminkou

(33) 2ty + Y2+ 22 =1,
a to ostré lok. maximum v bodd # =y = 0, z = 1. (Z4dny bod mnoZiny (33)

neni tfeba vyludovat.)

3. V piikl. 1 je mnoZina g(z,y) = 0 omezena (a ovSem uzaviend), jefto
gz, y) = (x — 1) + 2(y + 1)* — 3. Z toho a z vysledku piikl. 1 plyne, Ze na
mnoZing g = 0 mé f nejvétsi hodnotu 12 (pouze v bodd [2, — 2]) a nejmensf
hodnotu 0 (pouze v bodé [0, 0]).

4. MnoZiny (32), (33) jsou uzaviené, ale funkce z + y 4 2z resp. z nenabyvé
v (32) resp. (33) nejmensi hodnoty. Tedy tyto mnoZiny nejsou omezené. To zjis-
tite ostatn® téZ velmi snadno pfimo.

1) Z vysledku je oviem patrno, Ze v bod® [3, 18] je ostré lokdlni maximum
vzhledem k M, v bod$ [1, 1] ostré lokédlnf minimum (dokonce vzhledem k E,).
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