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DODATEK III

VETA WEIERSTRASSOVA A IMPLICITNI FUNKCE

§ 1. V&ta Weierstrassova. V tomto dodatku se budeme zabyvat
fadami tvaru

Q0

(1) Y e a2l (r2))
n, .. 0r

pro komplexnf z,, ..., z,. UZijeme viak dosaZenych vysledki téz ke
studiu redlnych proménnych a bude nés tedy zajimati otdzka, kdy
soudet fady (1) — pokud je absolutné konvergentni — je redlny pro
redlné hodnoty z, ..., zr. Odpovéd je téméi samoziejm4:

V&ta 252. Rada (1) budif absolutné konvergentni v okoli poddtku;
budi? f(x,, ..., zy) jeji soudet. Potom vyrok ,,Existuje R > 0 tak, Ze f je
redlnd pro vdechna redlnd x,, ..., z,, splitujici merovnosti |x;| < R
(=1, ..., r)“ plati tehdy a jen tehdy, jsou-li viechna &isla ay,, ..., ;,
redlnd.

Dikaz. I. Jsou-li ay,,...,;, redlnd, je soudet fady (1) — pokud
existuje — redlny pro redlnd z;.

II. Je-li f redlnd pro vSechny redlné hodnoty z; takové, Ze | 5 | < R,
jsou téz parcidlni derivace funkce f redlné pro tyto redlné hodnoty z;
(nebot se tyto derivace daji poéitati jako derivace redlné parcidlni
funkce fn(z, ..., r) redlnych proménnych, kde N je mnozina onéch
(redlnych) bodu [z, ..., z,], pro néz je —R < z; < R, viz kap. XI,
§ 1, pozn. 3). Specidlné jsou tedy redlnd téz éisla (viz vétu 232)

1 oir+ - +ir f(0, ..., 0)
g1l .. g oxlt ... o

Véta, kterou nyni odvodime, se tykd nésledujici véci:
Budiz
(2) F(x, ..., zr,y) = ; aky, ..., ke; k) 2 ... 2iyk

kiy s 7, k=0

mocninng fada o r 4 1 proménnych, absolutné konvergentni v okoli
podéatku. (Jezto indexy budou &asto slozité, pisi radéji a(k,, ..., k,; k)
misto a;,, .. i, apod.)

= ajly o
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Predpoklédéme, Ze F(0, ..., 0, 0) = a(0, ..., 0; 0) = 0, %e viak fada
(2) obsahuje néjaky od nuly razny é&len a(0, ..., 0; k) y* (v ném tedy
ky = ... = ky = 0); budizn nejmensf takov4 hodnota k, takze
(3) a@,..,0,k)=0 pro 0=k <mn, a,..,0n)#£0.

Za tohoto predpokladu rozlozime funkeci F ve dva &initele:

Vé&ta 253. BudiZ fada (2) absolutné konvergenini v okoli poldtku;
budiZ n pfirozené &islo takové, Ze plati (3). Potom existuje jedna a jen
jedna mocninnd fada

00

(4) G@ry s, y) = Y b(j1, nfrsf) 2. 2yl

Tty s Jraf=

JjeZ je absolutné konvergentni v okoli poldtku a spliiuje v okoli poldtku
rovnict tvaru

n—1
(6) F(x1, ..., 2, y) = (y* + Y. ¥*pr(@1, ..., %) A1, ..., Zr, Y);
b=0

pritom jsou pi(zy, ..., xy) mocninné fady, absolutné konvergentni v okoli
pobdtku, bez prostého &lenw (8. pr(0, ..., 0) = 0). Soubinitele mocninnych
fad G, px lze stanoviti EtyFmi zdkladnimi dkony poletnimi ze souéiniteld

fady F. (V&ta Weierstrassova.)
Pozndmka 1. Z (4) plyne, Ze souéinitel pfi y» v (5) vpravo je
prosty élen b(0, ..., 0; 0), takZe

¢, ..., 0,0) = b(0, ..., 0; 0) = a(0, ..., 0; ») # 0;

rovnicf (5) je tedy funkce F rozloZena na dva é&initele: druhy z nich
je rizny od nuly v okolf poéétku, prvni z nich je vzhledem k proménné
y mnohoélen n-tého stupné.

Dikaz. Jeito z rovnice (5) plyne G(O, ..., 0, 0) 5% O (viz pozn. 1),
znamené rovnice (5) v jistém okoli poéatku totéz jako rovnice

n—1
6) F(x1,..,%r,y). Hz1, ..., Zr, y) = y» +kzoy'=pk(x1, ey Zp),

kde H = 1 : @. Pfitom mé byti H mocninné fada

(7) H(z,, ..., Zr, y) - Y od(k,, vy gy B) 25 L by

Ly ooy Ty B=

615



absolutné konvergentni v okoli poé¢itku; vSimnéme si, Ze z (6) plyne
nutné (srovndnim soudiniteld pfi y»)
1

®) d(0, .- 03 0) = o5—5-0y

# 0,

Najdu-li takovou fadu H vyhovujici rovnici (6) a zjistim-li, Ze je
jednoznaéné stanovena, bude tim také nalezena a jednoznacné stano-
vena fada G = 1 : H, vyhovujici rovnici (5) (viz vétu 235); soudinitele
fady G lze ze soudiniteli fady H obdrZeti étyfmi zdkladnimi tkony
podetnimi (viz vétu 235) a soudinitele fad pi lze podle (6) obdrzeti ze

soudinitelt fad F, H rovnéZz étyfmi zdkladnimi dikony podetnimi (viz
rovnici (49) ve vété 233). Mdme tedy dokdzat toto:

1. Existuje jedna a jen jedna rada (7) tak, zZe plati ,,form4lné‘
rovnice (6), to znamend: vytvolim-li mocninnou fadu ¥ . H podle
pravidla, vysloveného ve vété 233 (viz rovnici (49) v této vété), bude
tato fada miti prosty élen 0, soudinitele 0 pii y, ¥2, ..., y»~1, soudini-
tele 1 pfi y» a konedné soudinitele 0 pii kazdém soudinu ykz' ... z)",
kde je budto k& > » nebo k, + ... + k, > 0, k = n. Soudinitele této
fady (7) lze stanoviti ze soudiniteld fady (2) ¢tyfmi zdkladnimi ikony
pocdetnimi.

II. Rada (7), stanovend v bodé I, jest absolutnd konvergentnf
v okolf poditku.

K bodu I.,,Vyskou* élenu d(ly, ..., ly; h) nazvu éislo (n + 1) (i1 +
+ ... + ;) + k. Rovnice, jez maji byti splnény, jsou tyto: jsou-li

M1, ..., my; m libovolnd celd nezdpornd é&isla, md byti
Y a(j, - g ) Ak, ., ke k) =

fitki=m

ot by =m,

itk =m
(9) lprom =mn,m + ... +mp =0
_)O0prom=mn,m + ... + m, > 0
Oprom >n,my+ ... + mpy =0

e

Oprom < n,m + ... + my

Pritom jest a(ji, -, jr; j) = 0 proji + ... + jr = 0,j < n; tyto &leny
budeme tedy v (9) vynechdvati. Odtud je téZ patrno, Ze v (9) stoji
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ve Stvrtém piipadé vlevo nula, takZe rovnice je splnéna, at jsou &fsla
,,d‘‘ jakdkoliv; budeme se proto zabyvati pouze prvnimi tfemi piipady
této rovnice. Pisme a(0, ..., 0; n) = « # 0; prvni rovnice potom jest

(10) «d(0, ..., 0;0) =1, tj. d(0,0, ...,0;0)=%,

¢imz je uréen €len vysky 0. V druhém nebo tfetim piipadé lze
rovnici (9) psat ve tvaru
(11) ad(my, ..., me; m —n) = —Z a(j1, ..., jr; j) A(ks, ..., ke; k).

Pritom jest m = » a v piipadé m = n jest my + ... + m, > 0; vpravo
se séitd pres ony systémy ji, ..., jr; J; k1, ..., kr; k, Pro néz plati pfedné

(12) it ki=m, . et be=my, j+k=m
a za druhé
(13) budto j; + ... +jr > 0, nebo j > n.

Pigi-li m —=n = h, lze rovnice (11) psati (vzhledem k (12), (13))
v tomto tvaru:

(14 o e ema = |
= —Za(ji, ..., Jr, J) A1 — Jr, ..., m¢ — jrs B 4+ n—j).
Pritom je A 2 0 a v piipadé & = 0 je m; + ... + m, > 0 (piipadu
h=0, m + ... + my = 0 odpovidd rovnice (10)). Vpravo se séitd

pies vSechna ji, ..., jr; j takovd, Ze je (viz (12), (13))

Oéjléml,...,O_éj,ém,, 0§j§h+n
a pritom
budto j; + ... +jr > 0 nebo j > =n.

Clen vysky nula je stanoven rovnicf (10); budiz » € N a predpoklé-
dejme, Ze byli jiz stanoveni vSichni élenové vysky < p; budiz
d(m,, ..., m; b) néjaky &len vysky p, takze
(n+ 1)y + .+ mp) + h=p.
Clenové d, vystupujici v rovnici (14) vpravo, maji vysku
m+1)(m—ji+ ... +m—j)+h+n—j=

(15) i )
=p—Mm+ )G+ ... +Jr) +n—J.
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Zde je budto j, 4+ ... + jr = 1,j 2 0, takZe vyraz (15) je mensi neZ p;
nebo je j, + ... +jr =0, j > n, nadez vyraz (15) je op&t mensi
nez p. Rovnice (14) uréuje tedy postupné vSechny é&leny kladné
vysky pomoci ¢lentt mensi vysky, pfifemz se zfejmé uzivd pouze Sty
zdkladnich dkonid poéetnich. JeZto rovnice (10) stanovi &len vysky O,
je fada (7) sestrojena a bod I dokdzdn.

K bodu II. Polozili jsme a(0, ..., 0; n) = «. Podle véty 232 existujf
disla 0 < K, < + o, 0 < K, < + oo tak, Ze |a(k, ..., kr; k) | <
< K1K§'+"’+k’+". VolmenyniL < + oo tak velké,ze L | | > KK,
L > K;; potom jest tedy

(16) laky, ..., ky; k)| S || LDhi+o+ho+k

(tato nerovnost plati i pro %, + ... + kr + k£ = 0, nebof potom je
levé strana 0). Volme jesté L tak velké, ze L > (r 4 1) 2+, Tvrdim,
Ze jest
(17) | d(ky, ..., ke; k) | £ _l_l. ‘_L(n’+zn+z)(k.+...+k.)+(n.+2) k.

o

To platf vskutku podle (10) pro ¢len d(0, ..., 0; 0) vySky 0. Budiz p
pfirozené é&islo a predpoklddejme, Ze (17) plati pro viechny &leny
vy8ky < p; budiz pak d(m,, ..., m,; k) n&jaky &len vysky p, takie
m+1)m+ ... +m)+h=p
Jezto v (14) maji viechna &isla ,,d“ vpravo vysku mensi nez p, je
podle (14), (16), (17)
|d(m11 ceey My h) | é —l_i' Z L’I+ i1 X
i

X Lm*+2n+2) (mi=fit.tme—f)+ (n+2) (htn—J) =

(18) e l“ L(n*+20+2) (Mit..+m)+ (0+2) (h+n) X

||

X Z L-m+20+1) it +i) - (+1) 4

iy emadnnd
pFitom se sé&itd pies takové hodnoty j, < my, ..., 5, £ Mr,j) S b + n,
Ze je budto j > » nebo j; > 0 nebo j, > 0 ... nebo Jr > 0. Poslednf
fada m4é tedy soudet mensi nez
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Q0 00 0
. L-(n*+2n+1) 1.‘__. L-n*+2n+1) 4, +_ Z L-t+n4 4
Ji= Ir= j=n+1

0 o © )
+ ,-.Z L-(n*+2n+1) 1TZ L-n*+2n+1) fa _“.ZL—(nﬂ+zn+l) 1.‘2 L-t+171,

fi=1 ja=0 jr=0 =0

(19)

Jezto soudet geometrické fady s kvocientem ¢ (0 <q< %) je mensf

nez dvojndsobek prvniho €lenu, je vyraz (19) mensf nez
or+1],—(n+1)? + r2r+1~+n+1) < L—n*-2n,

Dosadime-li odtud do (18), obdrzime

| d(my, ..., me; B)| < —ll—L(n’+2n+2) (Mt +m)+(n+2)p

| &

¢imz je (17) dokézéno i pro vysku p. PoloZim-li nyni 4 = [n*+2n+2
B = Lnr+2, jest

(20) ld(k, ..., ks k) | <

Avsak rada

1
|

Aki+..+k Bk,

| :z | i AkrtskeBight | kgl —
K1y ooy kr, k=0
1 0 Q0 0
= Ax)kr ... k3 (By)*
] k‘zo( 1) k,z;‘o(Ax') kgo( Y)

jest absolutné konvergentni pro
|21 | < A7, ..., |2 | < A7, |yl < B,

tim spiSe je tedy (podle (20)) pro tyto hodnoty i, ..., zr, ¥ absolutné
konvergentni fada (7).

§ 2. Zékladni v&ta o implicitnich funkcich. V&ta 254. Budif
(21) F(zy, ..., z¢,y) = Zalky, ..., kr; k) a5 .. aiyk 1)
mocninnd Ffada absolutné konvergenini v okolt poldtku; budif F(O, ...,

0, 0) = a(O0, ..., 0; 0) = 0,—611(0’#()’%= a(0, ..., 0; 1) # 0. Potom

1) S&itd se oviem pies viechna celd nezépornd k., ..., kr, k, coZ pro zkréceni
(podobné jako pozddji) nevypisuji.
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existuji dvé ¢éisla Ry, R, (0 < Ry < 4+ o, 0 < R, < + ) 8 touto
vlastnosti: ke kaZdému systému &isel x,, .. , x, takovému, Ze | 1 | < R,
vy | Zr | < Ry, existuje v krubu |y | < R, jedno a jen jedno y tak,
Ze jest

(22) F(z,, ...,zr,y) = 0.

Oznaéime-li toto y znakem p(x,, ..., ,), jest tato funkce pro | xlll <Ry, ...,
| zr | < R, ddna absolutné konvergentni mocninnou rfadou

(23) P(@1,y ooy Xy) = ek, ..., k) 2 .. 2

bez prostého &lenu (c(0, ..., 0) = 0). Cisla ,,c* lze z &isel ,,a odvoditi
Styrmi zdkladnims vikony poéetnims.

Poznédmka 1. Ze pti vhodné volbé &isel R,, R, existuje ke kazdému
systému z,, ..., z,(| ;| < R)) jedno a jen jedno y(| ¥ | < R,) tak, Ze
plati (22), plynulo by snadno z obecnych vét kap. VIII, § 1; obSirné
to ukdzeme v dikazu véty 255 (bod I), kde to budeme potiebovati;
nové je zde hlavné toto: da-li se F vyjadFiti mocninnou radou, dé se
téZ y vyjadiiti mocninnou fadou.2)

Dukaz. Rovnice (3) z § 1 jsou u funkce (21) splnény pro n = 1;
podle véty 253 plati tedy rovnice '

(24) F(xy, ..,2r,y) = (y — 01, ..., &) G(21, ..., Tr, Y),

piiéemz p, G jsou mocninné fady, absolutné konvergentni napf. pro
|z;| < Rs, |y| < Rs (0 < R3 < + ©); pfitom je p(0, ...,0) =0,
G(0, ..., 0) # 0 (viz pozndmku 1 k vété 253). Existuje tedy R, (0 <
< R; < R;) tak, Ze pro |z;| < Rz, |y | < R: je G(z1, ..., zr, y) 0.
Jezto p(0, ..., 0) = 0, existuje R,(0 < R, < R;) tak, Ze pro | z;| < B:
je | p(x1, ...,x¢) | < R,. Rovnice (24) ukazuje pak: je-li |z;]| < R,,
|y | < Rz, je rovnice F = 0 splnéna tehdy a jen tehdy, je-li ¥ =
= p(x1, ..., 2y); a &islo p(xi, ..., 2;) mi vskutku prostou hodnotu
mendf nez R,. Obecny tkol (r + s proménnych, s rovnic) fesi tato
véta:

2) Podle véty o neuréitych soudinitelich lze oviem funkei p(z, ..., %r) roz-
vinout jen jednim zplisobem v mocninnou fadu, tj. &sla c(k,, ..., kr) JSou
jednoznaéné uréena.
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Véta 255. BudiZ ddno s mocninnych fad

F"(xl, ceey xr, yl, ...,yg) == zan(kl, ceey kr; ll, ...,ls) .

(25) L xf’y’,‘ y:' ~=12,..3),

absolutné konvergentnich v okoli poédtku; budif F,(0, ..., 0,0, ..., 0) =
= @4(0, ..., 0) = 0 pro n =1, ..., 8; funkéni determinant J(x,, ..., Zr,
Yty --os Ys) funkct Fy, ..., Fs podle proménnyjch y,, ..., ys budi v podtku
razny od nuly: J(0, ..., 0) # 0. BudiZ ddle ddno kladné éislo 6. Potom
existujt &isla Ry, R, 8 témito vlastnostma:

I. 0 <R, <9, 0 < R, <.
I1. Ke katdému systému &isel xz,, ..., z,, vyhovujicich merovnostem
|21 | < Riy ...y | 2r | < Ry, existuje jeden a jen jeden systém Eisel

Y1, ..., Ys takovy, Ze je | y1| < Ra, ..., | ys | < R a Ze plati soubasné s
rovnic

(26) Fu(xy, eoos@r, Y1, .y Ys) = 0 (mn=1, ...,58).
IIL. Oznaéime-li tyto hodnoty y., ...,ys znaky pi(zi, ..., 2Zs), ...,
Ps(1, ..., &), jsou tyto fumkce pro |z | < Ry, ..., |2, | < Ry ddny

absolutné konvergentnimi fadami bez prostého Elenu

o7 Pa(Z1, ..., r) = Zealky, ..., k) .. 2%,
(27) ca(0,...,0)=0 pro n=1,2 ..,s.

Soubinitele tad pi, ..., ps lze odvoditi ze soubinitels fad F,, ..., F,
Styrma zdkladnimi dkony poletnima.

Poznédmka 2. Smysl i obsah véty je zajisté jasny, aé text je dlouhy.
Body I, II pfipominaji vétu 210 nebo 211, k niZ se v dikazu téz
odvoldme. Podstatné novy je bod III, ¥ikajici: jsou-li F,, ..., F,
rozvinutelny v mocninné fady, jsou téz p,, ..., ps rozvinutelny v moc-
ninné rady.

Dikaz. 1. PiSme z; = t; +iuy, y; = v; + i wy,

Fﬂ(xl, ey ey Y1y ooy ys) = Pﬂ(tl9 cevy tf’ Viy o5 Us, Ury ..oy Uy,

Wi, ooy We) + 1 Qulty, ooy bry Uiy ooy Vg, Uny wony Up, W, ..., W)
(rozklad na redlnou a imagindrni éast). Funkce Py, @s tvoif systém 2s
redlnych funkef, zdvislych na 2r 4 2s redlnych proménnych; tyto
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funkce jsou v poditku rovny nule a maji v okoli poé¢itku spojité
parcidlni derivace. Funkéni determinant funkei Py, ..., Ps, @1, ..., @s
podle proménnych vy, ..., vs, Wi, ..., ws je (viz kap. XI, § 1, piikl. 7)
| J(z1, ..., Ys) |2, je tedy v polatku ruzny od nuly. Rovnice (26) zname-
naji pak totéz jako rovnice

(28)  Palts, ..., ws) = 0, Qu(ts, ..., ws) =0  (n=1, ..., 3).

Na rovnice (28) miZeme nynf uZiti véty 211; spojime-li opét redlné
a imagindrn{ ¢ésti, dostdvdme: Existuji kladnd éisla Rs, R, s témito

vlastnostmi: ke kazdému systému ¢&isel 2y, ..., zy, spliiujicimu nerov-
nosti |t;| < Rs, |u;| < R (j =1, ..., r), existuje jeden a jen jeden
systém hodnot y, = pa(z1, ..., 2s) (n =1, ..., 8), jenZ vyhovuje ne-
rovnostem |v,| < Ry, |wn| < Ry (n =1, ..., s) a spliluje rovnice

(26); pritom jsou p, funkce spojité pro |t;| < Rs, |us| < R; a jest
Pa(0, ..., 0) = 0.

2. Ted pfichdzi hlavni véc: zjistiti, Ze funkce p, (n = 1, ..., 8) lze
rozvinouti v absolutné konvergentni fady. Souéinitel pti ym v (25)
oznaéme gnm , takze gpm = @5(0, ...,0,1,0, ..., 0) = 0F (0, ..., 0)/0ym.3)
Jest

g1 ... Gis
(29) D= # 0.

gst ... Jss

Rovnice (26) piSme tak, Ze nechdme vlevo éleny gnmym, ostatni ddme
vpravo:

Inyi + ... + J1sYs = —Ea,(lcl, veny l,g) .’L‘i:' :I/i‘
(30) i, L

ot + - + Gosts = —Z aglky, .., L) b o

Vpravo schizi ¢len prosty, jakoZ i vSichni élenové, které jsme nechali
vlevo, takze ve vSech nenulovych &élenech vpravo jest

(31) budto £y + ... + k, > O nebo I, + ... + 1 > 1.

Oznaéime-li pravé strany v (30) By, ..., Bs, lze rovnice (30) psati

3) Jedniéka na (r 4+ m)tém mist8.
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gu¥r + ... + gsys = By,
(82) ,

g1 + ... + Gssys = Bs.
Z nauky o soustavich linedrnich rovnic je zndmo (viz napf. V. Kofinek:

Zéklady algebry):
Rovnice (32) jsou splnény tehdy a jen tehdy, plati-li rovnice

l [
(33) Yn = —D_i;D’"B’ (n=1,..s3),

kde Dy, je doplnék prvku g;» v determinantu (29). Dosadime-li do (33)
za B; fady z pravych stran rovnic (30), dostanou rovnice (33) tento
tvar:

(34) yn = Zbalky, ... ke, by, .., L)} 2yt g =1, ..,3),

pfi¢emz fady vpravo jsou absolutné konvergentnf v okoli pocdtku
a stitd se pres vSechna celd nezdporns ki, ..., k., Iy, ..., ls, pro néz
platf (31); ¢&isla ,,b* se daji zfejmé& vypodisti z ¢éfsel ,,a' étyfmi zdklad-
nimi dkony poéetnimi. Zjistime nynf toto:

Tvrzeni A. Existuji tady (27) bez prostého Elenu, absolutné konver-
gentnt v okoli poldtku a takové, Ze rovnice (34) (a tedy téZ (26)) jsou
splnény v okoli poldtku, dosadim-li do nich pj(,, ..., z)zay; (j =1, ...,
8); tisla ,,c* lze uréiti z &isel ,,b* (a tedy téZ z Eisel ,.a**) étyrmi zdkladnims
tkony pobetnimi.

K tomuto cilidosadime ptedev&im do (34) podle (27) y; = ps(xs, ...,
Zy) 8 dosud neuréenymi é&initeli ,,c*“, upravime levou i pravou stranu
v (34) v mocninnou fadu (s proménnymi z;, ..., z,) podle piedpisu,
vytéeného v kap. XI, § 4, pfikl. 1, naleZ napiSeme rovnice, fikajicf,
ze kazdy soudinitel vlevo se rovnd stejnolehlému souéiniteli vpravo.
Cislo ky + ... + kr nazveme vyskou &lenu cy(ky, ..., kr). Cleny vysky 0
zvolime rovny nule:

(35) n(0, ..., 00 =0 (n=1,...,8).

Srovnanim soudiniteld p¥i 21" ... 27" v rovnici (34) vlevo i vpravo
dostdvdame rovnici tvaru

Ca(my, o, M) = Zbalkr, oo br, b, ..n ls) . C(1) C(2) ...

(36) O+ b+ .+ 1),
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pri¢emz*)
(37) c(1),0@), .. Clh+ L+ ... + 1)

jsou néktera &isla Gp(qla vy qGry hi, ..y hs) kladné Vy’éky (viz (35));
soudet vysek &lent (37) je pak zfejmé m1 + ... + my— (k1 + ... + ky).
Je-li tedy ky + ... + kr > 0, maji viechna é&isla (37) vySku mensf
nez my + ... + my; je-li vak ky + ... + kr = 0, jest podle (31) pocet
¢isel (37) asponi roven dvéma, kazdé z nich ma kladnou vysku a soudet
téchto vysek je prdvé m, + ... + m,. Tedy i v tomto ptipadé m4i
kazdé &islo (37) vysku mensi nez m, 4 ... 4+ m,. Rovnice (36) urduje
tedy postupné jednoznalné kazdy ¢len cu(m., ..., my) pomoci Glend
mensi vysky (a to uZitim &tyf zdkladnich ikond pocetnich). Zjistime-li
jestd, Ze takto sestrojené Fady (27) jsou absolutné konvergentni v okoli
poddtku, bude tvrzenf A dokdzdno (nebot potom jest dosazeni
Y3 = pj(x1, ..., zr) do (34) a Giprava pravé strany v mocninnou fadu
dovolena podle pifkl. 1 v kap. XI, § 4,

Tuto absolutni konvergenci fad (27) dokdZeme nejpiehlednéji
pomoci dominantnich fad. V (34) jest b,(O, ..., 0) = 0, b,(O0, ..., 0, 1,
0, ..., 0) = 0 (jedniéka na (r + j)tém misté, j = 1, ..., s). Déle existuji
podle véty 232 vlastni kladnd &isla K, L tak, Ze jest

(38) |bakr, ooy ke, Uy ooy Ug) | < KLkrtetkrtbite 4l
pron =1, ..., s. K faddm, stojicim v s rovnicich (34) vpravo, existuje
tedy spoleénd dominantni fada
D(X1y ooy Try Y1y oees Ys) =
= K T Lot tketbtetlgl  abal o K KLy, + ... + ys)
(posledni ¢leny odéitdm, abych odstranil prosty ¢len a éleny sy, ..., ¥s).

Tuto dominantni fadu, absolutné konvergentni pro |z;| < L-1,
lys| < L1, lze sedisti:

¢(xl, [RXE] y&) = k -
(1 —Lzy) ... (1 — Lzy) (1 — Ly1) ... (1 — Ly,)
(39) — K — KLy + ... + ys).
‘) Jeli I, = ... =1, = 0, znadi ,,prazdny* soudin C(1)...C( + ... + L&)

ovSem jednigku.
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NapiSme rovnice analogické rovnicim (34), ale s funkef @ vpravo:
(40) Yn = ¢(xl) ey Try Y,y ---yys) (n= 1, very 8).

JestliZe 1ze nalézti fady bez prostého ¢lenu

nn(x], ceey xr) = Eyn(kl, ey kr) xll cee xf', ‘
vn(0, ., 0)=0 (m=1, ..

absolutné konvergentni v okoli poéatku a takové, Ze rovnice (40)
budou splnény, dosadim-li do nich za y; funkei 7y(zy, ..., z,), budou
podle piikl. 1 v kap. XI, § 4 a podle véty o neuréitych soudinitelich
platny rovnice dplné obdobné rovnicim (36), pouze misto ba(k,, ..., kr,
li, ..., l;) bude stéti piislusny soudinitel fady (39),tj. KLk +-+ketlit.tls,
misto cp(q1, ---, @rs R1y -5 hs) PAK yu(q1, ---, @r, P1, ..., ks). Z nerovnosti
(38) a z tvaru rovnic (36) je ihned patrno, Ze |cs(m1, ..., m,) | S
< yan(m, ..., my) (to plyne ihned indukei podle vysky); fada (41) je
tedy dominantni k fadé (27), takZe i fada (27) je absolutné konver-
gentni v okoli poédtku. K tplnému ditkazu tvrzeni A staéi dokdzati
jesté existenci absolutné konvergentnich fad (41)5), vyhovujicich rov-
nicim (40). Tyto fady dostaneme pak takto: Rovnice (40) (pro n = 1,
..., 8) budou splnény, polozime-li y, =y, = ... = y, = y a bude-li y
spliiovati rovnici (viz (39))
K
Y~ 0—ZIz) ... 0 —ZLay) (1 — Ly)?

(41)

(42) + K + KLsy = 0.

Podle véty 254 vSak existuje absolutné konvergentni fada n(z,, ..., zr)
bez prostého ¢lenu a takovd, Ze rovnice (42) je splnéna, dosadime-li
do nf y = n(x,, ..., zy). Nebot levd strana v (42) je rozvinutelna
v absolutné konvergentni fadu, mé v poédtku hodnotu 0 a jeji parcidlnf
derivace podle y mé v po¢atku — jak ihned vypoéteme — hodnotu 1.
Z4dané fady (41) tedy dostaneme, polozime-li viechny fady =, ..., 7t
rovny pravé sestrojené radé n. Tim je tvrzeni A dokédzéano.

3. Zbytek dukazu véty je jiz jen mald forméln{i Gprava. Zvolme R, > 0
tak, ze R; < 8, R; < R, (¢isla R;, R, byla zavedena v bod$ 1 dikazu).
Dile zvolme R, > 0 tak, ze R, < 6, Ry < R3 a pfitom tak malé, Ze
rovnice (26) jsou splnény pro | z; | < R, dosadime-li do nich za yx

5) VSechno ov8em ,,v okoli po¢dtku*‘.
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tady pk z tvrzeni A; déle budiz R, tak malé, Ze | pa(z1, ..., Zr) | < R:
pro | x| < Ry, ..., |2, | < R,. Je patrno: jelli |z;| < By, je téz
[t;] < Ry < Rs, |uy| < R, < R; a tedy existuje podle 1 nejvyse
jeden systém y, ..., y, spliiujici rovnice (26) a takovy, Ze | y» | < R
(nebot z |yn | < R; plyne |v,| < R; < Ry, |wa| < R; < Ry).

Ale jeden takovy systém vskutku existuje, totiz pravé y, =

= pa(Z1, ..., &) (viz tvrzeni A), nebof pro | z;| < Ryje|pa(21, ..., 2r) | <
< Rz.
Poznimka 3. Obdobni véta plati oviem téz, jde-li o fady
Fn(xl, ceey y8) =

= X an(ky, ..., ls) (1 — ar)® ... (2 — or)¥ (Y1 — B1)* ... (¥1 — Ps)*

(bez prostého &lenu), piicemz funkéni determinant funkei F,, ..., F,
podle yy, ..., ys je rizny od nuly v bodé [«y, ..., &r, B1, ..., Ps]- Resenf
maji potom ovsem tvar

Yn — ﬂn = Xcalky, ..., k) (21 — )k L (2 — ar)k',

kde ¢,(0, ...,0) =0 (pron =1, ..., 8).

Poznimka 4. Metoda dominantnich funkei, pouzitd pfi dikazu
absolutni konvergence rad (27), ma znaéné obecnou platnost a mimoto
mé tu vyhodu, Ze se ji d4 c¢asto uziti bez jakychkoliv umélych obrati
a podle jednotného piedpisu, ktery vypadd asi takto:

Jsou dény néjaké mocninné fady #. (ve vété 255 to byly fady
v (34) vpravo), vyhovujicf néjakym podminkdm P (v naSem piipadé
to byly podminky: fady jsou absolutné konvergentni v okoli poéatku,
prosty ¢len a soudinitel pfi yi, ..., ¥s jsou rovni nule). Mdme nalézti
jiné mocninné fady pj, jez jsou s fadami .#, v urditém vztahu B
(v naSem ptipadé to byl tento vztah: Rady pj(z,, ..., 2,) (j = 1, ..., 8)
maji byti absolutné konvergentni v okoli podatku, jejich prosti élenové
maji byti rovni nule a rovnice (34) maji byti v okoli poitku splnény,
dosadime-li do nich za y; fady pj(x, ..., z,)).

Zjistime &asto, Ze takové fady p; dostaneme tehdy a jen tehdy,
jestlize

I. bude splnén jisty systém rovnic &, urcujici jednoznadné sou-
dinitele fad p; (v naSem ptipadé to byly rovnice (36)) ze soudiniteld
fad #n; ’
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IL. a jestlize takto sestrojené fady ps; budou absolutné konvergentni
v okoli poddtku.

Systém & urluje tedy souéinitele fad p; a jdc jeSté o absolutnf
konvergenci. Systém & m4 &asto tuto vlastnost: nahradim-li fady 4,
néjakymi dominantnimi fadami M4, jez spliiuji rovnéz podminky 9P,
dévéd ndm soustava rovnic & fady =n;, dominantni k faddm p;.
Zjistime-li tedy, Ze pfi uréité volbé dominantnich fad M, (vyhovu-
jicich podminkdm P) existuji absolutné konvergentni (v okolf poédtku)
fady =y, jez jsou ve vztahu B k faddm M,, budou tyto fady =y
uréeny z fad M, rovnicemi & a tedy budou fady n; dominantni
k faddm p;, takZe Fady p; budou rovnéZz absolutné konvergentni
v okoli poéatku.

§ 3. Inversni funkce. Lagrangeova Fada. Je-li déno r funkef, roz-
vinutelnych v okoli bodu [f,, ..., fr] v absolutné konvergentni moc-
ninné rady

Gn(yl, . yf) = E bn(kl, veey k,—) (yl—ﬂl)k' (yr'—ﬂr)k'

43

43) (n=1,..7)

a polozime-li Ga(Bi, ..., Br) = ba(0, ..., 0) = an, jsou rovnicemi

(44) G](yl’ LR ] !/r)=-"31y sy Gr(yl’ ---,?/r)=xr

vyjaddieny z, ..., 2, jako funkce proménnych y,,...,yr v okoli
bodu (B, ..., fr]; specidlné pro y, = fi, ...,yr = fr vyjde z =
= o, ...,y = or. Je-li funkéni determinant funkef G4, ..., Gy v bodé

[B1, ..., Br] rlzny od nuly, lze podle véty 255 naopak z rovnic (44)
vyjadFiti téZz yi, ..., yr jako funkce proménnych =z, ...,z, v okoli
bodu [«y, ..., ar]. Z v8ty 255 (viz téZ pozn. 3 v §2) plyne totiZ
(myslete si v rovnicich (44) prevedeno x,, ..., zr na levou stranu):
existuji vlastni kladng ¢&isla Ry, R, s témito vlastnostmi: ke kazdému
bodu [z, ..., z,] takovému, Ze | x; — «; | < R,, existuje jeden a jen
jeden bod y, ...,y, takovy, Ze jest |y;— B;| < R: a Ze plati
rovnice (44). v, ...,y, (jez jsou funkcemi =z, ...,z, a nabyvaji
v bodé [oi, ..., a] hodnot B, ..., fr) se daji rozvinout v okolf
bodu [e, ..., ] v absolutné konvergentni rady
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(45) Yn— Pn = Zcalkr, ..., kr) (x1 — ar)® ... (0p — otf)*
mn=1,..,7),
pritemz v fadé vpravo schdzi prosty ¢len. Vice o této véci mluviti
bylo by zbyteéno.
Vsimnéme si viak zvlisté pripadu r = 1. Zde méme misto (44)
jedinou rovnici

(46) f by — P =2 —a (b #0)

(prosty &len by, = « jsem dal vpravo). Z rady vlevo lze vytknouti
y — B, nadez zbude fada by + b(y — B) + bs(y — B)* + ... (by # 0),
jejiz prevrdcend hodnota jest opét mocninnd fada s nenulovym
prostym é&lenem; pro hodnoty y blizké hodnoté g lze tedy rovnici (46)
psati téz ve tvaru

(47) y— B = (x— a) ¢(y),
kde
(48) oly) = kgo arly— ¥ (a0 # 0)

je mocninng fada s kladnym polomérem konvergence (jestlize, jak
predpokldddme, fada (46) méd kladny polomér konvergence). Z rov-
nice (46) neboli (47) lze, jak vime, vyjadiiti y ve tvaru

kde fada

(50) p(@) = 3 exlz — a)t

mé kladny polomér konvergence. Je-li tedy

(51) Fl) = F() + 3. fuly — P

néjakd fada s kladnym polomérem konvergence, lze do ni podle
piikladu v kap. XI, §4 dosaditi za y — B fadu (50) a dostaneme
(je-li « dosti blizké é&islu «)

(52) F(B + y(a) = F(B) + 5 g2tz — o).

Lagrangeova rada, kterou nyni odvodime, poddvé souéinitele cx, g
v jednoduchém tvaru.
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Vé&ta 256. Budte ddna éisla «, B a dvé mocninné rady ¢(y), F(y)
(rovnicemt (48), (51)) s kladnygm polomérem konvergence. Podle véty 254
(pro r = 1) existuji kladnd Céisla R,, R, tak, Ze ke katdému x kruhu
|z — | < Ry existuje v kruhu |y— f| < R, jedno a jen jedno
islo y, spliugici rovnict (47); piseme-li y = B + y(x), lze p(x)
rozvinouti v fadu (50) konvergentni pro |x — « | < R,. Podle pFikl. 1,
kap. XI, § 4 existuje 6 > O tak, Ze pro vdechna x kruhu |z — a | < &
lze F(B + w(x)) psdti ve tvaru (52). Soubinitelé gr jsou ddni vijrazys)

63 0r = qpes EO @AH  E=1,2, .
specidlné pro fadu (50) plyne (volbou Fy)=y—8B, F'ly) =1)
(54) cx = <5 3 (P

Dikaz. Budiz y tak blizko f, Zze |y — B | < R; a Ze ¢&islo =z,
dané rovnici (47), vyhovuje nerovnostem |z —a | < Ry, |z —a | <
< 6. Potom bude y — 8 = y(x), kde z je hodnota, dan4 rovnici (47),
tj.

___Yy—8#
(55) r— o= o)
Podle (52) plati tedy rovnice
(56) Fo) = F@) + % o (LB
¢(y)

Pritom jest (je-li | y — B | dosti malé)
= Ay) =10+ ri(y — B) + 72y — B)* +

1
@=a¢9

konvergentn{ fada. Derivovanim dostaneme z (56) (derivuji fadu (52)

=gy (v — B i)

(57) oy)

podle z a ndsobim derivaci

(58)  F'(y) = ikgk(y—— ’“(A(y))""d—y((y—ﬂ) Ay)).

NEYTY
dp"

znadi oviem n-tou derivaci funkce f(y) v bods 8.
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Budiz n ptirozené ¢islo; z (58) plyne

n—1 d
o"(y) F'(y) = k; kgi(y — ﬁ)"“(l(y))"““"a/- ((y — B) Aly) +
(69) d
+ ngaly — B)*~1A71(y) 3 @A AY) + (v — B)" xa(®),
kde xa(y) je mocninnd fada o stfedu f (predpokldddm |y — |
v dalsim tak malé, Ze se soudet f: v (58) dé srovnati v mocninnou
k=n+1

fadu podle pravidla, obsazeného v piikl. 1, kap. XI, § 4). Tvrdim, Ze
vyraz

(60) kgrly — B)E-1(Aly))E-1-n % ((y — B) Aw))

neobsahuje (po rozvinut{ v mocninnou fadu) — pro k = 1, 2, ...,
n—1 — &len s (y — p)»~1. Nasobim-li totiz vyraz (60) pro y # B
¢islem (y — B)-», dostanu

kga((y — B) Ay))e-1-n diy (v — B) Ay)) =

(1) k d
= p—n gy (@ — A (A)*).
Ale P fn gi((y — B)¥~™ (A(y))¥~") je pro y # B déno fadou tvaru?)
A—n+k A—n+k+1
G—prr g T
(62) A, ) )
+—y—:'ﬁ+ o+ Aily—B) + ...,
takze vyraz (61) je pro y 3 p roven
(n—k) A-nik o A . )
T Ty—pr T y—pe + A1+ 24:(y —B) + ... ?)

7) Mocninnou fadu pro Iclﬂkn Ak-n(y) ndsobim &islem (y — B)¥-n.

8) Ve vyrazu (62) jsem napied derivoval prvnich n—k &lenti a pti¢etl jsem
derivaci mocninné fady 4o + A1(y — B) + ...
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vyraz (60) je tedy roven?)
—(—k) A (y—B¥ ' —(m—k—1)A_nren (y— B — ...
— Ay —p)r-2 + Au(y — B + 24a2(y — B+ + ...

a neobsahuje tedy &len s (y — B)»~1. Rovnéz posledni &len v (59), totiz

y — B)® xa(y) = Culy — B)* + Cnraly — B)*** + ...,
neobsahuje élen s (y — B)»-1. Zbyvé Clen

ngaly — -1 A1(y) % (v — B) Aly)) =

— ngaly — gy (1 + 2 )
— ngaty— B (1 4+ 32 0 — B);
jezto A'(y) : A(y) lze rozvinouti v Ffadu o stiedu B (nebotf A(f) # 0),
je soudinitel pfi (y — B)*~! na pravé strané rovnice (59) roven ngy.
Rozvinu-li levou stranu v (59) v mocninnou fadu o stiedu g, je
soudinitel pti (y — f)*~1 roven
1 dn-1 ,
=1 W(‘P”(ﬂ)ﬁ' (8);

tento vyraz je tedy podle véty o neuditych soudinitelich roven é&fslu
ngn, ¢imz je (53) dokdzdno.

§4. Uplna diskuse rovnice F(z,y) = 0. Nez prikro¢ime k vlastnimu
piedmétu tohoto paragrafu, musime uéiniti jednu imluvu. Je-liz # 0,
lze x pséti ve tvaru x = r e#l, kde » > 0, ¢ redlné; pfitom je r stano-
veno jednoznaéné, ¢ je uréeno aZ na nasobek ¢&isla 2x. Je-li ¢ pfirozené
¢islo, existuje pravé q cisel z takovych, Ze 2¢ = z; jsou to &fsla
z = rifae?/ot+ @kl (k = 0, 1, ..., ¢ — 1). Je patrno, Ze jedno a jen
jedno z téchto g ¢isel ma amplitudu ¢/q + 2kx/q, leZici v polouzavre-
ném intervalu (—m/q, m/¢>; toto &islo budeme znaditi 214, Ziejmé lze
toto &fslo obdrzeti téZ takto: ve vyjédfenix = r e!? volme p € (—mn, + 7 )
(8imzZ je @ jednoznadné stanoveno); potom je ziejmé z'/e = ri/a eto/a.
Je-li p dalsf celé é&fslo, kladme

z?ple = (zllq)p — rpla elpela, 10)
°) Pro y # B; ale podle véty o neurtitych souéinitelich to plati i pro y = 8.
10) Vpravo jsou symboly ndm ddvno znédmé: &islo r?/¢, kde r > 0 a hodnota

funkce eé =1 + g: 1! 4+ :2:2! + ... v bodé § = ipp : q.

631



Je patrno, Ze toto &islo zdvisi pouze na z a na hodnoté é&isla p/q,
nikoliv na tom, jakym zptsobem je toto ¢&islo p/g vyjidieno ve tvaru
zlomku. Pro z > 0 (tj. ¢ = 0, =z = r) je tato definice v souhlase
s definici mocniny r?/¢ z DI kap. III, § 1, def. 9; pro ¢ = 1 je rovnéz
v souhlase s definici z DI kap. XV, § 1 (x?/t = r? el¢p), Jest xp/agt/s =
= zP/e+t/s  nebot levd strana jest 11)

— / .
rola elonla ytls eiotls — pola+tl/s ele(p/a+tls),

specidlné
xple xz-ple = g0 = 1, z-pla = 1 : xvla,

Déle je pro celd p, ¢ > 0, s > 0: (x'/5)p/a = zP/sa (tedy specidlné
(xV/s)V/a = z1/se); nebot jelli x=rel?, r >0, —nt < @ < m, je
—n < @[s £ 7w a tedy

(xV/8)pla = (r1/s ei¢/s)pla — rplas elonles — xolsq,

Neni viak vidy (xzt/s)p/e = xptles (piiklad: 2= —1, t =2, s =1,
p=1, g¢=3, tedy z = 1.e", xptlas = e2mi/3 (xt/a)p/q — (:1:2)1’3 =
= 11/3 = 1). Nutno tedy déti trochu pozor. Nage imluva je pohodlnd
pro xz > 0; pro z < 0 mé tu nevyhodu, Ze proz < 0 (tj. z = | z | e™),
g > 1, q liché jest xV/¢ = |z |Vae™V/a, takie x1/¢ nenf redlnd g¢-té
odmocnina z z. Ale néjakou definici symbolu 2?/¢ jsme museli podati,
abychom se mohli v dal8im struéné vyjadfovati. Pro £ = 0 jsme
definovali ovSem jiZz ddvno 0*= 0 pro « > 0, 0° = 1, kdeZto pro
@ < 0 neméd symbol 0* smyslu. Budeme nyni vySetfovati Weier-
strassovu vétu pro » = 1 a v souvislosti s tim poddme tplnou diskusi
rovnice F(z, y) = 0. Hlavnim obsahem tohoto paragrafu je tato véta:

Vé&ta 257. Budi?
(63) Fl,y) =
2

fada absolutné konvergentni v okolt poédtkw a necht existuje prirozené
¢islo n tak, Ze

™s

anxlyk
= o

~

(64) Qoo = Qo1 = ... = Go,n—1 = 0, Qon # 0.

1) @ je zvoleno v intervalu (—m, + 7.
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Ciislo n nazvu pro krdtkost vy$kou Fady F(%, y). Potom existuje podle véty
253 jedna a jen jedna fada

0

(64) Gz, y) = Y. bpalyk,

7, k=0

je£ jest absolutné konvergenint v okoli poldtku a spliiuje v okoli poédtku
rovnici tvaru

(65) F(z,y) = (y* + po(2) ¥~ + p2(2) 472 + ... + pa(2)) G(z, ),
priéemZ pj(x) jsou mocninné fady s kladnym polomérem konvergence,
bez prostého Elenu:

(66) ps(x) =k§1y“x" (G=1, .., n).
Jest potom boo = G(0, 0) = ags 7% 0. PoloZme
(67) v, y) = y* + (@) y* ' + ... + pal2).

Tvrdim: existuji vlastnt kladnd éisla Ry, R,, prirozené éislo N a mocninné
fady bez prostého lenu

(88)  wal), walO) oo wn(®); i) = 3 8t (=1, )
=1
absolutné konvergentni pro |t | < R, tak, Ze pro | x| < R, jest

(69) w(@, ) = [T (g — us@'y).

jm
Pozndmka 1. Pro kaZdé = (pokud je | z | tak malé, Ze fady p;(z)
konverguji) lze rozloziti mnohodlen y(z, y) v ,kofenové é&initele*

v(z, y) = [] (y — Y ); jezto kofeny Y; zavisi na z, piSme Y; = @j(z),
j=1
tedy
(70) y(x, y) = l'[l (¥ — 91(@));
=

véta 257 pak pravi, Zze kofeny ¢;(x) lze pfi vhodném uspofddani roz-
vinouti v mocninnou fadu, postupujici podle mocnin &isla z1/¥.12)

12) PFi nevhodném uspoiddédni nemusi byti takovy rozvoj mozny; je-li naps.
yx,y) =y*—2a? = (y—=x) (y + =) a klademe-i ¥, =z, Y, = —a pro ra-
cionélni z, Y, = —=x, ¥, = x pro iraciondlni x, nelze ziejmé funkce Y, ¥,
rozvinouti v fadu, postupujici podle mocnin xz!/N.
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Poznamenejme, Ze pro x = 0 je podle (66) y(z, y) = y», tj. :(0) =
= ... = @g(0) = 0; tyto rovnice jsou pak vskutku splnény, dosazuji-li
za @;(x) jakoukoliv fadu bez prostého &lenu, postupujici podle mocnin
gisla 21/¥. Jezto tedy pro x = 0 je vie v potddku, budeme v daldim
vySetiovati téméf vyhradné hodnoty z # 0, i kdyZ to vidy vyslovné
nefeknu.

Poznémka 2. Vyznam vty 257 je ziejmy: v jistém okoli podtku
je G(z, y) # 0, takZe rovnice F' = 0 znamend v tomto okoli totéz jako
v = 0 a rovnice p(z,y) = 0 je podle (69) splnéna pro |z | < R,
tehdy a jen tehdy, je-li y = u;(x'/¥) pro néjakou hodnotu j(1 < j < n).
Reseni rovnice F(z, ) = 0 jsou tedy v okoli po¢itku déna n mocnin-
nymi fadami u(t), kde ¢ = z/N. Nasim ikolem bude nejenom dokdzati
vétu 257, nybrz téz ukdzati, jak lze fadu uj(2/N) vskutku sestrojiti,
a to pfimo z fady F(x, y), bez pfedbé&zného provadéni rozkladu (65).
Timto hlediskem se bude Fiditi téz postup diukazu.

Pozndmka 3. Zvolim-li néjaké = (v jistém okolf poditku)13), je
F(z, y) mocninnd rada v proménné y, kdezto y(z, y) je mnohoélen v y.
Jest

_ oF _ ﬂ ﬂ
F_ W: —@— +
oF _ o6 atp G
oyr 63/2 it 0x oy T oz ap Vo

obecné
okF ahp "il k\ oG oJ'y
ayk ayk o \1) ByxT oyt

(podle Leibnizova vzorce). Omezime-li se na takové okoli poditku,
v némz je G # 0, vidime z téchto rovnic:

Je-li
aw ak—lw ak'p
(71) Y= '@ = . = ay"‘l =Y, ay" # 0’
je téz
oF ok-1F okF
(72) F=a—y=..=—ayk—_l=0, a—yk—#zo.

13) Stéle se omezuji na jisté dosti malé okoli poédtku.
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Naopak, ze vztaht (72) dostaneme postupné vztahy (71). Tedy:
dosadime-li za = n&jaké &islo dosti blizké poddtku, mé mocninnd fada
F(x, y) (v promé&nné y) v jistém okoli bodu y = 0 tytéz kofeny — i co
do ndsobnosti (viz text mezi vétou 223 a 224) — jako mnoho-
¢len y(z, y).

Poznédmka 4. Pii dikazu véty 257 budeme potiebovati jistou kon-
strukei, kterou nynf vylozime. Budiz déna fada (63) vysky =, takze
plati vztahy (64)14). Zvolme dvé pravoihlé osy soufadné &, 5 a na-
kresleme vSechny ,,m¥iZzové body* [j, k], tj. vSechny body s celo-
¢iselnymi soutfadnicemi j, k, pfitemZ se omezme na prvni kvadrant
(¢j. 5 = 0, £ = 0). Kazdému takovému bodu [j, k] prislusf jisty sou-
Cinitel agx; je-li azx # 0, vyznaéme bod [j, k] tfeba krouzkem.

Piiklad 1. F(z,y) budiz fada absolutné konvergentni v okolf
podéatku, jez zadind témito Cleny:

F(z,y) = 23 4 2220 + ... 4 y(3z11 —z12 + ...) +

+ y2(32 — 2V + ...) + pPas —a + ...) +

+ yd(—2x4 4 2° + ...) 4+ yS(xt — 328 + ...) +

+ Y582 — 23 + ..) + yi(—=x + T2 + ) +

+ y9(x — 5212 + ...) + ylo(4 — 522 + ...) +

+ 83—zt 4 ) Fy(xr—a3 + L)+ ...
Rada — coZ je u absolutné konvergentnich fad dovoleno — je srovnéna
podle mocnin y, soudinitel pfi kazdé mocniné y je mocninnd fada v z.
(Viz obr. 14 na str. 636.)

Piiklad 2. F(z,y) = y2(32® — 27 + ...) + 93 — a7 + ...) + ...
budiz téz rada jako v prikladu 1, aZ na to, Ze ¢&len bez y a élen
s y! (tj. 13 4 222 4 ... 4 y(3x! — 212 4 ...)) jsou vynechdni. (Viz
obr. 15 na str. 636.)

Myslete si nynf — pro ndzornost — do krouzkovanych bodu zapich-
nuty Spendliky; v bodé [0, =] (tedy v bodé [0, 10] na obr. 14) uvaZme
jeden konec niti, kterou napnu ve sméru zdporné osy 7, druhy konec
drzim v ruce; otdéfm nyni touto niti proti ruéickdm hodinovym tak

1 9/+kF(0, 0)

14) Pamatujme stdle, Ze a;x = TR 97 g~
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dlouho, az onen konec niti, ktery drzi:n v ruce, bude miti smér

kladné osy &. Je zfejmo, Ze se nit napne podél lomené &ary, silné

vytazené na obr. 14, popiip. na obr. 15. Této lomené d&ife se
0

iiké ,,Newtonlv polygon pFisluSny k Fad& F(z,y) = ) ajafy*.”
i

, k=0
Jenom jesté jednu pozndmku: existuje-li mezi krouzkovanymi body
bod na ose £, nakreslim Newtoniv polygon az do krouzkovaného
bodu [j, 0] s nejmensi hodnotou j (na obr. 14 je to bod [13, 0]).

\ \
\ \
NS M N
\ \ A N I~
P IN PROSS RTINS
( < \\\ 1 \\ \\ \\‘\
R R R R 1) P ) Py
Obr. 14. Obr. 15.

Jestlize v8ak vSechny krouzkované body [j, ¥] maji potadnici k = m
(m > 0), existuje-li vSak krouzkovany bod s potradnici m, skonéim
polygon u krouzkovaného bodu [j, m] s pofadnici m a s nejmensi
hodnotou j (na obr. 15 je m = 2 a Newtoniv polygon se konéi v bodé
[8, 2]). Jinak fedeno: z bodu 4, = [0, n] = [jo, ko] vedu paprsek P,
smérem zdporné osy 7; ten stdéim proti rudi¢kdm hodinovym okolo
bodu 4, tak dlouho, aZ tento paprsek poprvé obsahuje aspon dva
krouzkované body; to budiz poloha P,; budiz tfeba A4, = [j1, k]
krouzkovany bod s nejmens{ poradnici 7, lezici na P,. Potom sta¢im
déle okolo bodu A4,, aZz poprvé dospéji do polohy P, takové, ze
paprsek P, obsahuje asponi dva krouzkované body; budiz 4, = [jz, k2]
krouzkovany bod s nejmensi poradnici », leZici na P,; potom std¢im
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okolo bodu 4, dile atd. Skonéi se tato konstrukce takto: je-lim = 0
nejmensi &islo takové, Ze existuje krouzkovany bod o pofadnici m,
skonéi se konstrukce v onom krouzkovaném bodé A; o pofadnici m,
jenz md nejmensi abscisu. Tak na obr. 14 se konstrukce konéi v bodé
[13, 0], na obr. 15 v bodé [8, 2].

Usetky Aod:, A Az, ..., A1-1 A, se nazyvaji strany (a to vlastni
strany) Newtonova polygonu, body 4o, 41, ..., 4; jsou jeho ,,vrcholy*.
Rozdil mezi pofadnicemi obou krajnich bod nékteré vlastni strany
se nazyva vyskou té strany; je-li ¢islo m, o némz jsme vySe mluvili,
ruzné od nuly, fkdme, Ze Newtonliv polygon m§ vedle vlastnich stran
jesté ,,nevlastni stranu m‘‘. Soudet vysek vsech (vlastnich i nevlastnich)
stran Newtonova polygonu nazvu vy$kou polygonu; je to pravé ¢islo =,
tj. vyska fady F(z,y). Tak na obr. 14 mdme Newtoniv polygon
vySsky 10 s Gtyimi vlastnimi stranami, jez maji vysky 4, 2, 2, 2;
vrcholy jsou [0, 10], [2, 6], [4, 4], [8, 2], [13, 0]; na obr. 15 mime
Newtontiv polygon vysky 10 s tfemi vlastnimi stranami (vysky 4, 2, 2)
a s nevlastni stranou vysky 2; vrcholy jsou [0, 10], [2, 6], [4, 4], [8, 2].

Snadno zjistime, co znamend pritomnost nevlastni strany, majici
vyS8ku m. To znamend, Ze a;x = 0 pro j 2 0, 0 < k < m, Ze viak
existuje aspon jedno j tak, Ze asm # 0. Jeito

0k F(x, 0) ®
2 = k! J k=0,1,2, ..),
Byt k ,-Z‘oa”x ( )
je vidét: zvolime-li ¢ > 0 dosti malé, je (viz vétu 222)

0kF (z, 0)
Bl il Bl S 0= 0

Byt 0 pro Sk<m 0<|z]|<op,
omF (x, 0)
W#O pro 0<|z| <op.

Tedy: pro kazdé pevné zvolené z (0 < |z | < ¢) je nula pravé m-ns-
sobnym kofenem funkce F(z,y) a tedy téZ mnohoédlenu y(z, y) (viz
pozn. 3); mezi kofeny @i(x), ..., @n(x) v (70) je jich prévé m, jez jsou
rovny nule; tyto kofeny jsou ovSem rozvinutelny v mocninné fady
(jejichz soudinitelé jsou vesmés rovni nule).

Jak musi nyni vypadati fada u;(zV/¥) = @;(z), kterd nem4 viechny
soudinitele rovny nule? Takovd fada md tvar (vynech4dvém index 3)
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(73) u(x!/N) = baple 4 ... (p, q celd kladnd, b # 0),

kde vynechani ¢lenové obsahuji vys$§{ mocniny z. Dosadim-li do
F(x,y) za y fadu (73), mohu vysledek uspoiddati v mocninnou radu
postupujici podle mocnin &isla 2'/¥ a vSichni soudinitelé této fady
musi byti rovni nule (nebot rovnice F(x, u(x1/¥)) = 0 musi byti splnéna
napf. pro vSechny dosti malé kladné hodnoty z!/N, nadez uziji tieba

svvys

véty 224). NejniZsi mocnina z, kterou poskytuje élen

ajxly® = azad(u(x/N))k,

vystupuje v ¢élenu
ajpbkxtia+kp)a,
Probihd-li a;z vSechny nenulové souéinitele fady F (tj. probihd-li
[4, k] vSechny krcuzkované body), probihd ¢&islo jg 4+ kp jistou mno-
zinu prirozenych ¢isel; nejmensi z téchto éisel budiz 4, tedy
(74) A = min (jq + kp).
ae#0

,,Nejniz§i““ ¢len (tj. s nejniz§f mocninou z) v fadé F(z, u(zV'N)) je tedy

. xile Z ajkbk,

jq+kp=2
kde se sé¢itd pres vSechny krouzkované body [j, k], vyhovujici pod-
mince jq + kp = A. Musi tedy byti
(75) Y anbt=0,b+#0p>0q>0.
jq+kp=24

Musi tedy pfedev§im soulet vlevo obsahovati aspon dva séitance
(aby se mohly rusit), tj. musi existovati aspori dva krouzkované
body [j, k], vyhovujici podmince jq + kp = 4, tj. lezici na piimce
(76) &g+ np = A
Za druhé md byti vyraz &g + np pro tyto body (podle definice ¢&isla 1)
nejmensi ze vSech hodnot, jichZ vibec pro krouzkované body nabyvé;
tj. pro zddny krouzkovany bod [j, k] nemd byti jg + kp < 4; jinymi
slovy: zddny krouzkovany bod nem4 lezeti na téze strané piimky (76)
jako poéitek. Témto podminkdm je zfejmé vyhovéno tehdy a jen tehdy,
obsahuje-li pfimka (76) nékterou vlastni stranu Newtonova polygonu,
tieba stranu § o krajnich bodech [j,—1, kr—1), [jr, kr] (kr—1 > k), &islo
— ¢/p je pak smérnici této strany, vyska strany jest ky_; — ki.
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Za tieti musi byti &islo b od nuly riznym kofenem rovnice (75),
tj. rovnice

(77) f(B) =0, kde f(ﬁ)=7§a1kﬁk;

s&itd se pfitom pres vSechny pary j, k takové, Ze[j, k] je krouzkovanym
bodem, lezicim na strané § (tedy a;x # 0). Nejvys$i mocnitel &isla g,
jeni se vyskytuje v f(B), je tedy kr-., nejniisi k,, takie rovnice
f(B) = 0 mé tvar

(78) Bk Z ajfr—r =0

fl

a mé tedy prdvé k,—1 — k, kofend od nuly rdznych, tj. pravé tolik,
kolik ¢ini vyska strany 8§.15)
Diukaz véty 6 a konstrukce fad uy(xt/¥s),

I. Prvni krok. Sestrojme napfed Newtoniiv polygon piisluiny
k funkci F(z,y) = ) apafy*. Bude to polygon vysky n; &slo n je

7, k=0 .

také soudet vysek vSech stran (vlastnich i nevlastnich) tohoto poly-
gonu. Ma-li pfedné polygon nevlastni stranu vysky m, mé rovnice
F(z, y) = 0 m-ndsobny kofen y = 0.16) Vezméme nyni za druhé néja-
kou vlastni stranu 17) § Newtonova polygonu; jeji vyska budiz v, jeji
smérnice —q : p 18). Rovnice pfimky, obsahujici stranu 8, je &q +
+ np = A, kde 4 je hodnota vyrazu jq + kp pro v8echny krouzkované
body [j, k], lezici na S. Pro vSechny krouzkované body [j, k], nelezici
na 8, je j¢g + kp > A. Rovnice (77) mé privé v kofent od nuly
raznych; budiz b, jeden z téchto kofenu, a to n;-ndsobny. Je tedy

(190  fO@) =0 pro 0 <1l <my, fO(b) #0, by #0.

Vedeni tim, co jsme fekli v pozndmce 4, dosadime do F(z, y)

15) Kdekoliv v dalsim mluvim o poétu kofenu néjaké rovnice (také u rovnic
F(z,y) = 0, y(x, y) = 0 apod.), politdm vidy »-ndsobny kofen za » kofenu.

16) Podle pozndmky 4.

17) Kdyby #4dné vlastni strana neexistovala, méli bychom n-ndsobny koren
y = 0 a byli bychom s rozkladem (70) hotovi (@s(x) = 0 proj =1, ..., n).

18) Cisla p, ¢ v zlomku p : ¢ nebo —¢q : p budou vidy celd kladnd nesou-
délnd; podobné pro zlomky p: : g1, p2 : g2 apod.
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(80) r=2f, y=2a8b+ y)")
Obdrzime

(81) F(z,y) = F(xf, 24(bs + 91)) =

1

a;kqu+1’k(bl + yl)k-
0

b Nk

Jeito pro viechny krouzkované body, lezici na tsedce S, je jq + pk = 4,
pro vSechny ostatni krouzkované body je jqg + kp > 4, )€

F(x,y) =z} 3 a:’k(bl + y)¥ + Z ajkqu+kp—"(bl + n)¥) =
ja+

kp= jg+kp >

23(f(br + 1) Zcikx ¥ =

7/0

= 2} (Z_‘l'_f(n.)(bl) 4o+ %"_f(v)(b,) + Z;cc,kx’iy’,‘) = z{F (21, y1),
* * 7

ji>0

(82)

kde F\(x:, y:) je mocninng fada podobného typu jako F(z, y), avSak
s vySkou n, (misto n); jest ovem 1 < m, < m; &islo A je prirozené
¢islo, totiz mm (49 +. kp).

Q5 #

Takovych funkm F, jest ovSem obecné vice: kazdé vlastni strané
Newtonova polygonu a kazdému nenulovému z;-ndsobnému kofenu
b, piislusné rovnice f(B) = 02°) odpovidd jedna takovd funkce F,
vySky prévé n,. Z toho je patrno, ze soulet vysSek vSech téchto
funkef F,, zvét8eny o vySku eventudlni nevlastni strany polygonu,
se rovnd pravé Cislu n. Podarf-li se ndm prifaditi kazdé takové
funkeci F, (vy8ky =) pravé n, kofent rovnice F(z, y) tvaru

vV

(83) bz?/e 4- Elenové vyssiho stupné,??)

budeme hotovi; nebot spolu s m kofeny nulovymi (pochdzejicimi od
eventudlni nevlastni strany) dostdvame pravé n kofent funkce F(z, y),
tj. mnohoélenu y(z,y). Je jenom nutno ukézati, ze Zddny z téchto
koreniti nedostaneme nékolikrat. Pfedevsim je patrno, ze dvé fady (83),

19) K tomu nés vede pfirozend némsét z pozn. 4, podle néhoz hleddéme kofen
rovnice F(x, y) = 0 tvaru y = bx?/a + ...

20) Podet nenulovych kofenii této rovnice se rovnd prdvé vysce piislusné
strany Newtonova polygonu.

21) Myslim pfitom ovSem na mocninné fady s kladnym polomérem konver-
gence, postupujici podle mocnin &isla z'/N.
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pochézejici od dvou raznych funkei F,, se li§i jiz v prvnim &lenu
(maji rdzné mocnitele p : ¢, pochdzeji-li od dvou riznych stran; majf
rizné soudinitele b;, pochdzeji-li od téze strany, ale od dvou raznych
kofenti rovnice f(f) = 0). Rovnéz je patrno, Ze se rady (83) lisi od
nulovych fad, pochézejicich od eventudlni nevlastni strany. Podle
véty o neurditych soudinitelich existuje tedy éislo o > 0 tak, Ze pro
kazdé x takové, Ze 0 < |z | < o, maji fady (83), pochdzejici od
raznych funkei F,, rizné hodnoty a rovnéz hodnoty rizné od nuly,2?)
takze vyjadiuji vskutku pro kazdé takové x vSechy kofeny rovnice

1/)(23, 1’/) = 0.

Pripad n, = n nastdvé ziejmé tehdy a jen tehdy, neexistuje-li v Newto-
nové polygonu nevlastni strana, existuje-li ddle jen jedna vlastni
strana (majici ovéem vySku ) a ma-li rovnice f(8) = 0 (jez je nynf
n-tého stupné) n-ndsobny kotfen b, rizny od nuly, takie
(84) f(ﬂ) =. Z laj];ﬂk = A(ﬂ—bl)n, A :;é 0, bl ?’—‘ 0.

7

a+ip=

I1. Diskuse pfipadu n; = n. Zjistili jsme, Ze jest 1 < n; < n.

V f(B) vystupuje 8len ao,p", takie np = A. Déle vystupuje v f(8) ¢len
aj, a—1p*1 = —nAb,f71 se soudinitelem riznym od nuly; tedy existuje
celéj = 0tak,zeaj,n—1 # 023),jq + (n— 1) p = 1 = np, tedy p = jgq;
jeZto p, q jsou nesoudélnd, je ¢ = 1. Tedy: Je-li ny =n, je ¢ =1,
A = np, take rovnice (80), (82) maji tvar

(85) x =, y = 25(b1 + y1) = 22(b1 + u),
(86) F(z, y) = an?F\(z, y1).

III. Opakovani postupu z bodu I. Zvolme jednu z funkef F,,
jeZ jsme obdrZeli v bodé I a aplikujme na ni tyZ postup: sestrojime
Newtonuv polygon piislusny k F,,zvolime jednu vlastn{ stranu tohoto

22) Podrobné fedeno: jsou-li (83) fady, postupujici podle mocnin &isla z'/¥,
pisme do nich ¢ misto z!/¥; jezto nemaji tyto mocninné fady v ¢ tytéZ souédinitele,
existuje g, > 0 tak, %e pro 0 < | ¢ | < g, maji ruzné soudty; totéZz plati tedy,
dosadim-li do nich nazpét &islo z'/¥ misto ¢, pokud 0 < | 2V/¥N | < g, tj.
O0<jz| <ol

23) Jest ovSem dokonce j > 0.
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polygonu o smérnici —qz : P2, zvolime jeden kofen b, # 0 prislusné
rovnice (tfeba mz-ndsobny), polozime

x, =28, y1=ab(bz + y2)

a obdriime F(xi,y1) = %2Fa(22, y2), kde 1, je celé kladné &islo
a F, m4 vysku n, < n,. Tak pokradujme déle; pro vétsi rovnomérnost
pidme jestd A1, p1, ¢1 misto 4, p, ¢ a dostaneme:24)

=2l y=a0:+y), F(z, y) = 2'Fi(z1, 1);
=%, y1=25(bz+ y2), Fi(e1, 1) = 22'F(22, 92);

Budiz n, vyska funkce Fy(zr, y,), takZe

(88) N2 2N =Ny ..., B >0

Je tedy

(89) T

(90) = bad + bal'al + .. + bl . aF ol ol
0 1 0

takie — = ————— ——25); odtud a z (87) plyne
oy o ...l Oyr ) (87) ply

F(x, y) == x:‘ cee xi’Fr(x’, yr),

BF(x, y) A Ar—p, aFr(xr, yf)
(91) a—y‘-—xl oo Ty T:
02F (z, y) — gt A, 02F y(zy, yr)
oy? oo oyp

Odtud je patrno: Je-li pro néjakou hodnotu z, # 0 é&fslo y, m-ndsob-
nym kofenem funkce F(zr, yr), je pro piislusnou hodnotu z (danou
rovnici (89)) ¢islo y (dané rovnici (90)) m-ndsobnym kofenem funkce

4) Takovych posloupnosti miZe byti vice (ke kazdému F,_, muZe existovat
nékolik F,), ale ziejmé jich nemuZe byti vice nez n. Posloupnost muZe té%
skondit u élenu F,, nemé-li polygon ptislusny k F, Zddnou vlastni stranu.

25) VySetfuji pouze hodnoty x # 0, tedy =, # 0, 22 # O, ...
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F(x,y) a tedy téZ m-ndsobnym kofenem funkce y(x,y), je-li |z, |,
| ¥+ | dosti malé.

IV. Vliv nevlastni strany v Newtonové polygonu. M4-li
polygon, pifslusny k funkei F,, nevlastni stranu vysky m, mé (viz
bod I) funkce F, m-ndsobny kofen y = 0, takze (podle bodu III) mé
F(z, y) a tedy i y(x, y) m-ndsobny kofen tvaru y = bl + ... +
+ b2l ... 2¥7; polozim-li z, = zt/a-e-, plati (89) a dostdvadm tak
m-nasobny kofen, postupujici podle ¢&isla zt/e:--¢-; zde je dokonce
pouze koneény podet souéiniteléi rizny od nuly.

V.Zakonéeni dikazu. Kdyby v posloupnosti (87) mél Newtontv
polygon, pfislusny k néjaké funkeci F,, pouze nevlastnf stranu, dostali
bychom podle bodu IV privé n,-nésobny piisluSny kofen funkce
w(z, y) a byli bychom s posloupnostf (87) hotovi.?6) Nenastane-li tento
pfipad, je posloupnost F, F,, F,, ... nekoneénd a vzhledem k (88)
existuje pflirozeré &islo r tak, Ze
(92) Ny = Ny41 = Nry2 = Npy3 = ..o = ¥,
polygon, sloZzeny z jediné vlastni strany vysky », déle g =1,
Ax = vp, prok > r. PiSme kratéeji z, = &, yr = 0, Fr(zr, yr) = D(&,7);
(89), (90) piSme kratéeji ve tvaru
(91) z =&, y="biér + bé + ... + b 4 &y,
kde 7, y1, 92, ..., yr jsou pfirozend &isla y, < y2 < ... < y,.Klademe-li

jeété Yris = Na, Pris = 75 (8 = 1, 2, ...), Fris(&, Ns) = ¢a(§, 7s), méme
podle (87)

kde » = 1. Podle bodu IT majf vSechny funkce F¢ pro k 2 r Newtoniv

= &(B1 + m), D(&,m) = EmDi(&,m)

............................................

(92) Ng—1 = E"'(ﬂt + 74), ¢a—1(f, Ne-1) = 5""¢a(§, 7s)

............................................

Pifeme-li o1 = m1, 00 =7 + 72, ccbgs =M + 2+ ... + 7, ..., jO
0 <p1<p@2<p3<.

(93) n = puée + Byt 4 ... + Bebo 4 foy, pros=1,2, ..
26) Nezapominejme oviem, Ze¢ méme obecnd nékolik takovych posloupnosti.
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a dédle podle (92), (93)
D(&, n) = £aDs(&, 15)
aD(&, ) — tv-no 0Ds(&, 1s)

a’l aﬂs
(94)
o1P(E, ) £or 0"10y(&, 1s)
ot o=t
av¢(é, 77) — av¢8(£, 770)
o on;
Tvrdim nyni: existuje 4 > 0 tak, Ze fada
(95) pr&e 4 frge: 4 Bike ...

pro0 < | &| < A konverguje (ovSem absolutné) a ddvd v-ndsobny kofen
funkce D(&, ). Dikaz: Jeito D, D,, D;, ... maji vysku », jest

0%(0, 0) 9*-19(0, 0) 8*®(0, 0)
0,00 = 2200 _ —o, .
(96) (0, 0) o e 0 an # 0;
- 09,(0, 0) 8v-19,(0, 0)
¢ = —3— =, = —— =—=
(97) 0, 0) = =255 S = O
0" D4(0, 0) .
—W:_';H) (8=1,2,..).
v-—1 id
Funkce % mé vysku 1 (nebot soudinitel pfi # je %1;1’0) #
# 0. Podle véty 254 existuje tedy jedna a jen jedna??) fada
(98) 2E) = :& + 8282+ ...

konvergentni v okoli poéitku a takovd, Ze v okolf poditku je
1D(E, 1(8)) _

Obdobné: zvolim-li libovolné prirozené é&islo s, existuje jedna a jen
jedna Fada
(100) xs(8) = esé + €262 + ...

27) Viz pozn. 2 na str. 620.
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takovd, Ze v okolf poddtku je

1 By(E, 1a(8) _
oy '

(101)

Polozim-li pro s = 1, 2, ...
(102) Ts(§) = P1® + Pab® + ... + Bsb® + Eopa($),
je podle (93), (94)

0" 1D(&, 15(8)) _ g 0 1D,(&, xs(8)) 0

- = —1 = V.
on>-1 on;

Jeito viak x(&) je jedind fada, vyhovujicf rovnici (99), je nutné
x(&) = 75(£). Odtud (viz (102)) je vidét, Ze x(£) je Fada, jejiz Gsek az do
mocniny & je pravé & + ... + B,&e; jezto to plati pro jakékoliv s,
je

(103) x(&) = prée 4 ke + ...,

¢imz je predn& dokdzéna konvergence fady (95). Jeito 7,(£) = x(£),
platf pro 0 < k£ < » — 1 28) podle (102), (94)

okD(¢, x(£)) — to-ba OFDy(&, xs(£)) .
onk on; ’

zde je levd i pravéd strana po rozvinutf konvergentni mocninné fada
v proménné &. Jeito (v — k) g5 > o4, jsou v fadd vlevo (jez nezdvisi
na 8) vSichni soudinitelé az do mocniny &% rovni nule; jeito s miZe
byt jakkoliv velké, m4 leva strana v (104) vSechny soudinitele rovny
nule a tedy je

(104)

O P(§, x(£))
onk
Podle (105) je tedy Fada (95), tj. funkce x(£), vskutku aspoii »-ndsob-
nym kofenem funkce @(£,7) pro 0 < | §| < 4. Ze nemuze byti vice

nez y-nisobnym kofenem, je patrno z toho, Ze

F0.0) Lo, taxze Z2EXE) g
on* on*

(105) =0 pro 0=k<v—1.

28) Takové hodnoty k existuji ovSem jen pro v > 1.
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pro maléd | §|. Tim je hofej8i tvrzeni dokdzdno. Odtud pak ihned
dostdvéme v-ndsobny koten funkce F(z, y), klademe-li & = z1/* (takZe,
x = §'),
y=bi&n 4 4 bl Er(fuge 4 Bake 4 L)

(viz (91) a pozndmku na konci bodu IIT). Tim jsme vskutku k funkei
® = F, vySky » dostali v kofenti funkce F v Zidaném tvaru.2?)
Provedeme-li to pro vSechny takové posloupnosti (87) a respektujeme-li
jesté kofeny, sestrojené v bodé IV z nevlastnich stran Newtonovych
polygonii, dostaneme pravé n kofeni. Ze tyto kofeny vystupuji kazdy
pravé tolikrat, kolik ¢&inf jejich ndsobnost, tj. Ze kofen, sestrojeny
z néjaké nevlastni strany v bodé IV nebo z néjaké funkce @ v bodé V,
se uz pfi z4dném jiném obdobném kroku znovu neobjevi, nahlédnete
ihned dvahou obdobnou oné, kterou jsme provedli na konci bodu I.
Tim je véta 257 Gplné dokdzdna a zdroven poddn ndvod, jak sestrojiti
fady wj(xV/N) pfimo z funkce F(z,y), bez predbéiného provedeni
rozkladu (65).

VI. Pozndmka pro podéetni praxi. Dospéji-li v (87) k néjaké
funkei Fy(z,, yr) vyfky 1, nemusim postupovati ddle podle bodu IV,
V, nybrz mohu ihned poéitati pfislusny (jediny) kofen této funkece.
Pisi-li totiz pro zjednoduseni &, » misto z,, y,, jest

2

F'(&) 7]) == kz—oyjkfjnk, }’oo = 03 )’01 # 0-

Podle véty 254 existuje jedna a jen jedna?’) mocninné fada

0

1(8) = Y ext*

E=1

s kladnym polomérem konvergence, vyhovujici v okolf poédtku rovnici
F, (& (&) = 0. Piislusny kofen funkce F(z, y) dostaneme pak z (89),
(90), klademe-li

§ =@, g, = § 2,y = O, 2y = E01, L,
yr = t(£). Soudinitele & pak dostaneme metodou neurditych souéini-

xr = Equr_l...q:ql,

29) Jednotlivé koteny ¢j(x), sestrojené z ruznych posloupnosti (87) a postu-
pujici podle mocnin é&isla x'/¥;, mohou odpovidati riznym hodnotdm Nj;
abychom dostali tvar poZadovany ve vété 257, stadi ziejmé vzit za N néjaky
(tfeba nejmensi) spoleény nédsobek &isel N;.
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teld, jak bylo jiz vyloZeno v dikazu véty 255; zde je oviem postup
jednodussi (tehdejsi &isla 7, s jsou zde rovna 1). Srovnanim soudinitelt
v rovnici F,(&, 7(§)) = 0, tj. v rovnici

yor(§) = -“Z’; y1x€itE(€)
7

(kdeZ vpravo se séitd pres ony pdry j, k, pro néz je budto j > 0 nebo
j =0,k > 1) dostdvime
(106) Yor&k = —X YjI€m, ... Eml,®)
kdez se vpravo séitd pres takové systémy j, I, my, ..., m;, pro néz je
my >0,...,m >0,5+m + ... + m =k,

a soucasné budto j > 0 nebo j =0, Il > 1. Odtud v pifpadé 5 > 0
plyne m, <k, ...,m; < k; v piipadé j =0 je m, + ... + mi =k,
Il > latedyopétm; < k, ..., m; < k. Rovnice (106) ndm tedy vskutku
postupné dava & pomoci ¢&isel em, 0 < m < k.

Uvedu nyni nékolik piikladd, pouze ¢isteéné propoditanych; &tendi

uéini dobfe, ovéFi-li si uvedené vysledky vlastnim podrobnym vy-
poctem.
Piiklad 1.

(107)  y5 4 y* 4+ 2xy3 4 yix + 22 — 23) + y(202 — 424) + 23 = 0.
Newtoniv polygon (obr. 16) mé dvé strany o smérnicich —2, —1.
VySetiujme napied prvni stranu, jiz pfislusi dva rozvoje y = bx1/2 4 ...
Bodiim (krouzkovanym) na prvnf strané odpovidajf &lenové y* + y2x;
mnohodlen f(f) dostanu tak, Ze sem za'y pfimo dosadim fz'/2; dostanu
px? + f2x?; rovnice f4 + f2 = 0 méd dva jednoduché, od nuly rizné
kofeny b = i, b = —i.31) Polozme tedy x = 2, y = ¢t (41 + 2).32) To

30) Pro I = 0 znamend ovSem soudin &m, ... em, jednitku.
31) Obecné: mnohoélen f(B) = 2 a;cf* dostaneme zcela mechanicky
iq+kp=24

takto: do &lent ajx/y* na piisludné strand mnohodlenu dosadim y = fzr/q,
nadez vyjde vskutku

asfrxietkn) e = gl af(B);
jq+kp=24

vynechdm-li &initele x4/¢, dostanu f(f).
32) Pi8i ¢, z misto z,, ¥, abych uspofil indexy.
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dosadim do (107), délim nejvys$§i mocninou ¢, jez se vyskytne, a tim

dostanu funkei, kterou jsme v dikazu véty 257 (bod I) oznaéili F,.

To bude jiz funkce vysky 1 (Slo o jednoduché koreny), takZe metodou

neurcitych souéinitelt (viz dikaz véty 257, bod VI) dostanete rozvoj z
3

. Y 1 . 1
v mocninnou radu: z = Et + §1t2—§t3 + ... a tedy

1 3 1
=ir!2 + —x 4+ —ixd2 — _ 2
Y1 1r 2.’5 812: 22,' H

1 3 1
— — ix1/2 o ——ix32 — 2
Y2 1 +2x slx 2x + ...

Pristupme k druhé strané. Zde jde o rozvoje tvaru y = bz 4 ..., kde b
je kofenem rovnice b2 + 2b + 1 = 0. Mdme tedy dvojnésobny koifen
b = —1. Klademe-li do (107) y = x(—1 + 2) a délime nejvys&i moc-
ninou z, jez se vyskytne, obdriime

(108) 2522 4 24(x— ba2) 4 23(2x + 1022) + 22(1 4+ x— 1122) + 5222 = 0.

Obr. 16. Obr. 17.

Newtonuv polygon (viz obr. 17) m4 jednu nevlastni stranu vysky 1,
takze mame jednoduché feSeni z = 0, coZ je ostatné vidéti pfimo ze
(108); tedy

Yz = —2&.

Druhé feSenf bude z = x2(—5 + u), kde fadu « dostaneme jiz ze (108)
metodou neurditych souéiniteld: = 5z — 6022 4 ..., takze

Ys = —x — 523 4 5xr* — 605 4 ...

Poznimka 5. Okolnost, Ze fada u;(zV/N) je v-ndsobnym kofenem
funkce y(, ¥), znamend toto: vztahy
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(109) Wﬂ: 0 (0=k<y),

oy, ust) g
oy’

jsou splnény, dosadime-li do nich ¢ = z!/¥ (a tedy t¥ = z), pokud
| z | # 0 je dosti malé. Prvnich » rovnic (0 £ k < %) je tedy splnéno
jisté pro vSechna dosti mald kladn4é ¢ (to jsou totiz n-té6 odmocniny
kladnych &fsel t¥) a tedy levé strany v rovnicich (109) jsou pro
0 £ k < v mocninné fady v ¢, majici viechny soudinitele rovny nule,
kdeZto posledni fada (nejsouc stéle rovna nule) mé néjaky soudinitel
od nuly rizny.33) Tedy: Rada us(xV/¥) je v-ndsobnym kofenem funkce
y(z, y) tehdy a jen tehdy, plati-li (109) pro vdechna komplexni t +# 0
8 dosti malou prostou hodnotou |t |. Z toho je vidét: budiz | = | dosti
malé; zvolme ¢ = ex!/N, kde ¢ je néjaky N-ty kofen z jednitky, tj.
néjaké éislo takové, Ze eV = 1 (jest N takovych &isel, totiz e = e271*/N);
h=0,1, ..., N—1). Potom bude t¥ = ¢¥z = z, takZe z (109) plyne
O (@, us(ext/N))
oyk -

0¥ p(x, uy(ex!/¥N))
oy

(0 =k <),

# 0,

tj. us(ex/N) je také »-ndsobnym kofenem funkce y(z, y). Z jednoho
v-ndsobného kofene u;(21/¥) dostdvime tedy bez jakéhokoliv podtu
jesté dalsf »-ndsobné kofeny us(exl/¥) (eN = 1); to je nejvyse N riznych
kofenti. Timto zpiisobem lze &asto ulehéditi vypodet; tak v piikl. 3
dostdvame y, ihned z y;, piSeme-li —zV/2 misto x1/2 (tj. dosazujeme-li
t = —ax/2 do fady it + 1/2t2 + 3[81it3 — 1/2t4 4 ...).

Priklad 4.
(—a® + 1024 + ...) + y(—1023 4 ...) 4+ y2(322—43x3 4 ...) +
(110) + »3(1622 4 ...) + y*(—3x + 922 + ...) + y5(—6z + ...) +
+ (1 +322+ )+ gz 4+ .) + B8z —...) ... = 0.

3) A tedy je — podle véty 222 — stdle rtizné od nuly, pro viechna dost
mald |¢] # 0.
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Pfedpokldddm ovSem, Ze nenapsani &lenové jsou takovi, aby rada
absolutné konvergovala v okoli poéitku. Newtontiv polygon mé jedi-
nou stranu vysky 6 o smérnici —2; piislu$nd rovnice (y = bz1/2) je
bs — 3b* + 3b2 — 1 = 0, s dvéma trojndsobnymi kofeny b =1, b =
= —1. Dosazenim z = #2, y = +{(1 + z) 3¢) obdrzite

15(1 4 2)5 F 617(1 + 2)5 — 3i5(1 + 2)4 + 9#8(1 + 2)* +

(111) 1+ 1667(1 + 2)3 + 316(1 + 2)2 — 43t5(1 4 2)2 F

F 1067(1 4 z) — 6 + 1088 + ... = 0.

Délime-li 5, dostdvame Newtonuv polygon (viz obr. 18),
odpovidajici ¢lentim 823, 48z, —24t2 (vSimnéte si, Ze
nevypsani &lenové v (111) obsahuji aspoil ¢, takZe ne-
rusi konstrukci Newtonova polygonu). Pro prvn{ stranu
méame rovnici 862 4 8 = 0, tedy budto b = 4i (pro
y = t(1 + 2) nebob = 41 (pro y=—4(1 + 2)), takZe

Obr. 18. (z — b . tl/z + '“)
=2 f i34 ., yy =2 —ixd 4 .,
Ys = —aV2 — 34 4 | ys=—atlz 4 23/4 4 ...

(VSechna tato FeSeni plynou ostatné podle pozn. 5 z prvniho, piSeme-li
misto x4 v ném po fadé —a'/4, —ixz1/4, iz1/4), Druh4 strana polygonu
dava b = 43,2 = 43t + ..., tedy

ys = 12 4 3z + ..., Yo = —aV2 4 3x 4 ...

¥s ¥

(zase plyne ys z ys). Kdybychom chtéli poéitati dalsi éleny fady yj,
museli bychom ovSem vypsati dalsi soudinitele v (110).
V dalsich pfikladech uvddim jenom vysledky; vypodty pfenechdvém
dtenari.
Priklad 5.
¥* + 9t + 22yt 4 yAe + 2 — %) 4 y(222 — 20%) + 23 = 0.
p=ixl2 4 .., yy=—ix24 ..., ys=—atix?+ ..,
Yy = —x—ix? ...

34) Pisi radgji takto misto y = ¢(+1 4 z), abychom nemuseli davat tolik
pozor na znaménka.
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Piiklad 6.
Y — 2xys + y4(4a? + 4at) — 6a¥y3 +
+ y*(5z* 4 326) — 4yxs + 225 + 228 4 20 = 0.

y1=lz—|- veey yz=——i$+ veey y3=il/2_x+ veey
Yy = —i sz + ., ys=z +V—g—ix2+ e y5,=x—l/%iz2+
Priklad 7.

Y + y5(1 + z) 4 y5(x — 22?) — yH(x — 25) —
— Y3z + 22 + 323) — y2(22 + 24) + y(@? + 224) + 23— 24 — 0,

Polozime-li ¢ = ——;— + % l/§, méme FeSen{
=B+ ., =34 .., ys = g3
y4=x1/1+ N y5=—x1/2+ eeey y6=_x+ oos

Priklad 8.
Y — (2x 4 222) y3 + 2(x2 + 23 + 24) y2 —
— 2@+ 2t 4 25 + 2%) y + @t + 225 + 225 4 227 + 28 = 0,
Y1 =Y = % + 2 (dvojndsobny), ya=ir+ .., y,=—iz + ...
Priklad 9.
Y+ (22 4 22) 33 4 (322 + 22%) y2 + 223y 4 2% + 25 = 0.
N=e&+ .., pr=ex+ .., Ys=€x+ ..., ys=¢e2+ ... 35) 36),

Priklad 10.

Yo+ (2z — 22) y* + a2y3 + 4222 + 25y + 424 = 0.
Resenf

153 (:h % + —;-il/:?) vz 4 ., iz ..
se viemi kombinacemi znamének.

¥) & mé tyZz vyznam jako v piikl. 7.
%) Kdybychom chtéli zjistiti, zda jde o jednoduché &i dvojnésobné kotfeny,
musili bychom poéitati jests déle.
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Priklad 11.
Y® + 2zy" — Bazys 4 2atys — 3x3yd + Taty? + 28 = 0.
14i 1+4i

= — 1/2 ceny = — xllz ceey
1—i 1—i

= — g1/2 eeey = —— g1/2 ceny
14 —14i

Ys = l/i zl2 4 .., Yo = 1/2_ x4 .,

—i —1—i

y7=—V§ X2 L oy = VE xV2 4 .,

Priklad 12.
y6 + x2y4 + x4y3 J— x4y2 + 2x6y — 6 = 0.

y=1ix + ..., Yy =iz + ..., ys = —ir 4 ...,

Ya=—ix+ ..., ys=z+ ..., Yo = —2% + ....
Pozndmka 6. Véta 257 Tesi i tento tikol, zddnlivé obecnéjsi:

budiz
g9(&,n) = ; Dar(§ — Eo) (n—mo)*
i=

mocninng fada o stiedu [£,, 70], absolutné konvergentni pro | § — & | <
<0, In—mno| <o, kde o je jisté kladné ¢&islo; hleddme vSechna
feSeni rovnice g(&, ) = 0 v okoli bodu [&,, 7). Klademe-li § — & =
=, n—mno =1y, mime hledati v okoli poéitku reSeni rovnice

f(z, y) = 0, pfitemz f(x, y) = i bjxxiyk. Jsou-li vechna bjr = 0, je
i k=0

dloha trividlni; budiz tedy aspori jedno bjx # 0; budiz % nejmensf

¢islo, k némuz existuje &islo k tak, Ze bax # 0; z funkce f se dd tedy

vytknouti 2% (nikoliv vSak z**1) a mime f(z, y) = 2"F(z,y), kde

F(z, y) = Y asrxly* (ptidemZ mize oviem byti té7 b = 0). JeZto ajx =
hk

= byyn, k, existuje k tak, Ze aor = bax # 0. ReSeni rovnice f(z, y) = 0

jsou pak tato:

I.z = 0, y libovolné (je-li A > 0).
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II. ReSenf rovnice F(z,y) = 0. Je-li F(0, 0) = ag # 0, neexistuji
v okoli poéitku Zddnd feSeni rovnice F' = 0; je-li vlak aq = 0,
existuje celé n > 0 tak, Ze @on # 0, @ox = 0 pro 0 < k < n a Yefeni
rovnice F = 0 v okoli poditku se dostanou z véty 257.

§ 5. Redlné FeSeni rovnice F(x, y) = 0 pFi redlnych a;;. Napred
pomocnou vétu:

Vé&ta 258. Budif f(x) = co + 1z + c222 + 323 + ... mocninnd fada
8 kladnygm polomérem konvergence R. Potom existuje é&islo o(0 < ¢ < R)
s touto vlastnosti:

1. Jsou-li vdechna cyp, redlnd, je f(x) redlné pro vdechna redlnd x takovd,
Ze0 < |z| <p.

I1. Je-li alespofi jedno cm nerediné, nent f(x) redlné pro Zddné redlné x
takové, 2e 0 < |z | < p.

Dukaz. Bod I je samoziejmy. Budiz nyni ¢, prvni souéinitel, jenz
neni redlny. Oznac¢im-li znakem Ja obecné imagindrnf ¢ast &isla «,
je 3cm # 0 a tedy existuje kladné p tak (0 < ¢ £ R),Ze pro |z| < o
je | Cmi1® + Cmi222 + ... | < | Jcm | & tedy téZ | J(cmi1x + Cmi22? +
+ ...)| < |3cm|. Pro redlné z,0 < |z| <o je tedy |3f(zx)| =
= |azm | .| Sem + J(cm1® + Cmp2x® + ...) | = | 2™ | (| Sem | —
— | 3(emy1x + cmi2x? + ...) |) > 0, takZe f(z) neni redlné.

Véta 257 dava za predpokladi v ni uvedenych tplné feSeni rovnice
F(z,y) = 0, kde

Flz,y) = Y, apxlyk,
(112) o

Qoo = ... = Qoyp—-1 = 0, Qon 75 0 (n > 0)
Za onéch predpokladu jest

(113) (@, y) = I=I (y — uy(@N))

a rovnice F(x,y) = 0 je v jistém okoli po¢atku splnéna tehdy a jen
tehdy, je-li y = w(x'/N) pro néjakéj (j = 1, 2, ..., n). Casto viak madme
funkei F(z, y), jez je redlnd pro vSechny redlnd z, y v okoli poéitku
(to znamend podle véty 252, Ze vSechna @ jsou redlnd) a zajimdme
se pouze o redlné hodnoty z, y v okoli poditku, jez splituji rovnici
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F(z, y) = 0.37) Jednu takovou dvojici # = y = 0 zndme. Abychom
nasli jesté ostatni, musime zjistit, které fady u(x1/¥) a pro kters redlnd
z maji redlnou hodnotu. O tom nds poucuje tato véta:

Vé&ta 259. BudiZ u(t) = bo + bit + byt +.... Fada s kladnym polo-
mérem konvergence; budiz N piirozené éislo. Potom existuje kladné éislo o
tak, Ze plati:

I. Jsou-lt bm, bme™m/N (m =0, 1, ...) vesmés redlnd, je u(xV/N)
rediné pro vdechna x intervalu (—p, 0) 1 intervalu (0, o).38)

IL. Jsou-li ¢isla byn vesmés redlnd, je-li vdak aspori jedno éislo
bm €™m/N neredlné, je u(xV/¥N) redlné pro 0 < x < g, ale neredlné pro
—o0 <z <0

II1. Jsou-li &tsla by, e™im/N yesmés redlnd, je-li viak aspor jedno &islo
bm meredlné, je w(xVN) redlné pro —o < x < 0, ale meredlné pro
0 <z <op.

IV. Je-li aspoti jedno z &isel bm jakof i jedno z éisel bm e™im/N pe-
redIné, je u(x'/N) neredlné pro —p < x < 0¢ pro 0 <z < p.

Diikaz. Pro kladnd x je u(x/N) = u(t) = bo + bit + bat2 4 ..., kde
t = x/N > 0; pro z < 0, tj. pro z = e!* | z | kladu 21/¥ = el*/Nt, kde
t = |z |VN > 0, takZe jde o fadu

w(xV'N) = by + by e Nt + ... + by, em™/Ngm

véta 259 plyne pak z véty 252 (intervalu (0, ¢) nebo (—p, 0) pro z
odpovid4 interval (0, p1/¥) pro t).

Priklad 1. V ptikladech 6, 9, 10, 11 z §4 je x = y = 0 jediné
redlné reseni; v pikl. 8. jsou vSechna redlnd feS=ni v jistém okolf
poddtku déna rovnici y = = + 22.

Véta 259 rozhoduje o realité funkei wj(x/¥) zndm-li v§echny sou-
dinitele téchto fad. UkdZeme vSak, Ze sta¢i zndti koneény (dostateéns
velky) podet soudiniteld, zndme-li oviem nédsobnost pifslusného
kotenu u(xV/N):

Vé&ta 260. Ve vété 257 budte a;; vesmés redind. BudiZ napf¥. ui(t) =
= bit + bat2 + ... a budif wui(xV/N) v-ndsobnym kofemem mnohollenu

31) Rikd se nékdy také, ze hleddme ,,redlné body kfivky F(z, y) = 0.
38) Tyto intervaly jsou ovSem mnoziny redlnych é&isel.
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v(x, y), takfe napf. ui(t) = wa(t) = ... = u,(t). Existuje tedy piirozené
islo k tak, Ze Zidnd z fad wi(f), ..., un(t) nezadind dsekem byt +

+ byt + ... + batk.
Tovrdim:

I. Jsou-li b, ..., bx vesmés redind, jsou vibec vdechna &isla by, reding.
I1. Jsou-li by e™/N, ..., by e¥*V'N vesmés redlnd, jsou vibec vdechna
sla by em=i/N redlnd.

Dukaz. Pro vSechna z, y-%) jest

vl 1) = [ 0 — us(a)

Odtud plyne (jako v § 4, pozn. 1), Ze pro vSechna ¢, ¥ jest

(114) v, ) = I (v — i)

a odtud téz

(115) p(—tV, y) = iljl (y — us(e™/Pe)),

nebof (e™/N¢)¥ = —¢N. Vpravo i vlevo jsou v (114), (115) moeninné

tady v ¢, y; vzhledem k y jsou levé strany dokonce mnohoéleny n-tého
stupné. Soudinitelé v (114), (115) vlevo jsou redlnd ¢&fsla (nebof se
podle véty 253 dostanou z redlnych é&isel a;x Etyfmi zdkladnimi dkony
podetnimi).

I. Budte nynf &isla by, ..., bx redlnd a predpoklddejme, Ze existuje
né&jaké bm, jez neni redlné; budiz by, prvni neredlné z &isel by, (tedy
! = k). Z toho odvodime spor. Klademe-li

(116) y = byt + bit? + ... + bt + z,
jest
y—uj(t) =z — byttt — by otttz — ... proj=1,2, ...,»
proj > v je viak
y — wi(t) = z + c(§, my) t™ + c(j, mg + 1) tmitt
kde ¢(j,ms) # 0,0 < my; < k < I; nebot u;(t) (j > ») se lisi od wi(t)

3%) Myslim ovSem stdle na jisté okoli poddtku.



soudinitelem pii néjaké mocniné, ¢ms, kde m; < k. Dosazenfm ze (116)
do (114) dostdvdme

(Y, bt + ... + bt +2) =

(117) n
= e—butt— . ] G+l ma) tm 4 )
j=v+
(je-li » = n, znamend oviem symbol [] a; jednitku). Levd strana
j=n+1
v (117) je mocninnd fada v ¢, z s redlnymi soudiniteli (nebot by, ..., b;

jsou reélnd). Nejnizsi ¢len vpravo, neobsahujici 2, jest

n
(118) (—1)*by,, H c(j, my) . £y ANy Ao tma
j=v+1

=v

(m&jme na paméti, Ze bi1 # 0, ¢(j, my) # 0, m; <+ 1). Nejnizsi
¢len vpravo v (117), obsahujici 21, jest

n
(119) y(_l)v—lb;‘:ll l"[ c(j, my) . z . LD UHD+my o tma,
j=v+1
Soudinitelé v (118), (119) jsou redlnd, od nuly ruznd ¢isla; tedy je
redlny i jejich podil
n . L . 1
((—l)"b;‘” H C(Jr mf)) :(v(_l)v—lb{:ll A l—[ C(],m;)) = __bl+ls
j=v¥1 j=v41 v
coZ je spor.
IL. Jsou-li e™/Nb,, ..., ek*1/Np; redlnd, vyjdu z rovnice (115) misto
ze (114); zde jest

u,(e"”Nt) = e™/Np ¢ | ezfn/zvbztz + e3xi/Np3 | .

a dal$i postup je stejny jako v I (klademe y = e*/Nbit + ... +
+ elxi/Npitl |- z atd.).

Priklad 2. Uvedeme jesté redlnd feSeni v onéch z piikladia 3—12,
§ 4, jeZ nebyly rozieSeny v piikl. 1. Vedle trividlniho feSeniz = y = 0
méme jesté tato redlnd feSeni: V piikl. 3 y, a y, prox < 0; y3 a ¥y,
prozxz < 0ixz > 0.V prikl. 4 y3, ¥4, ys, ys prox > 0. V piikl. 5 1, 32
prox < 0. V piikl. 7 y1, ys, ysprox > 0, y2 prox < 0, ys prox < 0
iz > 0.V piikl. 12 ys, ys prox < 0iz > 0.
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Poznémka 1. O realité kofenti u;(z'/¥) mohu tedy rozhodnouti,
jakmile jsem v rozvoji funkce wu;(x1/¥) postoupil tak daleko, Ze ji
mohu odliditi ode vSech ostatnich kofenti (riznych od u;(x1/¥))4).
K tomu dosp&ji vidy po dosti velkém podtu kroki, je-li uy(xl/¥)
jednoduchy kofen; u mnohondsobnych kofeni mohou nastati obtize
(majf-li nap¥. «,(¢), u2(t) stejné — a to redlné — soudinitele aZ do {1000,
nenf tfm jeSté o ndsobnosti ani o realité rozhodnuto). Z algebry zndme
oviem véty, jez dovolujf rozhodnouti o nédsobnosti kofeni mnohoélenu
y(z,y) a to tak, Ze se na soudinitele tohoto mnohoélenu (coZz jsou
mocninné Fady p(x) z véty 253) aplikuji étyri zédkladni dkony podetni;
tfm ndm v8ak neni pffli§ pomozeno, protoze zde musime poéitati zase
8 nekoneéné mnoha souéiniteli fad pi(x); pouze je-li F(z, y) (nebo téz
y(z, y)) mnohodlen v obou proménnych z, y, odpads tato obtiZ.41)

Poznédmka 2. Jsou-li a;x redlnd, je mozno nékdy jesté dalsi
zjednoduseni vypoétu. Budiz

(120) blxI/N + bzleN + ...

v — ndsobny kofen; budiz ¢, &islo komplexné sdruzené k &islu bs,.
Potom pro z > 0 je ¢&islo komplexné sdruzené k &islu (120), totiz
éfslo

(121) c,xllN + szz/N + ceey

rovnéz v-ndsobnym kofenem. Z toho vSak plyne (jako v pozndmce 5,
§ 4), Ze &islo (121) je v-ndsobnym kofenem i pro viechna komplexni
z v jistém okoli poddtku. Nejsou-li tedy viechna b, redlnd, dostdvime
ve (121) dalsi »-ndsobny kofen. Tak v piikl. 6, § 4 plyne Feseni y,
ihned z y,, ys plyne z ys3, ys plyne z ys.

§ 6. Extrémy funkci dvou promé&nnych. Budiz opét F(z,y) =

= Y agafy* fada s redlnymi soudiniteli a;z, absolutné konvergentn{

irk=

40) Je-li odpovéd zdpornéd, mohu dospéti k rozhodnuti jiZ diive; tak
v piikl. 12, § 4 jsou yi, ..., ¥« Neredlnd pro z > 01 x < 0, aé jsme rozlideni
neprovedli.

41) Stejnd obtiZ se muZe naskytnouti i zde, jsou-li soudinitelé nap¥. iraciondlni
&isla nebo vibec ¢isla, dand néjakymi limitnimi pfechody; poéiténi s takovymi
¢isly muZe také vyzadovati popfipadé nekonednd mnoho kroku.
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v okoli poéitku, @z = 0 pro 0 < k < 7, aon # 0 (n > 0). Ptdme se,
zda mi funkce F v pocitku lokilni extrém a jaky, priéemzZ se
oviem omezujeme na reilné hodnoty z, y dosti blizké nule,
coz nebudu stile opakovati.42) Jest F(0, 0) = 0, takZe jde o znamenf
funkce F v okoli po¢itku. Ve smyslu véty 257 jest

F(z,y) = v(z,9) - G(z, ),

kde G(0, 0) = aox # 0. Predpoklddejme ao, > 0 (kdyby bylo aon < O,
vysetifujme —F misto F, coZ znameni, Ze bychom prosté ve vysledcich
vyménili slova ,,maximum* a ,,minimum®). Potom mi F totéZ zna-
meni jako p (v jistém okoli poéitku). Podle véty 257 jest pak

¥ln ) = v % o) = T — ),

kdeZ pi(x) jsou redlnd, pi(0) = 0. Tedy (0, y) = y*; pro = # 0 pak
maji kofeay u; tuto vlastnost: je-li (pro néjakou hodnotu z # 0) mezi
nimi néjaky nereilny »-ndsobny kofen ux(x1/¥), je také ¢islo komplexné
sdruzené »-ndsobnym kofenem, tfeba ux(x!/N). Pro soudin pfislusnych
kofenovych &initeli pak plati (y — ua(zV/N))” (y — ue(z/¥))* > 0 pro
ka7dé (redlné) y. Kofeny u;(z'/¥) patii ke étyfem druhiim, popsanym
ve vété 259. Rozvaime viechny mozné pripady:

I. Jsou-li vSechna u; étvrtého druhu, je pfedné n sudé (kofeny se
sdruzuji v pary), tedy ¥(0,y) = y* > 0 pro y # 0; pro z # 0 je pak
v(z, y) > 0 pro kazdé y (sou¢in komplexné sdruzenych é&isel ruznych
od nuly). T'edy md f v poédtku ostré lokdlni minimum (pouze v poéitku
je F = 0, ve vsech ostatnich*3) bodech je F > 0).

II. Necht vystupuji téz kofeny prvniho, druhého nebo tretiho druhu;
kazdy z nich necht ma viak sudou nisobnost*). Potom je opét » sudé,
v(£, y) = 0 pro viechna z, y; zvolim-li viak y = u;(zV/¥), kde u; je
kofen 1, 2. ncbo 3. druhu, jest y(z,y) = 0 (znameni éisla x £ 0

42) Jde tedy vlastné o extrémy parcidlni funkce Fu(z, y), kde M je mnoZina
v3ech pdra redlnych hodnot x, y vyhovujicich nerovnostem |z | < 0, | ¥ | < o,
kde ¢ je jisté kladné &islo.

43) Rozuméj stile: dostateéné blizkych.

4) Tento pozadavek se netykd kofena étvrtého druhu.
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volim tak, aby u;(z'/¥) bylo redlné). V tomto pripadé md tedy F v poédtku
lokdlIni minimum, ne v¥ak ostré.

III. Necht néktery kofen 1., 2. nebo 3. druhu, tfeba u(z!/¥), m4
lichou nésobnost » (u; = 42 = ... = u,). Zvolme z # 0 libovolné
blizko poditku; znameni &isla z volme tak, aby ui(z'/¥) bylo redlné.
Potom lze zvoliti &isla y, < ui(x/V), y, > ui(2xV/Y) tak blizko ¢&isla
u (zVN), Ze uzavieny interval <{y:, ¥.) neobsahuje Zidny z kofenii

11 (ZVN), ..., un(2V/N). Tedy md ﬁ (y — uy(x'/N)) totéz znameni pro
j=v+1

y = y1 jako pro y = y2, kdezto (y1 — w1 (zV/¥))* < 0 < (y2 — uy(xV/N))”,
takze

(122) y(z, y1) p(2, ¥2) < 0.

Ezistuji tedy dvojice &isel x = 0, y1, y2 libovolné blizkych poldtkw tak,
e platt (122). Tedy nemd F v poldatkw lokdlni extrém.
Vezméme nyni obecny piipad: Budiz

(123) fw, )= 3, bty
7, k=0

zcela libovolnd fada absolutné konvergentni v okoli polatku, b
redlnd; vySetiujme, zda m4 f lokdlni extrém v poditku. Misto f(z, y)
vySetiujme radéji funkei f(z, y) — (0, 0) = f(x, y) — boo, jeZ ma v po-
éatku hodnotu 0. Jsou-li véechna bjx pro [j, k] 5 [0, 0] rovna nule,
je FeSenfi samoziejmé. BudiZ tedy aspon jeden soudinitel by ([, k] #
# [0, 0]) rizny od nuly. Potom vytknu (jako v § 4, pozn. 6) z f(z, y) —
— f(0, 0) nejvyssi mocninu = a obdrzim

f(x’ Y) —f(O, 0) = SL'hF(Z, ),

(124) o
F(x,y) = Zoauﬂ?’y" ;
62

pritom jest k = 0, a;x redlnd; budiz aos prvni z &isel aco, @01, oz, ...,
jez je ruzné od nuly, takie n = 0. Predpoklddejme opét, Ze apn > O.

A. Jelli n =0, je F(x,y) > 0 v okolf poditku (nebot F(0, 0) =
= ag > 0.45) Tedy mé f(z, y) — f(0, 0) totéZ znameni jako z* : tedy

4) V tomto p¥ipadé je nutné k > 0, jeZto podle (124) jest z*F(z, y) = 0
prox =y = 0.
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zédny extrém pro liché A, neostré minimum pro sudé % (nebot
f(0, y) — f(0, 0) = 0 pro kazdé y).

B. Budiz n > 0, takZe F(z,y) ma vlastnosti pozadované ve vété 257.
Znameni funkce F(z,y) je pak totéz juko u funkce y(z.y); jde tedy
o znameni funkce zhy (z, y). Zde plati:

B 1. Budiz » = 0; potom méme ptipad, vySetieny v bodech I, IT, III.

B 2. Budiz A sudé, & > 0. Potom mé f(z,y) v pfipadech II, III
v poddtku lokdlnf minimum, ale neostré (z*y(r, y) mé totéZ znamenf
jako y(z, y), aZ na to, Ze se z*y rovnd nule pro .z = 0, y libovolné).
V piipadé I nemd f v poddtku extrém: nebot existuji trojice z # 0,
Y1, y2 Cisel libovolng blizkych polatku, pro néz plati (122) a tedy téz
zhy(z, y1) - 2Py(@, y2) < 0.

B 3. Budiz & liché. Zvolme libovolné malé y > 0; potom je y(0,y) =
= y» > 0 a tedy existuje (spojitost!) éislo é > 0 tak, Ze pro |z | < &
je y(x,y) > 0; pro —d < z < 0 je tedy a*yp(z,y) < 0,pro0 <z < é
je zhy(z, y) > 0; tedy nem4 funkce f v poéatku lokdlni extrém.

Tim je i tento obecnéjsi piipad viplné probrén.

VysSetfovéni lokdlnich extrému funkce g(£, #) v libovolné zvoleném
bodé [&o, 70] se pak pievede na piipad pradvé vysetfeny substituci
E— & ==z, n—mno =y (viz § 4, pozn. 6).

Jako pifklady vySetiime, zda funkce F(z, y), vySetfované v §4,
piikl. 3—12, maji v poddtku lokdlni extrém.4) Vysledek jest: v pFikl. 3,
4, 5,7, 12 z4dny extrém, v pikl. 6, 9, 10, 11 ostré minimum, v pikl. 8
neostré minimum.

4) V piikl. 3 rozumim funkei F(z, y) funkei, stojici na levé strand rovnice
(107). V prikl. 3 jsme hledali feSeni rovnice F(z, y) = 0, nyni hleddme, zda
funkce F(z, y) mé lokdlni extrém v poddtku. Podobnd v piikl. 4—12.
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