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KAPITOLA II

MERITELNE FUNKCE

§ 1. Definice a nejjednodussi vilastnosti mé&Fitelnych funkci. V celém
tomto paragrafu je pevng dana funkce u s vlastnosti S,, takZe mluvime
vétsinou kratce o mife misto o u-mife atd. VSe se odehravi v E,.
Funkece, 0 néz jde, jsou vesmés (s vyjimkou § 5) realné funkece r redl-
nych proménnych, nemusi vSak byti koneéné, t. j. mohou nabyvati téz
hodnot + oo, — 0.1)

V DI, kap. II, § 1 jsme zavedli jiZz néktera pravidla pro poditini
8 &isly z E¥ (t. j. véetné &fsel + 00, — o0). Nynf doplnfme tato pra-
vidla jesté tim, Ze definujeme: Soudin a,a, ... a, ésel z E} je vidy
roven nule, jakmile asposi jeden initel je roven nule (i kdyZ se v sou-
¢inu vyskytuje ¢&initel 4+ oo nebo — oo; na pf. 0.(+ ) =0,
0.(— o0) = 0). Ulelnost této definice vysvitne pozdéji. Soudin je
tedy definovan vZdy; naproti tomu ostatn{ symboly diive nedefino-
a 4+ oo 4+ ®

vané, jako (+ o) + (— ), 0 T o zustdvajiinaddle bez

vyznamu.

V dal$§im ndm ¢asto nebude mnoho zédlezeti na mnozinidch nulovych.
Abychom se mohli struén& vyjad¥ovati, zavedeme tato réeni: Rikime,
Ze vlastnost V(z) bodu «z plati skoro v8ude (podrobnéji u-skoro viude)
v mnozing M, jestlize mnoZina ongéch z ¢ M, jeZz nemaji vlastnost V(z),
je mnozina nulova. Misto ,,skoro viude v E, fikime nékdy kratdeji
,,8koro vSude‘. Doufdm, Ze ¢tend¥i je jiz jasny smysl vyroki jako:
Funkee f je definovana skoro 8urle, funkee f je koneéna skoro vSude
v M, posloupnost f,(z), fo(z), .. je konvergentni skoro viude v M atd.

Mnoziny M, N nazvu elvivalentnimi (u-ekvivalentnimi), je-li
w(A4(M, N)) = 0. Znaéimz-li ekvivalenci symbolem M ~ N, plati
ziejmé: M ~ M; je-li M ~ N, je N~ M; jelli M~ N, N~ P, jo
(podle- vzorce (59) v kap. ., § 8) M ~ P. Lze tedy viechny mnoZiny
M c E, rozdélit na disjunktni t¥idy tak, Ze dvé mnoziny patii do téze

) V § 5 pfeneseme &4st vysledku té% na komplexni funkce.

69



t¥idy tehdy a jen tehdy, jsou-li ekvivalentni. Je-li M méfitelnd, N ~ M,
je (viz vétu 16) také N méfitelnd, u(N) = u(M). Je-li tfeba vyznadit
miru, pifeme M ~ N (u) misto M ~ N.

Podobny pojem zavedeme pro funkce. Budeme Fkati, Ze dvé funkoe
f, g jsou ekvivalentni (u-ekvivalentni) v mnoziné M, jestlize f(z) =
= g() skoro viude v M (odtud specialng plyne, Ze f(z) i g() mé smysl
skoro viude v M, t. j. f, g jsou definoviny skoro viude v M). Znak
f ~ g (M) nebo obsirngji f ~ g (M; u). Misto ,,ekvivalentni v E, fikime
ngkdy prosté ,,ekvivalentni.

Poznamka 1. Ziejmé plati toto: I. Je-li f ~ g (M), N c M, je té%
f~g(N).IL Je-li f ~g(M,) pro kazdé n e N, kde N je jists spodetni
mnozina, je téZ f ~ g (U M,). IIL. Je-lif~g (M), M ~ N, je f ~g (N).

neN

Poznamka 2. Opét je patrno, Ze (pfi daném M) 1ze viechny funkce,
které jsou definovany skoro viude v M, rozdéliti do disjunktnich t¥id
tak, Ze dvé funkce patii do téZe tiidy tehdy a jen tehdy, jsou-li ekvi-
valentni v M.

Definice 7. Rikdme, %e funkce f je méFitelnd (u-méfitelnd) v mno¥iné M,
jestlite plats:

I. M je méfitelnd.
11. f je definovdina skoro v¥ude v M.

II1. Pro kaZdé c € E, je mnofina

(1) Ee M, f(x) > 0)?)

méfitelnd.
Misto ,,méfFitelnd v E,* fikdme téZ kratleji ,,m&Fitelnd‘.

Vé&ta 32. Je-li f spojitd v méfitelné mnofiné M, je f méfitelnd v M.

Dikaz. BudiZ c e E;; mém dokézati, e mnozina (1) je méfiteln4.
BudiZz z ngjaky bod mnoziny (1). Jezto f(x) > ¢, plyne ze spojitosti
toto: Existuje &islo ¢, > 0 tak, Ze pro kaidy bod y mnoZiny 4, =
= E(g(x, y) < &)3) ktery leii v M, je f(y) > c. Pritadme kaZdému

3) Gt&me: mnofina téch z z M, pro n¥% je f(x) > ¢.
%) Znadim o(», y) = Max |z; — y;|. PFipomerime: Rik&me, %e funkce f je spo-
jitd v M, jestliZe je spopté v ka¥dém bod¥$ mnoZiny M vzhledem k M.
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bodu x mnoziny (1) takové okoli 4,. Je patrno, Zze xe¢ MA, a ze MA,
je éasti mnoZiny (1). Tedy mnoZina (1) je rovna priniku oteviené
(tedy méfFitelné) mnoziny?) U 4, s méfitelnou mnozZinou M a je tedy
sama méfitelna.

Poznidmka 3. Je zfejmé: Kdyby M byla Borelova mnoZina pro-
storu E.%), byla by (pfi f spojitém v M) i (1) jakozto prinik dvou Bore-
lovych mnozin Borelovou mnoZinou. Toho pouZijeme ve cviéenich
k tomuto paragrafu.

Pozndmka 4.8) Je-li M ~ N, f ~ g (M) a je-li f m&Fitelnd v M, jeg
méfitelnd v N.

Dikaz. Mnoziny E(xe M, f(z) > c), €(xe N, g(z) > ¢) jsou ekvi-

valentni, nadez se uz1]e véty 16.

Poznédmka 5. Je-li M nulovd mnoZina, je kazda funkce f mé&fitelna
v M. Dikaz: u(€(xe M, f(x) > c)) = 0.
z

Poznamka 6. Je-li f méfitelnd v M a je-li N méfitelnd, N c M,
je f méfitelnd v N.

Dukaz. MnoZina E(xeN fx) > c)=N.E@xeM, f(x) > c) je m&-
Fitelna. z

Poznédmka 7. Je-li dan spodetny systém mnoZin M, (n e N, kde N
je spodetnd mnozina) a je-li f méfitelnd v kazdé M ,, je f také méfitelna
v mnozing Y M,. Dukaz: 6’(xe U M, fx)y >c)=U E@xeM,,

neN neN z
f(z) > ¢).

Poznimka 8. Je-li M méfitelnd, u(N) = 0, a je-li f spojitdv M — N,
je f méfitelnd v M. Dukaz. Parcidlni funkce g = f,,. ") je spojitd
a tedy (véta 32) méfitelna v M — N, naceZ se uZije pozn. 4.

Poznidmka 9. Budiz M C E, mé&fitelnd. BudiZ f definovdna skoro
viéude v M. Budiz g ~ f (M), g ~ 0 (E, — M). Tvrdim: { je méFitelnd
v M tehdy a jen tehdy, kdyZ g je méfitelnd v E,. Dikaz. I. Necht g je

4) Sjednocenf se bere pro viechna z, Jei leZf v (1).

$) Viz pozn. 6 a v8tu 15 v kap. I, § 8

$) V t&chto (a mnoha jinych) pozné.mké.ch neovéfuji podminky I, IT, je%
jsou zfejmé splnény.

) Je-li funkce F definovdna v mno%ind 4 a je-li B C A, znadi ,,parcidln{
funkce*¢ F, funkci G s oborem B, pro kterou G(x) = F(x) proz e B.
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méfitelnd v E,, tedy té2 v M (pozn. 6); tedy i f je méfitelnd v M
(pozn. 4). II. Necht f a tedy i g je méfitelnd v M. Funkce nulovs
(a tedy i funkce g) je podle v&ty 32 métitelnd v E, — M. Tedy (pozn. 7)
g je méfitelnd v E,.

Této poznamky se lasto uzivd. Zhruba feteno: roziifim-li obor
funkee f z M (ov8em: kdyz M je méfitelna) na E, tim, Ze proxeE, — M
kladu f(z) = 0, nezméni se nic na méfitelnosti funkce (oviem: jednou
jde o méfitelnost v M, po druhé o méfitelnost v E,).

V&ta 33. BudiZ | funkce definovand skoro véude v méfitelné mnoZiné M.
Potom ka%dé dvé z ndsledujicich &ty podminek jsou ekvivalenini:®)
1. Pro ka#dé ce E, je E(x e M, f(x) > c) méFitelnd.
z

II. Pro kaZdé ceE, je E(x e M, f(z) < c) méfitelnd.
III. Pro ka#dé ceE, je E(x e M, f(x) < c) méfitelnd.
IV. Pro kaZdé ceE, je E(x e M, f(x) = c) méfitelnd.

Dikaz. Nic se nestane, vynecham-li z M mnoZinu (nulovou) téch
bodt, v nichZ f neni definovdna. Smime proto predpokladati, Ze f je
definovdna vSude v M. Potom viak plati (pro kratkost vynechivam
zeM) €(f(a:) >c)=M—~ €(f(x) <o), €(f(x) Lo)y=M =~ €(f(x) >

> ¢), ta.kze I, IT jsou ekvwalentm, podobné jsou ekvwa.lentm III, IV.
Dile je ziejmé

b’(/(x) >c)=UyU E(f(x) >c+ )

n=1z

Efr) 20 = 0 E(f(x >o— %)

n=1z
Prvni vzorec ukazuje (s pomoci véty 14), Ze z IV plyne I, druhy uka-
zuje, Ze z 1 plyne IV. Tedy II <=1 <1V <=>III.

Kratce fedeno: smysl definice 7 se nezméni, piSeme-li v ni misto >
budto = nebo < nebo <.

8) T. j.: funkce f & mnoZina M splituji budto viechny $tyfi podminky nebo
#4dnou z nich.
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Poznamka 10. Jsou-li f, g méfitelné v M, ce E,, jsou méfitelné
také tyto mnoziny:

(xe M, f(x) = ¢);

I

I

(ze M, f(x) = + o);

»

w
I

(xe M, f(xr) = — ©);

€
:
:
2’(xe M, f(z) < + «);
:
:
:
:

'

(xe M, f(x) > — ©);

o

I

(e M, f(x) < g(x));

(e M, f(x) = g(x));
(ze M, f(x) = g(x)) .

-

[ N N N N N N N

o

Dikaz. Smime predpokladati, Ze f, g jsou definovany vsude v M.
Potom je

4, = E(f(2) = o). E(f(z) < ) ;)
A, = A E(f(z) > n);

n=1z

Ay = A E(f@) < —n);

n=1z
A, =M = A,
Ag=M = 4,.

Daéle: nerovnost f(x) < g(z) plati tehdy a jen tehdy, existuje-li e P
(t. j. racionalni r) tak, Ze f(z) < r < g(x). Tedy

As = U E(f(x) < 7). Egx) > 1);

reP z z
A, =M = Ag;
Ay = E(f(x) < g()) . E(f(x) = g(x)) -

z

%) Vynechdvdm znak z ¢ M.
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Vime, Ze funkce spojitd v méfitelné M (nebo asponi v mnoZin& ekvi-
valentni s M) je méfitelnd v M (véta 32 a pozn. 8). DokédZeme nyni, Ze
aritmetické a limitni operace, provedené na méfitelné funkce, vedou
opét k méfitelnym funkeim.

Vé&ta 34. Budte f, g méfitelné v M,a e E*, 0 < o« < + oo. Potom také
funkce

a f(z), Max (f(z), g(=)), Min (f(z), g(2), f(=) g(a), |{@)|"
(specidIng |f(z)])*0)

jsou métitelné v M. Funkce f(x) + g(x) je méfitelnd v mnoZing onéch
bodi z € M, v nichZ je definovdna; totéZ plati o funkcs f(z) : g(x).

Dukaz. Bez Gjmy obecnosti budte f, g definovany viude v M.

I. Pro a =0 je a f(x) = 0 spojitd v M. Pro 0 < a < + o je
f(a fx) > ¢) = f(f(x) > 7:—), podobné pro 0 > a > — . Proa =
= + oo je funkce a f(z) rovna + co!l) na méfitelné mnoZing £ (f(x) >
> 0), je rovha — oco!!) na méfitelné mnozing £(f(z) < 0) a ;e rovna
011) na méfitelné mnoziné f (f(x) = 0), nadez s; uZije pozn. 7.

II. f‘ (Max (f(z), g(x)) > ¢) = f(f(x) > ¢) v E(g(xr) > c). Podobnd

pro Min (se znamenim <).
1 1

III. &(|f(x)]* <c) = E(— c® < f(z) < ¢®) pro ¢> 0 (pro ¢ < 0
vyjde oviem prézdnd mnoZina).

IV. Mnozina L téch xze M, pro né% je f(x) = — g(xr) = + o, je
méfitelnd (pozn. 10, mnoZiny A4, A4,). Polofme N = M = L. Pro
ceE; je c — g(z) mefitelnd v M (a tedy v N), nebot pro c,¢E, je
5(0 —g(x)>c¢) = €(g(x) <c—¢,). ProceE, je dile 5'(xe N, f(z) +

+ g(z) > ¢) = 6’ (:I:e N, f(x) > ¢ — g(z)), a to je mérltelna. mnozina
podle pozn. 10, ]ezto ¢ — g(%) je m&titelnd v N.

10) Defmu_]eme (+ ©)* = + ®© pro o« > 0,
11) Tedy spojité, tedy métitelng,
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V. Jako pomiicku pro soudin a podil dokazme: Je-li g konedn4,

riznd od nuly a méfitelnd v M, je 1 méfitelnd v M. Nebof pro

0<c<+00]e€(() ) €(0<g(x)<%),pro—oo<c<0

z

je f(g-(la?j > c) = f’(g(z) > 0) v f(g(x) < %—) a pro ¢c=0 je

1
¢l o) = g0 > 0.

VI. Soudin. Mnoziny téch ze M, kde f(x)g(x) je rovno nule, po
piip. + oo, po pfip. — oo, jsou mé&ftitelné (na kaZzdé z nich je fg spojitd).
Na zbyvajici mnozing M, jsou f, g koneéné, rizné od nuly. Je pak
(vynechavam znak z e M,)

E’(f ) >c¢) = € (f(x) > ) E(g(xz) > 0) v

g(z)
U 6‘(!‘(@‘) < e )) E(glz) < 0);

vpravo jsou méFitelné mnoZiny podle V, I a pozn. 10.

VIL. Podfl. Vylou¢im méfitelné mnoZiny M,, na nfi |f(x)] =
= |g(z)] = + oo, & Mz, na nf%z g(z) = 0. Ve zbyvajfef mnoZiné je
f : g definovano. Mérltelna, je déle ta mnozina, kde f:g = 0 (f = 0,
g #+ 0 nebo |f| < + o, |g| = + ). Ve zbyvajicif mnoZing je 0 <

< |g] < + oo a uzijese V, VI na souéinf.-;-.
Vé&ta 35. Budi? [y, fg, ... nekoneénd posloupmost funkct méfitelnijch
v M. Potom také funkce
o) = SUp fu(@), @al@) = inf fu(z),
@s(z) = limsup f,(z), @) = lim inf f,(z)
jsou méfitelné v M. e e
Dodatek. Existuje-li tedy ilil:o fa(x) = f(x) skoro véude v M, je f méFi-

telnd v M, nebotf f ~ @5 (M). Obecnéji: Je-li N mnofina téch ze M,
pro néf existuje lim f,(x), je N méfitelnd; nebot N = E(x e M, ps(x) =
z
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= @4(x)). Oviem lim f,(z) je méFitelnd v N (podle véty 35 a pozn. 6).
Tedy na p¥. mnoZina téch z € M, pro néz lim f,(x) = + o0, je méfi-
telné atd.
Dikaz véty 35. Je-li P, mnoZina onéch bodi x € M, pro n&z f,, nenf
-definovéna, je P = P, v P, U P, U ... nulovd mnoZina. MiiZeme se
tedy omeziti na mnozinu M — P, t. j. smime predpokladati, Ze f, jsou
definovdny v M. Potom pro c ¢ E, je (vynechdvim znak z ¢ M)

5(¢1(x) >¢) = U E(falz) > ©), €(¢2(3«‘) <¢)= U E(falx) <c).

n=1=2z n=1z

Tedy @,, p, jsou méfitelné v M. A tedy téz y,(x) = sup )‘,,(x) je méfi-

n=p,p+1,.
telnd v M, a tedy téz mf 1p,,(x) je méfitelna v M. Ale w,(x) = Yp41(T),
p_.
takZe @g(x) = llm o) = inf %( z). Podobné pro ¢,.
r=12,..

Poznamka 11. BudiZz M c E, méfitelnd. Budiz P metricky pro-
stor; bod ae P budiZ hromadnym bodem mnozZiny A4 c P. Budiz
f(z, ) redlna funkce, definovans pro xe M, x € A. Necht pro kazdé
xe A je f(zx, x) (jakoZzto funkce x) méfitelnd v M. Necht pro skoro
viechna x ¢ M existuje lim f(z, ) = ¢(z). Potom ¢ je funkce méfi-

a—>a

aed
telnd v M. Dukaz. Existuje posloupnost «,, «,, ... tak, ze «, € 4,
on *+ &, lim &, = «. Potom funkce ¢,(x) = f(x, x,) jsou méFitelné

n—>wo
v M a pro skoro vSechna ze M je @(z) = lim ¢,(z) (to je trividln{
n—+w

Sast véty 143 z D ), nadez se uZije dodatku k vété 35.

Vé&ta 36. BudiZ ¢ redlnd funkce, monotonnt v mnoiné P C E,*. Budif f
méfitelnd v M CE, a pro skoro vdechna xe M budi f(x)e P (takZe
@(f(x)) md smysl). Potom ,slofend funkce: ¢(f(x)) je méFitelnd v M.

Poznédmka 12. ¢(t) tedy miZe byti definovédna i pro ¢t = + oo.
Nejlastéji budeme této véty uZivat na funkei ¢ v oboru E,* takto

definovanou: ¢(t) = pro teE,, ¢(+ ©) =1, ¢(— ©) =

_t
1+ ¢
= — 1, po p¥{p. na jeji funkei inversn{.!2)

12) BliZe o této funkci viz D Il, kap. VI, § 4, ptikl. 1.
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Dikaz. Smime predpokladati, %e f(x)e P pro vSechna xe M.
Budiz ¢ € E; a budiz ¢ na pf. neklesajici. BudiZ a € E;* infimum onéch
te P, pro ndz ¢(t) > c. Pro te P, t < a je tedy ¢(f) < ¢, pro te P,
t > aje ¢(t) > c. Pro t = a budto ¢(a) neni definovano nebo je ¢(a) <
< ¢ nebo g¢(a) > ¢. V prvnich dvou piipadech je E(xe M, p(f(x)) >

z
> ¢) = E(xe M, f(x) > a), ve tietim ptipads je E(x e M,p(f(z)) > ¢)=
z z
= E(@xe M, f(x) = a). Ale vpravo stoji méfitelné mnoZiny.

z
Véty tohoto paragrafu jsou celkem forméalni disledky definice 7.
V nésledujicich paragrafech pristoupime k podstatngj$im vécem.

Cvideni

1. BudiZ H mno%ina husté v E,. JestliZe mnoZina (1) v def. 7 je m&fitelné pro
kazdé c e H, potom je méfitelnd i pro kaZdé c ¢ E,.

2. V kap. I, § 8, pozn. 6 jsme zavedli Borelovy mnoZiny prostoru E,; ty jsou
podle vty 15 u-métitelné pro ka%dé u s vlastnosti S,; ¥{ké se jim také mnoZiny
B-méfitelné.’?) Analogicky s def. 7 zavedme tento pojem: Rikdme, Fe funkee f je
B-méfitelnd v M, jestlize M je B-méFiteln4, f je definovéna v8ude v M a mno-
¥ina (1) je B-métitelnd pro kaZdé c ¢ E; (zase by stadilo, kdyby to platilo pro
kaXdé c € H, kde H je husté v E,). Takova funkce je oviem také u-métitelnd v M
pro ka¥dé u s vlastnosti S, (viz v&tu 15). DokaZte, Ze véty 32, 33, 34, 35 (i s do-
datkem), 36 a pozn. 6, 7, 10, 11 tohoto paragrafu zustavajf v platnosti, jestliZe
slova u-mé&fitelny, skoro viude nahradime slovy B-mé&fitelny, viude.

§2. Jegorovova v&ta. V&ta 37. BudiZ M méfitelnd, u(M) < + oo.
Budi? f,, [, ... posloupnost funkct méfitelnyjch v M, kterd md skoro
véude v M konelnou limitu lim f, () = f(z). Potom ke kaZdému ¢ > 0

existuje méfitelnd mnofina N miry mendl neZ ¢ tak, Ze posloupnost
f1s fas - .. konverguje k f stejnomérné v M — N.

Pozndmka 1. Velmi duilezitd véta; staéi si uvddomiti, jakou dile-
Zitou roli hrila stejnomérna konvergence v D Il (kap. IV a kap. VI,
§ 21). Jezto u(N) < &, existuje (viz vétu 10, é&islo ¢,) oteviend mnoZina
N, O N tak, ze u(N,) < e. T. j. ve vété 37 lze pozadovati, aby N byla
oteviena mnozina.

13) B je polatedni pismeno jména Borel.
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Poznédmka 2. Nezapomeiite, Ze pfedpoklidime, Ze M mé kone¢nou
miru a Ze limita je koneénd skoro vsude v M.

Dikaz. BudiZ M, mnoZina on&ch bodd z M, pro n&Z f,(x), fa(x), ...
jsou definovény a lim f,(z) = f(x) existuje a je konedns; tedy u(M —
-~ M,)=0.

Pro cela kladnéa k, m polozme

1
(2) K = g(x My, sup |fol@) — flo)] > 7;)-

Je zfejmo, %e pfi ka¥dém prirozeném k je K,; D Ky KspD ...,

N K., = 9 (nebot pro kazdé x e M, existuje m,e N tak, Ze pro

me=]

n = m,je |fu(z) — flz)| < -Il? a tedy 2 non € K,,, ;). JeZto jde vesmés

o méFitelné mnoziny, obsazené v M (pfi demZ u(M) < + ), je
podle véty 24

() limu(Kp) = plim Kps) = a(0) Knp) = p(9) = 0.

BudiZ & > 0. Podle (3) existuje ke ka¥dému k ¢ N pFirozené m, tak,
te u(Kmyx) < % Pro jednoduchost poloime Km,x = L. Pro kazdé

zeM, ~ L, je
@ sup [fa(e) — f(0)] S -

Polozme L = U L,. Tedy predns u(L) < &. Za druhé: je-liz e M, ~ L,
k=1

plati (4) pro kazdé k. To jest: Je-li k libovolné p¥irozené é&fslo,

je [fal@) — f(=)] g% pro viechna xe M, — L a viechna n = m,.

Tedy je konvergence stejnomérnd v M, = L, t. j. v mnoZiné M = N,
kde N = (M ~ M,) v L, takZe u(N) = u(L) < e.

Poznamka 3. M&jme nyni posloupnost fy, fs, ... funkei méfitelnych
v M, kterd ma skoro vSude v M limitu (koneénou nebo nekoneénou)
lim f,(z) = f(z). Rozdélme M na ¢&tyfi mnoZiny: M = A v Bu
U C u D takto: V bodech mnoziny A4 limita neexistuje (takZe u(4) =
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= 0), v bodech mnoZiny B je limita konen4, v bodech mnoziny C je
limita 4+ oo a v bodech mnoziny*D je limita — co. Jak je to se ,,stejno-
mérnosti v mnozing B, Tika véta 37; jak je tomu v mnoZing C a D,
tikd véta nasledujici:

Véta 38. Budif M méfitelnd, u(M) < + oo. Budif f,, f,, ... po-
sloupnost funkci méfitelnych v M, kterd skoro v¥ude v M md limitu
lim f,(x) = + o0. Potom ke ka%dému &> 0 existuje méfitelnd (ba

n—>o
dokonce oteviend) mnofina N tak, Ze je u\N) < ¢ a %e ke kaZdému
a ¢ E, existuje pﬁrozené ny tak, Ze pro vdechna xe M — N a vdechna
n > ny je fu(x) > a.

(Tedy jakasi ,stejnomérnd divergence* k + co. Zménou znameni
dostaneme obdobnou vétu pro — <o.)

Dukaz. Vynechime-li vhodnou nulovou mno%inu, mifeme pied-
pokladati, Ze f, jsou definovany viude v M a %e lim f,(z) = 4 o0
pro kaidé ze M. Vezméme tuto rostouci funkei ¢ v oboru E *:

P(t) = 1 + ltl proteE,, (4 ) =1= hm(p(t), P(— o) =—1=
-—‘hm ¢(t). Funkce F,(z) = @(f.(x)) ]sou méi"ltelné v M (vita 36)
a zfejmé lim F,(z) = 1. BudiZ ¢ > 0. Podle v&ty 37 (a pozn. 1)

existuje oteviend mnoZina N tak, %e u(N) < ¢ a %e lim F,(z) = 1
stejnomérné v M = N, Jeli aeE,, je ¢a)= ITaH <

a tedy existuje n, tak, Ze pro viechna n > n, a vechna xe M — N
je Fu(z) > p(a), t. j. p(fa(z)) > @(a); jeito pak ¢ je rostoucf, plyne
odtud f,(x) > a.

§ 3. Charakteristické funkce. Jednoduché funkce. Definice 8. BudiZ
M c E,. Charakteristickou funket y,, mnoZiny M nazyjvdme funkci v oboru
E, takto definovanou: Je-lv xe M, je yp(z) = 1; je-li xeE, — M, je
2u(z) = 0.

Oznadeni y,, budeme uZivat pouze pro charakteristickou funkei.
Index M zde nemé oviem nic spoleéného se symbolem pro parcidlnf
funkei. Z¥ejmsé je x5 = xy tehdy a jen tehdy, je-li M = N.
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Poznamka 1. Nasledujici zfejmé vztahy si étendt dokdZe sam.
I. Jest M C N tehdy a jen tehdy, jestlize yu(%) < xy(%) pro kazdé
zeE,.

II. Jelli M =Y M,, N =N M, je

2¢Z zeZ
xm(x) = Max gp,(2), yn(2) = Min xa,(z) .
zeZ zeZ
IIL. Je-li M = Y M, disjunktni sjednoceni spodetného systému

zeZ
mnoZin (t. j. Z spodetnd), je () = > xu,()-
zeZ

IV. Budiz M,, M,, ... nekoneéné posloupnost mnozin; poloime
A =limsup M,, B =Iliminf M,. Potom yx4(z) = lim sup yu,(z),
n—-+o n->wo n—o

x8(z) = lim inf yy, (2). Specidlng: L = lim M, existuje tehdy a jen

n—>wo

tehdy, je-li A = B, t. j. y4 = g, t.].existuje-li lim y,(x) pro kazdé
n—wo
z € E,, nacez,

xu(x) = lim yp,(2) .

n—>w

Dukazy jsou jasné. Na pF. ya(z) = 1 znadf totéz jako ,,x e M, pro
nekoneéné mnoho =, t. j.,yum,(z) = 1 pro nekoneéné mnoho n*,
t. j. lim sup yu,(z) = 1 a pod.

n—>wo

Poznédmka 2. Je-li @ budto vnitfnim nebo vnéjiim bodem mnoziny
M, je funkoe y,, zfejme spojitd v bodé a. Je-li v8ak a hraniénim bodem
mnoziny M, je x, nespojitd v bodé a, jeito v kazdém okoli Q(a; €)
(e > 0) existuji body =z, y tak, Ze yp(x) = 1, xu(y) = 0.

Poznédmka 3. Definici 8 je mozno oviem zobecnit: Je-li P jaké-
koliv mnoZina (abstraktni), M C P, miZeme definovati y,, v oboru P
takto: yp(®) = 1 pro e M, yp(x) = 0 proxe P — M. Pozn. 1 plati
i v tomto pfipadé (oviem P musi zistat pevné a misto E, je nutno
psati P). Je-li P speciadIn® metricky prostor, plati i pozn. 2. Vratme se
nyni opét k mnoZindm v E,.

Poznamka 4. MnoZina M je méfitelnd tehdy a jen tehdy, je-li
funkce y, mé&fitélnd (v E,). Dikaz. MnoZina E(zx ¢ E,, yyu(x) > c)je

z
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rovna @ pro ¢ = 1, jerovna M pro 0 < ¢ < 1 a je rovna E, pro ¢ < 0;
mnoziny 9, E, jsou méfitelné.

Definice 9. Budif f funkce v oboru A. Rikdme, %e | je jednoduchd
funkce, nabyvd-li f jen komeéného poltu hodnot, t. j. je-li f(A) koneénd
mnoZina. Rikdme, %e funkce f je jednoduchd v M, je-li parcidint funkce f
jednoduchd.

Poznamka 5. Budiz M C E,; budiZ f funkce jednoduchd v M. Neoht
kazdé z hodnot f(x) (pro z € M) je rovna ndkterému z é&isel ¢, ¢y, ..., ¢,
(navzdjem riznych; p > 1).4) Polozme M, = E(xe M, f(z) = ¢;),

z

takie M = M, v ... v M, (disjunktni sjednoceni). Potom je ziejmé
(5) | = cixtu, + .- + Coxa, v mMnoiing M .

Za druhé: f je méFitelnd v M tehdy a jen tehdy, jsou-li mnofiny M,
(¢ =1,..., p) méfitelné. Dukaz. I. Je-li f mé&fitelnd v M, jsou M,
méritelné podle pozn. 10 v § 1. II. Jsou-li M; méFitelné, je f konstantni
v M, a tedy spojita a tedy méfitelnd v M, (véta 32) a tedy i méfitelnd
v M (pozn. 7 v § 1).

Odvodime jednoduchou, ale dileZitou v&tu o aproximaci méfitel-
nych funkei jednoduchymi méfitelnymi funkcemi:

V&ta 39. BudiZ M méfitelnd mnofina, f méfitelnd v M.

Potom existuje posloupnost f,, fs, ... jednoduchyjch koneényjch funkct
v oboru M, jeZ md tyto vlastnosti:

1. f, jsou funkce méfitelné v M.

I1. Je-li xe M a f(x) nent definovdno, je f (x) =0 pron =1, 2, ...
HI Jelize M, [(z) 2 0, je 0 < f,(2) < fo(®) < ..., fal2) < f(2).
IV. Jedi e M, f() < 0,7¢ 0 2 @) 2 fo@) 2 ..., fala) 2 f(@).19)

V. Jedi f(z)e M, |f@)] <n (neN), je |f(z) — fala)] < 2-7*1.

VI. Je-li f(x)e M, f(x) = n (neN), je fo(x) = n.

VII. Je-li f(x)e M, f(x) < — n (neN), je f,(x) = — n.

14) MuZe byt té% ¢; = + o, ¢; = — oo.

1) Z IIT a IV plyne: je-li ze M definovéno, je |f,(2)] < If(z)l,
f(:c))./,,(x)goé plyne: je-li ze M a f(z) definovéno, je |f,(z)l < |f(z)|
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VIII. ZV at VII zfejmé plyne: Je-li x e M a je-li f(x) definovdno,
je lim f,(x) = f(x); je-li [ omezend v jisté mnoZing& M, c M, je do-
konce lim f,(x) = f(x) stejnomérné v M,.

n-—-+wo

Dikaz provedeme tim, Ze takové funkce f, (n = 1, 2, ...) sestro-
jime. Pro kazdé pfirozené n definujeme: Je-li z € M a f(x) nen{ defino-
vano, klademe f,(x) = 0 (tedy plati II). Je-li z e M, f(z) = n, polo-
¥{me f,(x) =n; je-li ze M, f(x) £ — n, poloifme f.(z) = —n
(tedy platf VI, VII). Je-li ze M, 0 < f(x) < n, najdeme celé &fslo k

<f(x)<k+1

2n—1 = 2n—1

tak, ze (0L k <n.21), a poloZime f,(x) =

= k_ Je-li koneéné ze M, 0 > f(x) > — n, najdeme celé &fslo &

on—1
kE+1 k
tak, Ze — @-l—:—l— < flx) £ — a1 (0 k <mn.201), a poloi{me

falz) = — -2—16_—1 Je zfejmo, ze platf té% III, IV, V.16) Méfitelnost
funkce f, pak plyne takto (viz pozn. 5):
ExeM, fu(x) =n) = E(@e M, f(z) = n);

z z

€(xeM, falz) = %) = E’(xeM, 5’% < f@) <k7t—ll)

z z
pro k=1,2,...,n. 2% — 1;
1
ExeM, f,(x) =0) = E(xe M, |f(z)] < F) uUN,
kde N je nulovéd mnoZina onéch z € M, pro né% f(x) neni definovéno;
podobn pro f,(z) = — k. 27+, f,(x) = — n.

Cvifeni

1. JestliZe funkce f z véty 39 je B-mé&titelnd v M (viz cvi&. 2 k § 1), jsou i funkce
fa» sestrojené v jejim dukazu, B-métitelné v M,

1%) Ve je velmi nézorné: Interval {—n, n) rozd$lim ,,d&licfmi body* tvaru
k . 27"+ na n2" intervalt délky 2-7+1, nafe¥ hodnoty f(x) > n ,.srazim* na n;
hodnoty f(x) intervalu <0, n) ,,8razim¢ na nejbliZ&f hodnotu & . 2-"+1; podobn¥
pro f(z) < 0. UvaZte, e vSechny ,,d&lici body* k . 27"*! pfi n-tém kroku jsou
také ,,délicimi body* tvaru I . 27" (p#i (n 4 1)-vém kroku).
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§ 4. Luzinova véta. Pozndmka 1. Je-li f,, f,, ... posloupnost
funkei spojitych v mnoziné M, ktera pro kazdé z € M mé (konenou
nebo nekoneénou) limitu lim f,(z) = f(z), ¥ikdme, Ze [ je funkce

n—>o

1. tFidy v M. Podobné& dale: limitu posloupnosti funkei 1. tiidy (v M)
nazyvime funkef 2. tiidy (v M) atd. Ale my budeme potiebovati jen
funkece 1. t¥idy. Podobné jako jsme na p¥. ve vétach 21, 22 dok4zali,
Ze méfitelné mnoziny lze charakterisovati jako ty mnoZiny, které
se ,,malo‘ li§f od mnoZin uzavienych (a jesté méné od mnozin typu
F,), ukdZeme v ndsledujici dulezité vété, ze funkce méfitelné lze
charakterisovati jako funkce, které se v jistém smyslu ,,mélo‘ li§f od
funkef spojitych (a je§té méné od funkef 1. t¥fdy).

Vé&ta 40. BudiZ M méfitelnd; budif f definovina skoro vude v M.
Potom kazdé dvé z téchto CtyF podminek jsou ekvivalentnt (t. j. f, M splriujt
budto vdechny Etyfi podminky nebo Zddnou z nich):

1. f je méfitelna v M.
I1. Ke kadému ¢ > 0 existuje oteviend mnoZina N tak,Ze u(N) < &
a Ze f je spojitd v M — N (t. §. parcidini funkce fy . y je spojitd).

III1. Ke ka#dému e > 0 existuje oteviend mnoZina N a funkce F tak, Ze
F je spojitd v M a koneénd v NM, dile u(N) < & a koneéné F(z) = f(x)
pro kazdé xe M — N.

IV. Existuje nulovd mnofina P tak, Ze f je funkct 1. tFldy v M — P,
Pozndmka 2. Mdme dokézati implikace I =>II, II = III,

IIT =1V, IV = I. Z nich nejdilezit&jsi je I => II. Ostatni jsou témgr
samoziejmé, jak uvidime.

Ale v dalsim budeme potfebovati jen ekvivalenci podminek I, IT.
Pro étenate, ktery se nezajimd o podminky III, IV, dokaZi nyni, Ze
II = 1. Z dikazu véty 40 si pak tento étenar preéte pouze dikaz impli-
kace I =1II.

Necht tedy plati II. Ke kazdému pFirozenému 7 existuje tedy mno-

1 . . . ve
%ina N, tak, Ze u(N,) < Pl Ze fu -, je spojité, takze f je méFitelns

v M = N, (véta 32). Tedy je f méfitelnd i v mno%iné P = U (M —

n=1
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~ N,)(§1,pozn. 7). Ale M — P c N, prokazdé n, tedy u(M — P) =
= 0, takZe f je métitelnd i v mno%ing M ~ P (§ 1, pozn. 4).

Dukaz véty 40. IT = III. Plati-li IT, je v prostoru M mnozina MN
oteviena (viz D W, véta 129) a tedy mnozina M ~ NM =M —~ N
uzaviend. Ke spojité funkei f,, . y existuje tedy podle véty o rozsifeni
oboru spojitych funkei (D 1, véta 175) funkce F' s Zadanymi vlast-
nostmi.

III = IV. Z III plyne, Ze ke kaZdému » e N existuje oteviena N,
a funkce F, spojitd v M tak, %e u(N,) < 2 "aZeproxe M - N, je
f(x) = F,(z). Polotme P =limsup N,, takie Pc N, u Ny, U

f—> 0
U Niyg U ... pro kazdé k, tedy u(P) < D, 2-n = 2-*+1 tedy u(P) =
n=k

=0. Je-li xre M = P, je xe M — N, pro vSechna dosti velkd £,
tfeba pro k = k,. Pro k > k, je tedy F,(z) = f(x). Tedy lim F,(z) =
k—o0

= f(x) pro kazdé x e M — P, takze f je 1. t¥idy v M — P.

IV = 1. Z IV plyne, %e f(z) = lim },(x) pro kazdé x ¢ M — P, kde

n— 0

fa jsou spojité a tedy méfitelné v M — P, takie f je méFitelnd
v M = P atedy i v mnoziné M ~ M = P,

I = II. Budiz f méiitelnd v M; mame dokazati, Ze plati II.

o) BudiZ pfedeviim f koneénd méf¥itelné jednoduchd funkce v oboru
M. Budte c,, ¢y, ..., ¢, navzijem rizné hodnoty, kterych nabyvi
funkce f, takZze mnoZiny M, = E(ze M, f(x) = c¢,;) jsou méFitelné

z
P
a je M = U M, (disjunktni sjednocenf). BudiZ ¢ > 0; podle véty 21
i=1
existujf uzaviené F, (1 = 1, 2, ..., p) tak, e F,c M, u(M, =~ F,) <
P 4
< %. Polosfme-li F =U F,, N, =U (M, = F,), je u(N,) < ¢,
i=1 =1

F = M = N,. Funkece f je konstantn{ v F,, a tedy je spojitd v F.17)
Existuje oviem oteviend N > N, tak, Ze u(N) < & a funkce f je
oviem spojitd v M — Nc M = N,.

17) Uvaizte, Ze Z4dny bod F; nenf hromadnym bodem ostatnich F; (uzavfe-
nost!).

84



) Budiz za druhé f m&iitelnd v M a budiZ [f(x)] < 1 ve viech bo-
dech z ¢ M, pro nd# f(z) je definovédno. Budiz P mnoZina téch bodi
z e M, pro n&# f(z) neni definovano. Sestrojme posloupnost jednodu-
chyeh konednych mé¥itelnych funkei f,, f,, ... v Oboru M, aproximuji-
ofch funkoei f ve smyslu véty 39.

Budi? ¢ > 0. Budiz N,> P, N, oteviend, u(N,) < te. Pro n =
=1, 2, ... budi N, otevfens mno#ina miry u(&,) <e.2-""1 a ta-
kova, %e f, je spojitd v M = N, (takové N, existuje podle «). Po-
lofme N = Nyu N, U N, u ..., takie N je oteviend, u(¥N) < e.
Funkece f, jsou spojité v M — Napron > 1,ze M — N, (atimspiSe
pro ze M = N) je |fu(x) — f(z)| < 2-n+! podle vlastnosti V ve vété
39. Tedy lim f,(x) = f(x) stejnomérné v M = N, takZe i funkce f je

71—

spojitd v M — N.18)

v) Budiz f méfitelnd v M. BudiZ ¢ nade znamd funkce z pozn. 12, § 1
(nebo D Il, kap. VI, § 4, piikl. 1), » funkce k ni inversni. Funkce
@(f(x)) vyhovuje (viz vétu 36) pfedpokladim bodu g, takZe ke kazdému
& > 0 existuje oteviend N tak, Ze u(N) < ¢ a Ze ¢(f(x)) je spojité
v M = N. Tedy i p(p(f(x))) = f(z) je spojité v M = N (nebot |p(f(z))| <
< 1 a funkce y je spojitd v (—1, 1)).

§ 5. Komplexni mé&Fitelné funkce. V praxi byvd dasto vyhodné
vySetfovati komplexn{ funkce reilnyoh proménnych (na p¥. je
dasto pohodlnéjsi vyZetfovati e nez dvojici funkei cos z. sin z).
Proto roziifime nae definice také na komplexni funkce redlnych
proménnych, ale jen takové, které jsou skoro vSude (ve vySetfované
mnoZing) konedné. Je-li tedy f(z) = fi(x) + if.(2), g(x) = g:.(z) +
+ i gy() (fy, fa» 91, g5 Tedlné a skoro viude v M koneéné), budeme
tkati, Ze f ~ g (M), je-li f(x) = g(z) skoro v§ude v M. Budeme Fkati,
%e [ je méFitelnd v M, jsou-li f,, f; méFitelné v M. PouZijeme-li vy-
sledku této kapitoly na redlnou a imagindrn{i éast pifsludnych funkef,
vidime ihned, Ze i pro kone&né komplexnf funkce platf pozn. 1, 2,1°)
z § 1, véta 32,'°) pozn. 4, 5, 6, 7, 8,1%) 9 z § 1. Z véty 34 plyne: Jsou-li
f, 9 koneéné mé&fitelné v M, 0 < x < + oo, jsou méfitelné v M

18) Viz D 11, v8ta 174, kde y znamené nyni n4% index n (t. j. ve v8t8 174 je

klésti b = + oo,B N, R =E,*).
19) Kone&nost funkce nutno predpokléddat.
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ifunkee f + g = (f, & ¢1) + i(fs £ g2), fg = (f19: — fo92) + i(f,9s +
+ fag2), fl = (3 + )} & tedy i [fl= (f| je jit redlnd) a konetns
}:9 = (19, + fa92) + ilfa9, — f192)) : (92 + 93) je méfitelna v mno-
#iné £z e M, g(x) + 0). Z dodatku k vété 35 pak plyne toto: jsou-li

z
on (n = 1,2, ...) komplexni funkce méFitelné v M a je-li N mnoZina
onéch xz e M, pro né% existuje konednd lim ¢, (x) = ¢(x), je ¢ méfi-

telnd v N. Také vysledek pozn. 11 v § 1 ;l:ti, je-lilim f(z, «) koneénéd
skoro viude v M. Také Jegorovova véta 37 plati pro komplexnf f,
a rovnéz Luzinova véta 40, pfedpoklddam-li v ni f koneénou skoro
viude v M. Vidite, Ze naSe zobecnén{ je ¢isté formélni — ale byva
uziteéné v praxi.

Zaroven vidite, Ze nékteré véty se prenaseji na funkce komplexni
beze zmény, jiné s jistym omezenim nebo zménou, jiné pak vibec ne.
Také je vidét, Ze nékteré véty je nutno (nebo aspoii uziteéno) dokazati
napied pro redlné funkece, nadez ditkkaz pro komplexni funkce plyne
dasto okamzité aplikaci dokdzaného vysledku na redlnou a imaginérni
éast. Aby mél étenar prehled o tom, které vysledky plati pro komplexni
funkce, a aby pritom nebylo nutno stile opakovati tytéz trividlni
uvahy, budeme se Fiditi timto principem: Pokud neni jinak Feceno, je
slovem ,,funkce“ v kap. III—VI, IX—XII minéna vidy reilna
funkce. Ty véty, poznamky a pod., které — po piipadé s jistou modi-
fikacf — plati i pro komplexni funkece, jsou uvedeny ve zvlastnim
seznamu na konei knihy, pii éemZ jsou uvedeny zmény, které je ve
znéni vét a pozndmek provésti, maji-li byti platny pro komplexni
funkce. Pokud se ditkazii pro komplexni funkce tyde, je moZno rozezna-
vati t¥i pripady:

1. Dikaz je vyslovng provadén pro komplexni funkece.

2. Diikaz je napfed proveden pro reilné funkee a potom provedeno
(obydejné v ,,Pozndmee**) jeho zobecnéni (s pfipadnou modifikaci véty)
na komplexni funkece.

3. Ale u vgtsiny vysledki, platnych pro komplexni funkece, neni
vitbec zminky o komplexnich funkeich. To znamena: zajima-li se éte-
nai o komplexni funkce, najde si ve zminéném seznamu, jak pfisludny
vysledek vypada pro komplexni funkce, nadez si (obyéejné jedinym

2 w2

pohledem na redlnou a imaginarni é4st) ové&ii spravnost vysledku.
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