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KAPITOLA IV -

PREVEDENI INTEGRACE (r + 8)-ROZMERNE
NA SLED INTEGRACE r-ROZMERNE A s-ROZMERNE

§ 1. Vi&ta Fubiniova. BudiZ y, funkce s vlastnost{ S,, budiZ u, funk-
ce s vlastnosti S,, takie u, dava miru v E,, y, ddva miru v E,. Z pikl.
7 v kap. I, § 6 vime toto: JestliZe pro omezené intervaly I, CE,, I, CE,
definujeme

(1) to(ly X 1) = wm(ly) - pa(ly)

mé u,, vlastnost S,,,, t. j. ddvd miru v E,,,. NaS$fm cilem je pak
dikaz této véty:

Véta 70 (Fubiniova). Necht u, md vlastnost S, necht p, md vlastnost
S,. Definujme pu,, rovnici (1). Potom jest

(2) fl(w, dltm——f(ff(x Y) dus) duy = Efgf(x,y)dﬂl)dﬂz,

jesthie prvni z napsanych integrdli, existuje.

JeZto jsme zde uZili jisté ,,licence‘‘ v psani (naSe standardni oznaceni
je [f duys), je tfeba vysvétleni. Body zeE,., budeme zde obydejnd

Erte
zna.:':iti [z,y], kde = = [x,...,2,]€E,, y=1[yy,...,¥Ys] € E;, nacez
[z, y] znaéi bod [z, ..., Z,, ¥, ---, ¥s]- V (2) je f funkei » + s promén-
nych; prvni integral znamend f f duye. V druhém élenu znadi f =, y) .

Erte
. du, integral, kde se pfi pevné zvoleném z integruje ,,podle y“ takze
vysledek z4visi na z, t. j. f f(z, y) du, = F(x). Druhy é&len v rovnici (2)

V“

znadf pak oviem f F du,. Podobné je to ve tietim élenu, kde ,,uvnitf

se pii pevném y mtegruje »podle z* a vysledek (jenZ je funkei y)
integrujeme ,,podle y*‘.

Aby pfi dikazu nemohl nastati omyl, zavedme dislednd oznadeni
z DI, kap. I, § 8, pozn. 3: Je-li M CE,,, a zvolim-li libovolng z ¢ E,,
znadi M= * mnozZinu v8ech y € E,, pro které je [z, y]e M. Je-li f funkece
r + 8 proménnych v oboru M a zvolim-li libovolné z ¢ E,, znadi f**
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funkei s proménnych v oboru M=*, definovanou rovnici f=*(y) =
= f(x, y) (popularng: f=* je funkee f(z, y), pojimans jako funkce bodu y
pfi pevném x). Symetricky definujeme M*v, f*v (t. j. f(z, y) jakoZto
funkeci bodu = pfi pevném y). Pfi tomto oznadeni f f(z, y) du, znadi

[ f=* du,. Vyslovme vétu 70 jedté jednou v této symbohce

Vé&ta 70a. u,, Ug, ty2 jako ve vétd 70. Necht

(3) Jfdu,

existuje. Potom plati: Poloz'ime-l;'.

@) Fl@) = Ji* due, §l6) = J1*
jest

(5) "j;‘f du,, = fF du, = fg dy, .

Poznamka 1. V této v&ts je lmphclte obsaieno:

1. F(z) je nutng (viz (5)) definovéno u,-skoro viude v E,, t. j. je
definovano pro viechna x ¢ E, — N, kde u,(N) = 0.

2. Pro kazdé x ¢ E, — N plyne z existence prvniho integrilu v (4),
e f=* (t. j. funkce f jakoZto funkce bodu y p¥i pevném z) je us-méfi-
telna v E,.

3. Je mozno dale vysloviti symetrickéd tvrzeni, tykajici se funkef
%, [*¥ — nebudu je uvadét.

4. Z (5) je vid&t, Ze existujf integraly [F du,, [§ dus.

E, E,

To viechno tedy plyne z existence [ f du,,.
Erte

Ve vété 70a mame dokdzati rovnost prvniho a druhého integrélu
v (5) a potom rovnost prvniho a tfetiho. Kdekoliv v dikazu se mnd
naskytne nutnost dokdzati dvé takové symetrickd tvrzenf oddélens,
dokazuji vét$inou jen jedno z nich a druhé pfenechdvdm beze slova Stendfi.

Dokazme napted v&tu 70a za pfedpokladu, Ze je f(z, y) = 0 viude
(nejenom skoro viude) v E,,,!) — pfechod k obecnému piipadu bude
pak jiZ snadny. T. j. doka¥me tuto (pomocnou) v&tu:2)

!) K existenci prvnfho integralu v (5) sta¥i pak uq-mdfitelnost funkce f

vE,.,

%) 1, By, g1y majE v § 1 & 2 stéle ty% vyznam jako ve v&td 70.
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V&ta T1. BudiZ | funkce r + s proménnych, je£ md tyto viastnosti:

Viastnost . Pro vechna [z, y] € E, ., je f(z, y) = 0.

Vliastnost . f je p,g-méfitelnd v E, .,.
Potom md | také tuto

Viastnost y. Definuji-li F, § rovnicems (4), platt rovnice (5).

Pro zkracenf budeme fikati, fe f mé vlastnost V, jestlife mé vlast-
nosti «, g, y.

Pomocn4 v&ta. Necht funkce f, g, f, fe --. majt viastnost V. Potom
plati:

1. Funkce f + g md vlastnost V.

2. Necht je véude gz, y) < f(z,y) < + o a necht [ gdu,s < + .
Potom f — g md viastnost V. Erte

3. BudiZ c koneéné kladné é&tslo; potom cf md viastnost V.

4. Necht je vdude fo(2,Y) < fnir(2,y) pro n =1,2,3,... Potom
funkce lim f.(z, y) = @(z, y) md viastnost V.

Dikaz. Zatnéme tvrzenim 2. Podle pfedpokladi mé rozdil

(6) I= f/dﬂm - fgd,“lz

Erys Erss
smysl, takZe podle véty 59 je
(™M I={[(f—g)du,.

E s

Jezto f, g maji vlastnost V, je podle (5)
(8) [=deH1—deﬂ1s

E, E,
kde
(9) F(z) =Eff°’* dus, G() =Efg"* du,
existuji pro u,-skoro viechna z. Opét podle véty 59 je
(10) I =zf(F — @) dy, .

Pro u,-skoro viechna x mé tedy rozdil
(11) F(z) — G(x) = [f~*dpu, — [g=* dp,
E, E,
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smysl, jeho hodnota je pak podle véty 59 rovna f (f=* — g**) du,.
Tedy lze (10) psati ve tvaru

(12) 1 zﬁfgf(fz'* — g=*) du,) dy, .

Srovname-li (12) s (7), vidime, Ze f — g ma vlastnost V.
Dikaz tvrzeni 1 je obdobny; jeito v8ak v ném jde o souéty neza-
pornych &isel, nevyzaduje tolik opatrnosti.
Dikaz tvrzeni 3. Uvédomme si, Ze symbol [cf du znaéi totéZ jako
¢[f du (véta 54). Jezto f m4 vlastnost V, plyne ihned
Jefdue=c [fdu,= Cf f/z *du,) dp, =

E 14 £'+l

L fle f1* ) iy — f(fefo* dug) s
E, E E, E,
Dikaz tvrzeni 4. Polozme
(13) F,(x) =Effi'*d/lz;

jezto f, majf vlastnost V, existujf integraly F,(x) p,-skoro viude, fek-
néme pro ze E, — N, kde u,(N) = 0. Pro tato z je 0 < f&*(y) <
< f2A() hm f2*(y) = ¢=*(y), takZe podle v&ty 57 a 43 existuje

(14) o) — Jo dua =lm Fu(@), 0 < Fof@) < Foi@)

n—>w
pro kazdé z € E, = N. Dale je podle predpokladu
(15) ffn duyy = fF d/‘l s

Erie

nacez podle (14) a podle véty 57 mame
(16) f‘pd/h—-hm fF dpu, :Ef‘}’dﬂlz—l‘m [ fndpas

fn—>xo r+8 r+8
nacez z (16), (15), (14) p]yne hledany vztah
f @ duyy = fd) dy, = f(f‘lz' *du,) dp, -
Er+c E' E‘

Duikaz véty 71 provedeme postupné.

A) Budte I, CE,, I, C E, omezené intervaly, I = I, X I,. Tvrdim,
%e charakteristickd funkce y; ma vlastnost V. Dikaz: Piedné je
(viz (1))

(17) S a1 dpge = fd,ulz = D) = (1)) - pally) -

Er+l
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Za druhé: Je-li z€E, — I,, je y;(x,y) = 0 pro kazdé y, tedy F(z) =
= fx"*d,u,—— 0. Je-li viak zel,, je xi(zr,y) =1 pro yel, ale

Zt(z y) =0 pro yeE, =~ I, tedy F(z) = fx ¥ dug = fd.“n sa(ls).
Tedy

fF dp, = fF du, '—If.uz(lz) du, = ﬂz(In)Ifdﬂx = ps(ls) . pa(1h) 5
srovnédnim s (17) vidime, %e y; mé vlastnost V. Tim jsme odbyli nej-

jednodussi pfipad; uZitim pomocné v&ty budeme nyni prechézeti po-
stupné k pfipadum stéle sloZitéj$im.

B) BudiZz M € ¥, ., (viz kap. I, § 5, def. 1; t. j. M je sjednoceni koneé-
ného podtu omezenych intervali v E,,,). Podle véty 2 Ize psiti M jako

n
disjunktnisjednoceni M = U I, omezenyoch intervall, nadez zfejmé

m=1

= ix,_. Podle A) a podle pomocné véty (tvrzeni 1) mé oharakteris-
tické'};:zkce xu Vlastnost V.

C) Budi# M otev¥end v E,,,. Lze tedy psiti (viz pozn. 8 v kap. I,

§5) M= GII,,,, kde I, jsou omezené intervaly; pifeme-li 4, =

—L,ul,u..u1, je M=GA,,, A, c Ayc A, c ... Tedy (viz
kap. II, § 3, pozn. 1) 1, SxA hmxA =y Ale A,e¥,.,
Tedy z B) a z pomocné véty (tvrzenf 4) plyne, %e x,, mé vlastnost V.

D) Budiz M omezend mnoZina typu G, v E,,,. Tedy existuje ome-
zeny otevieny interval I a oteviené mnoZiny @Q,, Gy, ... tak, 7e M C I,

M = ﬁ @,. Mnoziny A,=1.G,.G,...G, jsou tedy oteviené,

n=1 ®
IDAI:)A,DA,,:)...,M=01A,.. Tedy
n=
T2, 2 Ha, D oees Aa = limgy
odtud
ng,—-xhgx,'—iu.é-“- im (2 — 24) =tr— x4 20.
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Podle C) a podle pomocné véty (tvrzeni 2) maji funkce y; — y,, vlast-
nost V (jezto [y, duse < [ x;duys = pa(l) < + ). Podle tvrzeni
[

r+8

4 pomocné véty mé tedy y; — xu Vlastnost V. AvSak y, =y —
— (x1 — xu) & mimo to

xr— X <2 SGr—xa) dee £ [2rdps < + .
Erie E s

Podle pomocné véty (tvrzeni 2) mé tedy y,, vlastnost V.
E) BudiZ M typu Q; v E,,,. Polozme I, = E(z¢E,,,, |z] <n)

(n=1,2,...).8) MnoZiny MI,c MI,c MI,c. : . jsou omezené
a typu GQ; a jest 11m MI, = M. Tedy z,, < lm " hm 1 Yar, = Xatd
podle D) a podle pomocné véty (tvrzeni 4) ma tedy Zu vlastnost V.

F) Budiz M CE,,,, p,s(M) = 0. Podle véty 20 existuje mnoZina N
typu G, tak, %e je M C N, u,,(N) = 0. Poloime Fy(z) = [1%* du,.
JeZto yy mé podle E vlastnost V, plati &

(18) fFo d/ﬁ = fZN duys = fdlhz = 11(N) = 0.
E, [ N .

Pritom je zfejm® F,(x) > 0 viude, kde je definovano, tedy skoro
vSude, t. j. pro viechna ze¢E, — P, kde yu,(P) = 0. Podle véty 46
a podle (18) je tedy

(19) Fo(x) = f? ;¥ duy = 0

pro u,-skoro viechna z, f'eknéme pro viechna z ¢ E, — @, kde 4,(Q) =
= 0. Poznamenejme, %e y%*(y) >0 pro kazdé yeE, Je-li tedy
zeE, — @, plyne z (19) podle v&ty 46, Ze pro u,-skoro viechna y je
25*(y) == 0 a tedy i x5*(y) = 0 (jezto M C N), tedy

(20) F(z) = fx *du, =0 pro z¢E, ~ Q;
tedy f Fdu,=0a souéa.sné €% [ ya Apnz = paa(M) = 0, takze plati p,

Eris
t. j. Zu mé vlastnost V.

G) Budiz M CE,,, mnoZina u,,-méfitelnd. Podle véty 20 lze psati
M =N - P,kde N jetypuG,y, P C N, u;(P)=0.Tedy yy = xu + xp

3) Kladu [z]] = Max |z,|.
1<i<r 4+
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a funkoe yy, xp maji vlastnost ¥ podle E), F). Daie je 0 < xp < xw»

[ xp dptye = p1o(P) = 0, takZe podle pomocné véty (tvrzeni 5—) mé
[

2 = xw — xp viastnost V. Tedy: charakteristickd funkoe kaZdé u,,-
méfitelné mnoziny mé vlastnost V. Stoji za to vysloviti tento ¢éstedny
vysledek jako v&tu.

V&ta T2. u,, sy, p13 jako ve vété 70. BudiZ M C E,,, mnofina u,g-méfi-
telnd. Potom je

(21) (M) = E_{.uz(M” *) dpy =lfﬂ1(M*") dps .
(Podrobnéji: u,5(M) = [F du,, kde F(z) = uy(M=*).)
E

Smysl véty je velmi ndzorny; naértnéte si to na p¥. pro Lebesgueovu
miru, r = ¢ = 1.

Dikaz. Jest (podle G))
Hao(M) = fo dptye =s',{F dy, ,

Eris

kde F(z) = [15" du,. Ale y%* je zfejmd ocharakteristickd funkce
E,
mnoziny M=*, takie F(x) = [yume dus = ug(M>*), ¢im# je dikaz
E,

proveden.
Disledek. Je-li M CE,,, mnoZina u,,-méfitelnd, je mnoZina
M * y,-méfitelnd pro u,-skoro viechna z a mnozina M*.¥ je u,-méfi-

telnd pro u,-skoro viechna y. Nebot z (21) plyne, Ze uy(M=*) existuje
pro skoro vSechna z.

Jeité specidlni piipad véty 72:

VE&ta 73. u,, u,, n1a jako ve vété 70. Budif pu,o(M) = 0. Potom je
Us(M®*) = 0 pro u,-skoro véechna x a u,(M*¥) = 0 pro ug-skoro vde-
chna y. Opét velmi ndzorné.

Dukaz. Podle (21) je [u,(M=>*)dy, = 0; integrand nenf nikde z4-
E
porny, tedy je pro skoro viechna z roven nule (véta 46).
Dusledek. Budif M CE,,,; budte f, g funkce u,q-ekvivalentnt v M.

Potom pro u,-skoro vdechna z ¢ E, jsou funkce f**, g * u,-ekvivalentnt
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v M= *.4) Diikaz: Budiz N mnoZina onéch bodi [z, y] € M, pro néZ neni
f(x,y) = g(z, y) (budto proto, Ze néktera z obou funkef neni v tom
bod& definovana, nebo proto, Ze maji rizné hodnoty). Pro ka%dé
z € E, je tedy N * mnoZina onéch bodu y e M *, pro néz neni f= *(y)=
=g=*y) (t. j. f(x,y) = g(,y)). Podle predpokladu je u,,(N) =0
a tedy podle vty 73 je uy(N=*) = 0 pro u,-skoro vsechna z ¢ E,.

Dokonédime, po této odbotce, dukaz vty 71.

H) Budiz f funkce jednoduchd, kone¢nd a nezaporna v E,.,, jeZ je
Uyo-mefitelnd v E, ,,. Tvrdim, Ze f md vlastnost V. Dikaz: Je-li f(z) = 0
pro viechna ze¢E,,,, je to jasné. Neni-li tomu tak, budte ¢, < ¢, <
<...<c¢, ony kladné hodnoty, jichz f{ nabyvi. Poloime M; =
= E(f(z) = ¢,); tyto mnoZiny jsou u,,-méfitelné a ziejme f = c,y5, +

z

+ ... + ¢y, Z bodu G) a z pomocné véty (tvrzeni 1 a 3) plyne vysle-
dek.

K) Budiz f funkece ncziporna viude v E,,,, kterd je u,,-méfitelna
v E,,,. Tvrdim, Ze f mé vlastnost V (tim bude dokazino, Ze kaidi
funkce s vlastnostmi «, § ma téz vlastnost y, t. j. bude dokdzéna véta
71). Dikaz: Podle véty 39 existuje posloupnost funkei f,, fs, ... jedno-
duchych, koneénych a u,,-méfitelnych v E,.,, kterd pro kazdé z¢E,,,
vyhovuje podminkdm

0< fi2) Shhie) < ...y lim fo(2) = f(2) -

fn—> 0
Podle H) maji f, vlastnost V; podle pomocné véty (tvrzeni 4) ma tedy
téZ f vlastnost V.
Nyni snadno provedeme

Dukaz véty 70a. Necht

(22) I=ffd#12=ff+dﬂxz—ff'dﬂlz
- Erys E s

existuje a necht napred je f definovano viude v E,,,. Podle véty 71 je

(23) I,= [f*dme= [pdu,, I,= [f-dus= [pdu,,
kd r+e E, Ervs E,
e

(24) (P(x) = Ef(f+)z.* d/[,z , w(x) — Ef(f—)z,* d‘u2 )
mé pro f*v, g*v.
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Podle (23) a podle véty 59 dostdvame
(25) I'= [pdp, — [ydu = [(p —y)du, .
E E, E,

Rozdil ¢(x) — y(x) ma tedy smysl pro skoro viechna z, feknéme pro
zeE, — P, kde u,(P) = 0. Pro tato z je tedy podle (24)

(26) P(x) — p(z) =;f (f*)=* dp, _;f (f-)=* du, .

Je ziejmé (f+)%* = (f=*)+, nebot hodnota levé i pravé strany v bod& y
je zfejmé max (f(x, y), 0); podobn& pro f-. Vyraz (26) lze tedy psati
(podle definice integrédlu, bod II)

(27) Ef(fz’*)J' du, Ef (f=*)-duy = fl' *duy, .
Podle (22), (25), (26), (27) tedy vskutku platl
=E'f/ duy, =£fF dy, ,

kde
F(z) = g(x) — yp(x) = f fo* dusg .

Zbyva provésti dikaz jestd v tom pripa.dé, %e (22) existuje, ale
f(z, y) je definovéno pouze sk oro viude, fekn&me pro [z, y] € E,., — @,
kde 4,5(@) = 0. Definujme g(z, y) = f(z, y) proz ¢ E,., ~ @, 9(%, ) =
= 0 pro z € Q. Jeito g, f jsou u-ekvivalentni v E, ,, a jeZto g je defino-
vano viude, je podle pfipadu pravé dokdzaného

(28) ff dus = [gdp, = fG du, ,

+

kde Q(z) = [¢=* d,u,. Podle disledku véty 73 jsou vSak pro u,-skoro
E

viechna z (i':aknéme pro z¢ E, — R, kde u,(R) = 0) funkce g=*, f=*
ug-ekvivalentni v E,, takZe pro tato z (t. j. pro skoro viechna x € E,) je
Q(z) = F(z), klademe-li F(z) = f o * dug odtud a z (28) plyne tvrzeni
véty 70a.

Poznamka 2. Dulezitost véty 70 je ziejm4d: tato v&ta ndm dovo-
luje — jestliZe u,, je definovdno rovnmici (1) — pievésti (r + 8)-roz-
mérnou integraci na sled integrace s-rozmérné a r-rozmérné. Vzhledem
k duleZitosti této véty — kterou si ovéfime na mnoha pifkladech —
pripojim k ni jeité ngkolik poznidmek razu spife podetnd-technického.
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Piedev$im poznamenejme, Ze véta 70a (neboli 70) plati téZ pro
komplexni f, jestlize pfedpokliddme, Ze [ fdu,, konverguje.
Erye
Dikaz. RozloZme f na redlnou a imaginirni éast: f = ¢ + iy,
takZie mame podle véty 70a tyto rovnice mezi konvergentnimi
integraly:
(28a) f‘P duye = E{¢ dy, , f'/’ du,s =EfY’d/41 ’

E ., Erts

kde
x) zsf‘Pz'* du,, ¥(z) ZEI’I"'* du,

jsou koneéné pro skoro viechna z; t. j. pro vSechna z € E, — N (,(N) =
= 0) jsou posledni dva integrily konvergentni. Pro tato z je tedy —
podle definice integrdlu komplexni funkce —

D(z) +1¥(x) = [(¢=* +iy®*) duy, = f/’*dﬂz,

to je v8ak funkce F(x) z v&ty 70a. Ale rovnice (28a) lze — opét podle
definice integralu komplexni funkce — psiti ve tvaru

Effdﬂxz— [(@ +i¥P)du, t.j. = de,“l-
r+8

Poznémka 3. Dosud jsme ve v&t& 70 brali za integraéni obor cely
prostor E,,, — bylo to formalng pohodin&jsi. Nyni se zbavime tohoto
omezeni. Necht u,, u,, uy, maji tyz vyznam jako ve vét§ 70. Budiz
M CE,,, Potom je

(29) ff dpys = fF du,, kde F(z) = ff' * du, ,

jestlize integril vlevo existuje.
Dukaz. Existuje-li integral vlevo, je M u;;-maritelnd. Polozim-li
f(z) = f(x, y) = 0 pro zeE,,, — M, je podle véty 70

(30) ff duys _s'” dpye = fF du,, kde F(z) = ff”'* du, .

Vezméme ngjaké z ¢ E,. Jestlize y none M= *, je [z, y] none M, tedy
f>*y) = f(=, y) = 0.
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Jestlize tedy M= * je mnoZina u,-méfitelnd — a to je podle disledku
véty 72 splnéno pro u,-skoro vechna z € E, — miiZeme psati
(31) F@) = [Pt du= [ + [ = [f*du,
takze vskutku lze (30) psati ve tvaru (29).

Poznimka 4. Projekci mnoziny M C E,,, do prostoru prvnich r
soufadnic nazveme mnozinu viech bodd z = [z,, ..., z,], pro které je
M=* 4 ¢ (velmi ndzorny ,pojem). Oznadme tuto projekoi P. Je-li
zeE, — P, je F(x) = 0 (podle (31)).

Jestlite tedy P, je jakdkoliv u,-méfitelnd mnoZina, obsahujict projekci
P mnofiny M, mafeme misto (29) psdti
(32) ffd/‘n = fF dyy ,

M P,
nebof potom
Ef Fdy, = f + f

P, E-:P,

a posledni integral je nula. Specidlng: je-li projekce P sama u,-mé¥itelnd
(to je nejcast&jsi pripad v praxi), muZeme v (32) psdti P, = P.

Poznamenejme, Ze P nemusi byt u,-méfitelnd, i kdyz M je u,q-méfi-
telnd. Piiklad: Budiz r = s = 1; y, i u, budiz Lebesgueova mira v E,,
takZe u,, je Lebesgueova mira v E,. BudiZ P néjaké mnoZina v E,, kterd
neni u,-méfiitelnsd (existence takové mnoZiny byla dokézéna ve
vété 31). BudiZz M mnoZina viech bodu [z, 0] € E,, kde z € P. Jeito M je
¢asti ,,08y %, t. j. zvrhlého intervalu v E,, je M u,.-méfitelnd, totiz
ty9(M) = 0. Projekei mnoZiny M na ,,0su z*‘ je pravé mnoZina P, jeZ
neni u,-méfitelna.

Shriime pozn. 3, 4 do této véty®) (kterou napisi s : bvyklou ,,licenci‘‘):

V&ta 74. u,, py, Yy, jako ve vété 70. BudiZ M C E,,,. Potom je
(33) ff(x, ) dpa = [( [ f(x, y) dp,) duy = f( [z, y) dpy) dps
M E, M3.o E, M*»y
jestlife pront z téchto integrdli, existuje.

%) Ptipojuji oviem jestd té% druhou, symetrickou &4st (zéména x 8 y, 4, 8 u,).
Podle pozn. 2 platf (33) i pro komplexni f, jestli%e f Kz, y) du,; konverguje.
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Dodatek: JestliZe projekce P mnofiny M do prostoru pronich r sou-

fadnic je u,-méfitelnd, lze v druhém integrdlu psditi [ misto [.%) Jestlize
P E,
projekce @ mnoiny M do prostoru poslednich s soufadnic je uy-méfitelnd,

lze v tfetim integrdlu psdti f misto |.
E,

Véta 74 je zobecnénim véty 70; v tomto tvaru (spolu s Dodatkem)
se ji nejvice uziva v praxi. Propoétéme tfi pfiklady — dalsi pfiklady
najde ¢tenal hlavné v kap. VIL.

Priklad 1. PoloZme r = s = 1 a poéitejme Lebesguetiv integral

dz dy
I= .

s

o<z<l

2<y<3
Existence integralu je zrejmé (integrand je kladny a spojity, tedy
méfitelny). Tedy lze psati (podle véty 74 a Dodatku — nadrtnéte si
integraéni obor)

1

I_f(fx+y)d“"=J(Ig($+3)—lg(x+2»dx=

=101g2 —61g3.

Mohli bychom oviem integrovat téZ v obraceném poradku.

Pifklad 2. Potitejme Lebesgueiv integril (integraéni obor je polo-
kruh)

1 Vl z*
= JJ ayrdady = [( Vf zy* dy) de = f%x 1—antdz = 5.
z> ~ 11—z

41

Priklad 3. Budiz0 <a <ba poéitejme Lebesgueﬁv integral?)

I—ffz"dxdy—f(fx”dy)dx——begxadx.

0<z<1
a<y<b

$) Trochu obecndji: Mistosf muZeme psati };f , kde P, je jakékoliv u,-m¥Ffitelnd

mnoZina obsahujici P.
7) Funkece z¥ = e¥ 8% je spojitd v poloroving z > 0.
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Zde si nevime rady; potitejme tedy v opaéném potridku:
1 b

b
. dy . b+1
sz(fxvdx)dy_fyH_lgaH'
a

0 a

Tim jsme vypogitali /; soutasng jsme prechodem pies dvojny integral
stanovili hodnotu jednoduchého integrilu
1
x® — ¢

b+1
0

T ®a 41
S timto obratem (vypodet jednoduchého integralu oklikou pres dvojny)
se pozdéji dasto setkame.

Poznédmka 5. Véta 74 pojednivd o prevedeni integrace (r + s)-
rozmérné (s mérou u,,, definovanou rovnici (1)) na sled integrace
r-rozmérné a s-rozmérné. Indukei lze zfejmé postupovati dile. Ctendfi
jist& postaéi ndsledujici piipad: Necht u,, us, u3 maji po fadé vlastnost
S, S,, S, Jsou-li I, CE,, I, CE,, I, C E, omezené intervaly, definujme
funkee sgs, p1as TOVIiCEMI  pog(ly X I3) = po(ly) . py(I3), mas(Iy X
X Iy X Ig) = w(Iy) - pos(Ie X I3) = py(Iy) - pa(ly) - ps(Zs). Necht f je
funkce r + s + ¢ proménnych (budeme psiti f(z, y, z)) a necht existuje

(34) I= f f(x’ Y, Z) dl"xza .
Eptatt
Podle véty 74 je
(35) I= f( f f(x, ¥, z) dugs) duy 5
E, E:+l
nadez op&t podle véty 74, pouzité na vnitini integral, je
(36) I= E{ (f (f(z, 9, 2) dua) dzg) ity

Ovsem je mozno psati také
37) I= f( ff(x» Y, 2) dpy) dpgy = f(f(ff(x: Y, 2) du,) dug) du,

E, 4 E, E, E E,
a pod. Lze také psati pysq(ly X Iy X I3) = pye(ly X Iy) . ps(Ls), kde
pas(Iy x Ig) = py(I,) . ps(Is) atd. Ctendf snadno zjisti, %e timto zpu-
sobem lze permutovati sled integraci v (34) vlemi moZnymi Zesti
zpusoby.
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Poznémka 6. Jsou-li p;, 4s, u; Lebesgueovy miry v E,, E,, E,, je
195 Lebesgueova mira v E,,,. 4 na Lebesguetv integral (pokud exis-
tuje) 1ze tedy vzdy pouziti vzoreh (35), (36), (37) a pod. Naproti tomu
v obecném piipad® Lebesgue-Stieltjesova integralu lze uziti v&ty 70
nebo 74 jen tehdy, ma-li mira u,, specidlni tvar, t. j. jestliZe ji lze psati
ve tvaru souéinu (1); viz evié. 1.

Poznamka 7. Jestlize misto integrilu (34) jde o integral
K =Jf(z’ Y, 2) dpyes

kde M CE,.,,, postupujeme podle vzorce (33). Vezméme piiklad:
Necht »r = 3 =t = 1 a nechf jde o Lebesgueiv integril, jeho% integ-
raénim oborem je koule a? 4 y? + 22 < 1; tedy

K= [[[ Hzy,2)dzdydz;

2+ +2'<1
predpoklidejme, Ze K existuje. Polozme f(z, y,2) = 0 pro z® + y? +
+ 22 > 1, takie podle (36) lze psiti

4o +o +w

K=Ef...= [ (J (f H=z,y,2)dz)dy)d=x .

Vnitin{ integral (podle z) se poditd pfi pevném z, y; pokud 22 > 1 —
— a? — g3, je f(z, y, 2z) = O; stalf tedy integrovati pies ona z, pro né%
22 < 1 — a® — y?. Prostfedn integraci (podle y) providime pii pevném
z. Jde tedy o integril

+
Kz=f( f f(x:y:z)dz)dy'
—o 2<1l-2'-g*
Pokud 1 — 22 — 42 < 0, t. j. ¥ = 1 — 22, je integradni obor ve vnit¥-
nim integralu prizdny, tedy vnitini integrdl roven nule, stadi tedy
integrovati pfes obor y? < 1 — z%8)
(38) Ko= [ ( [ [y 2)de)dy.

yP*<l-2* 2'<1-2"-*

+ o
Koneénd mame vytvoiit K = [ K, dx. JestliZe 1 — 22 < 0, je integ-

%) To jde, jefto mnoZina t&chto y je mdiitelné. Je to interval (—}1 — o3,
Vl — %), pokud 2% < 1; pro 2% > 1 je to mnoZina prézdnA.
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raéni obor y? < 1 — 2? v (38) prazdny, tedy K, = 0; stadi tedy integ-
rovati pies obor 1 — 2% > 0, t. j. 22 < 1. Tedy celkem
K= f( [ ( [ fzy2d)dy)ds=
<1 y*<l-2*2*<1-2*-9*
1/ )i Vi—o-9*
(I Tt ) o) s
-1\ s \jime
Na p¥. pro f(z, y, z) = 2* je vnit¥ni integral 2x’Vl — a* — y*; dal¥f
integrace dava
Ji—= .
f 2x’V1 — ' — yrdy = (1l — 2%) . a2,
-1

1
nadez konetng K = {n(l — 2?) atdzr = L.

V kap. VII budeme potitati vice pfikladi tohoto druhu.

Poznédmka 8. Necht u,, u,, u;s maji stédle tyz vyznam jako ve
vété 74. Budiz M CE,, u,(M) = 0, N CE,, uy(N) = 0. Potom je

(39) oM X E;) =0, pyE X N)=0.

Dikaz. Rozlozme E, na jednotkové kryochle K, K, ... Budi% ¢ > 0.
Jeito uy(K,) < + oo a jeito u,(M) = 0, existuje (viz vétu 10, &islo o)
ke kazdému n posloupnost omezenych intervala I, y, Is g, ... (L0 mC
CE,), pokryvajici M a takové, Ze > u,(I m) us(Kn) < e. Intervaly
I, X Kp,Iny X K,,...pokryvaji M X K, ajest > us(Inm X K,)=

»
= D us(Inm) - 4s(K,) < & Jeito e > 0 bylo libovolné, plyne odtud
(M X K,) = 0. Jeito pak M X E,= U (M X K,), plyne odtud
n
prvni rovnice (39). Druhé obdobng.

Poznimka 9. (Budeme ji potiebovat v nésledujicim paragrafu).
Je-li M C E, mnofina u,-méfitelnd, je M X E, mnoéina pu,,-méfitelnd.
Dukaz. Existuje 4 C E, typu G, tak, 2e M C A a %e mnozina N =
= A ~ Mméyu,-miru0. Jest ¥ X E,= (4 X E,) — (N X E,). Ptitom
A X E, je typu Gy v E,,, (viz kap. I, § 1) a tedy u,,-méfitelnd; podleé
pozn. 8 je u (N X E,) = 0, takie také N X E, je u,q-métitelna.
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Podobné: Je-li P C E, uy;-méfitelnd, je E, X P u,,-méfitelnd. A odtud
obecngji: JestlifZe M CE, je u,-méfitelnd a N CE, je ug-méfitelnd, je
M X N p,-méfitelnd (nebot M x N = (M X E,) n (E, X N)) a je
Ma(M X N) = u,(M) . ug(N), nebot podle véty 72 je ziejmé

te(M X N) =JM2(N) dpy = py(M) . pe(N) .
[
Poznimka 10. Casto se nim vyskytnou funkce r + 8 promén-
nych, které zavisi na pf. jen na prvnich r proménnych. To znamena: Je
déna funkoe f (r proménnych) a definujeme funkei g (» + s promén-
nych) rovniei
9(x, y) = f(x)

pro kazdé z, pro néz f(x) je definovino, a pro kazdé y ¢ E,. Tvrdim: Je-li
f u,-méfitelnd v M C E,, je g u,y-méiitelnd v M X E,. Dikaz. M X E,
je p o-méfitelnd (pozn. 9) a mnozina téch bodi [z, y] e M X E,, pro né
g(z, y) neni definovéno, je u,,-nulova (pozn. 8). Koneéné: Je-li ¢ € E,, je
mnozina 4 = E(x e M, f(x) > c¢) u,-méfitelns a tedy mnoZina A X E, =

z
= E([x,yle M X E,, g(x,y) > ¢) je u,,-méfitelnd. Vysledek plati
[z,v]
ziejmé i pro komplexni f.

Poznédmka 11. BudiZ f(x) funkoe » proménnych, g(y) funkoe s pro-
ménnych, M Cc E,, N c E, a nechf integrily
(40) K=#M®UL=#MM3
konverguji. Potom konverguje i integral
d = f f(@) 9(y) dpys
MXN

a je I = KL. (Specialni ptipad g(y) = 1: Jestlife K konverguje a
pe(N) < + oo, jeM fo(x) dpyg = llz(N)n{f(x) dp,).
X

Dukaz. Jeito M je p,-méfitelna a N je u,-métitelnd, je podle pozn. 9
M X N u,,-méfitelnd. Podle pozn. 10 je f (pojimand jakoZto funkce
r + s proménnych) u,,-mé&fitelnd v M X E, a tedy i v méfitelné mno-
Z2ing M X N c M X E; podobng pro g. Tedy existuje ndsledujici
integrél a d4 se upraviti podle Fubiniovy véty:
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[ 11@) 9@)| duss = [(J1f(@)] - |9(y)| dpo) duy, =
MxN MN
= [(If)| [lg()] du,) du,®) =
M N
= [lg(y)| dps . [|f(2)] dp,?®) < + .
N M

Tedy integrdl I je konvergentni a tedy lze na ngj uZiti Fubiniovy
véty. Opakuji-li hotej$i postup (ale bez znameni absolutni hodnoty),
dostanu I = KL.

Na pi. pro Lebesgueiv integrdil médme

1 + o
zdx d d
ff s f”d”'f1+y =ir
0 0

0<z<1
>0

Podobné vysledky plati oviem i pro soudiny f(z) g(y) k(z) k(%) a pod.;
na pr.

in +o
smyd:vdydz_ dz f dz
fff 21T 2) —fx sin y dy . 1+z'—’}n'
1 0 0
o<y<}7:
z>0
Cvifeni

1. V rovind ozna¥im Ig = <0, 1) X <0,1), I;o =<1, 2) X €0, 1), I =
= (0, 1) x <1, 2) (kreslete!). Funkei intervalu u(I) (v E,) definuji jako Lebes-
gueovu miru (t. j. ploiny obsah) mnoZiny I(I,, U I,,). Snadno vidite, e 4 mé
vlastnost S,. Tvrdim, ¥e nenf 4 mo#no psati ve tvaru u(Il; X I,) = u,(I;) . ps(ly),
kde u,, uy jsou funkce intervalu v E;. Ndvod: (<0, 1) X <1, 2)) = u(£1, 2) X
x €0, 1)) = 1, u(<0, 1) x <0, 1)) = 0. Kdyby takové vyjédfeni platilo, musilo
by byti 4,(<0, 1)) # 0 + p,(<0, 1)), ale soudasnd u,(<0, 1)) . #y(<0, 1)) = 0 —
— spor.

?*) Nésledkem konvergence K je &islo f(z) (nezdvislé na y) skoro viude v M
konedné a dé se tedy podle v8ty 54 a k nf pfipojené pozn. 1 vytknout pfed zna-
men{ integradni.

10) Nyni zase vytykém kone&né &fslo J l9(v)| du,.
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2. K platnosti rovnice I = KL z pozn. 11 nestad{ existence integrala K, L.
Piiklad:
]
1.dy = 4 oo ff sin z dz dy
~-in<z<T®
y>0

T
K= [sinzdz=1, L=

_éﬂ

o+

neexistuje.

3. Jestlife viak f je v M u,-skoro vSude nezdporné arovnétg je v N u,-skoro
vSude nezéporné, stadf existence integralti (40) (t. j. mé&fitelnost funkef f, g v M,
resp. N) k platnosti rovnice I = KL.

§ 2. Geometricky vyznam integrilu nezdporné funkce. Véta 75,
Necht r, 8, py, te, t1o majt tyZ vijznam jako ve vété 70, necht s = 1 (take
tg je mira v Ey, 5 je mira v E, . ). BudiZ M C E, mnofina u,-méfitelnd;
budi f funkce u,-méfitelnd v M. Poloimel!)

M= € (xeM,ycE,y <f(2);

(2,91

(41) Ma=[€l(xeM,yeE1,y>f(x));
z,y

Ms =[81(x€Mr ?/GEpy = f(x)) .
z,y

Potom mnotiny M,, My, M, jsou p,,-méFitelné.

Poznéamka 1. Ctéte spravng symboly! Na pt. bod [, y] = [z, ...,
z,, y] patii do M, tehdy a jen tehdy, kdy% plati: = patii do M, f(z) je
definovano (smi byti i nekonedné), y je koneéné a mensi nez f(z).

Dukaz. I. DokaZzme napted méfitelnost mnoziny M,.

A) Nechf piedné je f spojitd v M (a tedy definovéna vSude v M; ne-
musf byti koneénd). MnoZina P = M X E, je podle pozn. 9 v § 1 x,,-
méfitelnd. DokaZeme, Ze M, m4é tvar M, = PQ, kde @ je jist4 mnoZina
oteviend v E,., (a tedy u,;-méfitelnd). Tim bude dokazano, Zze M, je
M1o-méFitelnd.

MnoZinu @ sestrojime takto. Ka?dému bodu [z, y]e M, piifadim
jistou mnoZinu G,, CE,,, timto zpisobem: Jeito [z,y]e M;, je
f(x) > y; zvolme & > 0 tak, %e f(x) > y + ¢. Ze spojitosti plyne, Ze
existuje d > 0 tak, Ze

(42) EeM, o(z, ) <8=>f&) >y +e.

1) Nézorny vyznam téchto mnoZin je jasny; nadrtn&te!
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Polozme G,, = €(g(x, §) <6, n <y + ¢). Ziejmd je G,, oteviend

v E,,;, totéz plati tedy i o mnozing @ = U G,,. Je-li [£, 5] e PQ, je
[zl’]'M‘

prednd &e M, za druhé [£, n]eG,, pro nékteré [z,yle M,, tedy je
podle (42) a podle definice @,, splnéna nerovnost n < f(£), t. j.
(&, nle M,. Tedy PQ c M,. Naopak uvaZme, %e kazdy bod [z, y]e M,
lezi v Q, totiZ prave v G, ,, a soudasnd oviem [z, y] e P. Tedy M, c PQ;
tedy celkem M, = PQ.

B) Budi% f 4,-mé&fitelnd v M. Podle Luzinovy véty 40 existuje ke
kazdému pfFirozenému n oteviensd (tedy u,-méfitelnd) mnoZina @,
tak, ze u;(@,) < ;1—- a %e f je spojitd v M — @,. Podle bodu A) jsou
mnoziny

43) H,= E@eM ~Q,,ycE,,y<f(x)) n=1,2,...)

[z,v]
U o-méfitelné. M, je zfejmd sjednocenim mnozin H,, Hy, ... & mnoZiny

K= E(xeMGG,0,4...,ycE,, y < f(x)).
[z,y]
Ale
1
mMGG,G; ...) S m(F,) < "y

pro kazdé prfirozené n, tedy pu,(MG,G4Gs...) = 0. Ale K C
C(M@,Q,G,...) X E,, tedy (podle pozn. 8 v § 1) u,,(K) = 0. Tedy také
K je u,,-méiitelnd. Tedy M, = K v H, v H, U ... je u,,-méFitelns.
II. Méfitelnost mnozZiny M, se dokdZe obdobng.
ITII. Podle bodi I, IT jsou pro ka?dé pfirozené n mnoziny

a=E (:veM yeE,y < f(x) + )

[z,]

1
-Mz.n =€ (xeM,yeEl,y> f(z) '——)
[z,v] n

U1o-méfitelné (nebof funkce f(z) :]:-;lb— jsou u,-méfitelné v M podle

vty 34). Zfejms pak je My — A M, .M
n=1
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Tato véta méla rdz kvalitativni (pojedndvala o méfitelnosti mnoZin
M,, M,, M,). Nyni ptijdou vty kvantitativniho rdzu o hodnoté miry.
K tomu cili je vSak nutno pongkud specialisovati: za u, vezmeme nyni
Lebesgueovu miru v E, (t. j. us((@, D)) = py(<a, b)) = b —a pro
—w<a<b< 4+ o).

V&ta 76. uy, s, tay, 7, 8 jako ve v&td 70. Budif véak s = 1 a uy budiZ
Lebesgueova mira v E,. Budif! M C E, u,-méfitelnd a budif | funkce
wy-méfitelnd v M. Potom pro mnofinu M z véty 75 plath pu,o(Ms) = 0.

Velmi nédzorné: ,,Graf‘‘ funkce f mé p,g-miru 0.

Dikaz. Podle v&ty 75 je M, mnoZina u,s-méfitelnd. Lze tedy uZiti
véty 72:

pre(Ms) = E{ﬂz(M:'*) dy, .

Ale M3* se sklddé nejvySe z jednoho bodu (totiz z bodu f(z), je-li
ze M a f(x) koneéné). Jeito je u, Lebesgueova mira, plyne odtud
us(M3*) = 0 pro kazdé z; tedy u,o(M,;) = 0.12)

A nyni pfijde hlavni vysledek tohoto paragrafu:

V&ta 77. uy, ks, s, 7, 8 jako ve vété 70. Budif véak s = 1 a ugy budif
Lebesgueova mira v E;. BudiZ M C E, mnofina u,-méfitelnd a budif f
funkce, definovand a nezdpornd u,-skoro viude v M (f nemust byt ani
koneénd ani méfitelnd). Polofme
(44) A=E€(xeM, 0 <y <f(z).

[z,9)
Potom platt: Funkce | je p,-méfitelnd v M (neboli: integrdl [f du, exis-
M

tuje) tehdy a jen tehdy, jestlife mnofina A je p,q-méfitelnd. V tomto pfi-
padé je l{f dpy = py(4).

Pozndmka 2. Integridl nezdporné méfitelné funkce jsme definovali
jako supremum dolnich souéti. Podle této véty bychom jej mohli defi-
novati téZ ,,geometricky*, jako miru mnoZiny 4. Uvédomte si ni-
zorny smysl mnoziny A4.

18) Je vid&t, Ze by nebylo nutno pfedpokladati, e u; je Lebesgueova mira.
Stadf, jestliZe jednobodové mnoZiny jsou ug-nulové.
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Dikaz. Uvaime: Je-li ze M, f(z) definovano, 0 < f(z) < + oo, je
Ao* = E(0 < y < f(z)), tedy uy(A**) = f(x) (plati i pro f(z) = 0).

4
Pro v8echna ostatni z ¢ E, je A=* = 0, uy(4**) = 0.
I. Necht 4 je u,,-méfitelnd. Potom podle véty 72 je

Hio(d) = f/‘z(Az'*) dy, = ff dy, ,
E, M

nebot skoro vSude v M je f(x) = puy(A=*). T. j.: f je p,-méfitelnd v M
a plati hledany vzoreo.

II. Necht f je u,-méfitelnd v M. Potom piedeviim mnoZina M,
z v&ty 75 je u,,-méfitelns (podle véty 75). Dale mnozina B = € (z ¢ E,,

z,

— o < y < 0) je uzaviend, tedy u,,-méfitelnd. Tedy i mnoéixﬁz 4=
= M, — B je u,,-méfitelnd.

Je vidét, %e véty 76, 77 jsou téméf bezprostrednimi disledky véty
Fubiniovy a véty 75.

§ 3*. Funkce polospojité.* Tento paragraf budeme potiebovati
pouze v kap. XII.

Poznémka 1. Budiz M CE,. Jezto také M je metrloky prostor,
vime, co znamenaji slova ,,mnoZina oteviend (nebo uzaviend) v M*.
Podle D I, véta 129 je A uzaviend (resp. oteviend) v M tehdy a jen
tehdy, lze-li psiti A = MB, kde B je uzaviend (resp. oteviend) v E,.
Mnozina 4 C M je oviem uzaviend v M tehdy a jen tehdy, je-li M — A4
oteviend v M.

Definice 13. BudiZ | redlnd funkce definovand v mmnoéiné M C E,.
Jestlize pro kadé c € E, je mnofina

(45) ExeM,f(x) <c)
oteviend v M, fikdme, Ze f je shora polospojitd v M. Jestlie pro katdé

ce E, je mnofina
(46) E(xe M, f(z) > c)
oteviend v M, Fikdme, %e f je zdola polospojitd v M.

Pozndmka 2. Jestlize M je u-méfitelnd a f shora (nebo zdola) polo-
spojitd v M, je f u-mé&fitelnd v M. Nebot v piipad® polospojitosti
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shora mé mnozina (45) podle pozn. 1 tvar M B, kde B je oteviend vE,;
tedy je (45) u-méfitelnd. U funkei polospojitych zdola vychdzi obdob-
né, Zze mnoZiny (46) jsou u-méfitelné.

V&ta 78. Je-li f shora (po piip. zdola) polospojitd v M, je — f zdola
(po pFip. shora) polospojitd v M. To je jasné z definice.

Vé&ta 79. BudiZ f redind funkce, definovand v mnoéiné M C E,. Potom f
je shora polospojitd v M tehdy a jen tehdy, jestlize mnofina

(47) E@e M, f(z) 2 o)

je uzavfend v M pro kaZdé c € E,. Podobné pro funkce zdola polospojité
(p1& pouze < ¢ misto = c).

Dukaz je zfejmy, nebof mnoZiny (45), (47) jsou disjunktni a maji
sjednoceni M.

Poznédmka 3. Redlnd funkce f je spojitd v M c E, tehdy a jen
tehdy, je-li v M shora i zdola polospojitd. Dikaz. Otevienost mno-
%in (46) pro ka%dé c e E, ¥iké4 privé toto: Vezmu-li libovolny bod
z, € M a libovolné ¢ € E, tak, %e je f(z,) > ¢, potom existuje 8 > 0 tak,
fe (z € M, o(z,, ) < 6) = f(x) > c.1®) A otevienost mnoZin (45) Fika
analogicky toto: Vezmu-li z,e¢ M a c € E, tak, Ze je f(z,) < ¢, potom
opét existuje d > 0 tak, Ze (z € M, o(zy, 2) < ) = f(z) < c. A obé tyto
vlastnosti dohromady ziejmé charakterisuji pravé viechny funkce
spojité v M. Poznamenejme jenom, Ze nékteif autofi pFipoustéji sice
hodnoty 4 oo u funkef polospojitych, ale ne u spojitych (takZe na

pF. funkei f(z) =-a% pro z + 0, f(0) = + oo nenazyvajf spojitou

v bodé 0); u nich by oviem véta této poznimky byla spravnd jen pro
koneéné funkece.

Poznamka 4. Pojem funkei polospojitych 1ze ,,lokalisovat®; viz
k tomu cvié. 1.-V dalSich cvienich jsou uvedeny nékteré dalsi vlast-
nosti funkei polospojitych.

13) Tady vidite ndzorny smysl polospojitosti zdola: Je-1i f(z) > ¢ pro jisté =z,
plati tato nerovnost i pro viechny body dostateén& blizké, pokud leZi v M.
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V&ta 80. Necht u md viastnost S,; necht f e L(M) (M C E,) a necht f je
definovdna v&ude v M. BudiZ ¢ > 0. Potom existujt funkce @, y 8 témito
vlastnostma:

1. @ je polospojitd zdola v M, y shora.

2. @ je zdola omezend v M, y shora.

3. ¢(x) = f(x) = p(x) pro kaZdé xe M.

4 — oo<i{<pd‘u-—s<]{fdy<fwd,u+s< + oo.

M

Dukaz stadi provésti pro funkei y (pfechodem k funkei — f dosta-
neme tvrzeni o ¢).

Funkce f je skoro viude v M koneéné. Budiz M, = E(zeM
f(z) < n). Jest M, c M, C . M~UM = lim M,. Podle véty 49

n=]1 ®/—>00

existuje n tak, Ze lf fdu — f f du| < }e. Polozime-li tedy g(z) = f(x)
proxeM,,,g(z)—OproxeM M, je

48) g@)=f(x), gx)<n, [gdu= [fdu> [fdu — }e.
M M, M

Budiz nyni x4, = u, budiZ u, Lebesgueova mira v E, a definujme u,,
jako ve v&té 70. Potom mnozZina (v E,,,)
(49) P= € @eM,yeE, y < g@)
[z,9]
je me-méfitelnd podle véty 75 (jde o sjednoceni tamdjiich mmnozin
M,, M,). Existuje tedy uzaviend F tak, Ze
(50) FCP, myP=F)<ie
(viz v&tu 21). Pro kaZdé xe M je mnoZina F=* = E([x,y]e F) CE,
v

uzaviend v E; (D Il, kap. VI, § 10, pozn. 7); jeji supremum oznadme
y(x). Je-li F=* = @, jo y(x) = — oo, je-li F=* % @, je Fo.* C Pa.x —
= E(yeE, y < g(x)) atedy y(z) < g(x) < nasoudasnd je y(z) (vyjma

vy
piipad y(x) = — o) &islem (oviem nejvétsim) z Fa* (viz D I,
kap. V, § 1, pozn. 7). Jest
(61) p(x) < gx) < fix), )< n prozeM,

coZ jsou jiZz vlastnosti 2, 3.

1) [z, y] znadi bod v E,,,, z bod v E,, y bod v E,.
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Budiz nyni c € E, a vySetfujme mnoZinu
(52) A=CE@xeM,ypx)=c);
z

abychom dokézali vlastnost 1, t. j. abychom dokézali, %e 4 je uzavie-
ng v M (véta 79), vezmeme libovolnou posloupnost bodu z, e 4
(p=1,2,...), majicf limitu ée M a mame dokazati, Ze &e A. Jest
¢ < y(z,) < n, tak¥e existuje vybrand posloupnost konvergentnf:
lim y(z,) = 7, kde ¢ < < n. Jeito y(z,) e Fo»*, je [x,, y(x,)] e F
P

a z uzavienosti mnoziny F plyne, %e [£, n]e F, t. j. ne F&*, tedy
nSsup FE* ¢, j. p(&) =n=c¢, t.j. £e A, cot bylo dokdzati.

Pristupme k vlastnosti 4. Funkee y je podle pozn. 2 u-mé&fitelnd
v M, takZe mnoZina
(53) N= €@xeM,yeE, y < y(z))

[z,9]

jé ui-méiitelnd. Poznamenejme, ¢ mnozina P=* = Ne&.* m4 miru
(Lebesgueovu v E,) g(x) — y(x) vude v M, kde g je koneénd — tedy
skoro viude.’®) Dile [z,y]leF =>yeF=* =y < p(x) = [r,y]e N,
t.j. F c N. Tedy (s uZitim véty 72 a podle (50))

3¢ > pyp(P =~ F) = pyo(P =~ N) =JJ#1(P°'* - N"*) du, =
=fg—y)du=0,
M

z ¢ehoZ spolu s (48) plyne i vlastnost 4.
V cvié. 6 poddme zivazné disledky véty 80.

Cvideni

Definujme: f je shora polospojitéd v bod§ z vzhledem k M, jestlife ke kaZdému
¢ > f(z) existuje 6 > 0 tak, %e (y e M, o(x, y) < 6) =f(y) < c. Podobn§,,zdola*,

1. Dokate: f je shora polospojitd v M tehdy & jen tehdy, je-li shora polo-
spojitéd vzhledem k M v ka¥dém bod& = ¢ M,

2. Jsou-li f, g shora polospojité v bod$ # vzhledem k M, platf toté% o funkcich

max (f, g), min (£, g).
3. Je-li § ndjakéd mnoZina funkef polospojitych shora v bod8 z vzhledem
k M, mé tuto vlastnost i funkce ¢(z) = ir%f f(z). UkaZ%te, Ze pro s'\%p f(x) to neplati.
1¢ 1

15) Pro z¢ E, — M je to ovSem mnoZina prézdné,.
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4. JestliZe f je shora polospojitd v kompaktni mno%in M = @, nabyvé f
rigkde v M svého maxima, t. j. existuje = e M tak, fe f(z) = sl;? f(y).
ye

5. K cvig. 1—4 vyslovte a doka¥te obdobné v&ty pro funkce zdola polo-
8pOojité.

6. (Véta Vitali-Carathéodoryova.) Budi¥ f m&titelnd v M, definovans
a reélné viude v M. Potom existuji posloupnosti ¢;, @, ...; ¥;, ¥3, ... 8 t&mito
vlastnostmi:

. L @, je v M polospojité zdola a omezené zdola; y, je v M polospojité a ome-
zené shora.

II. VBude v M je @u(2) 2 @n11(®) 2 f(%) 2 ¥n4a(2) = va(2).

III. Skoro v¥ude v M je lim ¢,(z) = lim y,(z) = f().

n— o n—> o

IV. Jestlie mimo to fe L(M, p), je
lim [gp,ds =lim [y,dps = [fdu.
M n— o M M

7>
Névod: A) Jestlize f € L(M, ), plyne tvrzeni I, IL, IV (a odtud IIT) snadno
z vity 80.1%) B) Jestlife neptedpoklédédm fe L(M, i) & M je omezené, uZijme

zndmé ném funkce (D W, kap. VI, §4, piikl. 1) ¢(z) = pro z¢E,,

z
1+ al
@(+ ©) = 1, g(— ) = — 1 a aplikujme vysledek A na funkei F(z) = ¢(f(2));

1
pHsluiné funkce &P,, ¥, snadno upravime tak, fe 1 = P, (z) = — 1 + o

1
— 1L V¥,(x) £1— — (tak¥e po inversnf transformaci dostaneme funkce
n

zdola resp. shora omezené). C) V obecném p¥pad$ uZijeme pfipadu B; uvafme
pfi tom, Ze funkce shora polospojité v n8jakém uzavieném intervalu I a rovné
— o v E, ~ [ je shora polospojitd v E,. (Pracujte napfed s omezenou funkef F
z B, abyste u funkef ¥, mohli u¥ft vty Jegorovovy; podafi se vm nalézt
takovou posloupnost shora polospojitych funkei ¥, ¥y,...., ¥o ¥,(x) < F(z),

’ ' 1
Y(x)=—1 pro |z >n'), —1 £, (z) S 1— - Ppro llz]| £ n, F(z) —

1
— ¥ (z) < — pro viechna ||z]| < n a¥ na jistou mno¥inu 4,, miry men¥f ne¥ 2—*;

posloupnost funkef ¥, (z) = max (¥, (%), ..., ¥,(x)) (n=1,2,...) mé ¥4dané
vlastnosti viédi funkei F).

16) Pfitom se uZivé cvis. 2 — zde i v dal¥fm.
17} ||lz|| = max (|zy), - .., |[T]).
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