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KAPITOLA XI*

RIEMANNUV INTEGRAL*

Riemanniv integral [f(z)dz neboli [ ... [f(z,, ..., 2,)dx,...dz,
M M

hréil dileZitou tlohu v historickém vyvoji. Podame zde zdklady jeho
theorie; specidlni pripad r =1, M = {a,b) vede k Riemannowvu
b

integralu [f(z) dz, ktery byl zaveden v ] I, kap. II. Ctenafi se bude

a
zdét, Ze naSe definice je trochu jina neZ definice, podana pro uvedeny
specidlni piipad v J I. UkdZeme viak v § 1, pozn. 4, Ze ob& definice
jsou v tomto pifpadé ekvivalentni. Znak u(M) bude v této kapitole
stdle znaditi Lebesgueovu miru; je-li tedy I interval, je u(I) prosté
jeho objem (ve smyslu elementarni geometrie).

§ 1. Definice a vztah k Lebesgueovu integrilu. Definujme napfed, co
budeme v této kapitole rozuméti rozdélenim prostoru E,. Budte dana
(prot=1,2,...,n5j=0,1,—1,2, —2,...) konedné reilna &isla a, ;
tak, Ze pro kazdé ¢ (1 =1, 2, ..., r) je

e <O <A, <A< By < By < ...,
lima;; = + 0, lima,_ ;= — .
Rikdme pak, Ze &isla a, ; uréujf jisté rozd&leni D prostoru E,; &sla a, ,
jsou jeho ,,délici &isla‘, & to — pii daném ¢ — é&isla ,,i-tého Fadku*.
Jsou-li indexy sloZitéjsi, pisi a(i, j) misto a;; Kaidou nadrovinu
E(x; = a, ;) (pti pevném 1, j) nazyvam délici nadrovinou, kazdy inter-
z

val
Ip(Gus s 3) = <a(L, jy — 1), a(1,5y)) X ... X <a(r, j, — 1), a(r, j))
nazvu bufikou rozdéleni D. Prostor E, je disjunktnim sjednocenim
vSech bunék. Normou rozdéleni D nazvu ¢&islo
D]l = . SgP (@5 — @4;-1) (0 <|D|| < + 00).

12, eyt
7=0,1,-1,2, -2, ...
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Pro zjednoduseni symboliky budu posloupnost r &isel m,, ..., m, ndkdy
znalit {m} a psati na pf.

8 [ 8
2 ¢({m}) misto 3 ... 3 ¢(my, ..., m,);

{m}=a m=a Mmy=a
nékdy budu misto ¢({m}) psiti jednoduseji p{m}.

Rozdéleni D’ s d8licimi &isly b, ; nazvu zjemnénim rozdéleni D,
znak D’ < D, jestlize kazdé délicf ¢islo a, ; je rovno n&kterému z &fsel
b; m (téhoZ, t. j. 1-tého Fidku). Potom kaZdé buiika rozdéleni D je
disjunktnim sjednocenim kone¢ného podtu bundk rozdéleni D’, kazda
délici nadrovina rozdéleni D je dé&lici nadrovinou rozdéleni D’. Vie je
velmi ndzorné, délejte si naértky v roviné (pro r = 2).

BudiZ nyn{ d4na reélna funkce f (r proménnych) s témito vlastnostmi:

I. f je omezend v E,.

II. Existuje omezeny interval I tak, Ze pro z € E, — I je f(x) = 0.

Zvolme libovolné rozddleni D; znaky vp({m}), Vp({m}) oznaéme
infimum & supremum funkce f v bufice I,{m} a sestrojme , horni*
a ,,dolni* soudet

+ o

1) S(D, f) = 8(D) ={ }2 Vp({m}) . p(Ip{m}),
+o
(2) 8(D, f) = s(D) ={ }Z vp({m}) . u(Ip{m}) .

Podle II je zde pouze koneény polet ¢lenti riznych od nuly, takze
podle I je — o < (D) < S(D) < + oo. Nyni pfijde n&€kolik ivah jiZ
diive op&tovn& provedenych (na pi. kap. III, §4, pozn. 4 nebo } I,
kap. I1, § 2). Je-li D’ < D, je (D) = s(D’') < 8(D’') = 8(D). Jsou-li
D,, D, libovoln4a rozdéleni, existuje spole¢né zjemnéni D’ (t. j. D’ <
< D,, D' 2 D,), nates s(D,) < s(D') < S(D’') = 8(Dy), t. j.

3) 8(Dy) = 8(Dy) -

Budiz 8 = 8(f) rovno supremu viech s(D, f) (pro viechna mozn4 roz-
déleni D), budiz & = &(f) infimum viech S(D, f). Podle (3) plyne

(4) — 0 <8(f) £S(f) < + ».
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Vidite, Ze ¢&isla 8, S znaénd pripominaji definici dolnfho a horniho
integralu z J I, kap. II, § 2, ale prozatim pro né nezavadim zvlastntho
pojmenovéani.

Poznidmka 1. Budi¥ ddna posloupnost rozdéleni D}, D}, ..., po-
sloupnost kladnych &isel §,, 0y, ... & funkoe f s vlastnostmi I, II.
Potom existuje posloupnost rozdéleni D, & D, & Dy & ... tak, Ze

Dn =< D: ’ ”Dn” < 6" ’
(6) lim s(D,, f) = 8(f), im S(D,, f) = &(f) .

Dikaz. Ziejmé lze volit D, < D} tak, Ze ||D,|| < ;. Jsou-li Dy, ...,
D,_, (n > 1) jiz zvolena, najdu rozdgleni 4,, 4, tak, Ze s(4,, f) >

1
>8() — - S8y f) < &(f) +%, a sestrojim jestd rozdsleni 4,

tak, Ze ||4;|| < 0,. Za D, vezmu potom n&jaké spoletné zjemnéni
rozdéleni D,_,, DX, A,, 4,, A, (coz je mozZno). Potom bude D, <
< Dn—ly Dn < D:, ”Dn” < 6,, a koneéné

8() — o < (D, ) < 8(f) < &(f) < S(Dw /) < S() + -
Ctena¥ tudi, e nds hlavné bude zajimati p¥pad, kdy 8(f) = S(f).

V&ta 155. Nech? funkce | md vlastnosti I, II. Necht 8(f) = &(f).
Potom existuje Lebesguetv integrdl [f(x) dz a md hodnotu 8(f).
E

Dukaz. Podle pozn. 1 existuje posloupnost rozdéleni D, & D; & ...
tak, ze

(6) lim s(D,) = 8 = & = lim 8(D,,) .

fn— o n— 0

Definujme funkce @, y, takto: Je-li zelj,{m}, klademe g,(z) =
= vy, ({m}), pa(®) = Vp ({m}); t. j. pa(2) je infimum a y,(z) supremum
funkee f v oné butice I}, {m}, v niZ z lezi. Soudasn® lezi z oviem v né-
jaké ,,v&tsi« butice I, {m'} > I, {m}, tedy

(7) Pn-1(2) £ @n(z) < f(2) < pa(@) < yoy(z) pro n > 1.
Ziejmé jsou @n, ¥» jednoduché funkee,
(8) Ef ¢a(®) dz = 8(D,,, f), [pa(z) dz = S(D,, f) -

v E,
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Podle (7) existuje lim ¢,(z) = @(z), lim y,(z) = y(z); podle v&ty
621) a podle (6), (8) je pak
©®  Jo@)dz=lim [p,z)dz = ¢, [y(a)dz =S =3¢,

tedy f(!p — ¢)dz = 0; ale yp(z) — @(z) = 0 tedy (véta 46) ¢(z) =

= w(x) skoro viude. Ale podle (7) je ¢(z) < f(z) < y(z) pro kazdé =z,
tedy ¢(z) = f(x) skoro viude & (9) ddvé tvrzeni.
Dosavadni Gvahy ndm ddvaji moZnost zavésti novy pojem ,,obje-

mu‘ (neffkdm ,,miry*, nebot od miry jsme poZadovali vlastnosti,
které tento objem nem4, viz prkl. 1).

Definice 22. BudiZ M C E, omezend, takZe charakteristickd funkce y
md vlastnosti I, I1. Potom &isla

(10) my(M) = S(xp), mi(M) = 3(xp)

nazyvdme vnéjfim a vnitfnim Jordan-Peanovym objemem mmnofiny M.
Je-li m (M) = m(M), nazjvdme toto Eislo objemem (Jordan-Peanovym),
znak m(M), a Fikdme, Ze M md Jordan-Peantv objem.

Poznidmka 2. Tyto pojmy se vztahuji jen na omezené mnoZiny.
Nézorny vyznam je jasny z hornich a dolnich soudtu: s(D, x) je
soudet objemi?) ondch bun&k rozdéleni D, jez lezi v M (pravé v téchto
buitkdoh je totiZ infimum funkoe y, rovno 1), kdeito S(D, x,,) je
soulet objemu?) ondch bundk, jez maji aspoii jeden bod spoleény s M
(prévé v téchto buiikdch je totiZ supremum funkee y, rovno 1). Za
ohvili (pozn. 3 v § 2) uvidime, %e kazdy omezeny interval mé Jordan-
Peaniv objem, rovny jeho Lebesgueové mife, t. j. jeho ,,objemu‘
v obvyklém smyslu slova.

Piiklad 1. Z pozn. 2 je vidét, %e kazd4 jednobodové mnoZina v E,
m4 Jordan-Peaniiv objem rovny nule, kdezto spofetnad mnoZina viech
racionédlnich &isel intervalu (0, 1) mé vnitini objem 0, vn&jsi 1 & nemé
tedy viibeo Jordan-Peaniiv objem. Toto je nevyhoda Jordan-Peano-
va objemu proti Lebesgueové mife, hlavng pfi limitnich pfechodech.

1) Viz téZ pozn. 8 k této v&td.
) V obvyklém slova smyslu — buriky jsou intervaly.
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Véta 156. Necht existuje m(M). Potom existuje i Lebesgueova mira
u(M) a je u(M) = m(H).

Dikaz. Podle véty 155 existuje Lebesguetv integral
E{ZM(x) dz = 8(xy) = m(M) .
Ale levé strana je [dz = u(M).
Nyni definujme ioneéné Riemanniv integral.

Definice 23. Necht M C E, md Jordan-Peaniiv objem (takZe je ome-
zend). Nechl funkce f je omezend v M. Dopliime — po pFipadé pozméfime
— definici funkce mimo mnofinu M tak, %e pro x e E, — M klademe
f(x) = O (takZe funkce f md vlastnosti I, II). Cisla 8(f), S(f) nazjvdme
potom dolnim a hornim Riemannovym integrdlem funkce f pfes mnoinu
M. Je-li 8(f) = &(f), nazgvdme jejich spoleénou hodnotu Riemannovym
integrdlem funkce f pfes M. Znak

[f(x) dz nebo [f(=,, ..., x,) dz, ... dz,
M o

Je-li tFeba, budeme Riemanniv indegrdl odliovati znakem (R ), Lebes-
gquetw znakem (.L).

Vita 157. Necht existuje (R) [f(z) dz; potom existuje i (L) [f(x) dz
M M

a oba integrdly jsou si rovny.

Dikaz. Pro funkei f (rovnou nule mimo M) je 8(f) = &(f), takZe
podle vty 155 je (£) f f(z) dz = 8(f). Ale M ma — podle definice 23 —

Jordan-Peaniiv ob]em tedy (véta 156) je M lebesgueovsky méritelnd
a tedy (f’)B{f(z) dz = (-C)Ef/(x) dz = 8(f).

Véta 158. Mnotina M C E, md Jordan-Peaniwv objem tehdy a jen
tehdy, existuje-li (R) [dz, nadef m(M) = (R) [d=.
M M

Dukaz. Nemd-li M J.-P. objem, neexistuje uvedeny integril
(definice 23). Ma-li M J.-P. objem, je m(M) = 8(yy) = S(xx)- Jeito
xu(*) =0 pro zeE, = M, yy(x) = 1 pro ze M, znamené to podle
definice 23, Ze m(M) = (R) [1. dz.

i
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Poznamka 3. Véta 157 ukazuje: Existuje-li Riemanniv integril,
rovné se Lebesgueovu a tedy na jeho studium a vypodéet miZeme apli-
kovati vSechny véty z theorie Lebesgueova integrilu. Zajimé nés tedy
vlastnd uZ jen otdzka existence Riemannova integralu, kterd bude
probréana v § 2. Podobné pro J.-P. objem.

Poznédmka 4. DokéZeme jeit&, Ze v E, dolni integrél funkoce f pies
interval (a, b), zavedeny v def. 23, je totoZny s dolnim integrilem

)
f(z) dz, zavedenym v J I, kap. II, § 2. BudiZ tedy f omezend v E,,
ym P y

rovné nule pro z < a a pro z > b. Interval {a, b) mé zfejmé& Jordan-
Peaniv objem (viz ostatné § 2, pozn. 3). Mdme jedt& dokdzati (viz de-
finici 23), Ze

b
(11) 8(f) = [f(z) dz.

Jestlize v pozn. 1 volime 4§, = %’— a za D} néjaké rozdéleni, obsahu-

jici dé&lici &isla a, b, dostavame, Ze existuje posloupnost rozdéleni pro-
storu E,

D, D,>D, % ...
tak, Ze || D,|| < %, Ze

(12) '}‘Eg ‘9(Dm f) = s(f)

a Ze D, obsahuje délici ¢isla a, b. Tedy D,, vypads takto:?)
we<ag <o, <g=a<a; <..<a,=b<a,, <...
Budiz susp |f(z)] = K; budiZ v; infimum funkce f v intervalu <a,_,, a,).

Potom je

(13) D ) = 3 05 — Gu) + paa(@pes — a5)

1=1

3) Cisla a;, p zavisi na n; tedy bychom mli pséti slofitji a,™), p); ale radgji
si kreslete nadrtek.
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(ostatni &lenové jsou nuly), kde absolutni hodnota posledniho é&lenu
K
je nejvyse K . |D,|| < -

Sestrojme vedle s(D,, f) je§td soudet

P
(14) T,= Z wi(a; — a;4),
i=1

kde w; je infimum funkee f v uzavieném (a;_;, @;). Jeito lim || D,|| =
= 0, je podle véty 20 v J |

(15) limT = fb]‘(x) dz .

Méme tedy dokézati, Ze limity ( 12), ( 15) jsou stejné. Prednd je w, <
< v, a tedy podle (14)

T, < (Do) + 5,
tedy
(16) lim 7, < lim s(D,, f) .
Za druhé budiz ¢ > 0; volme =, tak, Ze

(17) 8(Dn,, f) > 8 — 3¢, n!g <le.
1

Vezmeme nyni néjaké n > n, a sestrojme 7',. Budte
by <bp=a<h <...<b=b<byy <.
délici &isla D, , takze

as) (Do 1) = 3 ulbe = beoa) + Tarsbons = B,

kde 7, je infimum f v ¢(b;_,, b,). Podle (17) je tedy

(19) Sl = b) > ¢ — de — o

Naproti tomu 7', budiZ déno vzorcem (14). KaZdy interval (b;_,, b)
je rozdélen body a; takovymto zpisobem: b,_, = a, < @;4; < ... <

< a, = by; je zfejmé {a;_;,a;> C{(b_, b ) pro i =2z 4+ 1,z + 2, ...,
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y—1 a tedy w; =7 (pro ¢« =y uZ neni {a,_;, a,) C {bx_y, b) —
kreslete!). Tedy

v v-1
. 2 wia; — a;y) = 2 e — @) +way, —ay,) =
1=z+1 t=z+1
£ 2K
=i=§+lfk(“t — @) + (W, — 7)(@y — @yy) = Talb — be—y) —  °

Sedtu-li tyto nerovnosti pfes k=1, 2, ..., ¢, dostanu podle (19) pro
kaZzdé n > n,

> L 2K,
T,= lei(a{ — @) ;kz,ln(bk — b)) — 24 > 8 — §e —

2Kgq
n n

(g je ddno rozdélenim D,,, jeZz je pevné zvoleno). Pro viechna dosta-

teéné velkd n» je —2nﬂ < 1le, tedy T,> 8 — ¢, tedy lim T, > 8 =

= lim s(D,,, f). Odtud a z (16) plyne tvrzeni.

Podobné by se diukaz vedl pro horni integril. Prosim za prominut{,
Ze tato listd formélni Gvaha trvala tak dlouho.

Pozndmka 5. V 1. vydani } 1, kap. IX, §3, pozn. 2 jsem v E,
definoval ,,mnoZiny o Jordanov$ mife nula‘, psal jsem J(M) = 0. D4
se dokdzati, Ze tato rovnice znamens totéZ jako nafe m(M) = 0.
V 2. vydani je tato partie vynechina.

§ 2. Existenéni véty. Pozndmka 1. Budiz f kone¢na funkce, defino-
vani v mnozind M; budiz V jeji supremum, v jejiinfimum v M. Rozdil
V — v nazyvdme oscilact funkce f v mnoZiné M; znak (jen na chvili)
o(f; M). Ziejmd o(f; M) >0, je-li M + @¢; dale: je-li Nc M, je
o(f, N) < off; M).

TéméF viechny vysledky tohoto paragrafu budou dusledky této
véty:

Pomocni véta. Budif f funkce v oboru E,, majici viastnosti I, 11.
Budi? N mno#ina vech bodii nespojitosti funkce f. Potom je &(f) = 8(f)
tehdy a jen tehdy, je-li u(N) = 0 (u je stdle Lebesgueova mira).
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Dikaz. Existuji koneénd kladné éisla ¢, K tak, Ze pfedns [f(z)] < K
pro viechna z a za druhé f(xr) = 0 pro vSechna z, kterd neleZf v inter-
valu

(20) I={-99)X<{=¢9 X... x{—=¢,q).
Je-li D libovolné rozdéleni, je S(D, f) = &(f), s(D, f) < 8(f).

I. Necht neni u(N) =0, t. j. necht u,(N)> 0. Pro n =1,2,...
nechf N, je mnoZina onéch bodu z, jez maji tuto vlastnost: Ke kazdé-
mu ¢ > 0 existuje bod y tak, Ze*)

o) <o, lfi@) — 1) >

Zrejmg N = U N,. Tedy existuje n tak, Ze u,(N,) > 0. Toto n po-
n=1

drime pevné a poloZme u,(N,) =c (0 <c; zfejmé ¢ < (29)", jeito

N, cI). Vezm&me libovolné rozd&leni D a budi% P sjednoceni viech

jeho (spofetnd mnoha) délicich nadrovin, takZie u(P)= 0 a tedy

(pozn. 8 vkap. I, § 7)
L (N, —P)=c.
Budte L,, L, ..., L, ony butiky rozdgleni D, které obsahuji aspoi
4
jeden bod mnoZiny N, — P. Jeito tedy N, — P c U L;, je podle

i=1
P
véty 11 > u(L,) = c. Jeito ka¥déd buiika L, obsahuje néktery bod
i=1
ze N, =~ P jako vnit¥ni bod’), je podle definice mnoZiny N,
1
o(f; Ly) > n

a tedy
S(D, f) = o(D, ) 2 3 wifs L) p(L) > 7

Jeito tato nerovnost plati pro kazdé rozdéleni D a jeZto podle pozn. 1
v § 1 (viz (5)) miZeme D zvolit tak, aby rozdily S(D, f) — &(f),

3(D, ) — &(f) byly libovolny blizko nule, je té &(f) — 8(f) = — > 0.

) Kladu e(z, y) = Max |z; — y,|
1<i<r
®) Hraniénf body buiiky le¥i toti% v P.
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II. Necht &(f) — 8(f) = 4 > 0, tak¥e S(D,f) — s(D,f) = A pro
kaZdé rozd&leni D. Sestrojme posloupnost rozdéleni

D, & D, Dy =~
) 1 '
tak, Ze ||Da| < w &z nadroviny €(z; = ¢), €(x, = —q) (i =1,
z z
., 7) jsou délicimi nadrovinami kaZdého D,; tedy kazd4d buiika
kazdého D,, majici spoleény bod s I, lezi cel4 v I, takZe lze pséti

(21) A = 8(Dn, f) — 8(Dn, f) = Zw(f, I3) w(I3)
kde buitky I? (k =1, ..., p,) vypliuji prdvé interval I (ostatni
&leny jsou rovny nule). Necht — pfi daném n — probihd ¥’ ony
A "
329’ a necht k" probihd
ostatni z indext 1, ..., p,. Poloime M, = U I%. Jest M, , c M,.
k,

z indexu 1, ..., Py, Pro néz je w(f; I2) < ——

Nebot je-li ze M,,,, existuji buiiky I+, I} tak, Ze xe I**1 C I} a

a tedy i w(f, I?) > 4 takie ze M,,.

Fitom , In+l) > ,
piitom o(f, I3+%) 22q)

A
2(29)"
Je zfejmé
Sl 10 WD S (20 . 555 = 4,
Zolf; Ip) plIp) < 2K Su(ly) = 2Kp(M);
z (21) potom plyne 4 < 34 + 2Ku(M,), t. j.

A
mMa) 2 g >0pron=12..

Polozme M = ﬁ M,; jeito M,,,c M,cI, u(I) < + o, je podle
=1
vity 24 "

. A

1
Uvaime v3ak definici M, a nerovnost ||Da|| < e Odtud plyne:

Je-li ze M, potom existuji ke ka¥dému pfirozenému n dva body
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1 1
Yns 2n tak, Ze g(x, yu) < ' Q(x: z,) < ?: ale |f(yn) - f(zn)l >

> —2—(%17_ . Tedy f neni spojitd v bod$ z, tedy M c N, tedy neni

u(N) = 0.

Poznédmka 2. Budiz M C E,; body z E, se déli na tfi skupiny (viz
D I, kap. VI, § 5, text pied vétou 127): vnitini body mnoziny M, dile
vnéjsi body mnoziny M (t. j. vnitini body mnoziny E, — M) a kone¢nd
ostatni body prostoru E,; to jsou t. zv. hrani¢ni body mnoZiny M,
které vytvoruji t. zv. hranici H(M) mnoziny M; jsou to pravé (viz
kap. II, § 3, pozn. 2) viechny body nespojitosti funkee y,,. Tvrdim:
hranioe

(22) HM, v M,), HM,M,), HM, - M,)
jsou &éstmi mnoZiny
(23) H(M,) v H(M,) .

Dukaz. Vezm&me bod z neleZici v (23) a dokazme, Ze neleZ{ v hra-
nici Z4dné z mnozin M, v My, M, M, M, — M, — tim bude dtkaz
hotov. Budto je z vnéjsim bodem M,, a potom je vnéjsim bodem
M, —~ My nebo je vnitinim bodem M, a potom je vnéjsim bodem
M, = M,; nebo je soudasnd vnitinim bodem M, a vnéjdim bodem M,
a potom je vnitfnim bodem M, — M, V zadném piipadé tedy neni
xe HM, =— M,). Podobné (provedtesami) pro M, v M,, M\ M,.

Véta 159. Mnofina M C E, md J.-P. objem tehdy a jen tehdy, je-li
omezend a je-lv u(H(M)) = 0.

Diikaz. Podle definice 22 jde o to, zda S(x,) = 8(xs)- A to plati
podle pomocné véty tehdy a jen tehdy (pfi omezené M), ma-li mnoZina

viech bodu nespojitosti funkce y,,, t.j. mnoZina H(M) (pozn. 2), miru
nulovou.

Véta 160. Maji-li M,, M, J.-P. objem, maji © M, © M,, M, M,,
M, ~ M, J.-P. objem.
Dukaz. Plyne z véty 159 a pozn. 2.

Poznédmka 3. BudiZ I omezeny interval. Jeho hranice je obsaZena
v konedném poétu nadrovin, tedy u(H(Z)) = 0. Tedy existuje J.-P.
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objem m(I) = u(I) (viz vétu 159 a 156), t. j. rovnd se ,,objemu* ve
smyslu elementdrni geometrie.

Véta 161. BudiZ M CE, omezend, | redind funkce, omezend v M.
Potom

(R) [f(z) d=
M

existuje tehdy a jen tehdy, plati-li toto:
1. Hranice mnofiny M md Lebesgueovu miru 0.

I1. Mno¥ina vdech vnitfnich bodd mmnoZiny M, ve kterych f meni
spojitd, md Lebesgueovu miru 0.

Dikaz. Vratme se k definici 23. Pfedn® mé M miti J.-P. objem,
ooz podle véty 159 znamend totéZ jako podminka I. BudiZ tedy tato
podminka splnéna. Potom poloZzme f(z) = 0 pro zeE, —~ M a jde
(podle def. 23) o to, zda je &(f) = 8(f), t. j. zda (pomocns véta) je
u(N) = 0. Ale N se skldadé ze vSech bodu nespojitosti takto roziifené
funkee f; ty z nich, které lezi na H(M), tvoii mnoZinu miry nulové
a jde jen jedtd o to, zda také ty, které lezi uvnit¥ M, tvoii mnoZinu
miry nulové (ve vndjich bodech mnoZiny M je totiz takto roziifend
funkoe ziejmé spojit4).

V&ta 162. Necht funkce fy, fs, f3, ... maji Riemanniv integrdl pfes
obor M. Potom také fumkce g, = f, + fa, g2 = fifss s = |1l 94 =
= f,: f, (jestliZe funkce 1:f, je omezend v M), g; = Max (fy, f5),
gs = Min (f,, f,), g, = lim f, (jestlife konvergence je stejnomérnd

v M ) majt Riemanniv integrdl pies obor M.

Dikaz. g, a% g jsou omezené v M. Rovné% g,, nebot pro jisté p je
|92(2) — f,(x)] < 1 pro viechna z ¢ M. A funkoe g, ..., g, nemohou byt
nespojité jinde ne% v bodech nespojitosti n&které z funkof f,, f, - --

Véta 163. Necht My md J.-P. objem. Necht My C M, a necht(‘l{)ﬁf/(x) .
. dz existuje. Potom existuje ¢ (R) [f(x) dz.
M,

Dukaz. Viechny body nespojitosti funkee f, letfcf uvnitt My, leZf
té% uvnitt M, a tedy tvo¥i mnozinu miry 0.
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