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KAPITOLA XII*

PERRONUV INTEGRAL*

Nafe definice zobecnéného Lebesgueova integrilu v kap. VIII,

§ 1 byla neuspokojivd po strince ucelenosti theorie, i kdyZz v mno-

hych (byt i ne ve viech) praktickych ptipadech vyhovuje. Necht na
1

pf. pro kazdé pFirozené n plati, e integral (Lebesgueuv) [ f(z) dz
1
n+l
1
neexistuje, ale Zze f f(x) dz konverguje pro kazdé ae _t 1
je, ; guje p i Uy

1

Existuje-livlastnilimita lim [f(x) dz, ¥#ikdme ji zobecn¥ény integral
1
. vt

n 1
lf f(z) dz. Plati-lito pron = 1, 2, ..., existuje zobecnény [f(x) dz pro

n+1
1

kaZdé a € (0, 1), ale zobecn&ny [f(x) dz neexistuje (protoze zde méme
0

nekoneén$ mnoho ,,nepfijemnych* bodu 1, }, 1, ...), i kdy% existuje

1
vlastni lim [f(z) dz. To je dosti nepiijemné a nepfirozené omezeni.
a0+ a

Proto budeme v této kapitole definovati obecngjsi integral Perroniiv,
ktery m4 tuto pfijemnou vlastnost: Jakmile existuje jedna z limit (a to
b b b
vlastni) lim [f(z) dz, lim [f(z) dz, existuje i [f(z) dz a rovn4 se
a'—sa+ a' b'—b- a a
této limit&. Mimoto obsahuje Perroniiv integral (na rozdil od Lebes-
gueova) téz t. zv. Newtonuv integril, definovany na zékladé primi-
tivnich funkei. Radim &tenafi, aby si tento Gvod predetl jedté jednou
po prostudovani této kapitoly — potom mu budou jasné vSechny
podrobnosti. Podotykam jesté: k studiu této kapitoly je tfeba znati
§ 3 z kap. IV.
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§ 1. Definice a z4kladni vlastnostiPerronova integrilu. Pozndmka 1.
Budeme zde mnoho pracovati s horni a dolni derivaci (viz kap. V,
§ 2, pozn. 1) D f(z), D f(x).}) Zdirazndme n&ktera pravidla, plynouof
bezprostfednsd z definice pojmu lim sup, lim inf a z podetnich pravidel
pro nd (viz D i1, kap. VI, § 12, pozn. 8).

(1) D(c f(x)) = cD f(z) pro 0 <c¢ < + oo; D (— f(x)) = — D f(z).
D f(x) + D g(z) = D(f(x) + g(z)) =

2 _ — — —
® < Diw) + Do) = Difle) + 9e) < D@ + D)

jestlize na pf. existuje g’'(x) (koneénd nebo nekoneénd), plyne odtud
D(f(z) + g(2)) = D f(z) + g'(2) a obdobns D(f(z) + g(2)) = D f(z) +
+ ¢’(z). Viem témto rovnicim a nerovnostem je rozuméti takto:
jsou spravné, jestlize soucet derivaci, ktery se v nich vyskytuje, mé
smysl.

Jestlize M CE,,ze M, ze M’ (t. j. z je hromadny bod mnoZiny M),
miZeme definovati téZ horni a dolni derivaci vzhledem k M:

(@ + k) — f(=)
h

Dy f(z) = lim sup , Dy f(x) =liminf ...
h—0 h—0

z+heM z+heM
Na pf. pro M = (a,b) (— © <a <b < + o) je Dy, f(a) = D* f(a),
D,, {(b) = D~ {(b)?) a pod. V dalsim budeme &asto mluvit o funkei f
v intervalu <{a,b)> a budeme brat horni a dolni derivaci vzhledem
k <a, b), takze v bodé a (po pFip. b) mluvim vlastnd o derivovanych
&islech zprava (po piip. zleva). Oby&ejnd budu psiti prostd D f(z)
misto D, 5, f(x) — &tendie to jisté nezmate. Podotykdm, Ze pravidla
uvedend v (1), (2) plati zfejmé i pro derivace vzhledem k M.

Poznémka 2. Budiz F funkce koneénd v <a, d) (— © <a <b <
< + o); pro kaZdé z € {a, b) budiz D F(x) = 0 (v bod$ a minim D,
v bod& b D_). Potom F je neklesajici v {a, b).3)

Dikaz. Necht tvrzeni neni pravdivé; tedy existuji «,f tak, Ze
a Sa<f=b F(x) > F(p). Poloime G(z) = F(z) + ez, kde ¢ > 0
1j Tyto pojmy se tykajf kone&né realné funkce f.

3) Definici étyt derivovanych &isel viz v D I, kap. V, § 8.
3) Nepitedpoklada se spojitost funkce F.
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volme tak malé, e G(x) > G(B). Jest oviem D G(x) > & > 0. Budiz
4=E@n<L2< B, 6@ = o)), takie ae A. Poloime z = sup A

z
(tedy & < z < B). Je-li G(z) = G(x) (a tedy jist& z < B), je G(z + k) <
< G(x) < G(z) pro 0 < h < B — 2z a tedy ziejmé D G(z) < 0 — spor.
Tedy musi byt G(z) < G(x) (a tedy jisté z > «). Potom v¥ak existuji
¢isla 2’ < z a libovolné blizka éislu z tak, Ze 2’ € 4, t. j. G(2') > G(x) >
> G(z), odkudZ vzhledem k 2’ —z < 0 plyne D G(z) < 0 — opé&t
Spor.

Pozndmka 3. Zakladatelé integralniho poétu byli vedeni dvéma
ideami. Leibniz pojimal integral — Feéeno zhruba a v modernisované
formé — jako limitu soudtu; exaktni provedeni této ideje je dilem
Cauchyho a Riemanna (viz ] |, kap. II), dalsim zobecnénim této ideje
je pak definice Lebesgueova nebo Lebesgue-Stieltjesova integralu, jak
jsme ji podali v této knize, def. 10 (imyslné jsem volil formu co nej-
podobnéjsi definici Riemannové). Naproti tomu Newton vysel z pojmu
primitivni funkce. Definujme: BudiZ f konecnd reilna funkce, defino-
vand v intervalu I C E,. Funkei F nazyvime primitivnt funkct k f
v intervalu I, jestlize pro kazdé xze I je F’'(x) = f(x) (v polatetnim
bodé&, patii-li k I, minim derivaci zprava, v koncovém bodd zleva).
Potom oviem je F spojitd v I a viechny ostatni primitivni funkce k f
v I maji tvar F(z) + konst (D I, véta 136). (V ) I, kap. III, § 1 jsme
zavedli tento pojem jen pro oteviené intervaly.) Definujme déle:
Budiz — o <a <b < 4 oo; necht f ma v {a, b) primitivni funkei F.
Potom definujeme Newtoniiv integral funkece f od a do b rovniei

(3) (N)a}f(x) dz = F(b) — F(a) .

Pravé strana nezavisi oviem na tom, kterou primitivni funkei vezme-
me. Je-li f konetnd a spojitd v {a, b), je jeji Riemanniv integril
F(z) = fzf(t) dt primitivni funkei k f v {a, b) (viz ] I, véta 38, v&ta 36
a kni paozn.”)) a tedy podle (3) existuje Newtoniv integrdl a ma hod-
notu F(b) — F(a) = (R) ]b' f(t) dt a touz hodnotu md i Lebesguetv
integral (kap. III, § 4, poazn. 7 — nebo véta 157). Znaky (N), (R), (£)
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rozliSuji Newtoniiv, Riemanniiv a Lebesgueiv integril. Ale u nespoji-
tych funkei se tyto pojmy rozochézeji: muzZe se stiti, Ze existuje
Riemannuv (a tedy i Lebesgueiv) integril a neexistuje Newtontv
a jindy existuje Newtoniv a neexistuje Lebesgueiiv (a tedy ani Rie-
mannuv). V této kapitole poddme obecnéjii definici Perronovu; Perro-
ntv integral (znak P) zahrnuje Newtonuv, Lebesguetv?®) (a tedy i Rie-
manniv) integral. Pfitom vyjdeme z ideje primitivni funkoe: Nem4-li
f primitivnf funkei v (a,b), leZi nasnad® mySlenka, vySetfovati
jednak ty funkce M(x), pro které je v {a, b) stile M'(xz) > f(z), jednak
ty funkce m(z), pro které je m'(x) < f(x) a brati pak rozdily M(b) —
— M(a), m(b) — m(a) za jakysi horni a dolni odhad pro hledany in-
b

tegral [f(z) dz. Ale bylo by piili§ omezujiof, poZadovati existenoi

derivacf M’, m'; proto pouZijeme radéji horni a dolni derivace a definu-
jeme takto:

Definice 24. Redind funkce f (koneind nebo me) budif definovina
v {a,b) (— 0o <a<b< + x). Funkcc M (po pfip. m), kterd je
koneénd a redlnd v {a,b), nazvu majorantou (po pFip. minorantou)
k funkes f v {a, b), jestliZe pro kaZdé x € {a, b) je

(4) D M(z) = f(x), D M(z)> — o)
po piip.
(5) Dm(z) <f(x), Dm(x) < + .

Pitom minim tyto horni a dolni derivace ,,vzhledem k {a,b)* (viz pozn. 1).

Poznidmka 4. Je-li M majorantou, je i M + konst majorantou.
Je-li M majorantou k f, 0 < ¢ < + o, je cM majorantou k cf. Je-li
M majorantou k f, je — M minorantou k —f (vie v (a, b)). Dile:
Je-lia < &« < B < baje-li M majorantou k f v {a, b), je i majorantou
k f v {x, B). (Stadi si uvddomit, Ze D, M(x) > D M(x), D_ M(B) >
= D M(B)). Koneéné: Je-li M majorantou k f v {a, )i v b, ¢, je té%
M majorantou k f v (a,c) (stadi si uvddomit, e plati D M(b) =
= Min (D, M(b), D_ M(b))). Podobng pro minoranty. To vie plyne
ihned z definice.

3¢) Minim konvergentni Lebesgueuv integral.
4) Druhé nerovnost neplyne z prvnf, jeZto muZe byti f(z) = — 0.
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Véta 164. BudiZ M majoranta, m minoranta k f v {a, b>. Potom funkce
M — m je neklesajici v {a, b).
Tuto okolnost lze psdti budto

(6) M(y) — m(y) = M(z) —m(z) proa <z Sy <b
nebo
(7) M(y) — M(z) Zm(y) —m(x) proa Sz <y <b.

Druhého tvaru budeme éasto uzivat.

Dukaz. V <a, b) jest
(®) D(M —m) = DM + D(— m) = DM — Dm 20,
nebot vyraz vpravo ma smysl (DM; Dm nemohou byt nekoneén4 téhoZ
znameni) a Dm < f < DM, nato se uZije pozn. 2.

Specidlné: pro kaidou majorantu M a kazdou minorantu m je

9) m(b) — m(a) = M(b) — M(a).

Budiz © infimum vsech ¢&isel M (b) — M(a) pro viechny majoranty
dané funkee f v (a, b); budiZ 8 supremum vSech ¢isel m(b) — m(a) pro
vSechny minoranty. (Neexistuji-li majoranty, je € infimum prizdné
mnoziny, t. j. & = + oo; neexistuji-li minoranty, je 8§ = — o0.)
Podle (9) je 8 < S.

Definice 25. Je-li 8 = & a je-li toto &islo koneéné, definujeme Perroniw
integrdl rovnict

(10) fb/(x) dx=8=86.

Poznédmka 5. Lze ovSem psati f(f) d¢ atd. — jakékoliv pismeno.
Symbol (10) znamena aZ do konce kapitoly Perrontv integral, neni-li
vyslovné feéeno néco jiného; je-li tieba, rozlisujeme: (P) = Perroniv,
(V) = Newtontv, (R) = Riemanniiv, (.£) = Lebesguetiv integril.®)

Poznamka 6. Existuje-li (10), existuje aspori jedna majoranta M
a jedna minoranta m, natez

§) Zavéadime tedy jen Perronuv integral s hodnotou koneénou (ne s hodnotou
+ oo nebo — 0, aé by to §lo). f musi byt definovdna viude v <a, b) — viz viak
vétu 177 a definici 27.
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b
(11) m(b) — m(a) < [f(z) dz < M(b) — M(a).
Vé&ta 165. (10) existuje tehdy a jen tehdy, jestlite ke katdému & > 0
existuje v {a, b) k funkci f majoranta M a minoranta m tak, Ze
(12) (M () — M(a)) — (m(d) — m(a)) <.
Dikaz: ihned z definice.

Vyrok, Ze Perrontv integril (10) existuje (nebo ,,mé smysl®) zna-
men4 oviem — a% do definice 26 — Ze je — 0 <a < b < + oo, Ze f
je definovana viude v (a,b)afe — © < 8 =& < + oo; v def. 26, 27
viak tento pojem jest& ponékud zobecnime.

b b
Vé&ta 166. Existuje-li (N) [f(z) dz, existuje i (P) [f(z) dx a oba integrdly
j80u 8t rovny.

Dukaz. f je koneénd a mé v (a,b) primitivni funkei F. Ta je
oviem soudasné majorantou i minorantou. PoloZime-li v (12) M =
= m = F, vyjde existence Perronova integralu. PoloZime-li pak v (11)
M =m = F, vychéazi

b b
(P)[f(z) dz = F(b) — F(a) = (V) [f(z) dz .

Vztah mezi Perronovym a Lebesgueovym integridlem ndém dé vice
préce (viz § 2).

b

VEta 167. Je-li a S x <f <b a existuje-li [f(x)dz, ewistuje ¢
s a
[H(z) dz.

(]

Dikaz. BudiZ ¢ > 0. Podle véty 165 existuje v {a, b) majoranta M
a minoranta m tak, Ze plati (12). Jeito (viz (6)) M(a) — m(a) <
< M(x) — m(x) < M(B) — m(B) < M(b) — m(d), jei (M() — M(x)) —
— (m(B) — m(x)) < & a uZije se op&t véty 165.

b '3
V&ta 168. Je-li a < b < ¢ a existuji-li [f(x) dz, [f(x) dx, existuje i
a b
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[ b [4
(13) aff(x) dr = [f(z)dx + '_!'f(x) dz .

Dikaz. BudiZ ¢ > 0. Zvolme v {a, b) majorantu a minorantu M,,
m,, v (b, ¢) majorantu a minorantu M,, m, tak, Ze

(14) (My(0) — My(a)) — (my () — my(a)) < }e,
(18) (My(c) — My(b)) — (my(c) — me(b)) < }e;

volme M,, m, (pfi¢tenim vhodné konstanty) tak, aby M,(b) = M(b),
m,(b) = my(b). PoloZime-li M(x) = M,(z) pro x € {a, b, M(x) = My(x)
pro z e <b, c) a obdobnd m, plyne z (14), (15)

M(c) — M(a) < m(c) — m(a) + &,
takio I — [f(z) dz existuje.
Dile (po:ﬂe (11), (14), (15)) I < M(c) — M(a) < (mq(c) — my(b)) +
+ (my(b) — my(a)) + & = af + j + ¢ a obdobnd vyjde I > bf +

d
+[—e
Vita 169. Je-li c<E,, je
b b
(16) fe f(z) de = ¢[f(x) Az,

existuje-li integril vpravo.

Dukaz. Plyne z definice a z pozn. 4.

b
V&ta 170. Necht existuje [f,(x)dx pro i =1, 2. Nechf | je redlnd
a

funkce, definovand v (a, b>‘ Ve vdech bodech x € {a, b, ve kterych f,(z) +
+ fo(x) md smysl, budif f(x) = f,(x) + f,(x) (pro ostatnt x € {a, by miuZe
f(x) byti jakékoliv). Potom existuje té£

b b b

(17) Ji@)dz = [f(z) dz + [fy(x) dz .)

a a

¢) Prekvapuje snad tiplné libovolnost funkce f tam, kde f, + f, neni defino-
véno. V §2, véta 173 uvidime, %e jde o libovolnost jen na mnoZind nulové miry.
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Dukaz. Budif € > 0. Zvolme majorantu M, & minorantu m, (¢t =
=1, 2) k funkoi f; tak, e (M.(b) — M,(a)) — (myb) — mia)) < }e.
Polotme M = M, + M,, m = m, + m,, takie (M(b) — M(a)) —
— (m(b) — m(a)) < &. Tvrdim, Ze M je majorantou a m minorantou
k f. Nebot pfedn® je DM > DM, + DM, > — co. Za druhé v bodech,
ve kteryoh je f, + f, definovéno, je DM > DM, + DM, > f, + fs =
= f a konetnd v bodech, kde f, + fs neni definovéno, je na pf. f; =

= 4 o (nebo f; = 4 ®), nadei DM, = + oo, DM,> — oo, tedy

DM = + o > f. Podle vty 165 tedy existuje f f(z) dz. A koneé&n$ je

patrno, %e levé i pravé strana v (17) jsou &isla intervalu {m(b) — m(a),
M(d) — M(a)), takZe absolutni hodnota jejich rozdilu je men&i neZ e.

Poznidmka 7. BudiZ M majoranta k f v (a, b); poloZme g(z) =
= f(— z), N(z) = — M(— z). Tvrdim, %¢ N je majorantou ke g
v {—b,—a).

Dukaz.

Nz +h) — Nz)  M(—z—h) — M(—2)
) —&

a tedy D N(x) = D M(— =); poslednf &slo je 2 f(— z) = g(z) a sou-
dasng > — . Podotknéme jestd, Ze N(— a) — N(— b) = M(b) —

-a b
— M(a). Podobnd pro minoranty. Tedy je [ f(— z)dx = [f(z) dz,
b a
exsstuje-li jeden z obou integrdli.
Po téchto drobnostech pfichézi zdvaind véta.

Vé&ta 171. Budi? f definovdna v {a,b) (— © < a <b< + o).

I. Necht existuje vlasint limita I = hm f f(x) dz. Potom existuje

f f(z) dz a rovnd se této limité.

II. Necht existuje vlastni limita hm f f(z) dz. Potom existuje

f f(x) dz a rovnd se této limité.
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Dikaz. Jestlize tvrzeni I aplikuji na funkei f(— z), dostanu podle
pozn. 7 tvrzeni II. Proto dokaZeme jen tvrzeni I. PoloZme

(18) F(z) = f/(t) dt proa <z <b, Fla)=0.

Budiz & > 0. Je#to existuje lim F(x) = I, existuje ke kazdému

z—b-
pfirozenému n takové b, < b, Ze (Bolza,no-Cauchyova. podminka)

(19) =15,z y<b) = |Fly)— F@=) <5

2n+1 *
PoloZme b, = a a volme (coZ je mozno) b, tak, Ze
(200 a=0b,<b <b, <b; <... b>b—— tedyk’xgb =b.
V kaZdém intervalu (b,, b,,,> (n = 0, 1,...) volme k f majorantu M,
aminorantum tak, Ze (Ma(bns1) — Ma(bs)) — (Mma(bnsy) — ma(bn)) <
< 2“3 Piislu$né ,,aditivni konstanty‘ volme tak, Ze M,,;(bpy1) =

= Mo(b411); Mpi1(bai1) = Mmy(bay,), takie miZeme definovati v (a, b)
funkce M, m rovnicemi?)

M(x) = M, (x), m{z) = m,(z) pro b, <z < b,y
(n=0,1,2,..)).

(21)
Prob, Sz <y Sbp(n=0,1,2,...) jo pak

(22) 0 < (M(y) — M(x)) — (m(y) — m(2)) < 5773 2,,+,,
odkud? pro b, <z <y <b (n=0,1,2,...) plyne

(23) 0 < (M(y) — M(2)) — (m(y) — m(x)) < 57y 2,.+1

Jetto pak (viz pozn. 6)
(24) m(y) — m(z) < F(y) — F(z) < M(y) — M(z),

7y M, m jsou zre_]mé majorantou a minorantou k f v kaZdém intervalu
(@, b, kde a < b <b
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plyne z (19), (23), (24) zfejmé

w21 b <2<y <t (M) - M@l <,
(29

[m(y) — m@)| < 2—) :

Tedy (Bolzano-Cauchyova podminka) existuji vlastni limity
lim M(y) = 4, lim m(y) = B. Definujme je§té M(d) = 4 + ie,
y—b- y-b-
m(d) = B — le. Potom z¥ejmé D_ M (b) = + o, D~ m(b) = — oo,
odkudZ ve spojeni s pozn. 7) plyne, Ze M je majoranta a m minoranta
k f v <a, b>. Mimoto

(26) M) — Mle) = 3 (M(ba,r) — M(b) + e,

(27) m(b) — mla) = Zo(m(b”l) — m(ba) — 3e,

(28) I = lim F) = 3 (Fbnu) — FG,)
z—b- n=0

Odtud piedné (viz (22))

€

(29) (@) — M(a)) — (m(b) — m(a) <2 g5 +e =
a za druhé podle (24)
(30) m(b) — m(a) = I < M(d) — M(a).

b
Jezto £ > 0 bylo libovolné, plyne z (29), Ze existuje [f(x) dz. Jezto

pak m(b) — m(a) < [f(z) dz < M(b5) — M(a), plyne z (30), (29)
[ — fbf(:c) dz| < ¢ pro kazdé ¢ > 0.

§ 2. Neurdity Perroniyv integril. Vztah k Lebesgueovu integrilu.

Definice 26. Roz$iFme definici 25 takto (aeE,, beE,):

(31) fa f(x) dz = 0, je-li f(a) definovdno ;
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@

+
(32) [ f(z) dz = lim f flz) dz ,

y>+o a
b b
(33) [f(z) dz = lm [f(=z) dz,
- Yy~ y
je-ls limita vpravo viastni;
+ o a +
(34) [H@)de= [+,

existujt-li sntegrdly vpravo (smysl definice (34) zfejmé nezdvisi na volbé
¢isla @ — to plyne z v&ty 168).

Poznimka 1. Abychom nemusili rozeznivati n&kolik pipadu,
smluvime se (jenom pro tento paragraf!) na nésledujicf modifikaoci
dosavadniho oznadeni. Jsou-li a,b konetnd, mé (a,d> dosavadni
vyznam. Aviak symholy (— 0, b), <a, + ®©), {(— ©, + ) budou
pro konetnd a,b znamenati intervaly (— oo, d), {a, + ©), (— oo,
+ o). Na tuto imluvu je pamatovati, mluvim-li v dalim o intervalu

{a, b).
)
VE&ta 172, Necht — 0 < a < b < + o a necht [f(x) dz existuje.
a

Potom funkce F(x) = fz f(t) dt je spojitd v {a,b> a md skoro véude
v {a, b) konelnou deriv:zci F'(z) = f(z).

Poznémka 2. Funkei F se f{ké ,,neurdity Perrontv integral funkoce
fv<a, b)“. Podle (11) mdme proa < z < y < b (viz v8tu 168)

mly) — m(z) < [f(t) dt = Fly) — Fa) < M(y) — M(z),

jestliZe m je minoranta, M majoranta. Tedy M(z) — F(x) je neklesa-
jiol, m(x) — F(z) je nerostouci v {a, b).

Dikaz. I. Spojitost. DokaZme spojitost zprava v bodé z, (@ < z, <
< b, xy > — ). BudiZ & > 0. Zvolme majorantu M a minorantu m
v intervalu (z,, z,) (zvolime jisté z, € (z,, b)) tak, Ze (M (z,) — M(z,)) —
— (m(zy) — m(z,)) < }e, takZe pro jakékoliv x e (x,, z,> je (viz v&tu
164 a pozn. 6 v § 1)
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M(z) — M(z,) — }e < m(x) — m(zo) < F(z) — F(z,) <

(35) < M(z) — M(z,) < m(x) — m(z,) + 3¢ .

Zvolme &islo K (0 < K + ) tak, Ze D M(zo) > — K, D m(z,) < K
(to je moZno). Zvolme déle ¢ (0 < 8 < z; — x,) tak, %e pro z, <
M‘%—:fﬁ“—)> — K, t. j. M(z) — M(z)) > —

0
— K(x — z,) a obdobn& m(z) — m(z,) < K(x — z,). Pro tato z je
tedy podle (35) — K(z — z,) — 4¢ < F(z) — F(z,) < K(x — z,) +

+ 4¢. Pro 2y <z <z, + Min (6 je tedy |F(z) — F(z,)| < s.
Podobné pro spojitost zleva.

<x <+ je

£
’ 2K

II. Derivace. Jeito kaZdy interval je sjednooenim spodetného systé-
mu omezenych intervall, stadi se omezit na piipad, e — © <a <
< b < + . Pro kaZdé pfirozené n budiz 4, mnoZina ondoh z ¢ (a, b),
pro néz je

(36)  budto D F(z) = — o nebo D F(z) < f(&) — - -

Polozme je§td A = U 4,, takfe A je mnoZina ondch ze (a, b), pro
n=1

néZ je

(37) budto D F(z) = — oo nebo D F(z) < f(z) .

DokéZeme-li, Ze u(4,) = 0, bude téz u(4) = 0, t. j. bude dokdzéno, Ze
skoro v&ude v (a, b) je

(38) DF(x)+ — o, DF() = f).
UZijeme-li (38) na funkei — f,8) vidime, %e skoro vdude v (a, b) je
DF@) + + o, DF(z) <f(z);
jezto pak D < D, plyne odtud skoro v&ude v (a, b)
f@) = F'(x) + £ .
" 8) Jejim? ,neurfitym integrélem® jo funkce — F.
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Stadi tedy dokézati rovnost u(4,) = 0. Budiz tedy » ddéno. Zvolme
libovolné m > 1 a sestrojme majorantu M k f v <a, b) tak, ze 0 <

b
< M(b) — M(a) -—ff(t) dt < _'ann Funkce

z

(39) d(z) = M(z) — M(a) — ff(t) de + ;na
je v <a,b) rostouci, ®(a) = 0, D(b) < l—+nb7n:1. Existuje tedy

mnozina P tak, ze u(P) = 0 a %e pro z ¢ (a, b) — P existuje koneénd
derivace @'(z) > 0. PoloZme jesté

Q= e(xe (a,8) = P, ®'(z) g%)

V kazdém bodg z ¢ (a, b) — (P v @) je

DF() = D M@) — = o) + %(”‘“);QM(@——‘-,

nm n

1 .
tedy jednak D F(x) > — oo, jednak D F(z) = f(z) — o takie z

nepatii k 4,. Tedy je 4, c P u @. Podle 2. pomocné véty v kap. V,
§2je

1
(@) 2 7 1d@)

ale
1 (B(Q) < D) — Pla) <~ T =2
takZe
14Q) < mu(@@) < F2= 8
Ale
bl < (P o Q) = p@ < Fo=2

a to plati pro kazdé m > 1, tedy #(4.) = 0.
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b
Véta 173. Nech! existuje [f(x) dz. Potom f je v (a, b) méfitelnd a skoro
vdude koneénd.

Dukaz. Definujme F v (a,b) jako ve vétd 172; je-li b < + oo,
polozme je¥td F(x) = F(b) pro > b; je-lia > — oo, polozme F(z) =
= F(a) pro z < a, takze F je podle véty 172 spojité v E,. Podle téze
véty je skoro viude v (a, b)

fz) = F'(z) = limn(F (x + %) - F(x)) + 4+,

Alen (F (a: + %) — F(x)) je spojita a tedy i méfitelnd v (a, b), tedy je

mé&fitelns (véta 35 a Dodatek k ni) i jeji limita pro n — oo, které exis-
tuje skoro viude v (a, b).

Vé&ta 174. Necht | je definovdno véude v {a, b) a necht

(40) (&) ff(e) dz = L
konverguje. Potom existuje 1

b
(41) (P)[{(z) dz = P
aje L = P.

Dukaz. I. Budte napied a, b kone¢na. BudiZz ¢ > 0. Potom existujf
podle véty 80 funkce ¢, y tak, Ze plati:

1. ¢ je v <{a, b) omezens zdola, y shora.
2. @ je v {a, b) polospojita zdola, y shora.
3. ¢(z) = f(z) = y(x) pro a <z < b.

b b b
4. (8)fplz) dz — e < (&) [f(@) dz < (&) fp(z) dz + }e.
PoloZme

(42) Ble) = (&) fplt) dt, Pla) = () fld) e
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proa <z < b. Pro ka?dé z € {a, b) je — jak ihned dokédZeme —
(43) Do) = pz), D ¥() < y().?)

Dikaz: ze<{a,bd budif déno. Je-li ¢ < ¢(z), je (ponévadZ
E(z € (a, b), p(z) > c) je oteviend v (a, b)) téZ ¢ < ¢(t) pro viechna

te Ca, b, pro nd% |t — z| < 8, kde & je jisté kladné &slo. Pro [h| < 4,
z+h

2 +hela, b je tedy%— (D + h) — D(z)) = 71; f o(t) dt > c, tedy

D &(z) > c. Tedy: ¢(z) > ¢ = D P(z) = c. Tedy nemiize byt ¢(z) >
> D &(z). Druhé nerovnost (43) se odvodi z prvni pfechodem od
funkei ¢, f k funkeim — y, — f. Z (43) a z vlastnosti 1, 3 plyne ihned,
%e P je majoranta, ¥ minoranta k f v (a, b). Déle je podle vlastnosti 4
(P(b) — D(a)) — (P(b) — P(a)) = DP(b) — ¥(b) < e. Tedy existuje
(41). A konetnd le#i i integral (40) i integral (41) v intervalu (P(b),
¥(b)> (pro (40) to plyne z vlastnosti 3, pro (41) z toho, Ze @, ¥ jsou
majoranta a minoranta, P(a) = ¥(a) = 0). Tedy je |P — L| < e.

II. Je-li na pf. b = 4 oo, mdme piedeviim L = lim (.0) ff@) de,

c— + @™
coz podle bodu I (s konednymi mezemi a, c) je rovno lim (P) [1@) dt,
Cc»+ a
coZ podle definice je integral (41).
Vé&ta 175. Budif f(x) = 0 viude v {(a, b). Necht existuje (41); potom
konverguje i (40) (a je ovdem P = L podle véty 174).

Dikaz. Jefto f je méFitelnd podle vty 173, existuje (40). Jde jestd

o jeho konvergenci. Budte pfédeviim a, b koneéné. Existuje majo-

ranta M k f v {a, b). Tedy viude v {a, b) je DM > f > 0, takZe (viz

pozn. 2 v § 1) M je neklesajici a mé tedy skoro viude v (a, b) derivaoi
b

M'(z) > f(x) = 0. Podle véty 90 je pak (L) [M'(z) dz < + o a tim
spiSe konverguje (40). Je-li za druhé na pf. b = + oo, je pro a <

%) Minim ovSem derivace vzhledem k <a, b, t. j. v bod$ a zprava, v bod8 b
zleva.
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<c< + o (£)ff(x)dx= (‘Tl’)ff(x)dx; pro ¢ —» + oo je limita levé

strany (40), limita pravé strany je (41). Jezto P je koneéné, jei L
konetné. Vyznam véty 175: pro f > 0 lze vétu 174 obratit.

Rikéme, %e (41) konverguje absolutn®, kdyZ existujf

b b
(44) P = (P)ffx)dz, Q= (P)[|f(x)|d=.

Vé&ta 176. BudiZ | definovino v¥ude v {a, b). Potom (41) konverguje
absolutné tehdy a jen tehdy, kdyZ (40) konverguje.

Dukaz. I. Necht (£) f f(z) dz konverguje; potom i (L) f |f(z)| d=
konverguje a podle véty 174 existujf integrily (44).

II. Nechf integraly (44) existuji. Potom f ]e podle v&ty 173 mérx-
telng v {a, b) a podle v&ty 175 konverguje (.C) f |f| dz a tedy i (L) f f dz.

Dosud jsme pfedpokléddali, Ze f je definovina v&ude v <a, b). Do-
kaZme nyni tuto vétu:

V&ta 177. Budte f, g definovdny véude v {a, b). Nechl existuje P, =
= (P) je f(x) dx a necht [, g jsou ekvivalentni v {a,b>. Potom existuje

b
= (P)[g(x) dz a je P, = P, .

Dukaz. Definujme funkei 4 v {a, b) takto: Je-li f(x) = g(x), po-
loime h(z) = 0; je-li f(z] + g(z) (tak¥e g(z) — f(z) jistd mé smysl),
polozme h(z) = g(x) — f(x). Potom plati:

I. h(z) = 0 skoro vdude v {a, b). To je jasné.

II. J eg(z) = f(z) + h(z) v kakdém bods, ve kterém pravé strana ma
smysl. To je nutno dokdzati opatrnd: Je-li prednd f(z) = g(z), je
I.z(x) = 0 a rovnice plati. Je-li viak f(z) + g(z), je A(z) = g(z) — f(x);
jetto f(z) + h(z) = () + (¢() — f(2)) mé smysl, jo nutnd f(z) ko-
nelné &slo, takie vskutku opdt f(z) + (g9() — fi@) = g(z).
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b b
Podle I je (£) [h(z) dz = 0, tedy (v&ta 174) i (P) [h(z) dz = 0. Podle
II a podle véty 170 je pak

b b b
(P) [9(x) dz = (P) [f(x) dz + (P) [h(x) dz ,

kde poslednf ¢&len je nula.
Tato véta ndm umoziiuje rozsifit definici 25, 26 takto:

Definice 27. BudiZ — 0 <a < b £ + oo; budiZ f deftnovdna skoro
véude v (a, b). Sestrojme néjakou funkcs g, kterd je v {a, b)> ekvivalenini
b

8 | a je definovdna véude v {a, b). Potom definujeme (P) [f(x) dz jakotto
b a
(P) fg(x) dz, jestliZe tento (druhy) integrdl existuje ve smyslu def. 25, 26.

Véta 177 zaruduje, Ze nezélei na tom, kterou funkei g, ekvivalentni
8 f, zvolim.

Pozniamka 3. Je na prvni pohled patrno, Ze véty 167 aZ 177 plati
téZ pro Perronovy integrily ve smyslu rozsifené definice 27. Pfitom ve
vétich 174 aZ 177 1ze vynechat poZzadavek, aby funkee f, g byly defino-
vany vSude v {a, b, ve v&td 175 pak stali poZadovati f(x) = 0 skoro
viude v {a, b) a vétu 170 lze vysloviti takto: (17) plati, mé-li pravé
strana smysl a je-li f(z) = f,(z) + fy(x) skoro viude v (a, b>. Ve vété
171 stadi podle def. 26 predpokladati — 0o <a <b < + . Také
zavéredény vysledek pozn. 7 v § 1 plati i ve smyslu rozsifené definice 27.

Pozndmka 4. Perroniiv integral ve smyslu def. 27 obsahujei Newto-
niv i konvergentni Lebesguetv integral.!?) Ale obsahuje i zobecnény
Lebesguetv integrél ve smyslu kap. VIII, § 1. Dokazme to. Pfedpokla-
dejme, Ze pro funkei f existuje ,,vhodné rozdgleni* a = gy < @, <
<...<a,=> intervalu <a,b). To znamend, %e pro 1 =1,...,n
budto existuje pro kaZdé a’e (a;,a;) konvergentni Lebesgueiv

10) Omezili jsme se na integral pfes interval. Ale mohli bychom pro libovolné
+ o

méfitelné M C E, definovati A{ flzydz = [ 2py(z) (z) dz, kde 2y je charakteris-
-
tickéd funkce mnoZiny M.
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o
(a tedy podle v&ty 174 i Perroniiv)integrédl [f(x) dxz nebo Ze existuje
ag_,

a;
pro kardé a’e (a;_,, a;) konvergentni Lebesgueiv integril [f(z)dz.
"

Nato se zjistuje, zda existuje vlastni limita

L= lim @) ds,

a'sa- ag_,
po pfip.
a
L,= lm [f(z)dx

a'—»ag_,+ a’

b
a sette se L, + ... + L,. To je pak zobecnény Lebesguetv [f(z) dz.
:

Ale podle vét 171, 168 (ve smyslu pozn. 3) je tento integril sou-
dasné i Perronovym integrilem.

Poznédmka 5. Perrontiv integral je zobécnénim Newtonova integ-
rélu, definovaného primitivni funkei (v&ta 166). D4 se tedy ofekdvati,
%e povede k zobecnéni vztahu mezi urditym integradlem a primitivn{
funkei, jak je ddn na pf. vétou 39 nebo 40 v J I. Abychom ziskali
lepéi piehled, zavedeme tato tii oznadeni:

Budi — © <a <b < + oo; budiZ f (ne nutnd koneénd) defino-
véna viude v {a, b); budiz F funkoe konedné a spojitd v (a, b).

Budeme Fkati, %e funkoce F je v (a,b) primitivn{ funke{ k funkoi
f, jestlize pro viechna ze (a,b) existuje koneénd F'(x) = f(x).!?)
Takto jsme zavedli tento pojem jiz v § 1, pozn. 3.

Budeme fikati, e funkce F je v {a, b) tém&i primitivni funkof?)
k funkei £, jestliZe pro vSechna z € {(a, b) aZ na spodetnou mnozinu
existuje koneénd F'(z) = f(x).

Budeme fikati, Ze funkoce F je v {a, b) skoro primitivn{ funkoef!2)
k funkei f, jestlize skoro viude v {a, b) existuje koneénd F'(z) =
= f(z). Podle definice Newtonova integrilu v §1, pozn. 3 plati:

11) V bod¥ a stdle minfrn derivaci zprava, v bod$ b zleva.

13) Tyto nézvy nejsou obvyklé. Stale pfedpoklddédme spojitost a kone¥nost
funkce F' v <{a, b)>.
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b
Newtoniiv integral [f(z) dz existuje tehdy a jen tehdy, jestlize k f

existuje v {a, b> primitivni funkce F, nadez
b
(45) [{(z) dz = F(b) — F(a)
a

(vlevo Newtontiv integril). Pojem Perronova integrilu dovoluje dati
této rovnici obecnéjsi smysl:

Vé&ta 178. Budi? — © <a <b < + oo.

I. JestliZe F je téméF primitiont funkct k f v {a, b>, potom existuje
Perrontv integrdl v (45) a rovnice platt (s Perronovym inbegrdlem
vlevo).

I1. Jestlife F je téméF primitivnt funkct k f v (a,b) a jestlize'®)
konverguje Lebesguetv integrdl v (45), potom plati (45) (s Lebesgueovym
integrdlem vlevo).

Poznidmka 6. Vkap.V,§2, pozn. 6 jsme si vimli funkce — oznaé-
me ji F — ktera je spojitd v <0, 1), mé derivaci F'(x) = 0 skoro viude
v 0, 1) a pfitom F(0) = 0, F(1) = 1. PoloZme f(z)= 0 pro viechna
z,a = 0, b = 1: potom v (45) vlevo stoji 0, vpravo 1, aé F je skoro
primitivni funkei k f v €0, 1). Tedy v&ta 178 se stane nespravnou,
nahradime-li v ni slovo ,,témé&“‘ slovem ,,skoro“. V piipadé skoro
primitivni funkce F musime od F poZadovati jesté daldi vlastnosti;
stadi na pF. absolutni spojitost, nebof véta 94 spolu s pozn. 1 v kap.
V, § 5 pravi: Jestlize funkoe F je absolutn& spojita v <a, b> a je v {a, b)
skoro primitivni funkef k funkei f, potom plati (45), kde vlevo je kon-
vergentni Lebesguetv integral.

Viimnéme si za druhé, Ze éast II véty 178 zobectiuje vétu 40 z J I:
misto existence Riemannova integralu se pfedpokldd4 pouze konver-
gence Lebesgueova integralu; a téch bodi, ve kterych nenf F’'(x) =
= f(x) + + oo, nemusi byt koneén& mnoho — smi to byt i nekoneéna
spodetnd mnoZina.

Dukaz v&ty 178. Tvrzeni II plyne podle v&ty 174 ihned z tvrzeni I.

13) VSimnéte si rozdilu mezi ,,potom* a ,,jestliZe‘ v I a II.
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Dokazujme tedy tvrzeni I. Existuje posloupnost &isel z,, z,, ..
(%: *+ z, pro ¢ + k) tak, Ze pro kazdé x mnoZiny

A ={a,by ~ (z,,%...)
je F'(z) = f(x), f(x) kone¢né. Budi% ¢ > 0, polozme 8; = ¢; = ¢ . 2-i"2,

p) =2 8 +Zt|’

7z n<z
(na pf. v prvnim souétu jde o zobecnénou fadu; séita se pies viechna ¢,
pro kterd je z; < x; kdo &etl kap. IX, poznava zde funkci skoku).
Ztejms je p(x) neklesajici v E;, 0 < ¢(x) = }¢. Tvrdim, Ze funkoce
M(z) = F(z) + (@), m(z) = F(z) — ¢(z)
dévaji majorantu a minorantu k funkei f v {a, b). Je-li totiz ze 4,
je f(z) koneé¢né, D M(z) = F'(z) + D p(z) = f(x) > — co. Je-li déle
a=z;,<bjeproh>0,z,+h <b
M(z; + h) = F(z; +h) + p(x; + k) = F(z; + b)) + @(=,) + ¢
a tedy (jezto F je spojitd) pfechodem A — 0 +
(46) lim M(z) = M(z.) + ¢ > M()

z-T +
a podobnd pro a < z; < b dostdvame:
M(z; —h) < F(x; — k) + ;) —8; pro k>0, 2, —h =a
a tedy

(47) lim M(z) < M(z,) — s, .
z4

Ale z (46), (47) plyne M'(z,) = + oo, tedy
+ o =D M(z,) = f(z,), D M(z;)> — .
Podobné se dokdze, Ze m je minorantou.
Déle je
(48) m(b) — m(a) = F(b) — F(a) = M(}) — M(a),
(49)  (M(b) — M(a)) — (m(b) — m(a)) = 2(p(b) — g(a)) = &.
Jeito ¢ bylo libovolné kladné ¢&islo, plyne z (49), Ze existuje Perrontiv
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fb/(x) dz a je oviem m(b) — m(a) < }/(x) dx < M(b) — M(a). Odtud,
; (48) a z (49) plyne pak ihned ‘
3
[F(®) — F(a) — [{(z) dz| < ¢

(pro kazdé & > 0).

Pozndmka 7. Theorii Perronova integralu by bylo mozno déle vy-
budovati. Mimoto by bylo moZno Perrontv integral definovati obeo-
ndji: nejenom v E,, nybrz obeond v E, & nejenom jako zobecndni Lebes-
gueova integrilu, nybri jako zobecnéni Lebesgue-Stieltjesova integ-
rdlu. Mimoto je také moZno postupovati obrécené: napfed vybudovati
theorii tohoto obecného ,,Perron-Stieltjesova integrilu‘‘, specialisaof
dojiti k Lebesgue-Stieltjesovu integrilu a z ného teprve nakoneo vy-
budovati theorii miry (t. j. integrdlu charakteristické funkoe). Tento
postup je vyloZen origindlnim zpisobem v préaci Mafikovs, citované
v pfedmluvé. Podotykdm, Ze n&kteif autoii uzivaji k definici Perronova
integrdlu jen spojityoh majorant a minorant, coz viak neméni — jak
se lze pouditi na pf. z knihy S. Saks, Theory of the Integral, kap.
VIII, § 3 — smysl definice.

468



		webmaster@dml.cz
	2012-09-06T06:19:48+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




