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KAPITOLA XV*

ASYMPTOTICKE ROZVOJE*

§1. Uvod. Symbolika. Omezim se v tomto paragrafu na koneéné
funkoe jedné redlné nebo komplexni proménné (aé by bylo moZno vie
formulovati obecndji). Budiz déna néjaké funkoe f(x); klademe si za
tkol vySetfiti pfiblizng prubdh funkee f v okoli n&jakého bodu a.
Obytejng ndm jde o to, nahraditi funkeci f ndjakou funkef jednodusaf,
kterd by se od funkce f v ,,blizkosti‘‘ bodu a liZila ,,dostatedn$ mélo*
(smysl slov v uvozovkéch je oviem nutno v kazdém pipadd preciso-
vati). VySetfujme na pf¥. priubéh funkce

3 4 L]
(1) sinz=z(l—%+g—!—;—!+...)

v okoli bodu 0.!) Zivorka (konvergentni{ mocninnéd ¥ada) mé pro
z — 0 limitu 1, takZe sin z se v blizkosti bodu 0 chové p¥ibliZné jako z;
presné Fedeno:

(@) lim 222 1.
z—0 z
Podobné
P
3) cotgz=c°sz=-l—.l 21 T a )
sin z 2 _ 2 +i‘ ’
3! 5!

pro z — 0 m4 poslednf zlomek limitu 1, takZe
(3a) lim cotg z: 1_ 1.
z—-0 2

Budi? dile déno é&slo 8, 0 < 6 < }n. Pifme z =re"® (r > 0, ¢
redlné) a vySetiujme, jak se chovd sin z v oboru 6 < ¢ < n — 4, kdyz
r = [2| roste nade viechny meze.?) Jest

1) Jde o komplexnf prom&nnou z; tim spife platf vysledky pro redlné z.
') @ je amplituda &isla 2. Na¥rtndte uvedeny obor pro z.
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1 i
1 — — (elz — p—12) — -1z e2lz .
(4) sinz = o (6% —e¥) = e (1 )

UvaZme, %e pro reilns a, b je
e? t% — e%cos b + isin b), tedy le

(nebot |cosb +isinb| =1) a %e 2iz = 2ir(cos ¢ + isin @), takZe
v uvedeném oboru je

a+bi @
=€

’emz, — e—2fslnw < e—2rsln6;
pror — + oo md tento vyraz limitu 0. Tedy z (4) plyne

. . i
(5) im sinz:—e =1,
z— © 2
d<amplz<m-4

Je vhodno zavésti zvlastni symbol: Je-li

zva §(Z)
zeM

)

piSeme také?)

f(x) =~ g(x) pro z —>a, ze M.
(Mluvi se pak o asymptotické rovnosti funkei f, g v bod® a vzhle-
dem k mnozing M.) Je-li jasno, o ktery bod a a o kterou mnoZinu M

jde, vynechévé se ¢asto dodatek ,,proz —a, x € M.*“4) Tedy (2), (3a),
(5) 1ze psati také

. 1
sinz = z, cotgzg? pro z >0, ze K,

-1z

sinz ~ }ie ™ pro z > oo, § <amplz <m — 4.

Pi#iklad 1. Budiz ¢ funkce koneén4, kladné, nerostouci v (1, + oo).
E+1
Potom pro k= 1,2, ... je (k) = [ ¢(x)dz = ¢(k + 1) a odtud pro
k

celé n > 1
(1) + ... +p(n —1) glftp(x) dz = ¢(2) + ... + @(n) .

3) Psévé se Sastdji ~ misto ~. Zavadim znak =z, aby nenastala zéména se
znakem ~, zavedenym v kap. II pro ekvivalentni mnoZiny a funkce.

4) M znali v tomto paragrafu vidy mno%inu koneénych &isel (komplexnich
nebo — specialng — realnych), t. j. M c K.
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+
Odtud plyne ihned: Je-li 1f p(x) dz = + o, je ,}ifi (p(1) +... +
+ ¢(n)) : 1f«;v(rfc) dz) = 1, t. j-

(1) + ... + ¢(n) =~ [p(x) dzr pro n - + o, neN.
1

Na pi.:

n n.’x+ it 1
z e l,]e-h0>o¢>—1 zlk— ~lgn;
k=1 k=

Z Iclgk =~ 1glgn a pod.
Zde jde o ,,celodiselnou‘‘ proménnou n.

Vzpomeiime si je$td na definici symbolii 0, o z D 1, kap. VI, § 13.
Znak

f(x) = O(g(x)) pro z >a, xe M
znadi, Ze

lim sup f(( ;l

zeM

< + o0;

znak
f(x) = o(g(x)) pro x »>a, xe M
znadi, Ze
lim ——= H(z) =0.
2o g(x)
Pfitom se pfedpoklada, Ze g(x) > 0 pro viechny body z ¢ M, rizné od a,
ale dostate&nd blizké bodu a.%)

Priklad 2. Nestaéi-li ndm informace o prib&hu funkce sinz
(v okoli bodu 0), kterou ndm d4avé rovnice (2) neboli sin z ~ z, mi-
%) Ptesnd fedeno: Je-li a konedné, pfedpoklédé se existence takového & > 0,

Ze
(xeM,0 < |z —a| < d) =>g(x)> 0.

Je-lia = + o (po pfip. a = — o, po pip. @ = o), pfedpoklédés se existence
takového K ¢ E,, %e je g(x) > O pro viechna z ¢ M, pro néZ je z > K (po pHp.
z < K, po piip. || > K). Funkce f maZe byti komplexni
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Zeme nahraditi sin z piesn&ji souétem n prvnich ¢élend pravé strany
v (1); zbytek této fady je

13!

pro z >0, ze K.

(__ ]_)n z2n+1 1 — 2 + z! —_ —_ 0('2]"”’1)
@n+ 1) (@2n +3) " (@n 50
a tedy
sinz =2 — 2 4 4 (=1t Py (e
2n — 1)!

(

Podobné: Provedeme-li déleni mocninnych fad v (3) vpravo podle
DIl, kap. XI, §4, pozn. 2, dostaneme 1 — }22 — ;2% | by2® +
+b2% + ..., a tedy

1

_1_ 1, 1l :
cotg z = — 3%~ 15 + O(|2*)

pro z = 0, z € K, coZ je piesndjii vysledek neZ cotg z = -:— .

Fiklad 3 Budiz ae E,; necht pro ka#dé be (@, + o) konverguji
integrily f f(x) d=, f g(xz) dz. Necht f(x) = o(g(z)) pro z — + oo,

z € E,.%) Potom plati: I. Je-li f g(x)dx < + o, je

@

f(x) dz = o(f?(x)dz) pro b > + oo, beE,.
b

+ Tt

II. Je-li [ g(z)dz = + oo, je

f/(x)dx:o(fg(z) dz) pro b > + oo, bekE,.

Dikaz. Pro pfipad I: BudiZz ¢ > 0. Existuje ce (a, + ) tak, Ze
pro xz > c je |f(x)| = eg(x). Proc <b < 4 o je tedy

+ + @ + ©
lbf f(z) dz| ébf [f(x)| dz < ebf g(x) dz .
) Tedy g(z) > 0 pro viechna dostatednd velkd z.
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Pro pfipad II: Budiz ¢ > 0. Existuje ce (2, + o) tak, Ze pro z > ¢ je
b b
(2)] < eg(2), tedy |[f(z) da| < efg(x) dz pro ¢ <b < + oo; odtud
pak plyne
b e b
|[#() dz — [f(=z) dz] < &[g(z) dz =
a [ c

b ]
= efg(x) dz — &fg(z) dz
b
a tedy (je-li b jiZ tak velké, Ze [g(z) dz > 0)

b b [4 b
|[f(=) dz| : [¢(z) dz < |[f(x) d=|: [g(z) dx +
¢ b
+ &|[g(z) dz|: [g(z) dz + ¢ .
a a
Vpravo maji prvni dva séitanci pro b - + oo limitu nulu, takze
b b
lim sup | [f(=) dz| : [g(z) dz < ¢,
a to plati pro kazdé ¢ > 0. Tim je tvrzenf dokézéno.
Pifiklad 4. Budte dany fady z @Gp, D by budiZ a, = o(b,) pron — oo,
n=1 n=1
n ¢ N. Potom plati: I. Je-li Zb,, < + o, je Zak = o(Zb,,). II. Je-li

z = 4 oo, je Za,, = o z b.). Dukaz si podle vzoru v p¥ikl. 3 pro-

vede étenaf sam. Zde iv pk ikl 6 jsou oviem a,, b, konedn4 d&isla.

Piiklad 5. Véta z piikl. 3 ztstane spravnou, jestliZe v ni misto o
pi&i viude 0. Dikaz je jedté o néco snazsi neZ v pfikl. 3.7) Podobné lze
modifikovati pHkl. 4.

7) Rozdil je jen tento: Nynf existuje ¢ > O a ce (a, + ) tak, ¥e proz > ¢

je |f(z)] = € g(x). A 8 touto hodnotou & se provadgji tyté% odhady jako v dikazu
pHkl. 3.
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Piiklad 6. Z prikl. 4 a 1 plyne: Je-lia, = o (%), jea, +a, +

+ ... +a,.=o(l +% + ... +%) = o(lg n) pro n - o, ne N.
Piiklad 7. Vezméme piiklad analogicky k pifkladu 1, ale pfedpo-
klddejme nyni, %e ¢ je koneénd, kladné a neklesajiof v {1, 4+ ).
Podobné jako v pfikl. 1 obdrZzime nyni
n
(1) + ... +o(n—1) élfq’(Z)dx o2 +... +o(n),
tedy

(1) + ... +p(n) — lﬁp(x) da| < p(n)

(6) p(1) + ... +p(n) = j¢<z> dz + Olp(n))

(ve pro ne N, n - + ). Na pf. pro a > 0 obdriime zka =
”a

*+1

predchézejici) z k> =~ —+i H

a>—1(v pﬁkl 1 byl totiz dokédzén pro 0 = « > — 1). Obecndji:
JestliZe

(7) Lim (p(n) : lfw(x) dz) =0,
plyne z (6) ihned

+ O(n=); odtud pak zfejm® plyne vztah (ménd piesny ne#

tento vztah tedy plati pro viechna

(8) o) + .. + p(n) = f«p(x) dz .

Neni-li vztah (7) splnén, nemusf (8) platit. Na pf.

n

n on __ 92
k — 9On+1 z —_—
> 2k — on+ 2, f2dx-— g2

k=1
1

a podil téchto dvou vyrazii ma pro n — co’limitu 21g 2 + 1.
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§ 2. Asymptotické rozvoje integrild f e+ dt f ~——. Jde o redl-

o
Tt
z ¢ E, plyne (jde o integraci stejnomérnd konvergentni ¥ady)

né z. Pro ka¥dé te E, jee-t' =1 — .. & odtud pro kazdé

' A z* x5 z’
(9) IM:["““‘””" s terg 3.7 T
0

Tato ¥ada se viak hodi k poditdni nebo ke studiu vlastnostf{ funkce
I(z) jen tehdy, je-li || malé. Pro vétsi hodnoty |z| si odvodime vzoreo
jiného druhu. Jefto I(— z) = — I(z), stadi, omezime-li se na kladn4 z.

+ @

Jeito [ e~*d¢ = }}/m (viz na pF. kap. III, § 7, pHkl. 12), je I(z) =
0

= iVE —_ z'me"' dz.

+o
Posledni integral piepifme jestd do tvaru —;- f ;/—: du (substituce
u

f* = u) a uZijme integrace per partes:

+

—fe-“u"*du.=£“———l.1 o .utdu,

atd. Snadnym podtem obdriime pro ka%dé = > 0 a ka%dé celé p = 0:

+o

e-* 1 1 1.3 1
ot dt = (1——.-—+-——.—+...+
(10) ;[ 2z 2 " at L2 2t

1.3.6...
+(_ l)’ 2,
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kde

1 1 3 5 2+1 [ 2P
(ll) R,——z—.(——l)p*‘l?.?.?... 2 fe .U du .
zl

Zrejmg

+« + o

_2p+3 e-*'
(12) o0 <fe—".u 2 du <x”(2”+3)fe"‘du = &
Z (10), (11), (12) plyne pfedn¥
+
e Vdi ~ 2;: pro x > + o, ze€kE,.
Funkee
+®

(13) K(z) = 2ze” [ e" dt

mé tedy pro - + oo limitu 1. Presnéj§i vysledek dostaneme takto
(viz (10), (11), (12)): Pro zkrdceni poloZme pro £ =0, 1, 2, ...

—(_qwl1l.3.5...(2k—1)
(14) oa(x) = (— 1) S

(pro k¥ = 0 znadi ,prdzdny soudin“ 1.3.5...(2k — 1) jednicku,
tedy «o(x) = 1). Pro kaZzdé celé p = 0 je potom

(15) K@) =1+ o0(x) + ... +a5(2) + 0 a,4(2),

kde 0 < @ < 1; oviem @ z4visi na p, z, t. j. @ = O,(z).
Je-li na pf. z = 10, dostaneme volbou p = 4:

1 1.3 1.3.5
K(10) =1— 5~m + 7700~ 8. 10°
(16)
1.3.5.7 ,1.3.5.7.9
16.108 32.1010

Odtud je vid&t, ze K(10) je pfiblizZné rovno 1, pfesnéji 0,995; jesté
pfesndjsi hodnotu dostaneme, nahradime-li K(10) souétem prvnich
péti &lend vpravo; chyba bude v absolutni hodnoté mensi nez 3 . 10-°.
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Kdyby bylo # = 100, dostali bychom (opét pfi volbé p = 4) chybu
mensf nez 3 . 10-1%, tedy jiZz nesmirn® malou. Je tedy vidét, Ze vzoreo
(15) ndm pro v&t&i hodnoty 2 dava prostiedek, poéitati K(x) velmi
pohodIng s velkou pfesnosti. To nds vede k tomu, abychom si v&imli
nekoneéné fady

17 x) .
(17) I:Zoak( )
Ale tato fada je pro kazdé > 0 divergentni (na pf. podle d’Alember-
tova kriteria, viz D 1l, kap. III, § 6), nebof podil

o) _ 2k +1
(18) ax(z) | T 220
mé pro k — oo limitu + co. Dokonce je odtud patrno, Ze lim |x,(z)| =
k—»> o
= <4 oo.

Odtud plyne dile ziejmé, Ze ¢dstetné soucty fady (17) tvoif — pFi
kaZdém 2 — neomezenou posloupnost; snadno by se dokonoe dokézalo,
Ze je

Pm 8y(r) = + o0, khm 8gkp(¥) = —

(8a(2) = ao(2) + xy(2) + ... + xal)).

Rada (17) tedy nikdy nem4 za soudet &islo K(z), atkoliv, jak jsme
vidéli, pro v&tdf hodnoty x n&které jeji &4stedné soudty velmi dobie
aproximuji é&fslo K(x). Véimnéme si toho trochu blize. Podle (14) je
ox(z) = O(z~%*) (vEe pro z — + 0, z € E,), takZe z (15) plyne pro kazdé
ocelép =0

(19) K(z) = 8,(z) + O(z—"%).
Zvolim-li tedy jakékoliv celé p = 0, konverguje rozdil
(20) ry(@) = K(z) — 8,(2)

proz — + oo k nule aspoii tak rychle jako z-#-2, (Thned je také vidét,
%e nekonverguje k nule rychleji; nebof K(z) = s,(z) + 75(%) = 8,(%) +
+ Gy (@) + 711 (), tedy 7,(2) = 654y(2) + 754,(2), PH Semi oy4i(%)
je podle (14) pravé tého# fadu jako z-2»-2, kde#to r,,,(z) = O(z~*~*)
je pro velkd x daleko mensi.) Celkem jsme si dosud v&imli asi téchto
okolnost{: Rada (17) m4 podle (14) tvar
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(21) o+ 2+ 24

(v nafem pfipadé jsou konstanty c,, c,, ¢;, ... rovny nule). Jest diver-
gentni, ale ma tu vlastnost, Ze pro x - + o, z € E, je

" 1
(22) K<x>=co+%+...+%+o( )

"

— odkud plyne, zZe posledni élen je dokonce O ( ! )8), O tad® (17)

xﬂ+l

fikdme proto, Ze je asymptotickou fadou pro funkei K(z) nebo
asymptotickym rozvojem funkce K(x) pro x - + o, z€ E;: Jo
to fada divergentni, jejiz ¢asteéné soubty viak — ve smyslu rovnice
(22) — ,,dobie‘‘ aproximuji funkei K(x) pro velk4 kladnéd z. Nebudu
podavati definici pojmu ,,asymptoticky rozvoj*; kaidy takovy
pokus by vedl asi k definici budto p¥ili§ Gzké nebo piili§ Siroké (nebo
oboji soudasné). Budeme prosté tohoto nazvu uzivat u fad — pte-
devsim divergentnich — jejichZ astedné soulty v n&jakém smyslu
,dobfe‘‘ aproximuji pfedlozenou funkei pro velks z.°) Hned v piistim

pfikladu se setkdme s fadou trochu jinou, totiz fadou tvaru ¢, +
¢y Co e ., v .
+ 7P + Iz + ...; jindy se setkivame s fadami tvaru (21), kde

viak ¢, nejsou konstanty, nybrz omezené funkce c,(x) & pod.
Vsimli jsme si toho, Ze pro nas$i funkei K(x) (viz (13)) a pro fadu (17)
plati pro rozdil r,(x) (viz (20)) odhad

(23) ry(z) = O(@—2-2) .
Tim je funkee r, odhadnuta ,,Fidové*. Ale jiz v (16) jsme si vimli, Ze

dasteénych soudti fady (17) muZeme uziti téZ k numerickému

) V nafem pfipad$ (¢, =¢; =c¢, = ... = 0) je ovSem udelno, voliti n =
= 2p + 1 liché, nade%

c, c 1
I{(Z):co—i——m—l2 -}—..--}-ﬁ‘*‘O(W)-
%) Mohou se také vyskytnout ,,asymptotické rozvoje** funkce f(z) pro z > a

(misto pro £ - + © nebo z—> — w anebo z— o) pfi koneéném a, na pk.
divergentni mocninné ¥ada ¢, + ¢,(z — @) + c,(x — a)® 4 ..., pro kterou je

fx) = ¢ + ¢;(x — @) + ... + ¢, (x — a)? + o(|z — al|?) pro T—>a.
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vypoétu hodnot funkce K(x). Viimnéme si jesté této druhé stranky
véei. Budiz déno ¢islo z > 1.19) Z (15) je patrno, Ze ,,chyba‘‘ r,(x) mé
totéz znameni jako prvni vynechany ¢len «,,,,(z), ale mé mendi abso-
lutni hodnotu. Abychom tedy (pfi daném z) dostali co nejvyhodn&jsi
odhad této chyby r,(z), volime p tak, aby |x,,(z)] bylo nejmensi ze
viech |xn(2)|. Je patrno, Ze podil (18) roste s rostoucim k; nejmensf
bude tedy onen &len [x,.4(%)|, pro ktery je

0‘p+1(x) < 1. ale %4 9(T)
— 18 1, —_—— > 1 ,
ay(x) | = Xy 11(2)
t. j.
(24) 2p +1 =222 <2p + 3.
1.3.5.7

Na pi. pro z = 2 vyjde p = 3, |x(2)] = , co% je asi

24, 28 40’
vétdi presnost pro 2 = 2 nemiiZzeme zarudit, sihneme tedy radgji ke
konvergentni fad$ (9), se kterou se pro z = 2 je&td velmi dobfe po-
¢ité. Pro = 10 jsme jiZ pro p = 4 dostali pgkny vysledek |r,(10)| <
< |as(10)] < 3.10-°, ale nejptiznivEjsi odhad bychom dostali
(podle (24)) pro p = 99, nade% (na pf. uZitim tabulek pro logaritmy
faktoridlt) snadno najdeme, Ze 5. 1044 < |a,4,(10)] < 6.10-%. To
je tedy nejvyhodn&jsi odhad pro chybu pii # = 10.11) Pro 2 = 100
davé jiz p = 4 chybu men&i nez 3. 10-19, , nejvyhodn&jsi‘“ (oviem
prakticky nepouZitelnou) hodnotou by bylo p = 9999; tolik &lent
by se asi nikomu nechtélo poditat. Zaroveil je patrna tato piijemnd
vlastnost asymptotického rozvoje: éim nevghodnéjst je konvergentni
fada (9), t. j. ¢im v&tsi je z, tim vyhodnéjéi je asymptoticky rozvoj, t. j.
tim piesn&jsich vysledki a s tim men&f ndmahou dovoluje doséh-
nouti. Tato vlastnost je spolednd vétdiné asymptotickych rozvoji:

10) Pro 0 < # < 1 bychom mohli K(z) poéitati velmi pohodIné z konver-
gentnf fady (9).

11) OvSem vypolet 100 &lenu fady (17) by byl jiZ znaénd zdlouhavy. Ostatnd
i kdyZ chceme doséhnouti velké presnosti, nemé mnoho smyslu, jiti a% k hodnot&
p = 99. Z (18) je toti% patrno toto: je-li k blizko 99 a z = 10, je |&y.,(%)|:
: |, (z)] blizko jedné; pfidém-li tedy k soudtu ay(x) + ... + x,(x) jestd &len
&y 1 (), pFid€lém si sice préci, ale nezlep$im o mnoho vysledek. Na pt. je pfi-
bliZn& |x5,(10)] = 5. 10-3%%; vypolet dalsich 50 &lent sniZi tento f4d, jak jsme
vidé&li, jen asi o 6 mist.
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tyto rozvoje byvaji tim vyhodndjsf, ¢im vice selhdvaji ostatni pro-
stfedky.

Vidéli jsme, Ze ,,chybu‘‘ r () miZeme odhadnouti jednak ,,f4dové*
rovnici (23), jednak numerioky rovniof

(25) 7(2) = 0 . a,(2), 0 <O <1

(v naSem jednoduchém piipad® plyne oviem (23) ihned z (25)). Rov-
nice (23), znadici limitni vztah
lim sup 22+3|r,(z)| < + ©,1?)
Z— + ©

mé vyznam pfi limitnich Gvahéch a pod., rovnice (25) pfi numerickych
vypottech. To je tedy dvoji vyznam takového asymptotického rozvoje
funkee f(x) pro z - + co: Pfedn® davé prostiedky k studiu prib&hu
funkoe pro velké z a k studiu jejich limitnich vlastnosti pro z — + oo;
za druhé ddv4a prostfedky k numerickému vypodtu hodnot funkce.

Zdrzel jsem se tak dlouho u tohoto piipadu, abych na jednoduchém
piikladu osvétlil vlastnosti a vyznam asymptotickych rozvoju; v dal-
8im nebudu tyto vé&ci jiZ tak ob&irné rozvidéti. Podotykdm jenom, Ze
I(z) je velmi dileZity v poétu pravdépodobnosti.

Jako druhy piiklad vezméme

z

s

lgu’
a
piitom a je pevné zvolené &islo, a > 1. Tento integrél (t. zv. logaritmus
integral) je dileZity na pf. v analytické theorii prvodisel. Je-li n(x)
podet prvocisel, nepfesahujioich &slo z, pravi slavna ,,prvoédiselnd
véta“, ze n(x) =~ L(z) pro * - + oo, z ¢ E,.

Ziejmé je lim L(z) = + . Abychom obdrZeli asymptoticky

Z—> 4+ ©

(26) L(z) =

rozvoj funkce L(z) pro z - + o, ze€E,, integrujme n-krite per
partes, pfedpoklédajice stéle z > a:

12) UZijete-li vztahu r, = ap,y + 74,, dostanete dokonce pfesndji

1.3.5...(2p+ 1)

lim 299+ 7 (z) = (— 1)»+ —

z—>+ ©

596



o [ e g fs

Poslednf integrél odhadnu (pfi pevném pfirozeném n a pro z - + )
takto:

Pro u > |z jest l|gu > }Ig z, a tedy

fite=olghs f) ofgial»

Déle jest l|gu =1ga > 0 pro u = a; tedy

i fo) - avm=ofg)

(vzpometite, Ze Ig x roste pomaleji neZ kterdkoliv mocnina z= (« > 0)).
Dosadim-li ddle do hranaté zdvorky v (27) v = a, dostanu vyraz O(1),
takZe z (27) celkem plyne pro kaZdé piirozené n:

3 du 0! 1! (n — 1)! 1
m&.[mu=x(%x Tz T e +0h?”J)

pro z - + .

Zajimavy rozdil mezi asymptotickou fadou (17) pro K(z) & asympto-
tickou fadou

29 0! 1! 2! ) )
(29) z%z+wz+m%+”' (x> 1)

(jeZ je oviem divergentni) je ten, Ze v fadé (17) se znameni é&lend st¥-
daji, kdezto fada (29) m4 vesmés kladné é&leny.

13) VSechno pro z-» + .
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Cvidenf

V cvifenich 1—3 budte «, f redlnd, &« + — 1; necht § nenf celé nezdporné
&fslo.
1. Budi « < — 1; poloZmey = — « > 1, Budi¥ n celé, n = 0,z > 1. Potom
jest
+o

Igfx 1 B BB — 1)
algh =
fu 1g# u du e (y—— 1 + = l)’lg¢+ v — l)“lg’x+"'+
z

(30) T
+ﬁ(ﬁ—1)---(ﬂ—n+l) BB —1)...(8 —n)
(y —1l)yntllgnz (y — 1)n+t

u=71ghn-1ydu.
z
JestliZe rozd&lime v poslednim integrélu integra¢ni interval na pf. na intervaly
(z, 2%), (23, + o), vidime podobn& jako v textu tohoto paragrafu, ¥fe posledni
dlen v (30) jest
(31) O(x~7*11gh-n-1z) pro z - + .
Znamen{ a numericky odhad tohoto &lenu obdr#ime, integrujeme-li jej jest&
jednou per partes. Obdrzime: posledni &len v (30) mé totéZ znameni jako &fslo
BB —1)... (6 —m)
(y —1)n+2
& je-lin> B — 1, md mensf prostou hodnotu, je-li viak n < § — 1, mé v&t&f
prostou hodnotu (ne% je prostéd hodnota &fsla (32)).

2. Budif nynf « > — 1, tak¥e integrdl (30) nekonverguje. Budi¥ n > 0,
n celé, a > 1. Potom je (pro z - + )

(32)

z=v+1l]gh-n-1g,

z

B
@ lgBu du = 2+ 11gh i )
u*lgludu = gx(a+l et lgs r
(33) .
pB—1)...6—n+1)
— 1) O(x2+1 1gh—-n-17) .
D, | 0 e
Dukaz podobng jako v textu, kde jsme probrali pffpad &« = 0, 8 = — 1.

3. Chceme-li v cvié. 2 odhadnouti zbytek numericky, je vhodno, pséti
misto rovnice (33) tuto rovnicil4)):

1) V cvié. 2 jsme totiZ &leny, vznikajici po integraci per partes dosazenim
u = @, shrnuli do &lenu O, jenZ by tim nabyl nepfehledného tvaru, kdybychom
jej vypsali podrobns.

15) Pro k = 0 znati ovSem ,,prazdny* soulin v &itateli jednicku.
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z

f & (—LEBB—1)...(B—k+1)

ue lgh u du = z

¥=0 (x 4 1)k+1 (@e+11ghk 2 —

a
(34)
(_ 1)u+ 1

(x + l)n+1

Predpoklddédme & > — 1, ncelé, n =20, 1 <a < z.
Integruji-li je§t§ jednou per partes, obdrZim:
I. Je-lin < B — 1, mé poslednf &len v (34) totéZ znamenti jako &fslo
(_ l)ﬂ+ 1
a men#f prostou hodnotu.

IL. Je-lin > g — 1, a je-li z tak veliké, Ze posledn{ zdvorka v (35) je kladn4,
mé posledni &len v (34) op&t totéZ% znameni jako &fslo (35), ale mé& v§t¥{ prostou
hodnotu.!®) Rozdil mezi &fslem (35) a poslednim &lenem v (34) mé pak prostou
hodnotu nejvyse

BB—1)...8—n—1)
(x+ 1)n*3
Odhad nenf zvl&&t p&kny.

4. Ve cvié. 1—3 jsme vyloudili tyto dva pfipady: pfedn§ o« = — 1, za druhé
8=0,1,23,... Ale v téchto piipadech dovedeme integrél [z* Ig# = dz p¥imo
vypodisti elementdrnimi funkcemi. Provedte to!

z
—aatllghkq) 4 BB —1)...(8 —n) fualgﬁ-ﬂ-ludu.

(35) BB~ 1)...(B — m)@**11ghn-1z — gx+1igh-n-1g),

(22+n—B(za+1 — qatl)|gh-n-2 g | H@+D) 1gf-"2a).

b
§ 3. Asymptotické vlastnosti integrilG tvaru [o(z)(f(z))*dz pro
o« — + oo. Integrily

+ ®

__du s fe"“ de,
Igu
a

z
o nichZ byla fe¢ v piedeslém paragrafu, byly funkcemi horni, resp.
dolni meze. Jiny dileZity piipad je ten, Ze funkce integrované zavisi
na parametru, takZe integral je funkei tohoto parametru. Jeden takovy
duleZity typ integralu je pravé integral, uvedeny v nadpisu tohoto
paragrafu.

1) To je pon&kud neuspokojivé, nebof k dosaZeni velké presnosti potfebu-
jeme pravd v&tsf hodnaoty n; ale dalsf vysledek to trochu napravi.
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Velmi jednoduchi je tato véta:

V&ta 225. Budte ¢(x), f(x) spojité, koneéné a nezdporné v uzavfeném
omezeném intervalu <a,b). Budif M = Max f(x), M > 0. Necht

asz<b

existuje bod c € {a, b), pro néj% jest f(c) = M, @(c) + 0. Polofme

b
(36) I(«) =af¢(x) f*(x) dz pro a > 0.
Potom jest
(37) lim I%(zx) =M,
a— 4
(38) lim 1 +1) _

a—»+ © I(a)

Diukaz. I. Budiz K = Max ¢(z); tedy I(x) < M=K(b — a),
asz<b
1 1 1 ==
I*(x) < MK=*(b — a)=. Prav4 strana mé pro o« — + oo limitu M;
tedy
1

(39) limsup I=(a) < M .
a—> 4 0

BudiZ dile 0 < ¢ < M. Podle pfedpokladu existuje bod ¢ € {a, b», pro
néjz je ¢(c) > 0, f(c) = M. Ze spojitosti plyne pak, Ze existuje interval
{4, u) C(a,b) tak, %e pro viechna ze<{4,u> jest f(zx) > M — ¢,
¢(x) > 3p(c). Tedy

Ie) 2 (M — &) 49 (s — 2,

1 1
I*(6) = (M — ¢). (3p0)(n — 2)*,
takZe

1

liminfI*(x) > M — €.

a—+ ®©
Jeito tato nerovnost plati pro kazdé ¢e (0, M), je
1
(40) lim inf I*(x) > M ;
a— +

z (39), (40) plyne viak (37).
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II. Jest ziejm® I(x + 1) < M I(x), tedy

. I(x +1)
(41) limswp 7y =H-
BudiZ nynf 0 < ¢ < } M. Funkoe
(42) f1() = Min (f(z), M — 2¢)

je spojité & nezdpornd v <a, b). Existuje!?) interval {4, u) C <a, b) tak,
%e pro z € {4, u) je p(z) > }¢(c), {(x) > M — &. PoloZime-li tedy

b
Ii(a) = [o(2) fi(x) d=z,

jest

I(«) s( — 23)“ Kb —a) .
I(«) = ip(c)(u — 4)’

tedy mé lev4 strana pro « — + oo limitu 0. Pro kaZdé z ¢ <a, b) jest
(43) @) = (M — 2¢)(f*(=) — fi(=)) 5
nebot, je-li f(z) < M — 2¢, je pravé strana 0 podle (42); je-li viak
f(x) > M — 2¢, je nerovnost (43) samoziejmé. Podle (43) je tedy

I + 1) 2 (M — 26)I(®) — L(=));
délim-li ¢islem I(x) a provedu limitni pfechod &« — + oo, obdrZfm —
jetto I,(«x) : I(x) mé limitu 0 —

liminf Z& T > 3 _ o,

b (@)
Ale to plati pro kaZdé ce (0, } M), tedy lim inf I(x + 1): I(x) = M,
coZ spolu s (41) divé (38).

Rownice (37) ukazuje, Ze hodnota integrdlu I(«) pro velkd '« zévisi

v prvnim pfibliZeni pouze na maximu funkoe f; pfesndjii vysledky
dostdvédme, ulinime-li dal§i predpoklady o derivacioh funkoce f.
Vysledek bude dan vétou 226.

Pozndmka 1. Necht redlnd funkce g(zr) m4 v bod® a konetnou
g-tou derivaoi (g > 0). Potom

1) Viz bod I.
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o) — g = T @ — . — B e v )
lzl—lg (x—a)? =
(44) N g(Q)(a)
=@,

Dikaz: Citatel i jmenovatel maji viechny derivace od nulté az do
(¢ — 1)-nf rovny nule. Na to se uZije véty 150 z D I.

Véta 226. Budif — 0 <a <b < + . Budif «, koneéné rediné
étslo. Budte h, ¢ dvé funkce koneéné a rediné v {a, b) a takové, Ze pro
kaZdé x = x, jest integrdl (Lebesguesnv)

(45) o) = fgp(x) e* M@ dy

konvergentnt.'®) O funkci h pfedpokliddme, Ze pro ka*dé ce (a,b) je
supremum funkce h v intervalu (c, b) men&t nef hodnota h(a);'®) necht
existuje celé &tslo ¢ > 0 tak, Ze h@(a) + 0,2°) ale AP(a) = 0 pro 0 <
< p < q. Funkce ¢ budiZ spojitd zprava v bod¢ a, a necht p(a) + 0.
Potom jest pro « - + o, x€E,

~ = ha w(a) 1
Dukaz. Bez Gjmy obeonosti budxz ¢la) >0 ();na.k bych vysetfoval

integral — I(x)). Pro zkréceni poloime K = [|p(%)| e* ™= dz. Aby-

chom mohli pohodIné psati vyrazy e se sloZitym 7, poloZzme exp (n) =
= e,
UtZijeme-li rovnice (44) na funkei A(x), obdrZime

(47) lim (h(x) — Rk(a)): (x — a)? = = h‘q)(a)
Jeito h(z) < h(a) pro viechna z e (a, b), neni limita v (47) kladni;
z predpokladu A@(a) + 0 tedy plyne 29(a) < 0.

18) Minim tedy ,,absolutni konvergenci‘ (nikoliv zobecndny integrdl ve
smyslu kap. VIII.) Pi8i-li f(z) = ek(2), mé I(x) op&t tvar (36).

19) Specialng tedy: Pro v8echna x € (a, b) jo h(x) < h(a). N4S pfedpoklad oviem
poZaduje o n&co vice.

30) Minfm koneénou (vlastnf) derivaci.
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BudiZ nyni 0 < ¢ < 1; zvolme kladné &islo § = d(¢) tak, aby pla-
tilo:

I.a+4d<b.
II. Proa <z < a + 6 jest
p(a)(l — &) = p(2) = pa)(1 +¢),
&= ho@1 + o) < ha) — @) < T hoaa - o3
%e takové & existuje, plyne ze spojitosti funkece ¢ v bodé a a z rovnice
(47); pamatujme, Ze A 9(a) < 0.

Podle predpokladu existuje &islo A = A(8) > 0 tak, Ze proa + 6 =<
<z <b jest h(x) < k(a) — A. Polozme

a+é
‘48) Il(a) —_ f ‘p(x) e* h(z) dz .
Potom je pfednd (vde pro & = g, & > 0)
b
|I(a) —_ Il(a), é fl(p(x), e% h(z)e(“-%)h(z) dz é
a+d

(49) = K exp ((0 — «o)(h(a) — 2)) =
= K . exp (— ap(h(a) — 1)) . e*¥® o4,
Podle II je dale

a+d
I(#) < p(a) e*X@(1 4 5) f exp (a% (1 — &) h@a)(z — a)«) dz ,
(50) ¢
a obdobné I,(x) = ..., kde nevypsand pravé strana je tdZ jako v (50),
pouze znameni u ¢ je (na obou mistech) zmé&néno.
Pisme na okamzik — % h?(a)(1 F &) = C, takie C > 0. Jest
(substituce xC(z — a)? = t)

a+8 aCd?
1

1
(51) fexp(—aC’(x.—a)q) dx=%(a0)_7fe-‘t7-ldt.
0

a
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Pro « — + oo mé posledni integré] zfejm limitu T (%) Dosadime-li

do (50) a do obdobné nerovnosti I,(«) = ... podle (51), obdriime
limitnim pfechodem & — + co0?!) nerovnost

. q 1+
(62)  lim sup ‘fff)mf‘ = 'pw‘"( )Vlh‘*"(a)l :

a— + ©

& obdobnou nerovnost lim inf ... > ..., kde pouze vpra.vo je nutno

zméniti znamenf u &, Aviak lim x%e-** = 0, tak’e z (49) plyne
a—+ 4+ ©
1

n H@) — I(a)) a?

(53) —

=0.

a—> + @©
Ale z (53), (52) a z obdobné nerovnosti pro lim inf plyne
1

q —
qv_(a)l..(l)l/ g! l—"s<11 1nf-—I(a)'“q§

h(a it ® e ha)
q I ( )| Vl Te +
1 |
!
< lim sup I(a)'aqéq’(a)l‘ i) ¢ l+e
=t eah(a) = q

@l —

Jeito tyto nerovnosti plati pro kazdé ¢ e (0, 1), je tim (46) dokdzano.

Pozndmka 2. Véta 226 se tykala pfpadu, Ze funkce - nabyvé své
nejvétsf hodnoty v bodé a (— © <a <b < + ). Necht nyn{ na-
opak — 0 <a <b < + o & nechf A(x) mé v kaidém intervalu
(@, ¢) (@ < ¢ < b) supremum mensf neZ je hodnota A(b). Jsou-li spln&ny
téZ dalf podminky, obdobné podminkim véty 226 (tykaji se ted
oviem derivaci funkce % a spojitosti funkece ¢ v bodé b, nikoliv v bod$
a),?) je proax - + o, x €k,

b

(64) f¢(x) e* M) dx =~ « 'Ie“ ao) T\ ¢(b) V [h(q)(b)l r ( l)

31) Pfi pevném ¢, tedy pfi pevném & a pevném 4.
1) Stale se oviem pfedpoklddé konvergence integrélu (45) pro & = «,.
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Dikaz. Do integrdlu (54) zavedu substituci x = — ¢ a uviZim, Ze
pro funkei k,(z) = b(— z) je AP (z) = + AP(— z), nade uliji véty
226.

Poznidmka 3. Necht kone¢né nabyvé h(z) své nejvétsi hodnoty
v nékterém vnit¥nim bodé ¢ intervalu (a, b). Pfesné: Budiz — o <
Sa<¢<b= + . Necht pro kazdé 8 > 0 je supremum funkoe
h(z) v mnoZing (a, b) — (¢ — 6, & + J) men&f ne% k(¢). Jsou-li splnény
i dal&i podminky, obdobné podminkdm véty 226 (tykajf se ted oviem
derivaci funkce & a oboustranné spojitosti funkce ¢ v bod® £),2) je
pro o - + oo, ek,

b g

1 _
M) dg ~ 2 ¢ - ne PLE) V__g'_ (.1_)
(55) ‘fcp(z) e dz =~ 2x ‘e 7 @) r 7

Dikaz. UZiji pozn. 2 na interval (a, £) a vty 226 na interval (£, b),
nadez seétu.

Je vhodno poznamenati toto: Na rozdil od v8ty 226 a pozn. 2 na-
byvé nyni funkce 4 vlevo i vpravo od bodu £ hodnot mensich ne%
h(£). V bodé ¢ je tedy v tomto piipadd lokdlni maximum; prvni ne-
nulové derivace je tedy sudého fédu, t. j. ¢ je v tomto p¥ipads
sudé. Nejdastéjsi pipad je ¢ = 2 (maximum v bodd ¢, A'(£) =0,
h"(£) < 0), nalez (55) mé tvar

b —_—_—
(56) f 9(z) 02X Qz == g(£) o= KO ]/_—f;f(—f) ,

nebot I'(}) = |/=.

Poznimka 4. Funkoe ¢ ve v8td a v pozn. 2, 3 miZe oviem byti téZ
komplexni — stadf uZiti téchto v&t na redlnou a imagindrni é4st. Na-
proti tomu je oviem podstatné, Ze h je redlné.

Pi#iklad 1. Odvodime duleZity odhad (Stirlinguv) pro funkei
+ o
I'(s +1)= [ e-*z*dx (pro 8 - + =, seE,),
0
specidln® pro faktoridl n! = I'(n + 1).
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Predpoklady véty 226 nejsou splnény, nebot z° = e*'8%, takie zde
funkce k(z), t. j. lg #, nemé #4dné maximum (roste od — oo do + o).
Ale integrand e~ “z* mé derivaci e ““z’~!(s — z), takZe integrand roste
(pro s > 0) v (0, s), klesé v (s, + ). Aby bod, v némz jest maximum,
byl nezévisly na s, poloime x = st, nacez

Dls +1) = o ¥1 [ ef-t+1en gz
0

Zde je (podle oznadeni vty 226) ¢(t) =1, h(t) = — ¢t + 1g ¢, A'() =
= — 1 +4¢1 A"(¢) = — ¢t maximum funkce % je v bodé t=1 a
predpoklady véty 226 (ve tvaru pozn. 3) jsou splnény s hodnotou
q = 2; vzoreo (56) davé ihned

(57) I’(s-}-l)g(%) V2_rcspros—>+oo.
Pro piirozené n jest (jak vime, nebo jak ihned vypoéteme opakovanou

integraci per partes) I'(n + 1) = n!, takie dostdvidme z (57) jako
specidlni p¥ipad

(58) n! g(-’;i)"l/ﬁ promn -+ 0, neN.
Priklad 2. VySetiujme integral

(59) I(r) = :jwe‘("“)” dz

Jest oviem

(60) I(r) = e~" F(r), kde F(r) = ;}me—“‘—%’f dz .

Funkei F(r) lze snadno rozvinouti v mocninnou fadu, konvergentni
pro viechna komplexni r (viz ovié. 6). Tato fada d4v4 dobré informace
o priib8hu funkce F jen pro malé hodnoty |r|; je-li |r| velké, je Fada
velmi pomalu konvergentni. Abychom zjistili, jak se chové funkce pro
velké hodnoty || (pfi ¢emZ se omezime na reélnd r), uZijeme véty
226. Napfed se zabyvejme piipadem r — + . Podminky véty 226
jsou spln&ny, klademe-li A(z) = — 2a? (maximum v bodé& 0, A’(0) = 0,
h"(0) = — 4), p(x) = e~ %', Tedy jest
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1l/= 1l/= .
(61) F(r) ~ — 5 I(r):—z—l/?re pro r > 4 o .

Vysetfujme nyni pfipad r - — co. BudiZ tedy » < 0 a kladme r =
= — R. Je tedy

+ ©
(62) Fr)= [ e-®+%'B gz,

0
Zde nemuzeme uziti pfimo véty 226, nebof funkce 22® nemi v (0,
+ o) maxima (je tam rostouci). Pomuzeme si podobns jako v pkl. 1:
Integrand v (62) mé4 maximum pro x = VR; polozme proto z =
= JR(1 +¢), nades

+ o
= dt
63 Fir)y=1 Renlfe—R.":.
(63) (=4 y i
Zde muZeme jiZ uziti véty 226 (ve tvaru pozn. 3), klademe-li x = R?
(jdeo R — + oo,tedy o — + ), h(t) = — # (maximum v bodé 0.
B'(0) = —2),9(t) = (1 + )74
Vychazi

(64) F(r) =~ -;—VTT;I— e, I(r) =~ %V{WT[ pro r > — oo.

Ve vétd 226 jsme uZili derivaci 2P)(a) a% do Ff4du ¢; pro funkei ¢ pak
jsme uZili pouze jeji spojitosti v bod$ a. Mame-li k disposici u funkei
h, ¢ derivace vy3§ich fddi, muZeme nejenom odvoditi asymptoticky
vzoree (46), nybrz i piesn&jif asymptotické rozvoje. Nebudu odvozo-
vati obecné véty toto druhu, nybr# ukéZi jen na piiklads, jak mtZeme
nékdy takové rozvoje odvoditi.??)

Pi#iklad 3. Vysetiujme op&t funkei F(r) z pfikladu 2. Dosadime-li
do (60) za e~ *" Maclauriniv rozvoj se zbytkem (sestrojime rozvoj pro

e* a dosadime z = — x*), obdrzime pro z > 0
[
. (__ l)nx4n (__ 1)p+1x4(p+1)
65 e % = A ,
(69) D ]

33) Dalsi (velmi duleZité) pfiklady toho druhu viz v § 7.
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kde i =% 0>v> — 24 tedy 0 < A < 1; tedy jest pro r > 02¢)
+o

(66) F(r)= > (_n'l)nfe-zz"x“"dx + R,,
n=0 .
o
+ @
(67) R, == ”T,'@fe-zz'r @+ dz ;
(®+ 1!

pfitom je 0 < @ < 1 a &fslo p je libovolné celé nezdporné ¢islo. Integ-
rély v (66), (67) snadno vypodéteme: Substituce 22%r = ¢ ddva

+ +
1 1
—22% Juin _— - —tg2n-%
(68) fe znde = - PEEr fe tg2n-t de
0 0
Posledn{ integril je viak

1 1 3 4n
(69) F(2n +—2—)=—2—.§'...

2 V= (via kap. VIL § 1,
pozn. 6, (16)) .
Z (66), (67) tedy okamzit& plyne pro r > 0 a pro kaZdé celé p = 0

P
F.o3.b.. (20— 1)y
—_ 1(— 1)
F(r) ”20 =D e It
2 +9) -
___ l P+1 '2- % % ( p
7Y (p +1)! (2r)? V.
0<O<l1.
Tim jsme dostali hledany asymptoticky rozvoj. Zbytek mé mensi
prostou hodnotu neZ prvn{ vynechany &len fady

nd-3...(2n—3) -
(71) Z%( 1) i n! (2r )2:+}§V7‘

a mé totéZ znameni. Poznamenejme jest8, Ze fada (71) je divergentni,
jak plyne na pf. z d’Alembertova kriteria. Proto jsme ve vzorci (65)
musili u#fti Maclaurinovy formule se zbytkem a nikoliv nekonedné
Maclaurinovy iady: integraci této nekoneéné fady (po nédsobeni
funkef e~2%") v mezfch 0, + o nelze provésti &len po &lenu — to by

(70)

) Pro r < 0 by nésledujfci integraly nemély smysl.
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vedlo nikoliv k hodnot® F(r), nybrZ k divergentni ¥ad$ (71). Obdobny
vysledek pro r - — oo viz v cvié. 7.

Cviden{

Prvn{ tfi cvideni jsou vybréna z knihy Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze
aus der Analysis, 1. dil, Berlin 1925, str. 80.
1. BudiZ f reélné. Potom jest

+ o

z
le’ (_tg) i %Vﬂt”’*e‘ prot —»> 4 .
z

4
1

Névod: Funkce (prom&nné x) (te : )* m4 maximum pro z = ¢ (roste a% do této
hodnoty, potom klesi). Provedte substituci z = v¢; meze integrdlu budou
1:¢, + oo. JeZto dolnf mez zAvisf na parametru ¢, nelze pfimo uZiti véty 226.
Ale mi¥ete u¥iti této v&ty na integral v mezich 4, + oo; snadno pak zjistite,
%e integrél v mezich ¢!, } je zanedbatelny.

2. Budi¥ 0 < # < 1. Potom je pro ¢t - 0 +

= B 8

v 2r  --F -1 -8 -
fexp (i— - tx) dr =~ V LT ) exp (1 p t l—ﬁ) .
; B 1-8 B

Névod: Najd&te bod y, v ndm¥ integrand mé maximum; potom substituce z =
£
= vp.%) UkéZe se, ¥e roli parametru « z véty 226 hraje nynf &islo ¢ 1-8,
3. Budi¥ § > 0. Potom jest pro ¢ - + oo

+
or L 1
fx—ﬂ’t’dxg — t2f exp (e‘lﬁtﬁ) .
of
0
4. Abychom je¥td jasngji viddli, jakou roli hraji v integrdlu (46) hodnoty =
blizké hodnot8 a, dokafme tuto v&tu: Budte splnény podminky v&ty 226;

budif 0 < ¢ < + . Potom je pro & - +
1

q

a+ca

1 q A X
- 1 - -1
h(a) qLa) z -t
(72) f P(x) e* o) dgp =2 o« 7 e*H@ . lh(Q)(a)| . e—t%4e de,
0

pti femZ 4 = i' [h@)(a)] 2 .
q!
28) Podobns v cvid. 3.
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Duakaz jako u vty 226, jen o néco jednodussi (odpadé d&leni integra&nfho
intervalu bodem a. + ¢).
5. Budte splnény vSechny podminky véty 226, aZ na to, e nyn{ pfedpoklédé-
me g(a) = 0. Potom jest
1
I(x) = o(a_ 7 ¢* "(“)) pro o - 4 .

Dukaz by se dal provésti oviem obdobng jako u véty 226. JednoduSeji takto:
PoloZte y(xr) =1 pro a <o < a+ 1, y(z) = 0 pro z > a + 1, poufijte véty
226 jednou na funkei y(z) + @(z) (misto @¢(x)), po druhé na y(z) a odedtste.
Obdobny vysledek plati téZ pro integral (72). (Prof nemuZete vidy poloZiti
prostd y(z) = 1 pro viechna z?)

V cvié. 6, 7 znaéi F(r) funkei z piikladu 2.

6. Rozvineme-li funkei exp (— 2x%) v mocninnou fadu a integrujeme ¢&len
po ¢lenu, dostaneme z (60) snadno

1 S (=27 [2n 41
F(r)=—z( LA et
4 n=0 n! 4
To plati pro kazdé komplexni r.
Odtud plyne pak snadno, %e jest

-]
Py L[t 1.5.9...(4m—3) ,
+ \1/.% (2m)!
@©
1.3 3.7. 1. (m—1) o

7. Pro R - + oo a pro ka%dé celé p = 0 jest

T o E1.3.5...(4m—1)
F=f= V@"” (,,Zo m (4RJE +0<R-2’-2>)~

Navod: V integralu v (63) vezméme dolnf mez — %; tim udinime chybu
O(exp (— -}R’)). Rozviime (1 + t)"! podle Taylorovy formule se zbytkem
(v integradnim intervalu bude 1 + ©¢ > } pro 0 < ® < 1). Integrdl ze zbytku
(ndsobeného funkei exp (— R%?)) odhadndme; v ostatnich integrdlech pi&me
dolnf mez — oo misto — % (chyba O(exp (— §R?) a vypo&t8me je uZitim funkce
gamma.

b
§4. Asymptotické vlastnosti integrila tvaru [g(z)e'*/® dz pro

o — + co. Rozdil proti integrilu z v&ty 226 je ten, Ze exponent byl ve
vétd 226 « h(z), tedy redlny, kdeito zde je ryze imaginarni. Rozdil jest
oviem velmi podstatny, jak uvidime z metod i z vysledku. Napied
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odvodime jednu pomocnou vétu. Pfipominim je¥t$ vzoreo (83) z kap.
VIII, § 4: Je-li 0 <» < 1, jest

+
(73) f zv—leiz dx = r\(v) el .“)
0

Véta 227 (pomocnd). BudiZ 0 < b < + o, 0 < » < 1. Necht redind
funkce y(y) md koneénou variaci v {0, b>. Potom jest

b
(74) lim &* felery*-1y(y) dy = I'(») e¥™ p(0 +).
0

&>+

(Znadime p(0 +) = lim y(y).)
y-0+

Dikaz. Jeito funkee s variaci koneénou je rozdilem dvou funkef ne-
klesajicich, stadf provésti ditkaz za predpokladu, Ze y je neklesajic{
koneénd funkoee v (0, b). Z konvergence integralii (nevlastnich)

+ ® +
(75) fa~tcoszdr, [2" 'sinzdx
0 - 0

(viz (73)) plyne:
I. Existuje &islo K (0 < K < + ) tak, Ze pro viechna nezdporné
k, m je

(76) [fa"'coszdx| < K, [fa" 'sinzdr|<K.
k k
II. Ke kazdému & > 0 existuje 4 (0 < 4 < + o) tak, Ze
m m
(717) (k> 4,m > A)=(|[2" *coszdx| <e, |[z"" 'sinzdz|<e).
k k

Substituci ay = z (« > 0) pfechdzi vyraz, stojiol v (74) za znamenim
lim, v integral
ab
(78) I(a) = f elzzr-1y (;) dz .
0
Budiz 6 > 0; potom existuje o (0 < p < b) tak, Ze p(0 +) = (o) <
< (0 +) + 4. Rozepidme:

#) Toto jest oviem nevlastni (,,neabsolutn konvergentni*) integral.
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I(a) = (0 +) f etar-1dz +
(19) 0

aQ ab
+ f (w (;) —9(0 +)) e“z’-1dz + f 14 (%) ez’ dx .
0 e

Prvni stitanec ma pro « - + o (¢ je pevné zvoleno!) limitu (0 +).
. I'(») e¥*™ (podle (73)). Druhy integral rozepisi na redlnou & imaginarni
&ast a uZiji druhé véty o stfedni hodnotd (pfi ¢emZ hodnotu y(0) na-
hradim hodnotou (0 +), coz smim); dostanu

(v(e) — %(0 +)) (}qx"‘ coszdzx +i }oz’-l sin z dz) .
& &

Prost4 hodnota tohoto vyrazu je podle I men¥i nez 2K 8. Treti integral
vpravo v (79) mé obdobnd hodnotu

£ ab
v(o) [#* 1 cos zdx + y(b) [2"~ ' cos z dx +
(80) ", & Y
+iy(e) [ 'sinzdzx +iy®) [+ 'sinzdz,
aQ &

kde ap < &5 < ab, ap < &, < «b. Podle II mé tedy vyraz (80) pro
o« — + oo limitu 0. Celkem plyne tedy z (79), Ze jest

lim sup |I(x) — (0 +) I'(») e¥™| < 2K .
a—> 4 ©

Jeito tato nerovnost plati pro kazdé 8 > 0, je tim rovnice (74) do-
kazana.

V&imnéme si nyni integrdlu, uvedeného v titulu tohoto paragrafu.
Jsou-li funkee f, ¢ redIné, je redlnd a imagindrni édst tohoto integrilu

b b
(81) Jo(@) 008 (« f(z)) dz,  [o(z) sin (« f(z)) dz .

Je-li « velmi veliké, stridaji se s ménicim se z (t. j. s ménicim se f(z))
velmi rychle kladné a zdporné hodnoty kosinu a sinu a d4 se oéekavaiti,
%e se budou pfibliZné ruditi. Pouze tam, kde se f(z) méni velmi pomalu
(t. j. v okoli bodd, v nichZ f'(z) = 0), bude toto stiidani pomalejsi; d4 se
tedy odekévati, Ze nejpodstatndjii p¥ispévek k hodnotdm integrili
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(81) bude poskytovati blizké okoli ongch bodi, pro nd% jest f'(z) = 0.
Postieh, obsaZeny v této poznimoe, vypracujeme ve vété 228; mluvivé
se v této souvislosti o ,,principu stacionérni fize*.2?)

Véta 228. Budif — o <a <b < + . Redlnd funkce @(x) necht
md v {a,b) spojitou derivaci’®) ¢'(z). Redlnd funkce f(x) necht md
v {a, b spojitou druhou derivaci.?®) Mimo to necht je f'(z) + O pro vde-
chna z e (a, b), ale f'(a) = 0. Necht existuje pFirozené iislo p tak, Ze
fP@)=0 pro 1 <q <p—1, [Pa) + 0.%) Necht ddle existuje ko-
neénd derivace f?+V(a). Potom plati: poloZime-li

(82) I(x) = fcp(z) o!*/® dx
jest
1 1
(83)  Mm «re-i/I(x) = il )(lf‘m(a)l) Ched

pFitom hornt znament platt pro fP)(a) > 0, dolnt pro f*X(a) < 0.

Poznémka 1. Kdyby byla derivace f'(x) rovna nule v bod$ b
(misto v bod® a), zavedli bychom integraéni proménnou § = — =z,
nadeZ bychom uzili véty 228 na integradni interval —b, —a.

Pozndmka 2. JestliZe v integraénim intervalu je ndkolik bodu,
v nichZ je f'(x) = 0,3°) rozd8lim tento interval na n8kolik éiste¢nych
intervali tak, Ze v kaZdém z nich je jen jeden takovy bod, a to bud
v poditeénim bod® (zde uZiji v8ty 228) nebo v koncovém bodé (zde
uZiji véty 228 po substituci § = — z, viz pozn. 1).

Poznédmka 3. Snad pfehledndjii je tento tvar rovmice (83) (uvé-
domte si, Ze [¢!*/®| = 1): klademe-li pro zkriceni

1 1 p! %
(84) 4=5T (F)(—Iﬂ"’(a)l) v,

#7) Cislo z ve funkeich cos z, sin z se asto — hlavn3 ve fysikalnich a technic-
kych otézkdch — nazyvé fézi. Féze ve funkeich cos (a l(x)), sin (& f(x)) je
,,8taciondrni‘ tam, kde se mé&nf pomalu, t. j. tam, kde f'(z) =

28) Minim — v¥ude v této vt — kone&nou derivaci.
) Tedy p = 2.
30) Nebo je-li jen jeden, ale uvnitf intervalu.
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jest
P at@rl) -+ _1
(85) qu(x) el* /@ dgp — Aei( K )i2p)o‘ 4 +0(o¢ P).
a

Rozepsinim redlné a imagindrni &ésti plyne:

5
. 1
(86) ftp(x) cos (x f(z)) dx = Ax 7 cos (oc fla) + %}) + 0(0‘— ”) ’

1

b
1
(m>j}unmwﬂ@Mx=Aa7mn@mni%)+4¢7L

Znamen{ o jest oviem myS3leno pro & - + .

Poznimka 4. Ze funkce f je reilns, je podstatné. Ale funkoe ¢
miZe byti komplexni, a rovnice (83), (85), (86), (87) rovnéZ plati: mu-
Zeme jich totiZz uZiti na redlnou a imagindrni ¢4st funkoce ¢ & potom
sedisti.

Dikaz v&ty 228. Funkoe f'(r) ma v intervalu (a2, b) stile totéz
znameni; pfedpoklddejme napied, Ze jest
(88) fz)y>0 proa<z=5b.

Pfipometime: mé-li n8jakd funkce g(x) v bod$ a koneénou derivaci
fadu g-tého (¢ > 0), plyne z rovnice (44) pro x — a:

(x — a)i-1

zT—a |,
9(@) = 9(@) + =~ ¢'@) + - + T

(89)

Utijeme-li toho na funkee f(x), f'(z), f’(x), mime, klademe-li C =
= f?(a): p!

(90)  f(z) — f(a) = C(x — a)® + O(|z — alp+1),

01  f() =pCO@ — aP + Oz — ap),

(92) f" (=) =pp—1) Clx —a)r~2 4 O(|xr — ar-?),

vesmés pro z —> a. Podotkn&me, Ze podle (91) m4, f'(z) v jistém inter-
valu (a, a + 6) (6 > 0) totéz znameni jako C; podle (88) je tedy

(93) C=[Pa):p!>0,

g4-2(a) + O(jz — af9).
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Funkoe f(z) — f(a) je spojité & rostouci (viz (88)) v (a, b> & mé tam
spojitou derivaci, kters je kladnd v (a, b), rovné nule v bod®$ a. Funkce
f(z) — f(a) zobrazuje <a, b) na interval <0, f(b) — f(a)>. Ke kazdému
Y €0, f(b) — f(a)) existuje pravd jedno z € {a, b, pro néz je

(94) y = f(z) — f(a) .

Oznagime-li toto z znakem F(y), je F inversni funkee k funkei f(x) —
— f(a) & m4 tedy tyto vlastnosti: Je spojits a rostouci v (0, f(b) —
— f(a))> (D I, vdta 114) & m4 uvnitf tohoto intervalu koneénou, kladnou
a spojitou derivaci

(95) F'y) = (0 <y <f(b) — f(a))

f()

(D1, véta 125). Pfitom, napiSi-li n€kde v dal$im pismena z,y, roz-
umfim tim, %¥e je a < z < b a Ze plati (94) neboli

(98) x=F(y).

V krajnich bodech intervalu 0, f(b) — f(2)> mame podle D I (v&ta 80),
piteme-li pro zkriceni B = f(b) — f(a),
1

97 F’B-—h F —l —————>0
(98) F' (0) = lim F’(y) =1lim ;= +
= ( )
V daldim budu znaky gy P IE rozumdti derivace funkce f(z) —

. . dx d¥z
— f(a), t. j. derivace f'(z), }"(2), ...; znaky ay d' budu rozumét

derivace F'(y), F"(y), ... Zavedme nyn{ do integrilu I(x) integradni
proménnou y rovnici (96); podle v&ty 104 (nebo podle pozn. 1 v kap.
VII, § 1) méme

b B

d
(99) I(x) = fw(:v) ela /(@) dg = el=(a) feiay P(z) '(T; dy,
0

dx
kde oviem ¢(z) v druhém integralu znadi ¢(F(y)), Fi F'(y).
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Vysetiime nyni prib&h funkce 3—2 pro y -0 4+ (neboli pro z —

—a +). V rovnicich (90), (91), (92) levé strany zna¥{ y, g%, g—%
Z (90) plyne (vesm&s pro y — 0 +)
(100) y = C(xz — a)» .3

Na to plyne z (91)

(101) =P Clz —a)p-' = pCry 7 ,
tak¥e *
de 1,
(102) -a?-/ = T Yy
pC?

V daliim klademe stile B = f(b) — f(a) a znakem g—: = F'(y) pro

hodnotu y = B rozumime derivaci zleva (viz (97)). PoloZime-lL
1

dz 1-=
(103) v =9FW)) gy 7 Po0<y<B,
je podle (99)
B 1,
(104) I(x) = e ""’of e ly?  y(y)dy
a podle (102) je
. 1
(105) Um y(y) = — ¢(a) .
y->0+ pC?

Jestlize funkee y(y) ma koneénou variaci v {0, B),??) miZeme uZiti
pomooné vdty a obdriime ihned rovnici (83) se znamenim plus,
viimneme-li si rovnice (105) a definice éisla C.

31) Jde o jednoduché limitnf Wvahy: rovnici (90) délfim (x — a)? a prejdu
k limit& y - 0 +; ze spojitosti & monotonie funkce F plyne, %e lim z = a; zde
oviem z znadf F(y). y-+0+

32) Vlastnd jsme jest8 nedefinovali 9(0); ale zfejm® nezéleZi (ani v integralu
(104) ani pFi otézce, zda y mé konednou variaci) na tom, které koneéné redlné
&islo zvolim za ¥(0).
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Ze pak funkce y(y) mi v (0, B) kone¥nou variaci, plyne takto.
Funkoe ¢(z) mé koneénou variaci v {a, b) (majic tam spojitou a tedy
omezenou derivaci, viz kap. XIII, § 6, pozn. 1). JeZto F je rostouci, mé
sloZend funkee p(F(y)) koneénou variaci v {0, B).33) JeZto soudin dvou
funkei s variaci konetnou mé variaci konednou (D Il, v8ta 91), stadi
jestd dokazati, Ze té% funkoe

1

(106) 6w =L
mé v (0, B) koneénou variaci; pfitom definujeme
(107) G(0) = lim G(y) = —IT
y—0+ . 0;—
(viz (102)), takZe G je spojitd v (0, B). Pro 0 <y < B vypodétéme
1 1
@'y) = ji;iy“? + p—;—l y j—;.
Pritom jest
dz _ ). dy
dy “dz
a odtud derivovédnim
dy
de_L(dy) s
dy* d=x dz] " dy dy\3
)

takZe pro 0 < y < B je

pon Ly -2 (dy)' p—1 = dy
(108) G(y)——d—z;y ’-(a—x +Typ'd_x'

Provedu-li zde limitn{ pfechod y - B — (t. j. - b —), dostanu
(viz D I, v&ta 80), Ze rovnice (108) plati i pro y = B (pfi ¢em% G'(B)

8) Diukaz: BudiZ0 =y, <y, < ... < y, = B a poloZme F(y,) = z,, tak¥e
6 =7y<2z <..<x, =b. Potom

y 4 P
'El |P(F(Yn)) — P(F(Yn-1))l = “Ellw(-'cn) — @(2a_y)| < V(<a, b); @) .
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znadi derivaci zleva). Ze (108) plyne, Ze G’(y) je koneéné a spojitd
v )0, B). Jest& viak musime vyZetiit prib&h funkee G'(y) proy — 0 +,

Z rovnice (108) a z rovnic (90), (91), (92) (jejichZ levé strany jsou y,
dy d¥
3y

T
(109) G'(y) = g\ H(y),

&
kde
H(y) = — (p(p — 1) C(z — a)~* + O((z — a)>-1)) (Clx — a)® +

+ 0@z — @) + 222 (00 — ap=t + 0@z — ap)p.
Po vyndsobeni vyjde soudinitel pfi (x — a)?»-2 roven nule a tedy

1
(110) H(y) = O((z — a)*') = 0(3/2-7) .
Podle (101) je
1 3 2
(111) y 7 (%) ~ Ay ~°,

kde A je jisté kladné &islo (jeZ je zbytetno poéitat); podle (110), (111)
plyne tedy ze (109)

1
Z -1
(112) G'(y):O(y” ) proy -0 +.
Odtud a ze spojitosti funkce G'(y) v intervalu (0, B) plyne konver-
B
gence Lebesgueova integralu [G'(y) dy. Jeito G'(y) je spojit v (0, B),
0
mé funkce
v
(113) K(y) = [G(z) dz,
0
jeZ je spojitd v <0, B), derivaci G'(y) v kazdém vnitinim bod$ tohoto

34) Znamenf O se vztahuje na y — 0 +. Vyraz z — a je potom jistou kladnou
funkef y, totiZ * — a = F(y) — a.
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intervalu. Ale také G je spojitd v (0, B) a v (0, B) je K’ = @'. Podle
véty 136 v D 1 je tedy v <0, B)

(114) G(x) = K(z) + k (k = konstanta) .

Jeito K mé koneénou variaci v (0, B) (je tam dokonce absolutnd
spojita, viz vétu 92), plati totéz o funkei G. Tim je véta 228 dokézéna,
jestlize f'(x) > 0 v (a, b)> (podle (93) je v tomto pipadd f*(a) > 0,
takZe v (83) mé vskutku platit znameni +).

Jestlize véak f(z) < 0 v (a, b), uvaZme toto: &islo komplexn& sdru-

Zené k ¥slu « e““ Ha) f @(x) e* 1@ dz je &islo

1 b
(115) K Pelo @ [p@) e "1™ dz
a

Utzijme nyni pfedeslého pifpadu na funkei — f(x), je md kladnou
derivaci v (@, b). Limita vyrazu (115) pro « — + o je tedy

(116) 1 r (l) ( p! ) @(a) e;: 35)
p  \p/\|— [P(a)|

Limita v (83) je tedy &islo komplexn& sdruZené k &islu (1186), t. j. &slo

1 (1 2 \z -5
A (5) (Iﬂ"_’(a)l) plaje .

Tim je véta 228 uplné dokdzdna.

Vezmu nyni dva p¥iklady, jejich# ugiteénost se ndm objevi za chvili
(v §6).

Pifklad 1. Integril

1
(117) — | cos (x(x — sin z)) dx
]/

1 .
m4 tvar (86), klademe-li a = 0, b = x, ¢(z) = e f(x) = 2 — sin 2.

3%) Znameni pti in : 2p je +, je#to podle toho, co bylo dokézéno v pipad¥
f'(z) > 0 (viz (93)), je nyni — fP)(a) > 0.

619



Jest f'(x) =1 — cosz. V intervalu (0,w) jest f'(x) > 0; ale jest
f'(0) = 0, {"(0) = 0, f"(0) = 1. Tedy podle (86), (84)

™
i—fcos (x(z — sin z)) dz =~ 3T'(}) 6t —11? . co8 %n.;l: =
(118) 0 *

- I'})
=oa 3. -8’ _ proa-—> + .
Y TR
Piiklad 2. BudiZ déno &slo 8, 0 < f < in. Vysettujme integril
™
1 sin z
— , — "}l d=x
(119) I(x) = - fcos (oc (x o8 ﬂ))
0
sin z .. cos x ..
Funkee f(z) = 2 — co8 B mé derivaci 1 — c0s B’ & ta m4é v integrad

nim intervalu hodnotu 0 v jediném bodé, totiZ pro z = f. Rozd8lim
tedy integradni interval na intervaly <0, 85, {8, =) a v prvnim zavedu
— z jako integraén{ proménnou (viz pozn. 1, 2). Vyjde

1= ([ fon e - 255

(tentyZ integrand®¢) v obou integrilech). Zde méme:

sin z ron cos z noy_ SiDZ
s f’ f(z)_l—é_os_ﬂ’ f(@—m-

P@) ==, f@)=2—
V intervalu (—8, 0> je f(z) < 0, v intervalu (B, =) je f'(z) > 0. Déle
FB =F—B =0 [fB)=If"(—B|=tgp +0.

Utijeme tedy vzorce (86) pro p = 2 (podle (13) v kap. VII jest
I'(}) = J/n). Jest

cos (x f(B) + in) =-cos(x(f —tgh) + in),
008 (x f(— B) — }m) = cos (— «(f — tg f) — &m),

%) U%ivam toho, %e kosinus je sudé funkce.
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takZe z (86) plyne

(120) I(«) _~.V7c fg 3 "t cos (a(tg f—p) —m) +-0(a 1) pro a— 4 0.37)

Cvideni

1. Metoda staciondrni fize jest, obecnd fefeno, méng vydatné nef metoda
paragrafu 3. Na pf. jsme v § 3, p¥kl. 3, sestrojili asymptoticky rozvoj, postupu-
jicf podle mocnin 1 : #* (&islo r hrélo roli parametru «). Ale metoda staciondrn{
féze sotva miZe obecnd vésti déle neZ k Slenim F4du O(x—1),%8) nebot i inter-
valy, v nichZ je stéle f’(x) + 0, mohou dévati pHsp&vky tohoto f4du. Piiklad:
pro g(z) = 1, f(z) = =, f'(z) = 1 jest

T 1
I(a) = [el** dz = — (elo™ — 1),
0 1

tak¥e pro liché kladné « jest |I(x)| = 2. a1

2. VSimn&me si bliZe p¥ipadu /() + 0. Budi¥ — © <a < b < + o0; budte
1,  redlné funkce. Budte f”(z), ¢’(x) spojité a kone¥né v <a, b>. BudiZ f'(x) % 0
pro viechna z e (a, b). Potom jest

b
ftp(a:) el*1(®) dz = O(a~1) pro &« - + .
a

Névod: Integrujte per partes.

§ 5. Besselovy funkce prvniho druhu. V nésledujicich paragrafech
choi osvétliti metody prav® vyloZené na t. zv. funkcich Besselovych.
Nejde mng pfitom o systematicky vyklad jejich teorie (ktery patii do
teorie analytickych funkei), nybrz o to, aby étendf na dileZitém spe-
cidlnfm p¥ipad® podrobndji poznal, jak lze studium asymptotickych
vlastnostf provadéti. Besselovy funkce se k tomu dobie hodf pfedeviim
-7;7'28_3 o ¥ cos («(tg B — B) — 4), nebot to by

znamenalo, %e podil levé a pravé strany pro &« — + c© mé limitu 1. Ale to nenf
pravda, nebof pravé strana se rovné nule pro nékteré libovolng veliké hodnoty «,
tak¥e podil pak nemé smyslu. Pro takové hodnoty « (a rovn&% pro hodnoty
leZicf v jejich blizkém okolf) mii¥e na pravé strand rovnice (120) pfevéZiti druhy

&len, oznadeny kratce symbolem o(a'i), nad prvnim &lenem. V p#kl. 1 takové
obtfZe nebyly.

%) Ov#em: ve specidlnich pf{padech nds mi%é vhodny obrat pfivésti déle.

¥) Nesmime psati I(a) =~ V
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proto, Ze piislusné problémy jsou u nich dosti rozmanité a jsou po-
drobn& prostudoviny; a za druhé jsou to funkce velmi dulezité (na
pft. téz ve fysikalnich problémech), takZe jejich studium nebude pro
étendfe znamenati zbyte¢nou ztratu casu.

Besselovy funkce budeme definovati t. zv. ,,vytvofujici funkei®.
Piedesleme tii poznamky.

Pozndmka 1. BudiZz piedloZen vyraz
(121) Datt + Y a_tn,
n=0 n=1
kde a, e K jsou dané &isla, ¢ je komplexni proménné, Podle véty 219

v D Il existuje ¢&islo B, (0 < R, < + ) tak, Ze Z aqt" je absolutnd
konvergentni pro |t| < R,, divergentni pro |t| > R

Obdobné: Existuje ¢ (0 < o < + o) tak, Ze za_,.z" je absolutnd
n=1

konvergentni pro |z| < g, divergentni pro |z > ¢. T.j.fada D a_nt-"
n=1

je absolutng konvergentni pro |{| > R,, divergentni pro |{| < R,,

klademe-li R, = —Z)— (pro ¢ = 0 klademe R, = + oo, pro g = + o

klademe R, = 0). Je-li tedy R, < R,, jsou obé& fady v (121) abso-
lutnd konvergentni, leZi-li ¢ v ,konvergenénim mezikruzi‘‘ R, <
< |t| < R, (nadrtndte!). Pro R, = 0 se vnitin{ kruznice redukuje na
bod ¢ = 0, pro R, = + oo jde prosté o vnéjSek kruZnice: |t| > R,.
V konvergenénim mezikruzi jsou tedy obd fady v (121) absolutnd
konvergentni a vyraz (121) definuje jistou funkei f:

+

(122) =3 a

n=-
(jezto jde o fadu absolutné konvergentni, mohu ji psat jako zobecnd-
nou fadu, mohu preskupovat a slulovat ¢leny atd. jak chei — viz
D Il, véta 39). Je-li R, < r < R, je fada v (122) stejnomérnd konver-
gentni na kruZnici |t| = 7 (t. j. pro ¢ = re'’, g € E,), nebot >la,|r" je
konvergentni majoranta (nezdvisld na ¢). Proto mohu v rovniei
(m celé)
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g k17 @
(123) [Hre?) e ™edp = [ 5 as"e ™ dy
-7 - M R=-—©
integrovati ¢len po ¢lenu; viichni ¢lenové 8 n = m vypadnou a obdr-
Zime
T
1
(124) U = 5 f f(re'?) e-ime do .
-7

Tedy: Koeficienty a,, jsou uréeny hodnotami f(re'?). Jeto jsme k odvo-
zen{ vzoroe (124) potiebovali pouze absolutni konvergenci pro [t| = 7,
méme tento vysledek: Jestlie fudy 3 ant", >bat" jsou absoluiné konver-
gentni nu krutnici Jt| =r (0 < r < + o) « maji na nt tyZ soulet, je
a, = b, pro vdechna n (nebot a,, i b,, se urdi z téze formule (124)).
Poznimka 2. BudiZ 0 < B; < R, < + oo, M c K. Jestlife funkei
f(¢, z)(dvou komplexnich prom&nnych) lze pro kazdé z e M rozvinouti
v fadu tvaru (122), konvergentni v mezikruii R, < [{| < R,, jsou
koeficienty ovSem funkoemi z, t. j. je
(125) ft,2) = 3 an2)t" (ze M, Ry < [t| <R,).
Podle pozn. 1 jsou funkoe a,(z) jednoznaénd uréeny funkef (¢, z) a ¢isly
R,, R;; tiké se, Ze funkoe f(¢, z) je vytvoFujiof funkof pro funkce
an(2).
Poznémka 3. Casto se vyskytuji tyto speciilni p¥ipady fady
(121):

D a,* (moeninné ¥ada v t) ,
n=0

@

2 ba (mocninné fada v 1:¢);
n=0 "

nebo také obecn&jii fady o ,,stfedu ¢,

2 an(t - to)" .

fN=— 00
Piistupme nyni k definici Besselovych funkei. Pro komplexnf 2, ¢
(¢ &= 0) je
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w21 (1 N\ 2.2 21
L F I

Obé fady konverguji absolutné; mohu je tedy vyndsobit ¢len po &lenu
a libovolng slou¢it; dame-li dohromady &leny s touz mocninou #*,
obdrzime pro ka%dé z a kafdé ¢ + 0 ’

(127) ( ) z J a(2) t" ;39
pfitom

1\ 1 1Yy 1
(128) J”<z)=2(—2—=) -m-(—az) pl’

s8&ita se pres ona celéd m, p, pronéz jem =0, p =0, m — p = n. Pro
n = 0 mé tedy byti p = 0, m = p + n, nadez podminka m = 0 je jiz
sama sebou splnéna. Tedy

© 1 n+2p (__ l)p
(129) J"(Z) =pZo —2-2 W Pro n = 0,1,2...

JestliZe n <0, piSme r = — n, nadeZ miame podminky m =0,
p=0,p—m=r; tedy m =0, p=m -+ r, nadez podminka p = 0
je jiz sama sebou splnéna. Tedy

@ 1 r+2m (_ 1)m+'
(130) J_,.(Z) =m2=o(§'2) m pro r = 0, 1, 2, cee

Ze (129), (130) plyne ihned pro kazdé celé n
(131) Tol—2) = (— 1) Ju(2)
a déle (srovnanim (130), (129))

(132) Jon(@) = (= 1)"Jal2) .

Stati tedy, budeme-li se zabyvati funkeemi J ,(2) pro celd nezdporné n.
Funkei J ,(2) (toto oznadeni podrzime aZ do konce této kapitoly) nazy-
véame Besselovou funkct prvntho drubu s indexem n. Mocninné fady
v (129), (130) konverguji pro viechna z e K.

) Funkce vlevo je tedy vytvorujicf funkei pro funkce J,.
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Jeito Fada v (127) konverguje absolutng pro ka?dé ¢ + 0, miZeme
uziti vzoroe (124) pro r = 1 a dostdvédme

T
1 = (el?-e19) _ing
—_ 2

(133) hm-th d,

-7

T
(134) Jue) = g [oxp Gizsing — np)) do,

-7

kde klademe (jako dasto pii sloZitych exponentech) exp (z) = e=.
Integrand vpravo jest cos (zsin ¢ — np) + isin (z8in ¢ — ng). Prvni
¢len je sudé funkee ¢, druhy je lich4 funkce; proto lze (134) psiti téZ
ve tvaru

T

(135) I a(z) = % fcos (np — z8in @) dy ;
0

to je t. zv. Besseluv integral. TaZ Gvaha nés pouduje, Ze integrail
v (134) se nezméni, pifi-li v ném —i misto i.

Odvodime jedté druhé integrilni vyjidiend, platné pro kaZdé ze K
a kaZdé celé n = 0:

ki3
f cos (z cos 0) . sin** @ dO ;
0
pro n = 0 klademe oviem 1.3.5...(2n — 1) = 1.

To je t. zv. Poissontvintegrél.

Dikaz provedu prost$ vypoétem integrélu vpravo. Rada

z'l
3.5...2n— D=

(136) Ja(2) = 5

cos (z cos ) = mi;o(—(-_zm%);n (z cos @)2m

je (pfi pevném 2z) stejnomérnd konvergentni v (— oo, + o0); proto
integrél vpravo mé hodnotu.

e (_ l)m 22m

(137) Fz)= 2,

m-O' (2m)| Lm0
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kde

T
(138) K, = [oos?™ @ sin? O d@
0
pro celd m = 0, p = 0. Substituce & = jr — ¢ davé
in
(139) Kn,= [sin?"gocos?pdyp;
..in

jeto integrand mé periodu w, miZeme meze o }m posunouti (takZe
budou 0, =) a ze (139) plyne

(140) Kpy,=Kym.
Integrace per partes ddvd pro m > 0:

™

_[sin**18 i o] 2m_1f'2+2 2m-2
Km,g—[ cos?m 9]o+§m 8in??+2 @ cos?™-2 6 d6.

2p +1
(141) 0
Uzitim rovnice sin* ® = 1 — cos? & plyne ze (141)
2m — 1

Kms = gy 1 Ko = K
a tedy
(142) Kp,=22—1 g " 0

myﬂ_2(m +p) m-1,p Pro m > 0.
Podle (140) je tedy téz

2m — 1

(143) Kp,m = m Kp,m—l pro m > 0.

Jeito K,, = =, obdriim

_(2m—1)2m—3)...3.1.(2p—1).(2p—3)...3.1

Kom,p = 277 (m + p)! i

Dosazenim do (137) plyne

‘ 2 (— 1)m z2m 1
Fiz)y==.1.3...(2n —1). 20( 2213+n2 “ml(m + n)! -’

m=

Podle (128) je tedy prava strana v (136) vskutku rovna J,(2).
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Podotknéme jektd, e rovnioi (136) lze té% psiti ve tvaru (znameni +
1ze voliti libovolné)

T

f exp (i( £ z cos ©)) sin** & dO
0

(z libovolné komplexni, n = 0, n celé). To plyne takto: substituce.
O =} — ¢ dévé

zﬂ
=1.3.5...2n— )=

(144) J n(2)

b n
+ [sin (z cos ©) 8in** @ dO® = 1 [ sin (2s8inp) cos*pdp =0,
0 -¢r
nebot integrand v poslednim integrélu je lich4 funkoe.

Poznidmka 4. Rovnioci (129) lze psati téZ

S (=32
145 Ja(2) = (32)" - .
(149) @ = 2 TG T Tw 5 +1)
Pravé strana mé vSak smysl i pro kaZdé necelé komplexni = (v kap.
XVIII totiZz budeme definovati I'(s) + 0 pro kaZdé komplexni 8 + 0,
—1,—2,...). Vskutku se rovnici (145) definuji Besselovy funkoe
také s necelymi indexy; my se véak omezime vyhradn® na celd n.

Cvidenf

1. Vime, ¥e mocninnou fadu 1ze uvnit¥ konvergen&nf kruZnice derivovati &len
po Slenu'?) (D I, vita 223) a Ze i pro komplexnf proménnou platf obvyklé pra-
vidla o derivovani (D 11, kap. XTI, § 1, pfikl. 2). Proto lze fadu (121) derivovati
uvnit¥ konvergenntho mezikru#{ $len po $lenu (druhou fadu pojimém jako

(]
sloZenou funkei: z a_,z", kde z = ¢t-1).

n=1

2. VySetfujme rovnici (127). PiSme pfednd — 1 :¢ misto ¢. Levé strana se

o0
nezmdnf, pravé je 2 Ja(2) . (— t)~". Podle textu na konci pozn. 1 plyne odtud
= — O
nafe zndmé rovnice J_,(z) = (— 1)® J,(2). Obdobng, pifeme-li —z, —¢ misto
z, t, obdrifme J,(— z) = (— 1)® J,(2). Derivujeme-li (127) podle ¢, dostaneme

(146) $2(Jn-1(2) + Tpia(2) = n J(2) .

4) Jde o derivaci podle komplexn{ prom&nné.
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1 1 1 1
Vynésobenim fad pro exp (? z(t - 7)), exp (-—2— y(t — T)) dostaneme

(147) JaW+2) = D Jn¥) Joml2)

m=- o
(absolutn{ konvergence vpravo).
3. Kdyby se v (127) smélo vpravo derivovat podle z &len po &lenu, vyslo by

(148) Jn-1(2) — Jp41(2) = 2J,(2), speciblnd Jo(z) = — J,(2).

Pfesvéddte se ze (129), (130) piimym vypodtem, %e tyto vzorce vskutku platf.
Odtud nazp&t plyne, Ze v (127) lze vskutku vpravo derivovat podle z &len po
8lenu.

4. Z (1486), (148) odvodte

2J,(2) + ndpz) =25 4(2), 2J,(2) — nJp(2) = — 2Jp4(2) .

To lze peéti té%

L Tae) = P Tne)s (P Ta@) = — 2 Tpa(2)

dz n - -1 ’ dz n - n+l .
Uplnou indukef odvodte odtud
(149) (ﬁz—) (2" Jp(2)) = 2" " Jp_p(2)

d m

(150) (EE) (2" Jp(2)) = (— )™ 27" T, (2)

pro ka¥dé pfirozené m. Vyznam symbolu vilevo je, doufdm, jasny: na p¥.
a\ 1d (1 df(
zdz zdz\z dz

L ) = P I@) g @) = — AT

5. Z cvié. 4 plyne

Nésobim-li prvnf rovnici &islem z!=2" g derivuji, mohu vyloué&iti J,_, & obdriim

2 Va2 +2 (2) + (22 — nt) Ju(z) = 0.

d2? dz
Funkce J,(z) vyhovuje tedy t. zv. Besselov& rovnici
(151) 2y°(z) +2¥'(z) + (* — n*) y(z) = 0.
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§ 6. Pouiiti v&t 226, 228 na studium asymptotickych vlastnosti
funkei J,(2). Omezme se na » = 0; mimo to se v tomto paragrafu
omezime na zreilné nebo ryze imagindrni. U%ijeme Besselova integrilu.

BudiZ pfednd z = r > 0. Jeito J,(r) je podle (129) redlné &islo, je
podle (135) J,(r) rovno redlné &4sti integralu

b
(162) A(r) = % fe—irslnw .elne do .
0

Jezto funkce sin ¢ m4 derivaci rovnou nule v bod$ }w, miZeme uZiti
vty 228; napred viak (viz § 4, pozn. 1, 2) rozdélim integradni interval
na intervaly <0, }n), {(}r, =) a v prvnim zavedu integratni promén-
nou — @:
0 T

(153) A(r) — 715- felralne .e-in®0 4@ + _1_];_ fe-irslne .eln® d@ .

ir i :
U%iji nyni véty 228 ve tvaru (85) pro ¢(0) = %eﬁ"", f(@) = +sin 6,

a = F }n. Vychdzi

Afry = 7:27 exp (i(— r + Inm + 1m)) + o(r ) .

Vezmu nyni redlnou édst:

Véta 229. BudiZ n = 0, n celé. Potom je

I a(7) =V% cos (r — lmm — 1x) + o(r %) pro r - + o, reE,.
(154)

Vezméme nyni ryze imagindrni z = ir, r > 0. Vzorec (134) dava

T
J”(ir) = % fe“fsln ] . e—lne d@ .
-T
UtZijeme véty 226 ve tvaru vzorce (56); funkce k(@) = — sin @ mé

maximum v bod® — ir. Vychédzi ihned
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Vé&ta 230. Budif n = 0, n celé. Potom je
Jn(i')%V—;T‘r‘e' pro r > + oo, reE,.

Z v&t 229, 230 plynou oviem ihned obdobné vysledky pro
Ju(— 1) = (= 1)"Ja(r), Ta(—ir) = (= 1)* Ju(ir) .

Ve vétdch 229, 230 bylo n pevné &slo. VySetfime nyni pfipad, Ze
z a n soudasnd rostou kladnymi hodnotami do nekoneéna, pfi éemsz
jejich pom&r zistdvéd konstantni. BudiZ tedy dédno kladné éislo y
a kladme z = yn; podle (135) je

T
(155) Ja(yn) = % fcos n(p — v sin @) de .
0

Je-li y = 1, ddva ndm piiklad 1 v § 4 ihned tento vysledek:

Véta 231.

Ja(n) = @) —1— pro n > + o, neN.

n

Je-liy > 1, existuje f (0 < f < §x) tak,Zey = 1:cos f,2 = o8B

Prklad 2 v § 4 pak dava ihned tento vysledek:
Véta 232. BudiZ 0 < f§ < }r. Potom je

Ja (ﬁ) =]/n7%§—ﬂ cos (n(tg f — B) — 1m) + o(n~1})

pro n > + o, neN.

K dikazu vét 231, 232 jsme v § 4 uZili metody stacionarni fize.
Zbyvé piipad 0 < y < 1; potom funkoe ¢ — ¥ sin ¢ v (155) mé deri-
vaci 1 — y cos ¢, kterd pro zZddné reilné ¢ neni rovna nule. Metoda
staciondrni faze zde tedy selhdvé. Existuji oviem imagindrni ¢, pro néz
cos ¢ = 1: 9, nebot podle véty 242 v D Il nabyva funkece sin ¢, a tedy
i cos p = s8in (3 — ¢), viech hodnot.

Skuteéné existuje metoda, dovolujici vyuZiti této pozndémky a od-
voditi vysledek obdobny v&tam 231, 232 i pro 0 < y < 1. Tato me-
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toda, t. zv. metoda nejv&tiiho spidu nebo také metoda sedlovych
bodu, spoéivé viak podstatnd na theorii analytickych funkef & proto se
ji zde nebudeme zabyvat. Ctend se o ni miZe pouditi na pf. v zndmé
knize V. I. Smirnova, Kypc Bucmeit maremaTnru, dil III, é4st 2, str.
286—304 a 555—564 (podle 4. vyddni, Moskva-Leningrad 1949).

Speciélnd pro Besselovy funkoce je ob&irng probrina v knize G. N.
Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge 1922
(2. vydénf 1944).

Cvideni

1. Otézka po asymptotickém prib&hu funkce J,,(z) pti pevném z pro n -+ o
se dé snadno zodpov&dsti p¥imo z ¥ady (129). DokaZte: Pron — 4 o, neN jo
(p¥i pevném z % 0 a pevném celém p > 0)

p-1 1 n+2k (_ l)k
Tole) = 2 (7 z) in T k)

k=0

(_ )"*2" (=12 (1 + o PG — 1)’
pi(n + p)! n+p+1

kde |6| < 1; specidlng J,(z) =~

2n . n!’

2. Z vity 229 plyne: Funkce J,(z) mé nekone¥n$ mnoho kladnych (a tedy
i z&pornych) kotfenu.

3. Presndji: BudiZ n celé, n = 0. Potom ke ka¥dému & > 0 existuje celé &fslo
ko > 0 s touto vlastnosti: Viechny koteny funkce J,(z), které jsou v&tsf nes
ko, le%f pro sudé n v intervalech

((k’{“%_ g, (k+%+3)")9 k=kyky+1,k+2,...
a pro liché n v intervalech

(k+3}—e)m (k+3+e)m), k=Ko ko + 1,k + 2, ...
V ka¥dém z t8chto intervalt le¥f pak jediny z t8chto kofeni, & ten je jedno-
duchy. Névod: uZijte ptednd vty 229 a za druhé doka¥te, Ze J,(z) + 0 v téchto
intervalech. T'o plyne z cvid. 3 v § 5, dosadite-li tam za J,_,, J,,, podle vity
229. Kofeny funkef J,, jsou velmi dileZité v aplikacich. Vidite odtud, e asym-
ptotické vztahy jsou dileZité nejenom pro numerické vypodty, ale i pro dikazy
vét obecndjitho rdzu. Snad je na mistd poznamenati, ¥e uvedené vysledky o ko-

Fenech funkce J, lze odyoditi, & to jednoduSeji, té% pfimym studiem diferen-
cidlnf rovnice Besselovy (§ 5, cvi8. 5).
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§ 7. Asymptotické rozvoje funkci J,(z) pro z — 00.41) Vysledky pie-
deslého paragrafu dédvaly ndm asymptotické vyjadreni téchto funkef
jen pro redlnd a pro ryze imaginérni z, a to jen v prvnim pfiblizenf
(asymptotické rovnost). Nyni odvodime asymptotické rozvoje
(tedy presnéjii vyjédieni), a to pro viechna komplexni z. Pfitom bu-
deme hojné uZivati pozndmky 5 v-kap. VII, § 1; zopakujte si ji!

BudiZ 0 < < }n; odvodime dva asymptotické rozvoje: jeden
plati pro 6 <amplz <= — § (véta 233), druhy pro — }n + 46 <
< amplz < }n — & (v&ta 234).42) Volime-li § < }=, vidime, Ze tyto
dva thly pokryvajf thel — }n < ampl z < §r (to je polorovina v kom-
plexni roving). V této poloroviné ovldddme tedy asymptoticky pribsh
funkee J,. Jezto pak J,(— z) = (— 1)* J,(2), ovlidame asymptotioky
pribéh funkoe J, v celé roviné.

Véta 233. BudiZ p = 0, p celé, 0 < 6 < 3w, n =0, n celé. Potom
existujt koneénd kladnd isla A, B (zdvisld na 8, n, p) 8 touto vlastnostt:

Je-li |z > A, 6 <amplz < = — 0, jest

R 2 (— 1)™{n, m} )
(156) Ja2) = = (m=0 (— o) +7,),
pfi EemZ
B
(157) IT,| < recs
P#itom klademe
(158) {n, m} = (4n® — 12)(4m® — 32) ... (4n®* — (2m — 1)) .

m! 22m

(Pro m = 0 vychazi v Citateli prazdny souéin, ktery klademe roven 1,
tedy {n, 0} = 1; odmocnina v (156) mé ovSem realnou ¢ist kladnou,
viz pozn. 5 v kap. VIL, § 1.)

Nerovnost (157) maZeme téZ psati takto:

T, = O(|z]?-1) pro |z| > + o0, < amplz <=m — 4.

41) Pri pevném n.
43) Geometricky jsou to uhly v komplexni roving. Nadrtn&te!
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Dukaz. Budte déna celd &sla p = 0, » = 0, déle ¢slo 8 (0 < 8 <
< rn) a ¢&slo 2+ 0, § < amplz <= — & polofme z = iw, takie
[w| = |z|, w = [2]e'?, |p| < in — 4. Jest*3)

(159) Rw = |2| cos ¢ = |z| cos (4 — &) = [2|sin 4.

Utijeme Poissonova integrilu ve tvaru (144) se znamenim minus
& pifeme v ném z = iw:

(iw)" ‘
I =13 en—= @

(160) ;
F.(z) = [ewcos ®gin2n @ dO .
0
Jest |exp (w cos @)| = exp (Rw . cos @). JeZto Rw > 0 a jeito cos O <

< 0 pro }n < @ < =, jest prostd hodnota integrandu v (160) v inter-
valu (3=, =) men&i nez 1 a tedy

in
(161) Fo(2) = [e¥°*®5in* 0 dO + §ni,,
0

kde |1,] < 1.
Zavedme novou proménnou y rovnici sin }@ =y, takie meze
integradni v (161) budou nyni 0, 27
2-1
(162) F,(z) = 22+! [ exp (w(l — 2y?)).y*"(1 — y»)"-tdy + ¢m4, .
0

Podle Taylorovy formule pro (1 + z)*-1 jest

(1—g)t=73 (%—n)(g—n)(gﬁz——l—n)%‘+

m=0
1 3 ywre 1

2p +1
+(7_n)(3_n)( 2 _n)(p+l)!(1 B L

kde 0 < 1, < 1. V integraénim intervalu jest 1 =1 — 2,9 > $.44)

#3) R, S« znadi redlnou a imaginarnf &ast &isla «. Déle znadim exp (z) = e=®.

4) Proto jsme horni mez zmen§ili z 1 na 2~ i, pro y blizké jedniéce by vyraz
1 — A,y? mohl byti blizky nule.
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Tedy jest
P
(163)  Fo(z) = 2+ > K + R, + 272 e™ . {md)),
m=0

kde
o1

(164) K, = (m —;: - i) f exp (— 2y*w) . y**+™ dy ;
0

jeZto pak pro y = 0 jest podle (159)
lexp (— 2y*w)| = exp (— 2y"Rw) < exp (— 2y*[z|sin J),
je
o-1

(165 [B| S i [ exp (— 2elsin 8) . g% PV dy,
0

kde B, (a podobné dile f,, B3, ...) znaci koneénd kladnd éisla, zavisld
jen na n, p, 6 (nikoliv na 2). Integral v (165) transformuji substituci
2y%z| sin 8 = ¢ a zvétsim tim, Ze za horni mez vezmu + co:

p| = 2. (2|z] sin 6)n+p+i ]zln+p+% :

V integrédlech (164) vezmu misto horni meze 2~% hornf mez + oo; tim
udéldm v ka?dém integralu nejvyse chybu

+ ©

[ exp (— 2y*Rw) . y*"*™ dy <
2-3
+
(167) < [ exp (— 2yt|z|sin 8) . y** ™ dy =
P Y Y
-
+4+
1 -
= e-t.trtm-t s
2. (2[2| sin g)*+m+1
|| 8in &
(op&t substituce 2y%[z| sin § = ¢). Jakmile |z| je tak veliké, Ze
(168) |z]sind > 1,

4) Jo totiZ 0 =m = p.
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je pravé strana v (167) mensi ne#4%)
+ ©
3 exp (— 3fz|sind). [ e~ n+r-tdt <

|2} sin &8

< } exp (— %[2]sin 6) . }we*i‘ tntr-t dt =
0
= f3 exp (— }[2| sin 8) .

Celkové chyba, které se dopustime v souétu K, + K, + ... + K,, je
tedy mensi nez

& [m—n— % -3lz|siné __ —$lz|sin & ﬂs
(169) ﬂamgo( m )e = bie R
(Posledni nerovnost plyne z toho, e e—* konverguje pro z — -+ o
k nule ryochleji nez z-n-7-1.4¢)

Tedy je podle (163), (166), (169)

+
P —_n —
(170) Fo(z) = 220 +1g¥ ( ZO (m 7:: ‘}) f e-2v‘wy2(n+m) dy + S’) ,
0
kde
18] < | I'f:””’ + 4m . 27 -lg-Ruw;

ale podle (159) jest

e-NRw < g-lzlsind '87
= |zln+p+§ ’

takZe

(171) IS, < Bs

lz]n+p+§ *

Vypodtéme jesté integrily ze (170). Substituce 2y* = ¢ a uZiti vzorce
(76) v kap. VIII, § 4, pfikl. 3 ddvaji

) Podrobn¥: funkce e~ 3782 ¢ TP+ 1o gn0iita v intervalu <0, 4+ o0) & mé
pro £ — + oo limitu 0; tedy je v <0, + ) omezen4; jeji supremum v tomto
intervalu z4visf oviem jen na ¢&islech n, p, 4.
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+ +

fe—2v'wy2(n+m) dy = 2n+lm+% f e-tomim-% qs —

0 0
_ 1 Fn +m +3) _
- w"'”"l/‘z; : on+m+i
1.3.5...(2n+2m—1)v— 1
- 92n+2m+4 T VE L umtm ’

kde }/w m4 realnou ¢4st kladnou. Dosadme tuto hodnotu do (170),47)
Pfi éemZ uvaime, Ze

m
=(—§Hm{n,m}1.3.5...(2n — 1).

(m_"_5)2-2"'.1.3.5...(2n+2m—1)=

Na to dosadme do (160), pifice w = — iz; vyjde okamZitd rovnice
(1566), pii éemZ vzhledem k (171) je
Bo
lTP‘ < ‘llei .“)

Vysledek plati pak pro kazdé z, pro né% vedle podminky § < amplz <
< n — 0 je jest& splnéna nerovnost (168), t. j. |z} > 1:sin 6. Tim je
véta dokdzéna (stadf poloZiti 4 = 1:sin d, B = B,).

Pozndmka 1. UZitim rovnice J,(— 2z) = (— 1)*J,(z) bychom
dostali obdobné asymptotické rozvoje, platné pro — = + § < amplz<
< — 0. Pritom muzZeme ¢ > 0 voliti libovolné malé, vidy viak zista-
vaji vyloudeny hodnoty 2, pro néZ je budto |amplz| < é nebo
lampl (— z)| < & (kreslete!), takZie na pf. jsou vyloudeny viechny
reslné hodnoty z. Tuto mezeru doplnime ve v&t§ 234. Cten4¥ si nesmi
myslit, Ze bychom asymptotické rozvoje pro reilnd z mohli dostat
z véty 233 limitnim pfechodem § — 0 +; viz k tomu cvié. 2.

Poznamka 2. V8imnéme si, Ze metoda dikazu véty 233 byla do
jisté miry obdobnéd metod$ z piikl. 3 v § 3: v obou piipadech jsme

47) Pfed zévorku v (170) vytkneme jedtd 1 : J/w.

48) Nezapometite, %e jsme vytkli 1 : Jw (jw| = |2|) a %e v (160) byl &initel 2,
ktery se zkratil.
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jednoho ¢initele v integrandu rozvinuli podle Taylorovy fady se zbyt-
kem. Podobné myslenky uZijeme i v dikazu véty 234.

Ve v&té 233 jsme ziskali asymptoticky rozvoj pro obor § < amplz <
< 7w — é. Nyni odvodime obdobnd asymptoticky rozvoj pro obor
— §n + 6 < amplz < }n — 4. K odvozeni hledaného asymptotioké-
ho rozvoje budeme potfebovati daldi vyjadieni funkece J,(z) uréitym
integralem. Vyjdéme k tomu cili z Poissonova integrélu (144) se zna-
menim plus, pfedpoklddajice

(172) noelé, n =0,z 4 0, amplz| < §=.
PiSeme-li tedy
(173) 2=z +iy (z,yreilnd),

je > 0. Zavedme do (144) novou integraéni proménnou rovnici
oos @ = ¢t; vyjde ihned

1

(174)  Ja(z) = ——§ ..?"(21@ — = fem(l —n)y g,

Tomuto integrdlu ddme nyni jiny, vhodn&j&i tvar. Musim se viak
étendfi omluvit: Nema4-li tato Gprava byti zoela umdlé, musime ji pro-
vésti metodami theorie analytiokych funkef. Kdo tedy neznd poditky
této theorie (Cauchyovu
integralni vétu). musi vy- '
sledek, t. j. vzorec (186), E :IV
pfijmouti bez dukazu za ¢
spravny.

Zvolme &fsla e (0 < e <
<P VI <V <+ o
a sestrojme v komplexni
rovind &aru L, naznade- = By
nou na obr. 10: AB je
Gsetka, spojujici body Obr. 10.
A=—1+4¢ B=1—g;
BC je oblouk kruZnice o stfedu 1 a poloméru & CD je tsetka, spo-
jujici body C =1 +1ie, D=1 +iV; DE je tsetka, spojujiof body
D=1+iV, E= — 1 +iV; podobnd tsetka EF (F = — 1 + i¢)

c

_redind csg.

0 8 +1

-—efr - —————

637



a Stvrtkrutnice FA. Céra L budif orientovéna ve smyslu ABCDEFA.
Vy#etfujme nynf funkei

(175) 1) = (1 — e1)»-1

komplexni prom&nné ¢ (z je dané &islo, z = x + iy, > 0, y reélné).
Odstranime-li z komplexni roviny polopfimky ¢ < — 1, ¢ =1, mé
funkoe f ve zbyvajici mnoZind podle pozn. 5 v kap. VII, § 1 (vzoreo
(12)) derivace viech Fadd, jeZz se potitaji zndmym zpisobem. Podle
Cauchyovy véty je tedy

(176) [f(t) dt = 0 .99
L

Tento integral se skldd4 ze Sesti séitanot I(4B), I(BC), ..., kde I(BC)
znadi integral pfes oblouk BC a pod.

Na tsetkdoch CD resp. EF jet = +1 +iv (e Sv =V), 1 -8 =
=(1—=¢t)(1 +¢t) = F iv(2 £ iv), tedy

(177) I(CD) = ij}:a““"(—— ivn(2 + iv))ﬂ—i dv,
(178) I(EF) =i fe"”‘”(iv(z —ig)rtdv.
14

Absolutni hodnota integrandu v (177), (178) je (z = = + iy, = > 0,
y redlné)

(179) o™ . o= {4 4 p)in-t
Jest oviem

1-¢
(180) I(AB) = [ &1 — ) tar,

-1+e

Odhadnéme nyni I(BC), I(FA), I(DE). Jest
(181) O] = e — )] |1 —¢ 1 4 E,

Na obloucich BC, FA je tedy |f(t)] < K&}, kde K zévis{ pouze na
z, n. Jeito délka t&chto obloukl je }me, je

(182) [I(BO)| < 3=Kfz, |I(FA)| < jnK]z.

#) Tento vzorec a pojem k¥ivkového integrédlu v komplexni roving pfedpo-
klddém — vice nic.
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Na tselce DE méme ¢t = u + iV (— 1 < wu < 1), takie izt = i(z +
+ iy)(w +iV), R(izt) = —yu — 2V < |y| — aV; déle 1 — =1 —
—uwt V22V (ju| SL,V>1), tedy t<Vr<|l—8] <1+
+ V2 + 2V, takie
|l _ t2|n—§ < ]1 _ t2|n < (1 + V)zn < (2V)2n ,
takZe (jeito DE mé délku 2)
(183) |I(DE)| < 22+ el e=2V V2",
Ze (182) plyne lim (I(BC) + I(FA)) = 0, ze (183) plyne lim I(DE) =
0+ V—++
= 0. Odtud plyne: NapiSme rovnici (176), t. j.
(184) I(AB) + I(BC) + I(CD) + I(DE) + I(EF) + I(FA)=0;
provedme napfed limitnf pfechod ¢ - 0 + a potom ¥ — + co. Druhy,
dtvrty a Sesty s¢itanec v (184) maji limitu 0, takZe podle (177), (178),
(180) vyohazi®)
1 +

fet(1 — "t dt = — e[ e *(— iv(2 +iv))" dv +
(185) ~* e

+ i~ [ e (iv(2 — iv))* tdv.

0

Jeito ve vyrazu F iv(2 + iv) je (pro v > 0) prvni &initel F i = eTim
ryze imagindrnf, druhy kladny a tfet{ m4 redlnou &ést 2 > 0, lze zde
podle pozn. 5 v kap. VII, § 1 uZiti vzorce £]£] = (£,£,)"; tedy je

(F iv(@ +iv))" ¥ = T -dmyn-do 4 jy»-t,
Dosadime-li toto do (185) a uZijeme-li vzoroe (174), dostaneme hledané
integrilni vyjadieni:

+o
— 2" l(z-inn—}n)f -zo,n-4 s \A— ¢
Ia(2) 1.3.5...(2n—1)1:(e """ (2 + i)t dv+
(186) . 0
+ e‘““*’"“*"’fe""v"‘*(2 — jv)*-# dv) .

0
Tento vzorec plati pro n celé, n = 0, z # 0, [ampl 2| < §=.

89) Absolutnf konvergence integralii vpravo plyne ze vzorce (179) pro abso-
lutnf hodnotu integrandu.
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Zsdany asymptoticky rozvoj je pak dén touto vétou:
Véta 234, BudiZ n celé, n = 0, z + 0, |ampl z| < }=. Potom jest

Ja(z) = (%)* (cos (z — }nm — iw) P(z,m) — sin (z — jnn — iw) Q(z, n)) R
(187)

pfitom pro ka*dé celé p = 0 a pro kakdé celé ¢ = 0 jest®?)

L (— 1)™{n, 2m}

(188) P(z,n) = ,..Zo @+ R,,
¢-1, ”
as)  Qum=3 SR E D

kde pro R,, R, plati tyto odhady:

1. Je-lv & &islo takové, Ze 0 < 6 < }, jest
(190) R, = O0(|z|*°%), R;=O(z|]"%?)
pro |z| > + oo, |[amplz| < }x — 4.

II. Je-lt 2p +1 > n — §, jest

{n, 2p 1+ 2} 1 .
(22)*+2 | (cos (ampl z))2? +n+E’

(101) IRy <

je-li 29 > n — 3, jest
{n, 2¢ + 1} 1

(22)%+1 |” (cos (ampl 2))X¥+*+# "

Poznémka 3. Odhady v (191), (192) maji zvl44t8 p8kny tvar pro
kladné z: potom je cos (ampl z) = 1 a zbytek v (191), (192) je v prosté
hodnoté mensf neZz prvni vynechany é&len (oviem jen pro 2p + 1 >
>n—4% 2¢>n—3).

Dukaz. BudiZ déno » = 0. UkaZme napfed, Ze z tvrzeni II plyne
tvrzeni I. Necht tedy tvrzeni II je sprdvné. Potom prvni odhad
v (190) je jistd sprdvny pro 2p + 1 > n — §, nebot pro |ampl z] <
< }r — J je cos (amplz) = cos (}= — ) = sin 8. Je-li viak 2p +
+ 1 =n — §, zvolme celé p’ tak, Ze 2p" + 1 > n — §, a napiSme

(192) By <

81) Symbol {n, m} byl definovén ve v&ts 233.
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rovnici (188) s hodnotou p’ misto p. Vpravo pfijde napied soudet od
m =0 do m = p, potom &len tvaru O([z|"?*~2), dalsi &len tvaru
O(|z| =%~ *) atd., a% na konec zbytek tvaru O(|z|**'~?); viichni tito &le-
nové viak dohromady dévaji O([z|~2~2); tim je prvni odhad v (190)
dokézan pro kazdé celé p = 0. Podobn& je tomu s odhadem pro R;.

Staéi tedy, dokédZeme-li tvrzeni II. Pisme
z=ux +iy (z, yreélnd).
Budi% déle z + 0, Jampl z| < }=x, tedy > 0. Podle (186) jest

2"~ ipn
Tne) = T3 g =y K os e dnm— ) o+
(193) + iK- .sin (z — jnx — ix)),

kde
+
(194) K*= [ e =" ¥(1 + 3io)" ¥t L (1 — §iv)" })dv.
0
Vysetfujme funkei ¢(t) = (1 + «}ivt)"“" v intervalu 0 <t < 1 pit

daném v > 0. JeZto pro tyto hodnoty ¢, v neni nikdy 1 4+ }ivt <0,
existuji derivace viech fadu

e®Bt)=(n —3)(n — $)... (n — k + })( £ 3iv)*(1 £ Jue)r-%-4,

Taylorova formule ¢(1) = @(0) + —11—'¢p’(0) + ... (se zbytkem podle
véty 10052)) davé pro kazdé celé r > 0

1. \»F n—«}) 1. \"
(195) (1 :1:5112) —mzo( m (:}; -2—1v) + 8%,
kde

St — (n—»})(n—%)...(n—r—.%)(i %iv)rﬂ .

r!

1
1 n-r-4§
f(l :{:Eivt) (1 —¢)de.
0

1) Tato forma zbytku platf pro komplexni funkce re4lné promé&nné.

(196)
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Budiz nyni » > n — } (a soudasnd oviem r > 0). Potom, jeito
|1 + }ive] > 1 pro v > 0, ¢ > 0, jest posledni integral v prosté hod-
1

, takze

C o L, 1
noté mensi nez f (I —¢)rdt= .
0

+
(197) s <, 1
Dosadme nyni podle (195) do integralu (194), uZivajice odhadu (197).
V integralu K * odpadnou é&leny, odpovidajici v (195) lichym hodnotdm
m, v integrilu K- odpadnou ¢leny, odpovidajici sudym hodnotdém m.
Volme proto v K+ &islo rliché, r =2p +1(p =20,2p +1>n — })
a v K- volme r sudé, r = 2¢ (¢ = 0, 2¢ > n — 3). UZijeme-li vzoroce
(76) z kap. VIII, § 4, piikl. 3, obdrZime po malém zcela mechanickém
pocétu (obdobné jako v dikazu véty 233)%)

(n_%)’(iw“ pro 7 =0, r>mn—4}.

_1.3..@2n—1))x (2 {n 2m}(— )" l{n, 20 + 2}|
K+ = 9-% (mz=0 (22)2m+n+§ + @1 (2‘,t)211+n+{r )’
1.3, @0 — D)) (121 {n, 2m 1}(—1) l{n, 2¢ + 1}|\.
e 24 (m=o R BT 2o )

pfitom |0,]| < 1, |0, < 1. Dosazenim do (193) plyne ihned tvrzeni II,
nebof z = |2| cos (ampl 2).

Poznamka 4. Ve v&té 233 jsme stanovili pouze fadovy odhad
zbytku, ve v&t§ 234, kterd obsahuje nejdilezitéjii pfipad z > 0, jsme
peclivéjsim poétem provedli i numericky odhad zbytku. Podotykédm,
%e bychom mohli metody ditkazu véty 234 uZiti i k dukazu vty 233,
kdybychom v integradni ¢éfe na obr. 10 otoéili vhodns tsedky CD, EF.

83) Zbytek odhaduji oviem takto podle (197):
+o

(:;f)‘f o~ 2 T-1yrinti gy
0

a posledni integral je 277" 1z~ """ iD(r + n + }).

+o©
|f o2~ % (S+ 4+ S-)dv| < 2
0
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Cvident

V t&chto cvifenich budiZ stdle n > 0.
1. Z vty 233 odvodte: P¥i pevném 6 (0 < 6 < =)

r sin ©
(198) J,(rel®) =~ evz___ . exp (i(— r cos © — %6 + #nn + ix))
™"

pro r - + o, rekE,.
Odtud déle: Pfi pevném O (— © < © < 0) je

r|sin 6|
Jp(rel®) = (— 1)n J,(rel(®+m) =~ ey_z_ . exp (i(rcos ® — 16 — nw — P30)]
r .

(199)

pro r - 4 oo, reE,.
Odtud konednd speciéln pro prostou hodnotu: P¥i pevném redlném 6,
0 <0 <m, jo

erlsin 6]

(200) | T (rel®)] = pror >+ o, rek.

2. Mechanickym dosazenim © = 0 (nebo, chcete-li, formiln§ provedenym
limitnfm pfechodem 6 — 0) by ze (200) plynulo®) |J,(r)| = (2rr)~ L j-

(201) lim |2rr|J,(r)| = 1;
r—>+

ale to nenf pravda, nebof funkce J, mé libovoln¥ velké kladné koteny (§ 6,

cvis. 3) a tedy lim inf [/ 2nr|J,(r)] = 0. OF zde vlastn¥ jde? Ze sprdvné rovnice
r—++ ®

(200) plyne ihned

Lim lim }2nre-rl*n®l |7 (re!®) =1;
6—+0 r—++ ®©

nesprévnou rovnici (201) lze psiti ve tvaru

lim lim }/2rre="n 8l |7, (re!®) = 1.%)
r—++o 60

Jde tedy o zém¥nu potadi limitnich pfechodd, kterd zde nenf dovolena.
3. Po cvid. 2 snad piekvapi tato vSta: Budte n, p cels nezdporn4, 0 < 8 < }~.
Potom je

84) Jde o kladné r. _
8) Nebot vnitinf limita je |27 |J,(r)].
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P
Tule) = V’_ e‘(“iﬂﬂ-in)( 5 ({_n,2 :)}m . O(,z,:ﬂ)) .

21!2 m=0
(202) ) s } 1
~te-jm-gmy [ S (DT}, ( ))

i Vsz ° (mzo (— 2iz)™ + |z]P+1

pro z > ©, —¥n + 8 < amplz < n — 4.

N4vod: Pro — 4r + 6 < amplz < 4= — & plyne (202) ihned z v8ty 234. Pro
§<amplz<rm—0 je |e-lf| =eV >elzlsind |elz| < g-lzl8ind (; — 5 | jy,
y = |2| 8in §), tak¥e cely prvni séitanec v (202) muZe byti zahrnut do O-¢lenu
v druhém séitanci, tak¥e pravd strana se redukuje na asymptoticky rozvoj
z vty 233.

4. Jednodussf analogon k cvié. 2: BudiZ 6 redlné, 0 < |0] < w. Potom je
[sin (re!®)| = §e’!sin €l pro r - + oo, r ¢ E,. Ale pro @ = 0 a @ = = tento vzorec
neplati.

Tato kapitola snad dostatefnd ukaizala &tenaii daleZitost asymptotickych
rozvoju. Zéroveii cvié. 2, 4 ukazuji, Ze pfitom nutno postupovati obeztetns.
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