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KAPITOLA XVII*

NUMERICKY VYPOCET URCITYCH INTEGRALU
(T. ZV. MECHANICKA KVADRATURA)*

§ 1. Uvodni poznimky. Poznémka 1 (Lagrangetvinterpolag-
ni polynom). Budte z,, z,, ..., z, (r = 0) navzijem ruzné koneéns
komplexnf &sla. Pro j = 0, 1, ..., r sestrojme polynom

r

H(x — )

k=0
() VTG e TR ) IR L E—
[T(2;, — =)
k=0
k=j
je to polynom r-tého stupng, p;(x;) = 1, p,(x,) = 0 pro k =+ j. Jsou-li
tedy Yo, %1, .- ¥, jakékoliv konetné komplexni &sla (nemusi byt

r
navzéjem rizna), je P(zx) = Zy,. p;(x) polynom s témito vlastnostmi:
i=0

1. P je stupné nejvyse r-tého.
2. P(z;,) =y; pro j=0,1,...,r.

Dile je P jediny polynom s témito vlastnostmi. Nebof jestlize poly-
nom @ ma také tyto vlastnosti, je P — @ polynom stupné nejvyse
r-tého,') ale m4 asponi r + 1 kofenu z,, z,, ..., ,. Bude-li tfeba, bu-
deme misto P(x) psdti P(g, ..., T3 Yoy - - -5 Y ).

Specidlng: Je-li f funkece, majicf koneénou hodnotu v bodech z,, ...,
z,, jo

@) Ple oo 5 [ oo 05 ) = 3 /2) (o)

onen (jediny) polynom stupn& nejvyse r-tého, ktery v bodech =, ...,
z, nabyvé tychZ hodnot jako funkce f; fikdime mu Lagrangetv inter-
polaéni polynom (pfisludny k funkei f a k bodum =, ..., x,).

1) Vzpometime: Mluvime-li o polynomu stupnd nejvy¥e r-tého, nevylu¥uji
polynom ,,nulovy«.
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Poznidmka 2. Necht — 0w <a 2z, <2, <...<2,=Sb < 4+ @

a necht redlnd funkce f ma v <{a, b) koneénou denvacl fadu r + 1.
Budiz P(z) polynom (2). Potom pro kazdé z ¢ {a, b) je

. (x‘—xo)..o(x_
kde a < &£ < b (£ oviem zdvisi na x); dukaz viz v D Il, kap. V §7,
piikl. 1.

Poznémka 3. Od tohoto okamzZiku pijde v této kapitole vyhradng
o koneéné realné funkce jedné reilné proménné. Zachovejme predpo-
kla.dy a ozna.éeni pozn. 2. Potom pro asx<f=bije

ff(x) dx _fP(x) de + ——— " + )i f(z (@ — z,) fr+O(E)dz;
(4)

posledni integral dovedeme odhadnouti, zndme-li ndjaky odhad funkce
f**1 v (a, b). Na§im tkolem bude toto: Zndme-li hodnoty f(z;), mi-
zeme integral funkce f nahraditi p¥iblizné integrélem funkee P; pfitom
je oviem zdhodno odhadnout chybu, které se tim dopustime, t. j.
odhadnout posledni integradl v (4).2) Je-li na pf. |f"+V(z)] < M pro
viechna z € {a, b), vyohézi

.f/(x)dx fP(x)dx =G +1)' f[x |z —=| de.

Integral funkoe P dovedeme vypocisti; jest

z,) fr+(g)

B8
(8) [P(x) dz = CP f(x,) + ... + C f(=,),
B
(7) op=—2>L H(x —z)dz.
1—[(3?1 — %) & k:l:?
k4=7

1) Této methody lze uZiti k numerickému vypo¥tu integralu funkce f, zné-
me-li pouze kone&ny podet hodnot této funkce; tak je tomu na pt. &asto v apli-
kacfch, jestlie hodnoty funkce f stanovime mé&fenim. K odhadu chyby podle
vzorce (4) jest oviem tieba znati n¥jaky odhad derivace fir+1),
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Cisla C{” nezdvisi na tvaru funkoe f, zévis{ oviem na «, B, Z,, ..., Z,;
na volb® téchto ¢isel zdvisi téZ tvar ,,zbytku®, t. j. posledniho integ-
rdlu v (4). N8které pifpady probereme v této kapitole.

Cviden{

V t&chto cvifenich ur$ime tvar polynomu (1) pro n8které speciélnf volby bodi
Xy, -+ +» Z,. K cvid. 1, 2 je vhodno si zopakovat pozn. 2 v kap. XIII, § 8.

1. Zvolme z; = cos ((27 +1) =0,...,7); to jsou zfejmy kofeny

2(r + l))
t. zv. CebySevova polynomu?) T, () = 1 <7 ©08 (r + 1) 6, kde z = cos 6.

Tedy

Tr-n(x)

p,(a:) =0
xr — :v,

kde O je konstanta. Podminka p,(x,) = 1d4vé C = (T,,,(x,))~. Odtud snadno

(=1 Ll(f)

p,(z) = + (— 1T —2) % ..

2. Zvolme z; = cos ((7—}—1) +2) G =0,...,r). Jefto
iTr+2(:t:)=r+2 Sin(r_|_2)19(:c=cosi9),

dz 2r+1 sin &

jsou z; pr4vé viechny kofeny polynomu T; +3(%). Podobn§ jako v cvid. 1 vyjde

2r+1 T, 4)
() = — 1) (1 — o3) 2
Pi@) (r+2)’( yi-= z—
3. Zvolme
ori
z; = exp(r _1:71) (j=0,...,7r;6xp (z) = e).
Vyjde

1 zr+l — 1

py@) = r+1 i T —

%) Kdo se o téchto polynomech chce poufiti podrobn¥ji, najde ndco v kap.
X1V, § 9.
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§ 2. Cotesova metoda. Pfi této metodd se integradni interval rozdsli
body z,, z,, ..., z, na r stejnych dild.

V&ta 246. Budle a, h, r koneénd redlnd &tsla, h > 0, r celé, r > 0.
Budif f(z) funkce redlnd a spojitd v {a, a + hr). Polofme

®) [ier s =500 @ +8) + B,
kde
n — (— 1)-1 , . .
(9) Oy _mft(t—1)...(t—(;—1))(t—(7+l))...(t—r)dt.

0
Potom pro R platt tyto odhady (pfi Cems & = &(t) znamend &slo intervalu
(@, @ + hr), zdvislé na t):
1. Existuje-li v {a, a + hr) konebnd derivace f"+V(z), jest

r

(10) R=(T":Ll)!fc(:_ 1)... (¢ — ) fo+D(8) 2 .

0
I1. Je-li r sudé a existuje-li v {a, a + hr) konend derivace f*+%)(z),
jest

(11) R= Tf!%-‘ ft(t —1)...(¢t—r) (t — %)f"”’(f)dt.

1}
Dikaz. PoloZme F(z) = f(a + hz), takZe
a+-hr r
(12) [ f(=) dz = h[F(z) d=, F(j) = f(a + jh), FP(z) = k* {P(a + ha)
a 0
pokud existuje konedns derivace. vpravo. Budi? P(z) polynom P(0, 1,

ey 73 F(0), F(1), ..., F(r); z). Podle pozndmky 3 v § 1 (kde klademe
&« =0,  =r, Z; = j a misto f piSeme F) je

(13) fP(x) dz = z'0§'> F(),
0 7=0

kde C{ (viz (7)) jsou vskutku déna vzorcem (9). Cislo R v rovnioi (8)
je pak podle (12), (13) déno rovnicf
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(14) R = hf(F(x) — P(z)) d=x .
0

Tvrzeni I plyne pak ihned z rovnice (4) v § 1, pozn. 3. Tvrzeni II pak
dokéZeme takto:

Budi# r sudé, r = 2s. BudiZ z libovolné &islo z <0, 2s8), rizné od ¢isel
0,1,2,...,2s Vysetifujme tuto funkei proménné z:

2(z—1)...(z — 28) 2z —
z(x —1)...(x — 28) " —
_ 2(z—1)... (2 — 28)(z — 2) ‘ey __ P

WD) T (=) . (2. (e —a L @26

Jest D(z) =0 pro z=12,0, 1, ..., 25; mimo to jest &'(s) = 0. Podle
Rolleovy véty mé tedy funkce @’(z) v (0, 2s) vedle kofenu s je¥td
daldich 2s + 1 raznych kofend. Podle véty 84 v D Il (aplikované na
funkei @'(2)) existuje 7 € (0, 2s) tak, ze @ +I(7) = 0, t. j.
(23 + 2)! (F(x) — P(x))
(x—1)...(x — 28)(x — 3)
(28 +2)! (F'(s) — P'(s))

(81)%(s — =) '

Vypodéteme-li odtud F(x) — P(x) a integrujeme od 0 do 2s, obdrzime

D(z) = F(z) — P(z) —

= (F(2) — P(z) —

0 = F@+2(7) —
(16) v

— (= 1y

23

2
f(F(a:) — P(z)) dz = (23_—1+-27! fa:(x— 1)...

(16) 0 0

28
v (@ — 28)(x — 8) F2s+(7) dx + A fx(x —1)...(x — 28)de,
0

kde konstantu A nevypisuji. Ale posledni integril je roven nule, nebot
po substituci £ = s 4 y prechazi tento integral v integral

fs(y2 — &)W —(s— 10 ... (y* — 1®) ydy,

a ten se rovnd nule (integrand je licha funkee). Z rovnic (14), (16)
plyne pak ihned (11).
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Pozndamka 1. Cheeme-li uZiti véty 246, musime vypodisti ¢&isla
C{". Substituci r — ¢ = v dostaneme z (9) ihned C{’ = C,. Dalii
vztahy dostanu na zidkladé toho, Ze ve vzorci (8) jest R = 0, jakmile f
je polynom stupnd nejvy#e r-tého (nebot potom v (10) jest /1 (£) = 0).
UZijme vzorce (8) pro @ = 0, h = 1, kladouce po fad$ f(z) = 1, f(z) =
= z(r — 2), f(x) = z(x — )(r — z)(r — 1 — z) atd. ObdrZime rovnice

cY +CP + ... +0$')=0f'dx=r,
1.r—1)C" +2.(r—2)00 +... +(r—1).1.09, =
_—_éfx(r——x)dx =3,
2.1.(r—3)(r—2)0CP +3.2.(r—4).(r—3)C" +... +
'+(r—2)(r—3).1.2.C’£’_)2=bf'x(x—1)(r—l—x)(r—x)dx=

— = 2
atd. Z t&chto rovnic s pouzitim vztahu C{? = O\, Ize vSechna C{”
vypodisti (viz cvid. 1).

Poznimka 2. V praxi miZeme uZiti véty 246 na p¥. takto: Mame
poditati

(17) ff(-’v)dx (—o<A<B< + ).
A

Zvolme pfirozend disla n,r, rozd8lme interval integraéni na =
stejnyoh dila

h=<%+kB_A,A+m+nB_A\

n n /
(k=0,1,...,n — 1) a na kaZdy z nich ufijeme véty 246. Prvni
éleny v rovnicich (8) vpravo (podet téch rovnic je ted n) davaji pfi-
bliznou hodnotu integralu (17), pti dem# oviem h = % Pred-
pokladédme-li, Ze v (4, B) je |[fr+V(z)] < M, po piipadd |[fr+ ()| <
< M, dostaneme pro chybu R v pfipad$ I odhad?)

4) Jde o soulet n &fisel R z rovnic (8).
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—A r+2 4
as) w1 <2 (B4 oy [ -,
0

v piipads$ II pak odhad (jestliZe r je sudé)

M (B— A\ 1 : :
1% < n,“( . ) T f‘t(t —1)... (- r)(t —%)
(18a) 0

Vidite: volite-li » pevnd, potom pro n — o konverguje R k nule aspoii
tak rychle jako Nn-"-1, v pfipad$ II dokonoe aspoii tak rychle jako
Nn-"-2 (pfi demZ N je konstanta nezavislé na n). Je-li funkce f dana
podetnim vyrazem, miZeme oviem z voliti libovolnd velké a tim do-
sdhnouti libovolné presnosti.’) Jsou-li v8ak hodnoty funkee f diny na
pf. fysikdlnim mé&fenim, je éislo n .r omezeno poétem vykonanych
méfeni; mimo to jsou mérend éisla f(a + jh) zatiZena pozorovacimi
chybami, takZe by nemélo smyslu stupiiovati pfesnost vypodtu nad
jistou hranici (mimo to té% odhad zbytku (18), (18a) miZe v tomto
pfipadd &initi obtiZe, nedovedeme-li n&jak odhadnouti velikost deri-
vaof funkoe f).

Pozndmka 3. Zpisob vypodtu, udany v pozn. 2, vede pro r =1
k metod® lichob&Znikové a pro » = 2 k formuli Simpsonovd (viz J |,
véta 61, IT a vita 62; ukazte, fe dostanete i ty% odhad zbytku).

ds.

Cviden{

1. UkaZte, %e rovnice z pozn. 1 vskutku urfuji &sla C{". Vypo&téte

1 1 4 3 9 14 64
CV=_; 0=—,C00=_—_;00=—,080=—;C®h=—,C0=_—_,
0 2 0 3 1 3’0 g’ 1 8° 0 45" 1 T 45

95 125 125
h) — . B — B — OB =
a 15° Co 288" G 96 ’ 2 144

V nésledujicich cvifenich pfedklédam &tendti jestd dalsf metodu mechanické
kvadratury, kterou uvadf Petr ve svém Integradlnim poétu (2. vyd.,str. 285 — 294)

%) Co by se d8lo pfi r » 0, nelze obecnd fici, nevime-li, jak se chovajf deri-
vace f") pFi rostoucfm r.
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jako%to ,,metodu ku praktickym podtim GJelndjif a vakutku ufivanou, zvl4sts
pFi vypodtech astronomickych*‘. Body z,, 2y, ..., %,, jich¥ ufvdme k sestrojenf
Lagrangeova polynomu, jsou zde opdt ekvidistantni, ale leZf z ¥4sti vn¥ integ-
radnfho intervalu. Probereme zde podle Petra tti p¥pady.

K ,,postupnym diferencim‘ 4*y,, které v t&chto cvifenich zavedeme, podo-
tykdm ptedbé&nd toto: Vytvotim-li z funkce f nové funkce Af, 4%/, ... (,,postupné
diference‘‘) rovnicemi Adf(z) = f(x + p) — f(z) (» ¥ 0 pevné &fslo), A%(z) =
= df(x + p) — 4f(x) = f(x + 2p) — 2f(x + p) + f(x) atd., je jasno toto: Je-li
/ polynom stupnsé k, je (pro k > 0) 4f polynom stupnd k — 1 atd.; 4*f je kon-
stanta riznd od nuly, 4**1f je nula. To bude &tendf pot¥ebovat pfi riznych
dvahéch.

a+nk a+h
2. Méme poditati | f(z) dz (b > 0, n ¢ N). VySetiujme napted [ f(z)dz.
a

[ ]
Budif r« N. Polofme f(a + kh) = y,, F(t) = f(a + ht), tak¥e né3 integrdl je
1

»[F(¢) dt. Utiji interpola¥ntho polynomu pro hodnoty z, =0, z, = 1, ...,
0
z, = r (viz pozn. 3 v § 1). Vychézi

1 1
(19) fF(t) dt =AY+ ...+ 4y, + R ft(t 1)...¢—r)de,
0 ]
inf Fr+1)(t) < pu, < sup Fer+1)(2) .9)
0<t<r 0<t<r
Odtud ihned pro celé n > Q
a+nh

(20) f f@®)dz = MAy(Yo + -+ + Yn-1) + Aar + ... + ¥0) + ... +
+ A+ et Ynpr) + B

(vyraz pro R upravime za chvili). Zavedme na chvili oznafeni 4y, = y,.; — ¥,
Aky, = Ak—ly,+1 el Ak-ly,.l’) Zévorku v (20) lze pﬁ‘ti té¥ M(*y. -+ Y1 + e+

%) Existenci & omezenost této derivace pfedpoklédejme.

7) Poditén{ t&chto ,,postupnych diferenci* je snadné, upravime-li je vhodn¥
v tabulku:

Ys 4%y, Ay, | atd.

Ys
N&kdy pifeme té% 4%, misto y;.
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+ Yp-1 + ';‘yn) + My(y, — yo) + Mx(?ln.u -+ ... + Mr-—l(yn+o-x = Yp-1)
a to lze pomoci diferenci koneén$ pséti:

a+nh r-1
f f@)dz = h M(‘%yo +%ht oo+ Ypy + 3Ya) + hkzo"‘k(dkyn — d*y,) + R.

21)

Volme a = 0, h = n = 1 a kladme postupns: f(x) = 1, f(z) = ¢, f(x) = t(t — 1),
.*) vyide
1

1
M=1, x =0, o = mft(t—l)...(t—k)d‘ (k> 0),
(22) 0

R =nh"*2x.pu,

kde inf i) su < sup f7tN(%). Nevyhoda tohoto
aZzZa+(n+r-1)h a<z=Za(n+r-1)A
postupu jest: U%fvé se i hodnot funkce vn¥ integra¥niho intervalu. Vyhoda:

Kde#to &fsla Oﬁ" v metod¥ Cotesovd (vdta 246) zdvisf na dvou indexech, zdvisf

&isla «; jen na jednom indexu; po&itdm-li podle vzorce (21) s urfitou hodnotou r
& nenf-li pfesnost postatujicf, zkusim zvétiit r o jedni¢ku; k tomu cili sta¥f pti-
&isti jediny &len h &, (4Ty, — ATy,). Petr uvadi tyto hodnoty:

1 1 19 3 863
al=—-ﬁ,a,=2—4,a,=—-72—0,o“=1—66,a,=—m,
275 33953
%= 24192 ¥ T T 3628800

3. Viimnete-li si zafétku cvié. 2, vidite, Ze na p¥. body %o, 2, ..., %,, jich¥ se
1
uivé pii interpolaci k vypostu [F(f) dt, le#f nesymetricky vzhledem k integrad-
0

nfmu intervalu (byly to body 0, 1, ..., r). VyloZime nynf dva pFpady, kde tyto
body leZi symetricky. Napfed vSak upravme trochu oznalen{ pro diference.
Déna budi% funkoe f, &fslo a a &islo 2 > 0. Pro celé k poloZme (k, 0) = f(a +
+ kh) = y,.*) Diferenci (k + 1,0) — (k,0) ozna¥me (k + 4,1); diferenci
(k+ §, 1) — (¢ + #, 1) ozna¥me (k + 1, 2) atd.

8) R je pro téchto r + 1 funkecf rovno nule. Postupné diference se pro tyto
funkce snadno poéitaji.
%) Ctenét se jistd nebude plésti s oznadenfm pro otevieny interval.
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Obecns:

» P N_(2, 1
(—2'+1,q)—(—2--)-—(2+2.9+1)-
Tabulkea diferenci potom vypadé takto:

....................................

KaZdy &len (nele%i-li v prvnim sloupci) je rozdflein ondch dvou &lent pfedchéze-
jictho sloupce, jeZ leZf bezprost¥edn¥ pod & nad nfm. Jest$ vyplnime prézdné
mista v tabulce: Symbol (}», ¢) byl dosud pro celé p, g definovén jen tehdy,
je-li p + ¢ sudé; definujme je§td pro p + g liché (p, g celd):

Gr=%3r-%9+4dr+ 3.9
a+h

1
4. K vypostu [ f(x)dz =h ofﬁ'a) dt (p¥i Sem¥ F(t) = f(a + h¢)) ufiji nynt
a

funkénfch hodnot F(¢) prot = — ¢, —s+1,..., —1,0,1,..., 8 8 4+ 1. Jeito
tyto hodnoty funkce F jsou linedrnimi kombinacemi diferenci (}, 0), (3, 1), ...,
(4, 25 + 1) — a naopak, lze vysledek pssti ve tvaru

1
(23) JPO = 430 + o+ AuaGo 20+ 1) + Bus

je-li F polynom stupng nejvyse 2s + 1, je R, = 0. U%iji-li vzorce (23) na funkei

F(1 — t), nezm&ni se levd strana; potddek hodnot F(— &), F(—s + 1), ...,

F(s + 1) se obratf; v (23) vpravo se proto pouze zm¥n{ znameni symbohi (4, k)

8 lichym k. Tedy 4, = 4, = 4, = ... = 0. Podobn¥ jako v cvié. 2 vypodteme
1

fz(z-— 1) ... (8 — (k— 1)%)(¢— k)det pro k> 0.

Ao= 1 Au = Gy
0

S&ftanim jako obvykle!?)
19) n celé kladné; jako obvykle pifi y; = f(a + jh).
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a+nh

1
Y f Hz) dz = (*yo + Y1+ oo+ Ynoa + 1Y) + 4y((n, 1) — (0, 1)) +
P

+ A((n,3) — (0, 3)) + ... + Ayg,((n, 28 — 1) — (0, 28 — 1)) + ndy, 5%+,

i ¥+ <p < sup [+ (z) . ¢
a-shSz=<a-+nh+sh a-shSzSa+nh+sA
Petr uvédi hodnoty:
1 11 191 2497
d=—— A4, =— , A= — —— , Ag= ——— ,
' 12° 7 720 °* 60480 ° T* 3628800
4 14797
10 95800320

5. KdeZto v cvid. 2, 4 byly meze integrélu sou¥asnd té% interpola¥nimi body,
budou nynf lefeti uprostfed mezi dv&ma interpola¥nimi body. Polofme op&t
f(a + ht) = F(t) a poditejme

a+{A %
[ tx)ydze=hn [F()ae
«-$A -$
pomocif hodnot
F(— ‘)! ---1F(’) ’

t. j. pomocf hodnot
('— 8, 0)’ (— L + ln 0); cony (’ - l: 0)1 (8’ 0) .
Opét zavedu diference a dostanu

)
(24) { F(£) dt = By(0, 0) + By(0, 2) + ... + By,(0, 28) + R,

(koeficienty pfi (0, k) pfi lichém k jsou roviny nule, jako v cvid. 4); jest pak
t
= e—— (2 — 12 “eo : — - .
T fz (¢ — 13) ... (8 — (k — 1)) dt

By =1, By,

Zbytek R, dostane nynf p8kn¥&jsf formu, u¥iji-li k jeho odhadu metody, poufité
pfi dikazu tvrzenf IT vty 246; viz (16), kamZ misto x zavedte ¢ subsetituci
# = 8 + ¢, nade¥ misto v mezich — s, ¢ integrujte pouze v mezich— §, §. Obvyk-
lym seStenfm plyne pak
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a-}A+nh
f f@) A% = Yo+ 9y + oo + Ynr + Balln — $ 1) — (— § 1)) +
a-§A
+ «oo + By,((n — 4}, 28— 1) — (— }, 2s — 1)) + M"‘“B.,.Hp R
fo40(z) < p <

1
h

inf sup 2+2)(z) .9
a-shSzrSa+(n-1)A+sh a-ASxSa+(n—-1)A+sh
Viimné&te si, o mezi ovid. 4 a 5 je asi ty¥ rozdil jako ve v¥t§ 246 mezi lichym
a sudym r: a8 je interpoladni polynom v ovié. 5 stupng o 1 ni¥¥fho neZ v cvié. 4,
jsou odhady pro zbytek ¥4dovd stejné.it)

Petr uddvé tyto hodnoty:
51 _oon 367 B 27869
*T 24 4T T 5760° ' 967680 ° ' 464486400 °

1295803
10 ™ 122624409600 °

§3. Gaussova metoda.’?) V §1, § 2 jsme funkei f aproximovali
polynomem P, pro ktery je f(z,) = P(z,); d4 se olekévati, e ve
v8t&ing p¥ipadd dosdhneme lepii aproximace, budeme-li vedle spln&nf
rovnio P(z;) = f(z,) pofadovati také jestd splnéni rovmio P’(z,) =
= f'(z;). Odvodme o tom tuto v&tu:

V&ta 247. Budif r celé, r =0, — 0 < a < b < 4 . Necht redind
funkee f(x) md v (a, b konetnou derivaci f* +%(x). Budte z,, z,, ..., Z,
navzdjem rizné body sntervalu {a, b). Budi¥ P(z) polynom P(z,, ..., 2,
f(Zo), .. -, 1(,); z). Potom.existuje jeden a jen jeden polynom M (z), jent md
tyto vlastnosts:

I. M je nejvyde stupné 2r + 1.
II. P(z,) + M(z;) = f(x;) proj =0, 1, ..., 1.

111, P'(z;) + M'(z;)) = f'(z;) proj =0, 1,...,r.

1) Tomu jest rozumdti takto: Integra¥nf interval (a, @ + nh), po pkp.
(6 — $h, a — th + nh) mé jistou délku I = nh, nalei nh¥+? = I3, n-t-1;
mocnitel — 28 — 1 pti n udavé ,,f4d* pro odhad zbytku pf#i rostoucim n, t. j.

pri hust¥i a hustsf volb¥ ,,interpola¥nich bodu* a + b = a + jIn~1.

13) K tomuto pa fu pot¥ebuje Etensf z kap. XIV vdtu 209 a poléitek § 9
a¥ do pozn. 1 vdetnd.
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Jest pak M(x) = (x — Zo)(x — ) ... (x — x,) Q(z), kde Q je mnohollen
(stupmé ovdem nejvyde r-tého ). Ke kaidému x € {a,b) existuje pak & € (a,b)

tak, Ze jest
(25)  fe) = Plo) + (@) + T2 B = B porsag).

Dukaz. Podminka II Hka, Ze M(z,) = 0, t. j. e M(x) = (x — x,)...
oo (2 — 2,) Q(x), kde @ je polynom; podminka I fiké, Ze @ je nejvyse
r-tého stupnd. Déle jest

d
[d_x M(m)] = (@ — X)) .. (&, — 2, )@ — Z;44) ... (&, — 7,) Q) ;

z=2z;

podminka III tedy fik4, Ze

(26) Q(x,) = ﬂ’.’ kde ﬂ‘ = M pro 7= 0’ 1’ ey T
H(xj — %)
k=0
k)

Podminky I, IT, III budou tedy splnény tehdy a jen tehdy, je-li @
polynom P(z,, ..., z,; By, ..., f,). Zbyva dokézati (25). Tato rovnice je
ziejmd pro x = x,, pro ¥ = x,, ..., pro z = z,. BudiZ tedy déno
zela,b), x +x; (j=0,1,...,r). Sestrojme tuto funkei proménné z:

(z—2)... (2 —2z,)
(x — )2 ... (x — 2,)?
— P(x) — M(z)) .

Tato funkce je rovna nule pro z = x,, ..., , & pro z = 2. Jeji derivace
je tedy rovna nule v » + 1 bodech, lezicich vidy mezi dv8ma soused-
nimi z téchto bodi; mimo to je derivace je§t§ rovna nule v bodech
Zy, - .., T, (to je ziejmé z (27) a z podminky IIT). UZijeme-li na funkei
@' (z) véty 84 z D Il, vidime, Ze existuje & € (a, b) tak, #e @ +2(£) = 0,
t. j. (jezto P 4+ M je nejvyse stupné 2r + 1)

, _ (2r + 2)!
fereag) = (x — 2)2 ... (x — z,)?

(27) () = f(z) — P() — M(2) — (H(z) —

(f(z) — P(z) — M(z)),

coZ je rovnice (25).

Poznamka 1. Necht existuje v {a, b) omezen4 derivace f* *+2)(z),
takZe existuji konedna &isla m, M tak, Ze m < f*+?(z) < M pro
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viechna x € {a, b). Budte déle splnény piedpoklady vty 247. Potom
z rovnioe (25) plyne (uZijeme-li na integril posledniho &lenu prvni véty
o stfedni hodnotd)

b b b

aff(w)dx =[P(x) & + (@ — %) ... (@ — 2,) Q(z) dw +
(28) 5
+(—2—’%2)! f(z —z)... (x — )} dx,

kde m < u < M. To je vzorec pro piiblizny vypodet integralu vlevo;
posledni ¢len vpravo je zbytek. Ale neni to vzoree toho druhu, jaky si
pfejeme: nebof polynom @Q(z) zavisi nejenom na hodnotéch f(z;),
nybrZinahodnotéch f'(z;) (viz (26)). Tuto nesniz odstranime, voli-
me-li za z,, ..., z, kofeny'?) Legendreova polynomu X, ,(z), p¥islus-
ného k intervalu (a, b) (viz kap. XIV, § 9, A, (83)); to lze, nebot tyto
kofeny jsou navzdjem rizné a leii v (a, b) (viz vétu 209). Potom

Clx — =) ... (x —z,) = X, ,(x),
kde C je konstanta, a druhy integrdl vpravo v (28) je roven
nule nésledkem orthogonality (nebot @ je stupné nizsfho neZ r + 1).
Podotkn&me jesté: Oznadim-li znakem P, ,(z) Legendredv polynom
piisludny k intervalu (—1,1) a jsou-li ¢, ...,¢%) jeho kofeny, je
(viz kap. XIV, § 9, (87))

b —a r+1
X, 11(3(6 —a)t + 3(b + ) = ( 3 ) P,

tedy
z;=3(b—a)t; + 30 + a).
V prvnim a tfetim integrdlu v (28) vpravo zavedeme substituci
z=3}0b—a)t + }b + a).14)
Podle (6), (7) jest

b
(29) [Peran =323 or fe.

13) Sefazené na p¥. podle velikosti.
14) Jde o substituci, jeZ hodnoty ¢t = — 1, ¢t = 1 zobrazuje na ¢ =a, z = b.
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1

fﬂ«—mm
ﬂ (b — te) -1 ki
i

poslednf ¢len v (28) pak jest

2r+3
(31) r i m (b 5 “) f(t —t .. —t)pd.
-1

Integral v (31) jest podle (87a) v kap. XIV roven
+1
SR G 18 it
(32) ((2r + 2)1)p fP:n(‘) dt,

poslednf integril pak podle (86) v kap. XIV je roven 2: (2r + 3).
Vyraz (31) je tedy roven

1 (2.4.6...(2r +2)\
@3) G + 3 & — g (1 3.5...02r + 1)) .
Shrneme-li vysledky této poznidmky 1, obdriime tuto v&tu, kterd
dévéd Gaussovu metodu mechanické kvadratury:

V&ta 248. Budif{ — 0 <a <b < + . Budif r = 0, r celé. Budif
f(z) redind funkce, majict v {a,b) omezenou derivaci f* +%(z), takse
exsstujt komednd &tsla m, M tak, Ze pro véechna ze{a,b) jest m <
< f@+9(z) < M.

Budte ddle ty,t,, ..., t3) kofeny Legendreova polynomu P,,,(t) (viz
kap. XIV, §9, A) a polofme z, = }(b — a) t; + }(b + a). Potom jest

(30) op—— !

>
Jtersa=10-0 5 0r 1) +
(34) -
1 (2.4.6...(2r + 2)\*
T T 3)v( 2 \1.3.6...2r + 1)

kde C{” jsou ddna vzorci (30)am = u < M.

Poznémka 2. K vypodtu &sel C{” je tieba znati kofeny polynomu
P,,,. Viz cvid. 2.

b —_ a)’f-’-s
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Poznémka 3. (Obdobné poznédmoe 2 v § 2). Mdme poditati
B
flz)dz (— 0 <4<B<+ ).
4

Zvolme oeld &isla n > 0, r = 0; pfedpokliddejme, %e pro viechna
ze{A, B) je m < f**¥(z) < M. Rozdélme interval (4, B) na n
stejnych dfli & na ka¥dy z nioch aplikujme vzoreo (34). Zbytek bude
miti tvar

# 1 (B— 4y

1 (2.4.6...(2r+2)’
(2r + 3)! " nir+2

"2 \1.3.5...(2r + 1)’

pfi demf m < u < M. Pfi pevném r konverguje tedy zbytek pro
n — o k nule aspoii tak rychle jako Nn-3r-3 (kde N je ¢fslo nezévislé
na n), cof je vysledek podstatnd vyhodngj& nef v § 2, pozn. 2. Oviem
na druhé strand je ekvidistantni rozdéleni bodd z; v Cotesové metodd
piijemngjsf neZ nepravidelné rozdélenf v metod® Gaussovs.

Cvidenf

1. UkaZte, fe v&ta 248 je pro r = 0 totoZné s vysledkem cvid. 2 v J I, kap.
VI, §1.

2. Vzpomeiite si, fe Legendreliv polynom P, je sudé (lich4) funkce pro sudé
(liché) n. Odtud pro koeficienty C{ ve v&t& 248 (viz (30)) plyne C{? = C{ . Pro
r = 1, 2, 3, 4 midete tedy snadno vypo¥isti koteny ¢,'*) a ¥isla C{". Petr uvadi
(Integrélni po¥et, 2. vyd., str. 300):

Pror =1: t,=:Fl:V§, C(.”=0(11)=1.

3

Pror=2:t,=f 5 t, =0, ty, = — t; C{,”=O§”=%,C‘l”=;-.

3 2 yar 1 1
Pror =3: tl=;§:l/7;}:3—sv30, 0;.)=E:F3—6V3—0.

5 , 2 yss .
Pror=4:¢ =0, t,=:[;l/§-;i;ﬁ]/70 (1% 2);

128 322 F 13)/70 .
o = 222, 0}"=—*930L(74=2).

1) Pozor! To jsou kofeny polynomu P,,,.
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3. Oznaden{ jako ve vé&té 248 a v cvié. 2. Procelé k (0 < k < 7) jest

4 2
z (2O — .
o 2k +1

Odtud a z rovnic C{” = C{7, lze poditati &isla C{?, znéme-li kofeny polynomu
Py pa().

682



		webmaster@dml.cz
	2012-09-06T06:27:29+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




