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4, Linearni diferencidlni rovnice

4.1.  Linedrni soustava diferencidlnich rovnic je takovy specialni pfipad soustavy
(3.1.1), Ze G = J x K", kde 4 je interval v R a funkce f(t, X,, ..., X,) pfi pevném ¢
jsou polynomy stupné nejvySe 1 v proménnych x,, X, ..., x, pro i =1,2,...,n.
MiiZzeme tedy psit

St xgs oo xn) = Au(®) xy + oo + A x, + b,(1), i=1,2,..,n.
Linedrni soustavu diferencidlnich rovnic zapisujeme ve tvaru

%y = A () X3 + ... + A (t) x, + by(t),

% = Agy(t) Xy + oo + Ag(t) X, + ba(1),

Xy = Any(t) %y + oo + A1) x, + b(1). (1.1)

Abychom pfesli k vektorovému zépisu, soustavu koeficientt 4;,(t) zapiSeme
jako matici A(f) typu (n, n) [tj. A;(t) je prvek, ktery stoji v i-tém ¥idku a j-tém
sloupci matice A()] a pro x = (x4, ..., X,) € K" definujeme, Ze A(t) x je takovy

vektor z K", jehoZ i-tou komponentou je Y, 4;(t) x; [viz (3.2.10)]. Ozna&ime-li
Jj=1
jest& b(t) = (by(t), ..., by()) € K", miZeme soustavu (1.1) zapsat ve tvaru
% = A(t) x + b(t). (12)

Pii tomto zplisobu znadeni je vyhodné vektory z K" povaZovat za matice typu (n, 1),
tj. za sloupce

)'cl X4 . bl(t)
=2, x=[72], b(r) = ?2(‘) : (1.3)
;'c,, ;c,, i),,(t)

nebot vyraz A(t) x potom piechdzi v soudin matic A(f) a x. ProtoZe zépis v (1.3) je
graficky nevyhodny, uZivd se misto n&ho zdpisu X = col (%, X3,..., %,), x =
= col (Xy, X3, v+ %), b(£) = col (by(2), by(t), .., by(f)) (v lating columnus, v anglig-
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tin& column znamen4 sloupec). Tohoto zépisu budeme uZivat v této kapitole a dale
tam, kde budeme pracovat s linearnimi diferencidlnimi rovnicemi. Na jinych mistech
budeme pro aeK" psit a = (ay, 4, ..., 4,) [viz zavedeni kartézského soudinu
v odst. 0.1].

4.1.1. Poznimka: (1.2) je vektorovd linedrni diferencidlni rovnice. Slovo vektorova
se obvykle vynechavé, a proto (1.2) budeme nazyvat linedrni diferencidlni rovnici
nebo stru¢ng rovnici. ProtoZe (1.1) vznikne rozepsdnim rovnice (1.2), nazyva se
i (1.1) linedrni diferencidlni rovnice. Je-li by = b, = ... = b, =0, pak (1.1) se
nazyva soustava linedrnich homogennich diferencidlnich rovnic; je-li b = 0, pak
(1.2) se nazyva linedrni homogenni diferencidlni rovnice. Chceme-li zdiraznit, Ze
rovnice (1.2) nemusi byt homogenni nebo dokonce, Ze neni homogenni, mluvime
0 nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici; obdobné se mluvi o soustavé nehomo-
gennich linedrnich diferencidlnich rovnic.

Pod vlivem pojmu ,,linedrni zobrazeni* se v n&kterych textech rovnice (1.2)
nazyva linearni diferencidlni rovnice jen je-li b = 0; nemusi-li byt b = 0, pak se
rovnice (1.2) nazyva afinni diferencidlni rovnice a obdobng se termind linedrnf
a afinni uZiva v ptipadg soustavy (1.1).

42. V celé kapitole budeme pfedpokladat, Ze # je interval v R a Ze funkce
A: F > M, b: F - K" jsou spojité. Nejdfive dokaZeme, Ze existuji feSeni rovnice
(1.2).
4.2.1. Véta: Necht je ddno y € K", se S. Potom existuje Fefeni u: ¥ —» K"
rovnice (1.2) takové, Ze je u(s) = y.

Ditkaz: Definujme posloupnost funkci u!: # —» K", i = 1, 2, ..., rovnicemi

)=y + fb(a) do pro teJs, (2.1)

Wt =y + j 'b(a') do + f’A(a) ulY(o) do,

pro teSf, i=12,.... (222

Funkce u!'] je spojitd; vime-li, Ze ul je spojitd funkce, potom Au!" je také
spojitd, integral v (2.2) spojité zdvisi na horni mezi a také ul**11 je spojitd. Funkce
ull i =1,2, ..., jsou tedy spojité. PoloZme

¢(t) = max {|ut*}(o)| | cels, t)} pro t=s,

o(t) = max {|ul)(o)|| | o€ <t, 5D} pro t=<s
[také funkce ||[u'!)(c)| proménné ¢ je spojitd]. Pi¥eme-li v (2.2) i = 1 a odedteme-li
(2.1), dostaneme

ul? (1) — u!'(s) = J. ‘A(o) ul'Y(0)do pro tes. (2.3)
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PiSeme-li v (2.2) i + 1 misto i a odeSteme-li od této rovnice nezm&n&nou rovnici
(2.2), dostaneme

Wit 2)(g) — yUi+1)(y) = J.‘A(o) [ut* (o) — u'Y(o)] do

pro teSf, i=12,.... (24

DokaZeme, Ze plati

t i
1444750) = w0 5 o) | [ 1) 4o
i),
pro tef, i=12,.... (2.5)
Z (2.3) a z definice funkce ¢ plyne [viz (3.2.12) a (3.2.25)]

W2 — w0 < (o) j J4(0)] do

tj. (2.5) plati pro i = 1. Vime-li, Ze (2.5) plati pro n&aké i = j, kde j = 1,2,3,..,,
odvodime z (2.4) pro t > s

0+ = 0] 5 [t & o) [l ] e

Funkce ¢(0) prom&nné o je neklesajici pro o = s, tj. ¢(c) < ¢(f) pro s S o £t
a proto plati

12+26) ~ w0 59] 5 % 000 [ 14 [ [ )] e¢ ] ao =

e +1)v (‘)U 4@l df] -

nebot je
d t j+1 . [~ j
G| [lone]” =6 npaa| [1aona]
Obdobné pro t < s plati
Juts#350) — 0] < )[ [la o]
u t t o)| do ,
s G| ot ]
tedy (2.5) plati pro i = j + 1.Proto (2.5) platipro i = 1, 2, .... Z(2.5) plyne, Ze plati
k-1 1 t i
1) - @)l 5 003 L[4 do
- .
pro tef, j<k, jk=12,.... (2.6)
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Pfi pevném ¢ fada
0 1 t i
5 5[ 14e e
i=110|Js
konverguje a tak z (2.6) plyne, Ze posloupnost u%X(t), j = 1, 2, ..., je cauchyovska pro

kazdé t € S. Protoze K" je tplny prostor (viz Vétu 3.2.2), ex1stu_]e u(t) = lxm ul(s)
pro te . Podle (2.6) je

1) - @1 5 00 F, 5| [ 140 ee]

Je tedy u: £ - K" Je-li sea, B) = £, x = max (¢(), ¢(B)), ¢ = [£ [ A(0)| do, je

pro te.f. (2.7

h@—ﬂ%ﬂéxi%?pmtewﬁx (2.8)

posloupnost ul/} konverguje k u stejnom&rn& na {a, B). Je tedy u spojitd na <a, B,
a protoZe <a, ) = S miiZeme volit libovoln, je u spojitd (na #). Z (2.8) a (3.2.26)
plyne

J: A(6) u(o) do — J' :A(a) W(g) da“ <
s [140 1) - v ao
s|[14@1 a0

IIA

%Y =0 pro telmp) S,
i=j 1

t.
rt rt
A(o) uY o) do — | A(6)u(6)do pro j - o, tela, f) = L.

Jvs Js

ProtoZe {a, B) = # miZeme volit libovolng, plati

rt 't
A(o) uYo)do - | A(c)u(s)do pro j— o, te f.

Odtud a z (2.2) plyne [limitnim pfechodem pro i —» o]

t t
u(t) = y + J b(o) do + ’f (o) u(o) do 29)
a podle Vity 3.3.4 u je fedeni rovnice (1.2). Samozfejm& u(s) = y a Véta 4.2.1 je
dokazana.

4.2.2. Poznimka: V dikazu Vity 4.2.1 jsme sestrojili feSeni u rovnice (2.9) tim, Ze
jsme definovali tzv. postupné aproximace u*}, u'l, ... rovnicemi (2.1), (2.2) a doka-
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zali jsme, Ze plati (2.7), (2.9); jinymi slovy, dokézali jsme, Ze metoda postupnych
aproximaci pro rovnici (2.9) konverguje a jeji limita je hledané feSeni.

4.2.3. Poznimka: Uloha najit feSeni u rovnice (1.2) tak, aby spliiovalo podminku
u(s) = y, se nazyvé pocdtecni iloha [pro rovnici (1.2)]. Podminka u(s) = y se nazyva
pocdteéni podminka. Obdobny vyznam ma pocateCni podminka a poatecni tloha
v pfipadé rovnice (1.1).

43. Necht se S, ye K" jsou pevné zvoleny. V tomto odstavci ukdZeme, Ze ne-
mohou existovat dvé riizna feSeni u, v: & — K" rovnice (1.2) spliiujici podminku
u(s) = y = v(s). To je disledek V&ty 4.3.1, kterd je v literatufe znidma jako Gron-
wallova pomocnd véta (nebo téZz Gronwallova nerovnost).

4.3.1. Pomocna véta: Necht A" je interval, neR, se X, ¢, & A — R. Necht
funkce o, & jsou spojité, o(t) = 0, &(t) = 0, pro te A, n > 0. Nechf plati

{) <+ J" o(0) &o) do| pro teux. (3.1)
Potom plati
&) S nexp fg(a) do| pro tex . (3.2)

Dukaz: Z(3.1) plyne, Ze pro t = s plati

“1(') O <. (3.3)
n + I’Q(a) ¢(o)do

Primitivni funkce k levé strané je

In|{n + "g(o) &(o) da-

- o

tedy integraci nerovnosti (3.3) dostdvame

rt - t
In|n + | ¢(o) &(o) do —lnngjg(a)da pro ts,

o

s

a podle (3.1) je

&) =n+ fg(a*) ¢(o)do = 9 exp‘rg(a) do pro t=s.

Dokazali jsme, Ze (3.2) plati pro te J", t = s; obdobn& postupujeme i v p¥ipadé
t<s.

4.3.2. Véta: Necht i, F jsou intervaly. Necht v: # — K", w: # — K" jsou FeSeni
rovnice (1.2) a necht pro néjaké 1€ # n # je v(z) = w(z). Potom plati vt) = w(t)
prote ¥ n f.
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Dikaz: Podle Véty 3.3.2 plati

ot) =o(r) + I 'b(a) do + Jvl A(o)v(o)de pro teH,

T

w(t) = w(t) + J'b(a) do + J"A(a) w(o)de pro te f.

T

Odtud dostidvdme
o(t) — w(t) = 'rA(a) [v(c) — w(e)]do pro tex,

kde X" =,# n F. Jestlize A" obsahuje pouze bod 7, Véta 4.3.2 plati. Nechf X
obsahuje vice neZ jeden bod. /" je interval. Podle Véty 3.2.10 a podle (3.2.12) je

o) = w(o] = j :IIA(G)II o) = w(o)] de

Tim spiSe plati

pro teX .

rt

[o()) = wO)] < 7 + || [4()] [o(c) — w(o)]| do| pro te o,
pro libovolné n > 0 a podle Pomocné véty 4.3.1 je

[o(r) = w(t)|| < n exp f"A(a)” de| pro tex;

protoZe 7 je libovolné, je [|v(f) — w(f)| = 0, v(f) = w(t) pro te & a Vita 432 je
dokdzéna.

4.3.3. Poznimka: Z Véty 4.3.2 plyne: Jsou-li u, v: & — K" takova feSeni rovnice
(1.2), Ze u(t) = v(7) pro n&jaké 7 € S, potom u(t) = 1(t) pro te S.

4.3.4. Poznimka: Ke kaZdému FeSeni w: # — K" rovnice (1.2) existuje reSeni
u: £ - K" rovnice (1.2) takové, Ze je u(t) = w(t) pro te #; jinymi slovy FeSeni w
muZeme prodlouZit na interval J. Abychom to dokdzali, zvolime 7€ # a podle
Véty 4.2.1 najdeme feSeni u: # — K" tak, Ze u(t) = w(z). Podle Véty 4.3.2 je u(t) =
= w(t) pro te #. Zejména plati: KaZdé maximdlni FeSeni rovnice (1.2) je defino-
vdno na £.

Z Véty 4.2.1 a Poznamky 4.3.3 dostdvdme, Ze plati

4.3.5. Véta: Necht' y e K", s e S. Potom existuje prdvé jedno maximdlni refeni u
rovnice (1.2), pro které je u(s) = y.

44. Nechf ¥(4.1) je mnoZina maximalnich feSeni rovnice

x=A()x, (4.1)
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kde 4: # —» M, je spojitd funkce. Funkce x,: £ — K" definovana rovnici x(f) = 0
je maximdlni feSeni rovnice (4.1); budeme ji, jak je obvyklé, znalit symbolem 0
a nazyvat trividlnim [nebo téZ nulovym] feSenim rovnice (4.1). Je-li u e $(4.1),
u + 0 [tj. existuje-li se S takové, Ze u(s) + 0e K"], budeme fikat, Ze u je ne-
trividlni feSeni. Podle Poznamky 4.3.4 je kaZdé maximalni feSeni rovnice (4.1) de-
finovano na . Je-li tedy u, ve #(4.1), je u + v definovano v rovnici (3.2.21)
a snadno se pfesvédtime, Ze je u + v e &(4.1); obdobné je Au e S(4.1) pro LeK.
Pojmy z lineédrni algebry, kterych uZivime ve Vét€ 4.4.1, nalezne &tendf v Dodat-
ku 3.1,

44.1. Véta: Je-li u,ve #(4.1), AeK, pak je téZ u + ve F(4.1), ue F(4.1).
&#(4.1) je linedrni prostor; pritom trividlni FeSeni je nulovy prvek.

Nékterd z tvrzeni Véty 4.4.1 jsme jiZ dokazali, zbytek se dokaZe smadno.

Zvolme te S a definujme zobrazeni I';: K" — &(4.1) timto pfedpisem:
I'(y) = u, kde u je takové maximélni feSeni rovnice (4.1), Ze u(t) = y (viz Vétu
4.3.5). Ke kazdému x € #(4.1) existuje jediné y e K" tak, Ze x = I'(y) [je oviem
y = x(t)]. I'(y) + I'(z) je maximélni feSeni rovnice (4.1), jehoZ hodnota pro t = 7
jey + z. Je tedy

I'(y+z)=T(y)+TI(z) pro y,zeK". (4.2)
Obdobné plati
I(Ay)=Ar(y) pro ieK, yek". (4.3)

Tyto vlastnosti zobrazeni I', vyjidfime vyrokem, Ze I', je linedrni izomorfismus
prostoru K" na &(4.1). Pomoci linedrniho izomorfismu I'; se vlastnosti spojené s po-
jmem linedrni zavislosti pfenaseji z K" do &(4.1).

Rikdme, Ze maximélni feSeni u''), u'), ..., u™ rovnice (4.1) jsou linedrné
zdvisld, jsou-li linedrng zévisla jako prvky linedrniho prostoru &(4.1), tj. existuji-li
¢ €K tak, Ze je oo +|co| + ... + |l >0 @y ul(R) + ¢, uH(r) +
+ ... + ¢, u™(t) = 0 pro te £. V opatném pfipad¥ fikdme, Ze fedeni ul'), ..., ut
jsou linedrn& nezavisld. Jsou-li tedy feSeni u!'), ul?] ..., u™ linedrn& zavisla, jsou
pro kaZdé t € S vektory ul')(r), uf?X(1), ..., u™)() linearng zavislé.

Necht naopak ul'), 4, ..., u™ jsou fefeni rovnice (4.1) a necht vektory
Yy = ulli(z), Y2 = u!(z), ..., y™ = u™)(7) jsou linedrn& zAvislé. Existuji tedy
€1, -.- & € K tak, Ze je |c1| + ...+ Ickl >0,

e 4 e =0, @4)

Nyni vyuZijeme vlastnosti zobrazeni I';. Jediné maximalni feSeni, které pro ¢t = 7
mda hodnotu 0, je feSeni trividlni, tedy

Ty "+ ...+ ¢ y™) =T(0)=0. 45)
Podle (4.2) a (4.3) je
Ley Y+ oo 4 6 y™ ) = Tfeg Y + L+ g Y1) + ¢, T (VM)
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a postupné odvodime

Fes Y+ oo+ 6 y™) = ¢  T(yy) + ... + o T(0) - (4.6)
Je (') =ul) i =1,2,..., n,apodle (4.5) a (4.6) je
cul+ .+ quM=0, 4.7)

tj. feSeni u'1), ul2), ... u™ jsou linedrng zavisld. Tak jsme ukézali, Ze plati

4.4.2. Véta: Nechtu'’, i = 1,2, ..., k, jsou maximdlni FeSeni rovnice (4.1), t€ 5.
Reseni u'), ..., u™ jsou linedrné zdvisld [nezdvisld] prdvé tehdy, jsou-li vektory
Y =ut(7), ...,y = u™(z) linedrné zdvislé [nezdvislé]; rovnice (4.4) plati
prdvé tehdy, plati-li (4.7).
4.43. Véta: Je-liyt, yt2, .y bazev K", te £, pak I'(y™)), [(y'#), ..., [(y™™)
Je bdze v #(4.1), a tedy linedrni prostor ¥(4.1) md dimenzi n.

Ditkaz: Polozme I'(y'"¥) = u'? pro i = 1,2, ..., n. Je ul¥(z) = yt a podle
Véty 4.4.2 jsou feSeni u'’), i = 1, 2, ..., n, linedrn& nezdvisld. Nechf u** 11 je maximalni
feSeni rovnice (4.1). Polozme yt"*11 = y"*1)(z). Protoze y''J, ..., y™ je bdze v K",
existuji &isla ey, ..., ¢, € K tak, Ze plati

yUrtt = o YT 4 g, Yt
ProtoZe zobrazeni I', je linearni, plati
ultt = ¢ ) 4 L+ ul?
a tak L (y™)), ..., T(y™) je béze v #(4.1) (viz Dodatek 3.1).
4.4.4. Definice: Uspofddand n-tice maximalnich FeSeni rovnice (4.1) se nazyvé
fundamentdlni soustava (systém) FeSeni rovnice (4.1), je-li bazi v £(4.1).

4.45. Poznimka: Z Véty 4.4.3 plyne, Ze rovnice (4.1) ma fundamentdlni systém
(dokonce Ze m4 tolik fundamentalnich systémd, kolik je bazi v K"). Jak jsme ukdzali,
linedrni prostor &(4.1) méa dimenzi n a z (D4.1.1) plyne, Ze plati toto tvrzeni:

Jsou-li maximdlni FeSeni u''l, u'), ... u™ rovnice (4.1) linedrné

nezdvisld, pak (u''3, ut?, ..., ut™) je fundamentdlnt systém rovnice

(4.1). (4.8)
4.4.6. Poznimka: Mgme fundamentdlni systém u'*), u'?] ... 4™ rovnice (4.1).
Necht z € K*, 7 € #. Hledejme feSeni v rovnice (4.1), které spliiuje podminku 1(7) = z.
Z Definice 4.4.4 plyne, Ze existuji &isla ¢y, c,, ..., ¢, € K takova, Ze plati

v=cu +c,ul?1 + ..+ c,u. 4.9
Staéi urdit &isla ¢y, ¢y, ..., ¢, tak, aby platilo

(1) = ¢y ut)(7) + c; u®(7) + ... + c, ul"(7).
ProtoZe zobrazeni I'; je linedrni, plati (4.9).
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Pfiklad: Necht

1 t, 1
A1) = > ).
i) 2 +1<—1, t)

Funkce u!] 42 R - R? definované rovnicemi u™)(f) = col (1, 1), u'?(r) =
= col (—1, t) jsou feSeni rovnice

J-C = Al(t) X . (4.10)
Prostor &(4.10) mé dimenzi 2. Reseni u'"], 4! jsou linedrn& nezévisl4, a proto tvofi

bazi prostoru &(4.10) [viz (D3.1.1)]. Hledejme v € &(4.10), které spliiuje podminku
v(1) = col (3, 5). Redeni v budeme hledat ve tvaru

v=c,u + ¢, ul?1 (4.11)
kde cy, ¢, € R. Dosadime-li t = 1 do (4.11), dostaneme tyto podminky pro ¢, c,:

col(3,5) = ¢y col (1, 1) + ¢, col (—1, 1)
¢ili
CI—CZ=3, Cl+02=5;
co=4, c;=1; v=4u"+ 42, o) =col(4t—1,t+4).

4.4.7. Definice: Nechf U: # — M, a necht u'(z) je i-ty sloupec matice U(r),
ulll: 5 - K", (Viz imluvu z odst. 4.1, Ze elementy K" zapisujeme jako sloupcové
vektory.) Budeme psit U = ((u''}, ..., ut™)), U(1) = ((ut*Y(2), ..., u™™(1))). U se na-
zyvé fundamentdlni matice rovnice (4.1), je-li (u!'), ..., u™) fundamentalni soustava
rovnice (4.1).

4.4.8. Poznimka: Je-li A(f) = (4;,(t)) pro te £ a je-li U fundamentélni matice
rovnice (4.1), budeme téZ fikat, Ze U je fundamentdlni matice soustavy

%y = Ay,(f) x4 + Aga(t) X2 + ... + A1,(0) X,
.*2 = A21(t) xl + Azz(t) xz + cee + AZn(t) x" ’

........................................

Xp = An(1) Xy + Apa(t) x2 + oo+ A1) X, (4.12)

Obdobné budeme uspofddanou n-tici linedrné nezdvislych maximdlnich feSeni
soustavy (4.12) nazyvat fundamentdlnim systémem soustavy (4.12). V souhlase
s umluvou zavedenou v odst. 4.1 budeme feSeni soustavy (4.12) zapisovat do sloupcit
a budeme fikat, Ze sloupce fundamentdlni matice U jsou feSeni soustavy (4.12).
Je-li U fundamentalni matice, potom U(r) je regularni matice pro 7 € J, nebof
podle Véty 4.4.2 jsou sloupce matice U(t) linedrn& nezdvislé. Proto existuje inverzni
matice k matici U(t); ozna&ime ji U~(z). Je-li n > 1, B € M, regulérni matice,
C e M, inverzni matice k B, C = (C,;), potom C;; = (—1)'*/ det D/det B, kde
D) e M,_, je matice, kterd vznikne z matice B vynechdnim j-tého fidku a i-tého
sloupce. Odtud plyne
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4.4.9. Véta: Je-li U fundamentdini matice rovnice (4.1), potom pro kadé te S
existuje k matici U(t) matice inverzni U~'(t). Funkce U™': & — M, je spojitd a md
spojitou derivaci.

Je-li (u''], ... ["]) fundamentlni soustava rovnice (4.1), potom ke kaZdému
x € #(4.1) existuji 6lsla €y, ... €, € K tak, Ze je

x=cul+ .+ c ul". © (4.13)

PiSeme-li U = ((u"}, ..., u™)), ¢ = col(cy, ..., ¢,), pak (4.13) miZeme zapsat ve
tvaru

x = Uc, (4.14)
x(t) =U(f)c pro teSs. (4.15)

Vektor ¢ je rovnici (4.15) pfi libovolném ¢t e £ uréen jednoznalné, nebof matice
U(t) je regularni. Dospéli jsme k tomuto vysledku:

4.4.10. Véta: Je-li U fundamentdini matice rovnice (4.1), x € £(4.1), pak existuje
praévé jedno c € K" tak, %e x = Uc; naopak pro kaZdé c e K" je Uc maximdlni FeSent
rovnice (4.1).

4.4.11. Poznimka: PoloZme

e* teM, t_z et . ! At
’ 2' ’ ’ (n _ 1)'
0 eu t e).t tn_z At
’ ’ s A ] n — 2 !
Ul"(t) = ( —3)
0 0 elt , r At
) ) ’ (n _ 3)!
\ 0o, 0, 0O , et

Ze vzorci (2.3.6) se 1ze piesv&diit, Ze sloupce matice U, jsou feSeni rovnice (2.3.5);
tato feSeni jsou linedrné nezdvisld, a proto U,, je fundamentdlni matice soustavy
(2.3.5). Vzorec (2.3.6) miZeme zapsat ve vektorovém tvaru

u(f) = U, (1) y7,
kde u(t) = col (uy(t), ..., u,(t)), y*1 = col (1, .., y,). PoloZme jeité
Ut)) =

exp [ j ) dt] cos U:b(r) dr] , exp [ J' a(t) dt] sin [ J' b(2) dt]
—exp [ j :a(f) dr] sin I:J.:b(-c) dr], exp [ .f @) d'c] U b(e) dt]
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Obdobné plati, Ze Ut?! je fundamentdlni matice soustavy (2.4.2), U¥(s) = I, kde I
je jednotkové matice; vzorec (2.4.1) miZeme zapsat ve vektorovém tvaru

u(f) = U(r) yt21,
kde u(t) = col (uy(t), u(t)), y'*1 = col (4, y2).

45. Necht V:F - M,, V= ((v'1, ..., o)), tj. vo'%(t) je i-ty sloupec matice V(r)
pro t € £ (viz Definici 4.4.7). Z (3.2.3) a z pravidla pro ndsobeni matic plyne: Funkce
¥ mé spojitou derivaci dV/dt a pfitom plati

((lj—l-t/(t) = A(t) V() pro tes (CRY

pravé tehdy, je-li 'l e #(4.1) pro i=1,2,...,n

4.5.1. Véta: FunkceU: # — M, je fundamentdlni matice rovnice (4.1) pradvé tehdy,
Jjsou-li splnény tyto tFi podminky:

) U md spojitou derivaci dU/dt.
(ii) gdltj_ (=40 U(t) pro tes.

(iii)  Matice U() je reguldrni pro néjaké te S.

Diukaz: Je-li U fundamentalni matice, pak (i), (ii) jsou spln&ny podle toho,
co jsme dokazali o funkci ¥, a (iii) plati podle V&ty 4.4.2. Naopak, plati-li (i), (ii), (iii)
a piSeme-li U = (ut'), ..., ul"), potom u'?, i = 1,2, ..., n, jsou feSeni rovnice (4.1)
podle toho, co jsme dokézali o funkci ¥, a to feSeni linedrn€ nezdvisla, nebot vektory
ult)(z), ..., ul"(z) e K" jsou linedrng nezdvislé podle (iii).

Jak plyne z Poznimky 4.4.5, rovnice (4.1) mé fundamentdlni matici (ma
tolik fundamentalnich matic, kolik bazi je v K").

4.5.2. Véta: Je-li U fundamentdlni matice rovnice (4.1) a je-li C € M,, reguldrni,
pak V = UC [1j. V(t) = U(t) C pro te #] je fundamentdini matice. Naopak, je-li
V fundamentdini matice rovnice (4.1), pak existuje Ce M, reguldrni tak, %e je
V =UC.

Dikaz. Je-li U fundamentalni matice, C € M, regulirni, pak UC spliluje
podminky (i), (i), (iii) pfedchdzejici véty (nebot soudin reguldrnich matic je regulérni
matice). Jsou-li U,V fundamentdlni matice, zvolme te S a poloime C =
=U Y 7) V(r), V= ("), ..., "), W=UC, W= (w"),..., wi")). Jak jsme jiz
dokdazali, je W fundamentdlni matice, tedy o', wlle #(4.1) pro i =1,...,n. Je
V(7) = W(z), tedy o')(zr) = wtY(z) pro i =1,2,...,n, podle Poznimky 4.3 je
) =wt)prote S, i =1,2,...,n,tedy je V= W= UC.

4.6.  Nechf ¥(1.2) je mnoZina maximalnich fe3eni rovnice (1.2). Snadno Ize zjistit,
Ze plati
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4.6.1. Véta: Je-li we #(1.2), ve #(4.1), pak w + ve ¥(1.2). Je-li p,qe £(1.2),
pak p — qe ¥(4.1).

4.6.2. Poznimka: Necht y e K", se #; hledejme ze #(1.2) splilujici podminku
z(s) = y. Pfedpoklddejme, Z¢ zndme fundamentdlni soustavu (u!1, ..., u™) rovnice
(4.1) ajedno feSeni w € #(1.2). Ukazuje se, Ze stai najit v € &(4.1) spliiujici podminku
(s) = y — w(s), nebot podle Véty 4.6.1 a Pozndmky 4.3.3je z = v + w.

Necht y e K", s e #. Pfedpoklddejme, Ze zndme fundamentdlni matici U
rovnice (4.1). Nechf z e #(1.2) spliiuje z(s) = y (takové z existuje pravé jedno,
viz Vétu 4.3.5) a hledejme vzorec pro z. PoloZme

z(f) = U(t) q(r) pro tes. (6.1)
Potom

d%(t) = A() U() a(t) + b(t) pro tes. (62)

Je g = U™ 'z a tak q m spojitou derivaci (viz V&ty 4.4.9 a 3.2.7) a plati U(s) 4(s) = y.
Je (viz Véty 3.2.7 2 4.5.1)

T =500 +vO O -

= A() U(1) q(f) + U(t)i—‘: (0).
Po tpravé odvodime z (6.2) a (6.1)

2~ v () b) pro tes,

q()=U"(s)y + J.rU'l(a) b(c)ds pro te.s, (6.3)

() =U@) U (s)y + J”U(t) U (o) b(c)do pro tes. (6.4)

(6.4) je hledany vzorec pro z.

4.6.3. Poznimka: (6.4) se také nazyvd vzorec pro variaci konstant; tim se chce
naznadit, Ze nahradime-li ve vyrazu U(t) ¢ vektor c € K" funkei g definovanou vzor-
cem (6.3), pfejdeme od feSeni rovnice (4.1) k feSeni rovnice (1.2).

4.64. Poznimka: Funkce U(f) U~'(s) proménné ¢ (pfi pevném se #) je funda-
mentélni matice rovnice (4.1), ktera pro t = s ma hodnotu I.

Pfiklad: Necht # je otevieny interval v R, se S, nechf funkce
a, b, g: F = R jsou spojité, y;, y; € R, a necht zy, z, je maximalni feSeni soustavy
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Xy

a(t) x; + b(t) x5,
=b(t) x, + a(t) x; + q(1),

které spliiuje podminky z,(s) = 1, z,(s) = 0. Potom podle (6.4) a Pozndmek 4.6.4
a 4.4.11 plati

24(d) = exp [ J :a(t) dt] cos [ J :b(r) d'c] +

+ j :q(a) exp [ f :a(‘r) d‘r] sin [ '[ :b(t) dr] do,
PR
+ f 4(0) exp [ J' :a(z) dr] cos [ j :b(-r) dr] do.

4.7. Je-li dina funkce A, obvykle neumime vypocéitat fundamentalni matici U
(viz odst. 2.24). Pro funkci det U(t) viak plati jednoduchy vzorec.

2

4.7.1. Véta: Necht U je fundamentdlni matice rovnice (4.1), se . Potom plati

t
det U(t) = det U(s) exp f Tr A(6)do pro s, tes, (7.1)

kde Tr A(t) = A;(f) + Az5(t) + ... + A,(f) je stopa matice A(t), te £.

Diitkaz: Polozme {(f) = det U(f) pro te S; necht V¥(f), k = 1,2, ..., n,
je matice, kterd vznikne z matice U(t) tim, Ze derivujeme k-ty fadek, tj.

Uii(2), ..., Ug(D)

VO) = | U(®) - Uuld) |-

...............

Un(2), ..., Un(1)/
Podle pravidla o derivovani determinantd je
{(r) = det V(1) + ... + det V(1)
Z rovnice U(f) = A(t) U(t) plyne
Ui(t) =‘§_‘,1Am(t) Uit) »
a proto je podle pravidel pro politini s determinanty

det V®(t) = Ay (1) {(1)
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Je tedy
)= C(t)élAkk(t)
a podle odst. 2.1 je
{(t) = i(s) exp -“:Tr A(0) do .

48. Nechf f je interval v R,a;:F »Kproi = 1,2,...,n, q: # = K. Rovnice

d"u d" 1y
ar + al(t)F + ... + a,,(t)u = q(t) (8.1)

se nazyva linedrni diferencidlni rovnice Fédu n. Budeme psit u® misto d*u/dt*,
k =1,2,..., popt. téZ u'® = u. Pojem fe¥eni rovnice (8.1) zavddime obdobn& jako
v odst. 1.5 pro rovnici (1.5.1). Pojmy ,,prodlouZeni daného feSeni“ a ,,maximdlni
feSeni‘‘ zavddime obdobné& jako v odst. 1.8. VySetfujme soustavu

J’Cl = xz >
jz = X3,
J.cn—l = Xn>
x.ll = —an(t) xl -_ a,,_l(t) xz T eee ™ al(t) x,, + q(t) . (8.2)

Obdobné jako v odst. 1.5 Ize ukazat, Ze plati

48.1. Véta: Necht w: # - K je refeni rovnice (8.1). Polofme v, =w,v, =
=W,..,0, =w" D, Potom vy,...,v, je FeSeni soustavy (8.2). Naopak, je-li
v F 2K, i=1,2,...,n, FeSeni soustavy (8.2), polointe w = vy; w je FeSeni rovnice

(8.1).

V tomto odstavci budeme pfedpokladat, Ze funkce ay, ..., a,, 4 jsou spojité
a vysledky, které byly v této kapitole dokdzany pro rovnici (1.2) [a tim také pro
soustavu (1.1)] pfeneseme pomoci V&ty 4.8.1 na rovnici (8.1).

Tak z Poznamky 4.3.4 dostdvime

4.8.2. Véta: Je-li w: # — K FeSeni rovnice (8.1), pak existuje reSeni ii: & - K
rovnice (8.1) takové, Ze je ii(t) = W(t) pro te #. Specidlné kaZdé maximdlni Fefeni
rovnice (8.1) je definovdno na £.

Dikaz: Polozime w(f) = Wi~ U(f) pro i = 1,2, ..., n; wy, ..., w, je feSeni
soustavy (8.2). Podle Pozndmky 4.3.4 existuje feleni u,...,u, soustavy (8.2),
u: S > K, ut)=w(t) pro te #, i =1,2,..., n. Funkce i = u, spliluje tvrzeni
Véty 4.8.2.

Obdobnym zpisobem z Véty 4.3.5 odvodime:
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4.8.3. Véta: Necht' y;eK pro i=1,2,...,n, se . Potom existuje prdvé
Jjedno maximdlni FeSeni i rovnice (8.1), pro které je a~(s) =y, i=1,2,...,n.
Uloha najit feeni @& rovnice (8.1) tak, aby platilo #*~*X(s) = y, pro i =
= 1,2, ..., n, se nazyvd poldtecni uloha [pro rovnici (8.1)] a podminky #¢~!)(s) =
=y;pro i =1,2,...,n, se nazyvaji pocdtecni podminky [srovnej Poznimku
42.3].
Nechf #(8.3) je mnoZina maximalnich feSeni rovnice

u® + a,(Hu"V + ... +a()u=0. (8.3)

Funkce uy: 4 — R definovand rovnici uy(t) = 0 je zfejm& maximalni feSeni rovnice
(8.3); budeme ji nazyvat trividinim (nebo téZ nulovym) feSenim rovnice (8.3) a znatit
symbolem 0. Je-li ve &(8.3), v #+ O [tj. existuje-li takové se S, Ze v(s) + 0], pak
budeme fikat, Ze v je netrividlni FeSeni rovnice (8.3). Z Véty 4.4.1 nebo pfimym zpi-
sobem lze dokdzat, Ze plati:

484. Véta: Jeli 2,9 #(8.3), AcK, pak je téf % + 9 L(8.3), Ate F(8.3).
&(8.3) je linedrni prostor; pFitom trividlni FeSeni je nulovy prvek.

Zvolme 7€ .S a definujme zobrazeni [,: K" —» &(8.3) timto piedpisem:
Je-li y = col(yy, ..., y,) €K", pak [(y) = #, kde # je takové maximalni FeSeni
rovnice (8.3), Ze 4" () = y; pro i=1,2,..., n(viz Vétu 4.8.3).

Obdobné jako pro zobrazeni I', plati:

Py +z)=TF[y) + F(z), Fiz)=AaL(2)

pro y, ze K", A€ K; ke kaZdému £ e #(8.3) existuje jediné y € K" tak, Ze £ = [ (y)
[je oviem y = col (yy, ..., yn), kde y; = 20~9(z), i = 1, 2,..., n]. Slovy vyjadtime
tyto vztahy vyrokem, e I, je linedrni izomorfismus prostoru K* na &(8.3). Odtud
zejména plyne, Ze ¥(8.3) je linedrni prostor dimenze n. Proto miZeme zavést tuto
definici:

4.8.5. Definice: Nechfu;e &(8.3)proi = 1,2,..., n. Uspofadana n-tice (uy, ..., u,)
se nazyva fundamentdini soustava (systém) FeSeni rovnice (8.3), je-li bazi v &(8.3).

Rovnice (8.3) oviem mé fundamentélni systém. Obdobné jako v Pozndmce
4.4.5 plati:

Jsou-li uy,u,,...u, linedrné nezdvisli maximdlni FeSeni rovnice
(8.3), pak (uy, us, ..., u,) je fundamentdlni systém FeSeni rovnice (8.3). (8.4)

Zname-li fundamentalni systém (uy, ..., #,), potom kaZdé maximalni feSeni X rovnice
(8.3) miZeme odvodit linedrnimi operacemi; k X existuji takova &isla ¢, ..., c,e K,
Ze plati

X =cyuy + ...+ cu,;

¢&isla ¢y, ..., ¢, jsou urena jednoznaéné.
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Pfiklad. Rovnice
. 1, 1
y+ly-Ly=o, )

kterou vySetfujeme na intervalu (0, c0), m4 fundamentalni systém u,, u, kde u,(t) =,
u,(t) = 1/t. Necht s je kladné &islo a hledejme maximalni fe3eni v, rovnice (8.5), pro
n&Z plati v,(s) = 0, 9,(s) = 1. Polozme

v, = ofs) uy + P(s)uz,
kde ofs), B(s) € R. Dosazenim t = sdostavame 0 = a(s) s + B(s)[s, 1 = «(s) — B(s)/s*;
odtud a(s) = 1/2, B(s) = —52[2, v(t) = 12 — s*/(2¢).
4.8.6. Véta: Necht'funkceu;: & — K majispojité derivace do Fddun,i = 1,2,...,n.
Definujme funkce wt'l: # — K" rovnicemi

wil(t) = col (uy(t), a(t), ..., ul " V(¢)), i=1,2,...,n.

Potom plati:
(uy, ..., uy,) je fundamentdlni systém FeSeni rovnice (8.3) prdvé tehdy, je-li (Wi, ...,
w™) fundamentdlini systém FeSeni soustavy

5‘1 = X3,
’-cn—l = Xp,
%, = —a(t)x; — ... — a,(t) x,. (8.6)

Diukaz: Podle V&ty 4.8.1 je u; feSenim rovnice (8.3) pravé tehdy, je-li wt'l
feSenim soustavy (8.6). Je-li (uy, ..., u,) fundamentélni systém rovnice (8.3), jsou
podle tvrzeni (8.4) uy, uy, ..., u, linedrn& nezévisla feSeni rovnice (8.3), tedy wt'),
wi2, ..., wi" jsou linedrn& nezévisl4 feSeni soustavy (8.6) a (wt'), wi?, ..., wi) je fun-
damentalni systém soustavy (8.6). Obdobné se ukaZe, Ze (u,, us, ..., 4,) je fundamen-
talni systém rovnice (8.3), je-li (w!'], wt?), ..., w™) fundamentdlni systém soustavy
(8.6); pfi tom vyuZijeme skutenosti, Ze dim $(8.3) = n, a tohoto tvrzeni: Jsou-li
funkce uy, ..., u, linedrné zavislé, jsou také funkce wi'l, ..., wi"} linedrn& zavislé
a naopak, jsou-li funkce wi'), ..., w"l linedrn& zdvislé, jsou také funkce uy, ..., u,
linedrn& zavislé.

4.8.7. Véta: Necht u;, i =1,2,...,n, jsou reSeni rovnice (8.3). Zyolme te S.
(44, ..., u,) je fundamentdlni systém rovnice (8.3) prdvé tehdy, jsou-li vektory
q" = col (u (1), u(z), .., u" (7)), i = 1,2,..., n, linedrné nezdvislé.

Véta 4.8.7 plyne z Vét 4.4.2 a 4.8.6.

Necht funkce z;: Ff = K, j=1,2,... n, maji spojité derivace do fidu
n — 1. Necht W(zy, ..., z,) (¢) je matice, jejiZ j-ty sloupec je

col (z(8), z/(1), ..., 2"~ 1)), te s,
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a poloZme

w(z1, ..., 2,) (8) = det W(zy, ..., 2,) (1) pro tes. (8.7)

Je W(z4,...,2,): F > M,, w(zy,...,2,): & - K. Funkce w(zys ..., 2,) se nazyvd
wronskidn funkci z, ..., z,.

Je-li (uy, ..., u,) fundamentélni soustava rovnice (8.3), potom podle Véty
4.8.6 sloupce matice W(u;, ..., u,) tvofi fundamentélni systém soustavy (8.6). Z Véty
4.7.1 plyne, Ze plati

Wt 2o ) (6) = Wt - 1) (5) P [— J' 'ay(0) da] pro s tes.(88)

Tvrzeni obsaZené v (8.8) je zndmé v literatufe jako ,,Liouvilleova véta‘‘. Obdobng&
jako Véta 4.6.1 plati téz

4.8.8. Véta: Je-li we ¥(8.1), 5e #(8.3), pak & + Wwe F(8.1). Je-li p, j € #(8.1),
pak p — g € #(8.3).

Nechf o € # a necht v, je takové maximalni feSeni rovnice (8.3), Ze plati
vWP(0)=0proi=0,1,...,n— 2, 08" *Yo) = 1. Definujme funkci h: # x S - K
vztahem h(t, ) = v,(t).

4.89. Véta: Necht se S, y,eK pro i =1,2,...,n. Necht we ¥(8.3) spliuje
podminky wi=Y(s) =y, pro i =1,2,...,n. Funkci r: 5 —» K definujme rovnici

(t) = w(t) + J"h(t, 0) g(0) do . | (8.9)

Potom r je maximdlni FeSenf rovnice (8.1) a spliuje podminky r'~Y(s) =y,
i=12..,n

Dukaz: Nechf U je fundamentdlni matice soustavy (8.6). PoloZme

y=col(¥y,..r ya)» 9(t) = col(gs(t), ..., g,(t)) = U@ U (s) y,
b(f) = col (0, ...,0, g(t)) pro teSs.

Necht z(t) = col (z4(?), ..., z,(t)), kde z,, ..., z, je maximalni feSeni soustavy (8.2)
spliiujici podminky z,(s) = y,.

Plati (6.4). Vektorova rovnice (6.4) reprezentuje n skalirnich rovnic; z nich
zapiSeme prvni. Podle Véty 4.8.1 z; je maximélni feSeni rovnice (8.1) a spliiuje
podminky z{!"V =y, pro i =1, 2,...,n, tedy z; = r. Funkce g je maximélni feSeni
soustavy (8.2), g(s) = y, a podle Véty 4.8.1 je g, maximélni feSeni rovnice (8.3) a je
g¥"1(s) = y;pro i = 1,2, ..., n,tedy g, = w. PoloZmejeit& H(t, 6) = (H;(t, 0)) =
= U(t) U™ (o). Prvni fadek vektorové rovnice (6.4) piepiSeme

(i) = w(i) + J' 'Hyy(t, 0) a(0) do . (8.10)
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Pti pevném ¢ je funkce H(t, ¢) prom&nné ¢ fundamentalni matice soustavy (8.6) (viz
Vétu 4.5.2), H(o, 6) =1, tedy n-ty sloupec matice H(t, 6), tj. funkce
col (Hy,(t, 0), ..., Hu(t, 0)) je feSeni soustavy (8.6) a plati H,(s,0) =0 pro i =
=1,2,..,n—1, H,(0,0) = 1. Podle V&ty 4.8.1 je H,(t,0) = v,(f) = h(t, 0)
a (8.10) prechézi v (8.9). Véta 4.8.9 je dokazéna.

4.8.10. Pozndémka: Vzorec (8.9) se nazyvé vzorec pro variaci konstant (viz Pozndm-
ku 4.6.3).

4.9. PoloZme si otdzku: Necht . je interval v R a necht funkce u;: & — K maji
spojité derivace do fadu n; i =1,2,..., n. Za jakych daldich podminek existuji
spojité funkce a;: f - K, j=1,2,...,n, tak aby (uy, ..., u,) byl fundamentélni
systém rovnice (8.3)?

Podle Véty 4.8.6 musi v takovém piipadé byt vektory

wli(s) = col (uy(s), 4(s), ..., u" (s)) e K"

linedrné nezdvislé pro kazdé s € # ¢&ili musi byt

w(ty, ..., u,) () £0 pro teSs. 9.1)
To také stali. Mé-li u; byt feSenim rovnice (8.3) pro i = 1,2, ..., n, musi platit
uf™(1) = a () ul" V(1) + ... + a,(t) uft) pro tes, (9.2)

i=1,2,...,n.(9.2) je soustava linedrnich nehomogennich algebraickych rovnic pro
ay(t) ..., a,(1); jeji determinant je w(u,, ..., u,) (). Proto rovnicemi (9.2) jsou funkce
a, jednozna¢n& urdeny a jsou spojité. Jsou-li funkce ay, ..., @, urleny z rovnic (9.2),
je uy, ..., u, fundamentélni systém rovnice (8.3). Dok4zali jsme:
Plati-li (9.1), potom existuji spojité funkce a;: F — K tak, %e (uy, ..., u,)
Jje fundamentdlni systém rovnice (8.3); funkce a; jsou uréeny jednoznacéné.
Z pravidel pro poéitani s determinanty plyne, Ze hledanou rovnici lze zapsat
ve tvaru

uy(t), ..., uf), u

(s ) (92| D ol

u{(t), ..., ul(t), u™

Otazku, kterou jsme poloZili na zaitku tohoto odstavce, lze modifikovat takto:
Necht  je interval v R a nechf funkce u;: & = K, j = 1, 2, ..., k, kde k < n, maji
spojité derivace do ¥idu n. Za jakych podminek existuji spojité funkce a;: & = K,
I=1,2,..,n,tak, Ze u;, j = 1,2, ..., k, je feSeni rovnice (8.3)?

Necht H(f) je matice typu (n, k), v jejimZ i-tém fidku a j-tém sloupci je
u§'~(f). Necht rank H(r) znamen4 hodnost matice H(f). Jsou-li u;, j = 1,2, ..., k,
feSeni rovnice (8.3) (s vhodn& volenymi funkcemi ay, ..., a,), miiZeme bez ztrity
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na obecnosti pfedpoklddat, Ze funkce u,, ..., u; jsou linedrné nezavislé. UkdZeme, Ze
odtud plyne

rank H(t) = k pro teJs. 9.3)

Kdyby pro néjaké se S bylo rank H(s) < k, existovala by ¢&isla ¢y, ..., ¢ €K,
lc,l + ...+ Ic,‘l > 0, a bylo by

k
Yeoaus)=0, i=12..,n,
=1

a podle Véty 4.8.3 by bylo
k
Yauf™(t)=0 pro tes,
1=1

tj. uy, ..., Uy by byly linedrné zavislé.

Plati-li (9.3), potom existuji spojité funkce a;: S - K, j = 1,2, ..., n, tak,
Ze uy, ..., w, jsou feSeni rovnice (8.3). V pfipad® K = R to bylo dokazino v [1],
[25], [26] a tvahy z [26] lze snadno pfenést na pfipad K = C.

4.10. Obdobnou otdzku jako v odst. 4.9 je moZné poloZit i pro rovnici (4.1). Necht
funkce u!l; & — K" maji spojitou derivaci, i = 1,2,...,n. Za jakych okolnosti
existuje spojitd funkce 4: S —» M, tak, Ze (u!'), ..., u") je fundamentdlni systém
rovnice (4.1)?

Podle Véty 4.4.2 mé v takovém pfipad¥ platit: Vektory u!')s),..., u")(r)
jsou linedrn& nezavislé pro te S. PoloZime-li U = ((ut'), ..., u™)), miZeme tuto
podminku zapsat ve tvaru

detU(t) £ 0 pro tes. (10.1)

A to také sta¥i. Funkce u'l, i = 1,2, ..., n, jsou feSeni rovnice (4.1) pravé tehdy,
jestliZe plati

U() = A U(Y) ; (10.2)
plati-li (10.1), je A(f) uréeno rovnici (10.2) jednozna¢ng.

Obdobné jako v odst. 4.9 lze poloZit otdzku: Necht funkce wl): # — K*
maji spojitou derivaci, j = 1,2,...,k < n. Za jakych podminek existuje spojitd
funkce A: F — M, tak, Ze u/l jsou feleni rovnice (4.1)?

Bez ztrity na obecnosti miizeme pfedpokladat, Ze funkce ul? jsou linedrn&
nezévislé; jsou-li pfitom funkce u'! feSeni rovnice (4.1), pak plati (viz V&tu 4.4.2):

Vektory ut')(1), ut?Xs), ..., u™™(t) jsou linedrné nezdvislé pro te #.  (10.3)

Naopak, plati-li (10.3), pak existuje spojitd funkce 4: & — M, tak, Ze u'), j =
= 1,2,..., k, jsou feSeni rovnice (4.1).
Zde ukéZeme, jak toto tvrzeni plyne z Véty 4.10.1. Vétu 4.10.1 zde dokazovat

(102)



nebudeme. V Dodatku 4.1 je odvozeno, jak Vé&ta 4.10.1 plyne z véty, kterd je doka-
zéna v [14].

4.10.1. Véta: Maji-li funkce ulll: # - K» spojitou derivaci, j =1,2,....k < n,
a plati-li (10.3), potom existuji funkce u'": & — K", které maji spojitou derivaci,
l=k+1,k+2,...,n,a plati:

@0, (1)) =0 pro te S, j=1,2,...,kI=k+1,..,n. (104

Vektory u™(f), | = k + 1, ..., n, jsou linedrné nezdvislé prote #.  (10.5)

Nechf funkce uU): # - K", j = 1,2, ..., k, maji spojit";u derivaci a necht
plati (10.3). Najdéme funkce u', I = k + 1,..., n, podle Véty 4.10.1 a poloZme
U= (u",...,u") (viz Definici 4.4.7). Podle Dodatku 4.2 jsou vektory
ul’(r), ..., ul"(t) linedrn& nezévislé pro t € £, tedy det U(f) =+ O pro t € #. Funkci 4
uréeme z rovnice U(f) = A(f) U(t); 4: F - M, je spojitd funkce a u'], ..., ul™
jsou feleni rovnice (4.1).

4.11. Znéame-li feSeni v, rovnice
XM 4 ay()x¢0 4 .+ a()x, =0 (11.1)

(kde a;: # - K jsou spojité funkce), miiZeme rovnici (11.1) pfevést na rovnici fadu
n — 1. Musime se oviem omezit na takovy interval (¢, ) < £, Ze je vy(t) % 0 pro
t € (o, B). Redeni x,: («, B) - K rovnice (11.1) budeme hledat ve tvaru

x3(8) = v,(t) y4(1) -

Je
® _ @ k\ -1, k\ o= @) ®
X3 —V1Y1+101 .V1+2”1 Vi -+ vy
k=12,..,n,
a po dosazeni do (11.1) dostavdme
0,(8) ¥ + by () Y + ... + by () g +
+ [P + a,() o 0(1) + ... + a(t)vy()] y, =0,

kde b;: # — K jsou spojité funkce, které lze vyjadiit pomoci funkce vy, jejich derivaci
a funkci ay, a,, ..., @,-y.
ProtoZe v, je feSeni rovnice (11.1), je

¥+ _}6 Yo 44 b:):()) y.=0. (11.2)

Zde poloZime x, = y; a dostdvime

x(n-—l) __g_) (n 2) n—l(t)
e R (112)
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Pfedpoklddejme, Ze dovedeme najit r linedrné nezavislych feseni w;, ..., w, rovnice
(11.3). Ozna&me [w, libovolnou primitivni funkci k w;. Funkce

vy, Uy J‘wl, ee Uy Jw, (11.4)

jsou zfejmé feSeni rovnice (11.1). UkéaZeme, Ze funkce (11.4) jsou linedrné& nezavislé.
V opatném piipadg by existovala &isla c; € K,

r+1

Y lc,-[ +0, ¢y + cyv, le + .+ c,+1vlfw, =0. (11.5)
i=1

Délime-li posledni rovnici v,, dostivdme ¢; + ¢, [wy + ... + €4 Jw, = 0. Odtud
plyne derivovinim ¢,w; + ... + ¢, W, =0 a z linedrni nezdvislosti funkci
Wi ..o W, plyne c, =0,...,c, = 0.

Podle nerovnosti (11.5) je ¢; + 0 a to odporuje rovnici (11.5). Jestlize tedy
Wi, ...y W, je 7 linedrn& nezdvislych feleni rovnice (11.3), je (11.4) r + 1 linedrn&
nezavislych feSeni rovnice (11.1).

Je-li n > 2 a zndme-li je3t& fedeni v, rovnice (11.1) tak, Ze vy, v, jsou linedrn&

7 v W

nezévisla feSeni, pak rovnice (11.3) m4 feSeni

4 (v,
dtvl’

které neni identicky rovno nule. Je-li

i(2 ()0 pro te(wp),
dt \v,
miiZeme postupu, kterého jsme uZili na rovnici (11.1), znovu uZit na rovnici (11.3).
Pfipad, Ze zndme k linedrn& nezavislych feSeni rovnice (11.1), je vyloZen v Dodatku
4.3.
Pfiklad: Rovnice
2t +1 . 2t +1

—mx1+x1—————xl=0 (116)

Xy 3
t“+t+3

ma feSeni v(f) = cost, vy(t) = sint. Na intervalu (0,7) miZeme poloZit x, =
= y;cost, y; = X, a po Upravé dostaneme

2t + 1

%, - (3tgt +
z (g 2+t+3

2t + 1
i+ ( -2+ 2tgt——"—Jx,=0. (117
)2 ( gt2+t+3)2 (1L7)

Rovnice (11.7) m4 feSeni

i (:)f%) B coi2 t
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na intervalu (0, n/2). Polozime x, = y,[cos? t, x; = J, a po Uiprav& dostaneme
X3 + (tg t— —2""—1—) x;3=0. (11.8)

Odtud
x3(f) = cos t (> + t + 3),
x3(i) = 2t + 1 + sin ¢

cost cos?t
()= +t+1.

FB+t+1),

ReSeni x, jsme nalezli na intervalu (0, 7/2). Lze se viak pfesv&d¢it, Ze funkce £2 + ¢ +
+ 1 je feSeni rovnice (11.6) na R.

4.12. V ptipadé rovnice (11.6) miZeme uZit jiného postupu. Hledejme FeSeni x,
rovnice (11.6) ve tvaru

x4(t) = Ly(t) cos t + {,(t)sint, (12.1)
kde funkce {, {, volime tak, aby jesté platila rovnice
%4(1) = —=¢y(f)sint + {y(f)cos t. (12.2)

Funkci 3 zavedme rovnici
%(t) = —Ly(t)cos t — Ly(f)sint + §(r) . (12.3)

Po dosazeni do rovnice (11.6) a ipravé dostavame

() — L) cos t — {y(t)sint — % ) =0.

Derivovanim rovnice (12.1) a srovnanim s rovnici (12.2) dostavdme

{y(f)cost + {y(f)sint =0, (12.4)
tedy
g2+l o
2 +1+3 ’

9(t) = c(f* + t + 3), kde c € R; protoZe k feSenim cos ¢, sin ¢ rovnice (11.6) hleddme
tfeti, linedrn& nez4vislé, miZeme bez ztrity na obecnosti poloZit ¢ = 1, tj.

()=r*+1t+3.
Derivovénim rovnice (12.2) a srovndnim s rovnici (12.3) dostdvame

=¢i(1)sint + {y(f) cos t = I(r). (12.5)
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Z (12.4) a (12.5) plyne
(i) = —9(t)sint = —(¢ + t + 3)sin ¢,
()= S(t)cost= (2 +t+ 3)cost.
Odtud
()= +t+1)cost — (2t + )sint + ¢,
L()=(*+t+1)sint + (2t + 1)cost + ¢, .
Opét mbzeme bez ztrity na obecnosti poloZit ¢; = 0 = ¢, a z rovnice (12.1) dosta-

vame x,(f) = t* + t + 1. Funkce cos t, sin t, £* + t + 1 tvofi fundamentélni systém
rovnice (11.6). Pro obecny pfipad je tento postup vyloZen v Dodatku 4.6.

4.13. Také soustavu n linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fidu lze zjednodusit,
zname-li k linearn& nezavislych feSeni. VyfeSme nejdfive specialni pfipad
:=B{)z, (13.1)

kde B: S — M, je spojitd funkce, B(f) = (Bft)), Bift) =0 pro i =1,2,...,n,
j=1,2,..,k ted, tj. sloupce prvni aZ k-ty matice B(f) jsou nulové. PoloZme
6u=1,0,=0proi =+ j,i,j=1,2,...,n,e;=col (85;0..., 6,) pro i = 1,2,...,m,
v'(f) = e;prote S,i =1,2,...,n. Funkce o', i = 1,2, ..., k, jsou zfejm& linedrn&
nezavisl4 feeni rovnice (13.1).

Proj=k+ 1,k + 2,...,n necht

wU] = col (w}:j-i:-lla WEJ‘OJ- 2y WEIH)
je feSeni soustavy

Zrpy = Bigype1(f) Zews + Bewrs2(t) Zkez + oo + Brigo(t) 24

.........................................................

Zy = Bys1(t) Zuar + Bugso(t) Zksz + oo + Buf) 2, (13.2)

Proi = 1,2, ..., k necht w1 je primitivni funkce k funkci
n
Y By(f) wWXr), WU = col (W, wH, ..., wH1).
r=k+1

Funkce w1 jsou zfejm& feSeni rovnice (13.1), a je-li wi** 1], wi**21 __ wi" funda-
mentalni systém soustavy (13.2), je oM}, ..., o, W+ | w0 fundamentslni
soustava rovnice (13.1). Tedy:

Dovedeme-li fesit soustavu (13.2), dovedeme téZ feit rovnici (13.1).

Nechf jsou znidma linedrn& nezivisldi maximalni FeSeni u!!), 42}, .., ],
k < n, rovnice

% = Af) x, (133)
kde 4: 5 —» M, je spojitd funkce. Podle Véty 4.4.2 plati (10.3). Najdéme funkce
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w11 y0e*21yl podle Véty 4.10.1, polozme U(f) = (1)), ..., ut)(1))).
Podle Dodatku 4.2 je pro ka¥dé t € # matice U(t) reguldrni. Hledejme ¥eSeni
rovnice (13.3) ve tvaru x(t) = U(f) z(f). Snadnym vypo&tem plyne, Ze x je fe-
Jenim rovnice (13.3) pravé tehdy, je-li z FeSenim rovmice (13.1), kde B(f) =
= (Bi(1)) = U~(1) [A(t) U(r) — U(r)]; protoZe u''), ..., u™ jsou feleni rovnice
(13.3), jsou sloupce prvni aZ k-ty matice A(t) U(t) — U(t) nulové. Proto jsou i sloupce
prvni aZ k-ty matice U~'(t) [A(f) U(t) — U(7)] nulové [tj. Bi(t) =0 pro i =
=12..,n j=12,..,k teSf, coZ jsme pfedpoklddali v pfipadé rovnice
(13.1)]. Tak jsme rovnici (13.3) pfevedli na rovnici (13.1).
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