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13. Diferencovatelnost feSeni vzhledem k pocatecnim podminkim

13.1. V pfedchézejici kapitole jsme dokazali, Ze funkce D je spojita, je-li funkce f
spojitd a je-li rovnice (10.1.1) jednozna&na. Pfirozen¥ z definice funkce @ plyne, Ze
existuje parcidlni derivace 09/ot a Ze plati

‘_’aifi(:, tor ) = £(t, 9(t: 1o, %) 1y

tedy funkce 89/t: G — K" je spojita. V této kapitole ukdZeme, ¥e funkce ¢ m4 spo-
jité derivace, ma-li funkce f spojité derivace. Pojem derivace ve sméru a diferencidlu
je zaveden v Dodatku 11.1; diferencidl vzhledem k nékteré z proménnych je zaveden
v Dodatku 11.2. Hlavni vysledek je obsaZen ve Vété 13.1.1. Z ni je odvozena tzv.
,rovnice ve variacich* [(1.11)], z niZ Ize potitat derivace funkce ®. V pfipadg, Ze
K = C, plyne z Véty 13.1.1, Ze funkce @ ma spojité derivace v komplexnim oboru
podle sloZek %; vektoru %, a je tedy vzhledem k témto proménnym holomorfni; tato
situace je vyloZena v odst. 13.3.

13.1.1. Véta (o diferencovatelnosti fedeni podle potitetnich podminek): Nechr je
splnéna podminka

Funkce f: G = K" je spojitd a pro kaZdy vektor w e K" existuje deri-
vace D(zw) f: G = K" funkce f ve sméru w a je spojitd. (1.2)

Potom je definovdna funkce @ a existuji derivace

il , D@ (pro kaZdé weK"),
to
& P, s o, QD;%, D‘”ﬁqs,
at dt, dt, Ot ot Y oot
vSechny zobrazuji spojité G do K" a plati
2 2
T o-"2 o, (1.3)
0Ot Ot ot oty
d 0
D® —o = —-DPo . 1.4
ot a " (14)
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Vétu 13.1.1 dokaZeme pozdgji (viz str. 237). Podminka (1.2) je splnéna pravé
tehdy, jestliZe plati jedna z podminek:
(i) Funkce f ma spojité parcidlni derivace df/0x;: G —» K" pro i = 1,2, ..., n.
(i)  V kazdém bodé (¢, x) € G existuje diferencidl D® f(t, x) a zdvisi spojit& na
(& x).
(Viz Dodatky 11.1 a 11.2.)

Z Véty 13.1.1 plyne, Ze rovnici (1.1) miZeme derivovat vzhledem k teti pro-
ménné v libovolném sméru w € K" nebo podle druhé proménné; v obou ptipadech
miZeme zaménit pofadi derivaci na levé strané. Tedy je

) d

— — B(t, to, X) = DA (¢, D(t, t,, X)) — D(t, 1o, %), 1.5
a‘ato(O) f(‘p(o»ato(O) (1.5)
%DS’ &(t, to, £) = DD f(t, B(1, 1o, X)) D’ (1, t,, X) . (1.6)

Misto 0/dt, 6/0t, miizeme psat DV, D{?. Je
¢(t0’ to, i) =X pro (to, i) eG. (1.7)

Derivovanim podle t, plyne

= &dT ¢(t0) tO’ i) = D(ll) ¢(l0s tO’ x~) + D(IZ) ¢(t°’ '0’ i) :
0

Podle (1.1) je D &(t,, to, %) = f(to, %), tedy

D(lz) ¢(to, to, i) = —f(to, f) . (1.8)
Aplikujeme-li na rovnici (1.7) operator derivace DY, dostavame

D d(to, to, X) = w. (1.9)

Pfi pevnych to, %, w poloZme u = &(., to, X), v = D &(,, 1o, X), D &(., 1o, x) = z.
Podle (1.5) a (1.8) plati

o(t) = DP f(t, u(t) o(t), o(te) = —f(to, %), (1.10)
a podle (1.6) a (1.9) je |
#t) = D@ f(t, u()) z(1) , =2(to) = w. (1.11)

Rovnice (1.11) se nazyva rovnice ve variacich. Rovnice (1.10) a (1.11) umoZiiuji
vypotitat pro n&které (1, to, X) hodnoty

;— ®(t, t,, X), DY @(t, t,, %),

to
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aniZ derivujeme funkci @ [tu pro viechny body (1, fo, X) nemusime ani znat]. Uké-
Zeme to na piikladech:
Ptiklad 1: VySetfujme rovnici

% = a(t) x + b(r) x*, (1.12)

kde funkce a, b: R - R jsou spojité. Necht je X = 0, to € R. Je 9(1, 1o, 0) = u(t) = 0,
D@ f(t, x) = D f(t, x) = a(f) + 2b(t) x, D® f(t, u(t)) = a(1), tedy podle (1.11)
je 2(t) = a(t) z(1), z(to) = w; odtud plyne

DS (1, 1o, 0) = (1) = exp U a(x) dt] W,

to

D® &(t, to, 0) = D (1, £, 0) = expf a(t)dr.

fo
Z rovnice (1, to, 0) = 0 bezprostfedng plyne, Ze je P‘f’ &1, 1o, 0) = 0.
Pfiklad 2: Vy3etfujme rovnici
% = x3(x — sin2t) + 2cos 2t. (1.13)
Necht je % = t, = 0. Je &(t,0,0) = u(r) = sin 21,
D? f(t, x) = x> + 3x*(x —sin2t), DP® f(t, u(t)) = u*(r) = sin®2r.
Podle (1.10) je i(t) = (sin® 2t) o(r), v(0) = —2, tedy
:

ait- #(1,0,0) = D #(t,0,0) = -2 epr. sin® 2t dr.
0

0

Podle (1.11) je 2(f) = (sin® 21) z(¢), z(0) = w, tedy

T
D® ¢(1,0,0) = DY &(1,0,0) = exp j sin® 2t d7.
o

Pfiklad 3: Vysetfujme soustavu

X, =x3—1,
%, =1-x}. (1.14)
Nechf je

x=(;> to =0, weR?,

(1,0, %) = u(t) = (:) pro teR,

Je

D(Z)f(t, x) = (_g;%, 3"5) ) D(”f(t, u(t)) - (_g, (3;) 4.

(233)



Podle (1.11) je () = A z(t), 2(0) = w, tedy

3) %) — eAt sk At _ [ cos3t, sin 3t
DY #(1, 0, %) = e'w []e oviem eAt = (—sin 31, cos 3t) |

Vysetfujme soustavu

x = f(t,x),
y=D®f(t,x)y. (1.15)
Pravi strana soustavy (1.15) zobrazuje spojité¢ G x K" do K*".

13.1.2. Pomocn4 véta: Necht plati (1.2). Pak soustava (1.15) je jednoznaénd.

Diikaz: Nechf #; je interval v R, xU: #, » K", y11: #, - K", a necht
funkce col (x, yt1): #; = K*" je feSeni soustavy (1.15), i = 1,2. Nechf existuje
toe £, N I, takové, Ze x1)(to) = x(t,), y1'(t,) = y1*Yt,). Rovnice X = f(1, x)
je jednoznatné podle Véty 11.1.6. Je tedy x!'Y(f) = x'?)(t) pro te #, N #,. Proto
yt1i yt2) splituji (na £, N #,) lineérni diferencidlni rovnici y = D@ f(t, x1*1)) y
a tak je y(t) = yP?X¢) pro te £, N #, podle Véty 4.3.2. Pomocnd véta 13.1.2
je dokdzana.

Vzhledem k Pomocné vété& 13.1.2 existuje funkce @ takovi, Ze

(o)

je maximalni feSeni soustavy (1.15),

e (to, to, (f)) = (f) pro (to, f) € G, ﬁ ekK".
y y

[Viz Vétu 12.1.1 a Definici 12.2.1.] Podle V&ty 12.2.6 funkce @ je spojita. Necht
&: G » K" ma obvykly vyznam, tj. necht &(., to, %) je maximalni feSeni rovnice
% = f(t, x), B(to, to, X) = %. Z tvaru soustavy (1.15) plyne, Ze je

o(vw(3))=(Fued ).
¥y A(t, to, %, 7)
kde A(t, to, %, ﬁ) znamena poslednich n fadkl vektoru na levé strané. Také odtud

plyne, Ze definiéni obor funkci 4 i @ je G x K" a %e funkce A: G x K" —» K" je
spojitd. Z nésledujici Véty 13.1.3 lze jiZ jednodus$e dokazat Vétu 13.1.1.

13.1.3.:V§ta: Necht je splnéna podminka (1.2). Potom existuji derivace
DY &(t, to, ), D (1, to, %)

a plati rovnice

D &(t, 1o, %) = A(t, 10, %, W), (1.16)
D &(t, t,, %) = A(t, to, %, —f(to, %)) . (1.17)
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Duikaz: (1.16) znamend, Ze plati

lim A'[@(t, to, & + Aw) — B(1, ty, X)] = A(t, to, %, W)
4-0,2¢K

(1.18)

pro (t, tos J’E) e G, we K". ProtoZe to, X, w budou v této uvaze pevné, budeme psat
&1, to, X + Aw) = &(t, 1), A(t, to, %, w) = A(f). Necht je pro urditost t> t,.
Funkce & je definovana a spojitd na oteviené mnoZiné v R x K, kterd obsahuje
viechny body (7,0), t, < © < t. Je (v, #(1,0)) € G pro t, < © < t. Proto existuji

Cisla ¢ > 0, 6 > 0 tak, Ze

V={(r,v)eR x K"| toSt=t|o-&r0) e <G

a ze (r, &(r, A)) e Vpro to S © < t, |4| < 5. MnoZina V je kompaktni, tedy existuje

%y € R tak, Ze je [D® f(1, x)| < %, pro (t, x) € V. Je [viz (D11.1.3)]
flt,u) = f(t,v) = le(z)f(t, v+ 9[u—v])dd(u — v)

pro (¢, u), (t, v) € V, tedy

17t w) = 1(6 9)]| < 2afju = o]
pro (t, u), (t, v) e V. Déle je

Be, 1) = %+ dw + f f(o, &s, 1) do,
e, 0) = % + j f(o, &, 0)) do,

&(c, 2) — Bz, 0) = Aw + J [/(o, &(o, 2)) — f(o, &(o, 0))] do
pro |4| £, 1, £ © < t. Podle (1.20) je
1#6.3) - 36,01 5 4 ) + [[ 1800, ) = &0l o,

podle Véty 4.3.1 je

[(z, 2) = 8(z, ) = [4] [w] exp [xi(z = 1],
tedy
18(z, ) — &(z, 0)]| < %a4] ] ,

kde %, = exp [x,(t — to)].
Dile je

AR) =w + -r D@ f(q, &(c, 0)) A(c) do .

to
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Pro |4| £ 6, A + 02z (1.23) a (1.24) dostdvime
[8(z, 2) - 8(z, )] 47" = A() =

e j (o, #(o. D) = /(o, &(a, 0))] do —

- J" D f(a, &(c, 0)) A(0) do . (1.26)

to

Podle (1.19) je

1(o, &(c, 3)) - f(o, ¥, 0)) =

= D@ f(o, &(a, 0)) [8(0, 2) — &(a, 0)] + I'(o, 2) [$(0, 2) — H(o, 0)],
kde

(o, 2) = '[ :[D(” f(0, [1 - 9] &(e, 0) + 9 &o, 1)) — DD f(a, &(o, 0))] dS.

Po dosazeni do (1.26) dostdvime

[#(z, 2) — &(z, 0)] ATt —A(r) =
- J" D £(a, &(c, 0)) {[#(c, 4) — D&, 0)] 1~ — A(e)} do +

+ Jq I(o, 2) [#(c, 4) — #(0,0)] A"  do . (1.27)

to

Funkce I je spojit4 na kompaktni mnoZiné {(o, )| t, < 0 < ¢, |4] < 6}, (e, 0) = 0.
Pro 0 < v < § polozme ¢(v) = max {|I'(s, 2)|| | to < ¢ < 1,]4| < v}. Snadno lze
dokazat, Ze je

limg(v) = 0. (1.28)

v=0+

Je (viz téz (1.24)]

f I(0, 3) [&(c, 1) — $(o, 0)] A~* do

to

S (t—t) Q(lll) “2"”’" .

Je |D® f(o, ¥(0, 0))| < %, a tak z (1.27) plyne

I[8(5, 2) - 8(x, 0)] 4" — AR)] s j "a|[8(o, 4) — B(o, 0)] 47 —

to
— A(0)] do + (¢ — o) o(|A]) %2 | w]
pro o < 7 = 1,0 < |4 £ 4. Podle Véty 4.3.1 je

I3 2) — 8, 0] 47" = A < e (¢ = t0)xafw] e~
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Vzhledem k (1.28) je
lim  [&(t,2) — &(1,00] 17! = A(r)
Frorur
a tak plati (1.18), tedy i (1.16). Rovnice (1.17) se dokdZe obdobn&. V&ta 13.1.3 je
dokazédna. v
Dikaz Vé&ty 13.1.1: Z (1.17) a (1.16) plyne, Ze derivace 89/dty, DS’ &
existuji a Ze jsou spojité. Z definice funkce A4 a z (1.16) plyne, Ze existuje derivace

Spw e,
a "
Ze plati
§D9’ P(t, to, X) = D@ f(t, B(t, t,, %)) D (¢, t,, %),
t

tedy derivace

]
—D® @(t, t,, X
o " (t o, %)

zavisi spojité na (1, to, X). Na pravou stranu rovnice (1.1) miZeme aplikovat operator
D{Y; je

D 2 8(t, 4, %) = DO 1, (s, 1o, DY &, 1, %)
t

derivace D’ 00/dt je spojité a plati (1.4). Zcela obdobnym zpiisobem se dokéZe, Ze
existuji derivace
62 62

— %, — 9,
0t ot Oty Ot

Ze jsou spojité a Ze plati (1.3). V&ta 13.1.1 je dok4z4na.
13.1.4. Véta: Plati-li (1.2), pak funkce ® md diferencidl D @ (vzhledem ke viem
proménnym dohromady) a D &(t, x) zdvisi spojité na (t, x).

Véta 13.1.4 plyne z Véty 13.1.1 (viz Dodatek 11.1). Plati-li (1.2), pak tedy
specidlng existuje diferencidl D(® & a D® &(1, x) zavisi spojit& na (t, x).

13.1.5. Poznfmka: Necht plati (1.2), (to, X, %) € G, u(f) = &(t, to, X) a nechf Y je
fundamentalni matice rovnice

y = D® (1, u(1)) ¥(1), (1.29)

Y(to) = I. Vzhledem k (1.11) je DS &(t, to, %) = Y(¢t) w pro w e K". ProtoZe existuje
D™ &, je D #(t, 1y, %) = D® &(t, t, £) w pro w e K* (viz Dodatek 11.2). Je tedy
D® @(1, to, £) = Y(t). Jinymi slovy D® &, t,, %) je fundamentélni matice rovnice
(1.29) splitujici podminku D®) &(to, to, %) = I.
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13.1.6. Poznimka: Nechf U je fundamentilni matice rovnice x = A(f) x, kde funkce
A: # - M, je spojitd. Je &(t, t, %) = U(t) U”*(t) %; odtud plyne D &(t, t,,
%) = U(t) U~ Y(to,) w, D® &(t, to, %) = U(t) U~ (to).

Je U(f) U~*(t) = 1, derivovanim plyne (U ")(¢) = —U~(r) A(f), tedy
2 (1, 10, %) = —U(t) U=(t0) Alto) %,

aty

az

ot ot
13.1.7. Pozndmka: Nechf mnoZina H < K" je oteviend, Oe H, necht funkce
b: H - K" je spojitd a ma spojity diferencidl Db a necht b(0) = 0, Db(0) = 0,
Ae M, V ptipadé rovnice % = f(x), kde f(x) = Ax + b(x), je D f(0) = A a podle
Véty 13.1.3 je

DY &(t, to, 0) = e4¢~y , D® @, t,, 0) = 47",

D{» &(t,1,,0) = 0.
13.1.8. Pozndmka: Necht plati (1.2). Protoze D &(., to, %) je fundamentdlni matice

rovnice (1.29) a protoZe je D® &(t,, to, %) = I (viz Pozndmku 13.1.5), z (1.10) plyne,
Ze je

B(t, to, X) = —A(t) U() U™ *(t0) A(to) X -

D &(t, to, %) = —D® &(1, to, £) f(to, X) . (1.30)
Rovnici (1.30) Ize téZ odvodit ptimo. Zfejmé je D{" (to, 1o, X) = f(t,, %). Derivo-
vanim rovnice ®(fo, to, ) = £ podle t, dostdvime, Ze je D{V &(t,, to, %) +
+ D ¥(to, to, X) = 0, tj.

D$? &(to, to, £) = —f(to, %) . (1.31)
Derivujme rovnici 9(t, to, X) = &(t, 5, (s, to, X)) podle to. Dostavame

D &(t, ty, X) = D® &(t, 5, (s, to, X)) DY &(s, 1o, %) .

Dosadime-li sem s = ¢, a uZijeme-li rovnice (1.31), dostavame (1.30).
13.2. Viimn&me si pfipadu, kdy K = C. Necht plati (1.2). Pro
x = col (Xg, .00, X,) €C", W = 0l (65, 8)2, ++2» Opn) 5

kde 6y =1, 6,y =0pro k% 1, jk, 1 =1,2,...,n, je D f = 9f|ox;; ptitom na
pravé stran& je parcidlni derivace podle komplexni prom&nné x; [nebof v limitg,
kterou je v Dodatku 11.1 definovdno D, h(x), se poZaduje A €K]. Je tedy funkce
(t, .) holomorfni (viz V&tu D13.1.2). Z V&ty 13.1.1 plyne obdobnou tivahou, Ze funk-
ce &(t, to, .) je holomorfni.

Necht #, # jsou oteviené intervaly vR, r; > 0,...,r, > 0, we C", a necht
je (t, to, 2) € G, jakmile je t e #, to € £y, |2; — w,l <r,i=1,2,...,n Potom podle
(D13.1.3) (viz téZ Poznémku D13.1.4) plati pro te 2, to€ Fo, |z; — w)| < r,,
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J=1L2..,n,

1, to, z) = (L>"J. 2t o, ) dy,...dy;, (2.1)
2ni) Js, s. (1 = 2z1) oo (V0 — 21)
kde S; = {yeC||y - wl=r}i=12..,n
Z rovnice (1.1) plyne, Ze funkce 0®/ot je spojit a Ze funkce 0d(t, to, .)[ot je
holomorfni. Na vzorec (2.1) lze aplikovat (se zachovanim rovnosti) opertory
D, D, ..., kde u, ve C; tak lze dokdzat, Ze funkce D& &, DD &, ..., jsou
spojité. ProtoZe podle Véty 13.1.1 funkce

@ 30 4
oty otot, ot

D® @

jsou spojité, miiZeme na vzorec (2.1) aplikovat operitory

i, o2 Q_D(S)
oty otot, ot

a tak odvodit, Ze funkce

9 (1, 10,.), & (1, 1o, .) 9 p@ D1, 1o, )
at, at ot a "
jsou holomorfni. Obdobné lze zjistit, Ze funkce
p® 2o DD s
Yot dty

jsou spojité. Snadno se viak sestroji ptiklad, Ze napf. funkce 6?®/dt* nemusi existovat,
pokud nezavedeme siln&jsi predpoklady o f (srovnej Poznidmku 13.1.5).

13.3. Nechf je K = R. Vysetfime pfipad, kdy pro kaZdé v, w € R" existuje derivace
druhého ¥idu DPDE’ &(%, t,, %) (tento symbol je definovan v Dodatku 13.2).
Abychom dokazali, Ze existuje derivace DD &(t, t,, %), postali, dokaZeme-li,
%e existuje derivace DY O(t, to, %, ) [viz (1.15)]. [Zde si dovolujeme malou licenci

v oznaeni a pifeme (X, §) misto ; .] K tomu cili budeme aplikovat V&tu 13.1.1

na rovnici (1.15). Proto musi mit prava strana rovnice (1.15) spojitou derivaci v libo-
volném sméru (w, z) € R" x R" vzhledem k dvojici prom&nnych (x, y). Je

D@ f(t,x) y = DP f(t, x),
a proto bude tato podminka splnéna, bude-li platit (1.2) a jestlize

pro kaZdou dvojici v, we R" existuje derivace D¥’D'? f: G —» R"
a je spojita. (3.1)

Z Véty 13.1.1 plyne, Ze plati
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13.3.1. Véta: Necht plati (1.2) a (3.1). Potom existuji derivace D{’D{> &: G —» R"
a jsou spojité.

13.3.2. Poznamka: Podrobnym vyuZitim Véty 13.1.1 lze za pfedpokladu Véty 13.3.1
dokazat existenci a spojitost fady smiSenych derivaci [napf. derivace

Zp», 2

2 pep» e, DPLDP e
at, a " a "

atd.]. Nemusi viak existovat napf. derivace 3%/0t*. Lze viak ukézat, Ze existuji viechny
derivace druhého fddu funkce @ a Ze jsou spojité, pfipojime-li pfedpoklad: Existuje
derivace f]0t a je spojita.

13.3.3. Poznimka: Necht mnoZina H < R" je oteviend a funkce g: H — R (nebo
g: H —» R") spojitd. V matematické analyze se dokazuje, Ze existuji-li derivace
D.g, D,g, D,D,g, D,D,g a jsou-li spojité, pak D,D,,g = D, D,g. Odtud plyne, Ze
Vétu 13.3.1 mtiZeme doplnit tvrzenim

DD’ ¢ = DD @,

9
ot

DD ¢ = Df,”aﬁDSj” ¢ = DD aﬂ P.
t t

Vicendsobnym derivovanim rovnice (1.1) a rovnice &(t, to, X) = X a vyuZiva-
nim zdménnosti derivaci miZeme odvodit diferencidlni rovnice pro derivace druhého
fadu DD’ & a potiteéni podminku DD &(t, t,, X) = 0. Pro DIDE &
dostavame linedrni nehomogenni diferencidlni rovnici, jiZ v n&kterych pfipadech
miiZeme uZit k vypoétu funkce DD &,

Dile plati, Ze funkce ®(t, to, ¥) ma diferencial druhého ¥idu pfi pevnych
t, to vzhledem k % [a tento diferencidl druhého fadu spojité zavisi na (¢, to, X), viz
Dotatek 13.3].

13.3.4. Poznimka: Obdobnym zplsobem lze vySetfit derivace funkce @ fadu tfetiho
a vyssich.
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