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15. Exponenciélni stabilita. Hyberbolicky bod,
nestabilni a stabilni varieta

15.1. Vysetiime nékteré otdzky zdvislosti feSeni na po&ate¢ni podmince. Zv1ast
se budeme zabyvat pfipadem, kdy mald zména po&itedni podminky se projevi jen
malo na dal§im pribé&hu feSeni tak, Ze rozdil plivodniho feSeni a feSeni se zmé&n&nou
po&atedni podminkou se pro t = o0 zmen3uje k nule rychleji nez funkce e~ %, kde
@ je vhodné kladné &islo. Bude téZ popsdn priibéh vsech feSeni autonomni nelinedrni
rovnice v néjakém okoli mnoZiny hodnot periodického feSeni nebo konstantniho
feSeni.

15.1.1. Definice: ReSeni v: R = K” rovnice

i = f(t, %) (11)

s wr

se nazyva exponencidlné stabilni FeSeni, existuji-li takovd ¢islad > 0,71 > 0, ¢ > 0,
Ze plati: Je-li u maximélni feSeni rovnice (1.1) a existuje-li takové e R, Ze je
|u(®) — v(3)]| = &, potom u je definovino pro vSechna ¢ = 7 a spliiuje nerovnost

() = o] 167 PJu() — o) pro 12 1.

Necht je Ae M,. Z Véty 5.3.3 plyne, Ze trividlni feSeni rovnice X = Ax je
exponencialn& stabilni pravé tehdy, je-li Re A < 0 pro kaZdé vlastni &islo 4 matice A.
Ma-li funkce g: K" — K" diferencidl D g a je-li g(X) = 0, pak v okoli bodu X je
g(x) pfiblizn& rovno D g(%)(x — X). MizZeme olekédvat, Ze konstantni Fedeni
v, v(t) = X pro t € R, rovnice

% = g(x) (1.2)
je exponencidlng stabilni, je-li Re A < 0 pro kaZdé vlastni &islo 4 matice D g(X).

15.1.2. Vé&ta: Nechf jsou splnény tyto podminky:

MnoZina H < K" je oteviend, g: H - K" . (1.3)
eH, g(X)=0. (14)
V kaZdém bodé x e H existuje diferencidl D g(x) a zdvisi spojité

na x. (1.5)
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Re 4 < 0 pro kaZdé vlastni éislo A matice D g(%). (1.6)

Polofme @, = max {Re A| A je vlastni &islo matice D g(%)} [je oviem g, < 0].

Potom ke kazdému g, 0, < —e < 0, existuji takovd ¢isla 5(g), n(e) > 0, Ze plati:
Je-li u maximdini Feleni rovnice (1.2) a existuje-li takové 1€ R, Ze je

[u(®) — %] = &(c), potom u je definovdno pro viechna t 2 1 a spliiuje nerovnost

[u(9) - 2| = n(@)e™ " u(®) — 2| pro 121. (L7)
V dikazu uZijeme této pomocné véty:
15.1.3. Pomocn4 véta: Nechfjer > 0,0 <u <1, XeK", 0: B(%,r) - K", O(%) =
= %. Necht zobrazeni @ md v kaZdém bodé x € B(%, r) diferencidl D O(x) a nechf

D O(x) spojité zdvisi na x. Necht je |D O(Z)| < p. Potom existuje 5,0 < 3, <'r,
tak, Ze plati

lo() — % s ulx - =], . (1.8)
lo(x) — el = ulx - |, (19)
10(x) - 2| = W]x - %], (1.10)

|©i(x) — ()| < wx—y| pro j=1,2,...,x,yeB(%3,) (111
[je oviem ©%(x) = 0(6(x)), ©°*!(x) = 6(@(x))].
Dukaz: Je (viz Dodatek 11.1)

O(x) — % = O(x) — O(%) = J:D O + o(x = %)) do(x — %). (1.12)

Zvolime-li 64, 0 < &, < r, tak, aby bylo |D O(z)| < g pro z € B(%, J,), pak z (1.12)
plyne, Ze plati (1.8). Nerovnost (1.9) se dokdZe obdobné. (1.10), (1.11) ptejde v (1.8),
(1.9), polozime-li j = 1; indukci se dokédZe, Ze (1.10),(1.11) plati pro j = 1,2, 3, ....
Pomocna véta 15.1.3 je dokdzina.

Dikaz V&ty 15.1.2: Rovnice (1.2) je jednoznatnid podle Véty 11.1.6.
Polozme 4 = D g(X). Nechf ¢ a ¥ maji stejny vyznam jako v odst. 12.3 a 12.4.
Je ¥(t, 5) = &(t, 0, 7) (viz Definici 12.3.4) a podle Pozndmky 13.1.5 je D® ¥(., )
fundamentalni matice rovnice

% = Ax, (1.13)
D® Y(0, X) = I. Je tedy D® ¥(t, %) = exp (4¢) (viz Poznamku 5.6.2) a plati
[D® ¥(t, X)|| < x4(1 + *9)e”* pro t=0, (1.14)

kde x», je kladné Cislo a u, = 0 je celé Cislo.
Necht je o, < —p@ < 0. Zvolme &islo T > 0 tak, aby platilo

xq(1 + T*)e® <™, (1.15)
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Funkce ¥ a D! ¥ jsou definovény na oteviené podmnoZing A = R x K", kterd
obsahuje mnoZinu {(t, %)| € R}. Proto existuje takové r > 0, Ze

0={tx)|0st<T|x-3|<r}cA.

PoloZime O(x) = ¥(T, x) pro x € B(%, r), p = e™*". Vzhledem k (1.15) a (1.14) je
[D ©()| < 1 a podle Pomocné véty 15.1.3 existuje 5,,0 < 6, S r, tak 7e plati
(1.10). Je ©%(x) = Y(kT, x) [viz (12.3.7)], tedy plati

|P(kT, x) — 2| < e™*"|x — 2| pro xeB(%,3,). (1.16)

ProtoZe funkce D'?! ¥ je spojitd na Q a Q je kompaktnf mnoZina, existuje x € R tak,
Ze je |[D ¥(t, x)| < x pro (t,x) e Q. Je

W(t, %) — % = (1, %) - ¥(t, %) = f D@ B(, % + ofx — %)) do(x — %)
pro (1, x) € Q. Tedy je .
|P(t, x) — 2| S x%|x — %] pro (1,x)eQ. (1.17)

Necht je t > 0, x € B(%, 6,). Existuje celé nezdporné k tak, Ze je kTS t < (k + 1) T.
Je ¥(t, x) = P(t — kT, ¥(KT, x)) a podle (1.16) a (1.17) je

(e = KT, ¥(4T, %) - 3] S o] POT ) — 5] S we 7] — 3],
tedy plati
[®(t,x) — %] SxeTe ¥|x—%| pro t20, xeB(%9,).

ProtoZe je u(t) = ¥(t — 1, %), plati (1.7), poloZime-li n(g) = x *”, 5(g) = 9,. Véta
15.1.2 je dokazana.

15.1.4. Pozndamka: Z Véty 15.1.2 specialné plyne, Ze FeSeni v, v(t) = X pro teR,
rovnice (1.2) je exponencidlng stabilni.

15.1.5. Poznamka: V&tu 15.1.2 miZeme doplnit timto tvrzenim: Jsou-li u, w maximal-
ni feSeni rovnice (1.2) a existuje-li ¢ € R tak, Ze je [[u(¥) — %[ < (o), [w(¥) — % = 5(e),
pak je

[u()) = wOll = n(e) e™*“Pu®) — w(®)] -

Diikaz lze provést obdobn& jako v pfipad& nerovnosti (1.7); pfitom se vyuZije ne-
rovnosti (1.11).

15.1.6. Porndmka: Necht plati (1.4), (1.5) a
Re A > 0 pro kaZdé vlastni &islo A matice D g(%). (1.18)

Polozme h(x) = —g(x) pro x € H. Funkce h spliiuje podminky (1.4), (1.5) a (1.6).
PoloZme g; = max {Re 4| 4 je vlastni &islo matice D h(%)}. Je o5 < 0.
Funkce u: I - K" je feSenim rovnice

% = h(x) (1.19)
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pravé tehdy, je-li funkce # definovana rovnici 4(t) = u(—t) feSenim rovnice (1.2);
feSeni u je maximalni pravé tehdy, je-li feSeni 4 maximalni. Proto z Véty 15.1.2 uZité
na rovnici (1.19) plyne, Ze plati toto tvrzeni:

Ke kaZdému ¢,0 < @ < —g;, existuji &isla 6,(¢) > 0, n,(¢) > 0 a plati:
Je-li # maximélni feSeni rovnice (1.2) a existuje-li takové 7€ R, Ze je |4(}) — %[ <
< 64(e), potom # je definovdno pro viechna t < 7 a spliiuje nerovnost

Ji0) - 5] S nu(@) P} 2] pro 1.
Obdobnym zplsobem lze pozménit tvrzeni obsaZena v Poznamce 15.1.5.

15.2. Nechtje g: H » K", X e H = K", g(X) = 0. Jak z teoretického, tak z praktic-
kého hlediska maji zvla$tni vyznam takové body z € H, Ze pro maximalni feSeni x
rovnice (1.2), které v okamZiku ¢ = 0 nabyvé hodnoty z, plati lim x(t) = %. Rik4 se

t— o

téz, Ze FeSeni x rovnice (1.2) je pfitahovano z bodu z k bodu X a Ze bod z leZi v oblasti
pfitaZlivosti bodu %.

15.2.1. Definice: Necht
(i) Y,(g, X) je mnoZina takovych z € H, Ze plati: Je-li x maximalni feeni rovnice
(1.2), x(0) = z, pak lim x(f) = %.
t— o

(ii) Yo, X) je mnoZina takovych ze H, Ze plati: Je-li x maximalni FeSeni
rovnice (1.2), x(0) = z, pak lim x(f) = %.
1= — o

Definice mnoZiny Y,(g, %) je pfimym zobecnénim definice mnoZiny Y,(B) (viz
Definici 5.3.7). Je-li totiZ B e M,(C), H = C", g(x) = Bx pro xe C", £ = 0, pak je
Y,(9, %) = Y,(B). Obdobn& je v takovém pfipad€ Y.(g, %) = Y, (B). Cilem
tohoto a nésledujiciho odstavce je vySetfit mnoZiny Y,(g, X), Yaes(9, X) za piedpo-
kladu, Ze plati (1.3), (1.4), (1.5) a Ze plati:

Re A #+ 0 pro kaZdé vlastni &slo A matice D g(X). (2.1)

15.2.2. Véta: Nechr plati (1.3) aZ (1.6). Potom mnofina Y,(g, %) je oteviend a je
%e Y, (g, %).

Dikaz: Podle Véty 15.1.2 je B(%, d(e)) = Y,(9, %) pro @ = —g,[2 a spe-
cialné je % € Y, (g, X). Necht je y € Y, (g, %). Existuje s > 0 tak, Ze je

¥(s, y) € B(%, 6(0)]2) .
ProtoZe W je spojitd funkce, existuje Eislo £ > 0 takové, Ze je

(s, 2 € BE 5(0),
jakmile je z e B(y, §). Je

P(t,z) = P(t - s, ¥(s, 2)).,
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a proto je lim ¥(t, z) = %, tedy B(y, {) < Y, (g, £); mnoZina Y,(g, X) je oteviena
=

a Véta 15.2.2 je dokdzana.

15.2.3. Poznimka: MnoZinu Y,(g, %) lze interpretovat jako mnoZinu takovych
potiteénich poloh z, Ze FeSeni, je-li vychyleno z polohy % do polohy z, se vrati (pro
t — o) do polohy X. Proto je v n&kterych pfipadech uZite¢né a dileZité mit presn&jsi
informace o mnoZiné Y,.(9, i). K tomu je oviem nutné uZit podrobnéj§ich informaci
o g (ve srovnéni s Vétou 15.1.2), coZ je vidét z tohoto piikladu: Necht je g > 0

a necht funkce g,: R = R je definovéna rovnici gs(x) = —x + px3. V pfipadé
rovnice

% = gy(x)
miZeme polozit ¥ = —p~1/2,0, B~1/2, Je

Yo(gp, 0) = (=872, 112, Y, (g5 =B~ V%) = {-B"'},
Y95 B'%) = {"*}.

V obecném piipad€ obvykle nelze explicitné udat mnoZinu Y,.(g, %). Za dosti obec-
nych podminek 1ze oviem udat kouli nebo jinou mnoZinu, kterd je obsaZena v Y.(g, J'c),
a v konkrétnich ptipadech Ize mnoZinu Y,,(g, %) hledat pfibliZnymi metodami.

15.2.4. Véta: Necht plati(1.3) aZ (1.5) a (1.18). Potom mnoZina Y,..(g, %) je otevFend
a je i € Ynest(g, i-)

Véta 15.2.4 plyne z Véty 15.2.2 postupem, kterého jsme uZili v Pozniamce
15.1.6.

15.3. Necht je
=0, (.1)
necht plati (1.3), (1.4), (1.5) a necht

Re 4 + 0 pro kazdé vlastni &slo A matice D g(0); pfitom existuji
vlastni &isla A takov4, Ze je Re A > 0, i takov4, Ze je Re A < 0. (3.2)

Tento pfipad je podstatn¥ obtiZzn&jsi. Podminka (3.1) je zavedena pro zjednodugeni
n&kterych formulaci (a nevede ke ztrdt& na obecnosti). Vysledek bude vysloven ve
Véte 15.3.2 bez diikazu a doplnén n&kolika poznamkami. Dikaz Véty 15.3.2 je
naznalen v Dodatku 15.1.

15.3.1. Definice: Necht X je linearni podprostor v K% 0 < m = dim X. MnoZina
U = X se nazyva elipsoid (v X se stfedem 0), existuje-li baze u'),...,u™ v X
a kvadratickd forma &(ay, ..., @) tak, Ze je

U= {x|x =i§1a, ul, oy, vy ) S 1} 5

je-li K = R, pak pfedpokliddme, Ze forma ¢ je symetrickd a pozitivné definitni
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[ti. &(oys -vvs tm) = Z Sy, Sy = Eja (ay, ..., a) > 0pro !axl + ...+ Ia,,,| >0,
ij=12,..,m] je-ll K = C, pak ptfedpoklidime, Ze forma ¢ je hermitovskd
[t. &y, .. az,,,) = Z Sy &4y = &;/] a pozitivné definitni.

PoloZme X+ = Y,e(D 9(0)), X_ = Y,(Dg(0)). Je K'=X,+X_,
dim X, > 0, dim X_ > 0 (viz Definici 5.3.7, Vétu 5.3.10 a Pozndmku 5.3.12).‘

15.3.2. Véta: Nechf plati (3.1), (1.3) aZ (1.5) a (3.2). Potom existuji kladnd &isla
N4> Ny @4, 0-, elipsoidy U, =« X, U_ < X_ (se stfedy v bodé 0) a zobrazeni
q:U, »U_, p:U_ = U, tak, %e jsou splnény tyto podminky:

Existuji diferencidly D q(u), D p(v) a spojité zdviseji na ueU,,

veU._. (3.3)

q(0)=0, Dg(0)=0, p(0)=0, Dg(0)=0. (3.4)
Polozme Q = {u + q(u)|ueU,}, P = {v + p(v)| ve U_}. Potom plati:

QnP={0}. (3:5)

Je-li y maximdlni FeSeni rovnice (1.2) a existuje-li 1€ R tak, Ze je
¥(1) € P, pak y je definovdno pro viechna t > 1 a plati

y)eP, YOl sne™ @] pro 1z1. (3.6)
Je-li y maximdlni reSeni a existuje-li € R takové, Ze je
y(t)eU, + U_ pro t 2 1, pak je y(¥)e P. (3.7)

Je-li y maximdlni FeSeni rovnice (1.2) a existuje-li 1€ R tak, Ze je
() € Q, pak w je definovdno pro viechna t <1 a plati y(t)e Q,

Iyl < ne ™ C0y@] pro 1<, (3.8)
Je-li y maximdlni FeSeni a existuje-li T € R takové, Ze je
y(t)eU, + U_ prot £ 1, pak je y() e Q. (3.9)

15.3.3. Poznamka: Lze fici, Ze P je plocha aZe X _ je jeji teny prostor v bod¢ 0. Ma-

ximalni feSeni y, které v okamZiku ¢ leZi v P, ziistane v P pro t = ¥ a bliZi se k nule

pro t — co. Naopak, je-li y takové Feeni, Ze plati lim y(t) = 0, pak existuje takové 7,
t—

Ze je y(t) € P pro t = 1. Obdobna tvrzeni plati i pro mnoZinu Q.

15.3.4. Pozndmka: Pfipad n = 2, dim X, = dim X_ = 1 je zndzornén na obr. 27.
U,, U_ jsou usecky, U, + U_ je rovnobéZnik. Specidlni tvar mnoZiny U, 4 U_
je vyhodny jak pro formulaci Véty 15.3.2, tak pro jeji ditkkaz. Kdybychom mnoZinu
U, + U_ nahradili napf. kouli B(0, 6, K") takovou, Ze by bylo B(0,6) =« U, + U_
museli bychom pracovat s mnoZinou B(0, §) n Q misto s mnoZinou Q. To by bylo
obtiZné, nebot mnoZina B(0, 8) N Q je sice grafem vhodné funkce, bylo by viak obtiZné,
urcit defini¢ni obor této funkce.
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15.3.5. Pozndmka: Cisla o,, o_ ve Vété 15.3.2 mohou byt libovolna kladna &sla,
pro néZ plati

(i) ¢+ < Re A pro kaZdé takové vlastnf &islo 4 matice D g(0), Ze je 0 < Re A,
(i) Re 2 < —g_ pro kazdé takové vlastni &islo 4 matice D g(0), Ze je Re 1 < 0.

V obecném ptipadé &islo 1, zavisi téZ na g4 a &islo - na g_.

”,,I‘

-

Y
O
(&

X
"

\

e

T

"’III

Obr. 27

15.3.6. Pozndmka: Vlastnosti rovnice (1.2) popsané ve Vét& 15.3.2 a v Pozndmce
15.3.3 pripominaji vlastnosti rovnice X; = x;, X, = —X,; trajektorie této rovnice
(které meleZi v osach x;, X;) jsou rovnoosé hyperboly (x;X; = ¢ % 0). Proto bod 0
se nazyva hyperbolicky bod rovnice (1.2).
15.3.7. Pozndmka: Nechf je K = R, n = 2, h: R> - R? a necht rovnice

x = h(x) (3.10)
mé trajektorie, jak je naznadeno na obr. 28. Necht je hy(xy, X;) = x4, ha(xy, x;) =
= —X; pro |x,|, |x| £ 1. Nechf u je maximélni feSeni rovnice (3.10) splitujici pod-
minku u(0) = (0, 1) a necht v je maximalni ¥eSeni rovnice (3.10) spliiujici podminku
(0) = (0, —1). Releni u se pro t - —oo bliZi k po¥itku po ose Xy, pro t —
piejde na osu x, a bliZi se po ni k podatku. TotéZ lze fici i o fefeni v. Necht U, V
jsou piislusné trajektorie, tj. U = {u(f)| te R}, V = {o(t)| te R}. Snadno se zjisti,
Ze je Y,(0,h) = UL VU {0} = Y,,,(0, h). Tvrzeni Véty 15.3.2 jsou splnéna napt.
tak, Ze je

U, = {(xn xz)l Ixxl SLx,= 0} s
U_ = {(%, xz)] x; =0, lle <1,
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4+(x;) = O pro |x1| < 1, p(x;) = Opro |x2| <1l.JetedyQ =U,, P = U._ aziejmé
je

Q% Yool O, ) A(Uy +UL), P+ Y, 0,h)n (U, +U.).
Pro mnoZinu Y, (%, g) se ujal nazev stabilni varieta bodu % a pro mnoZinu Y,.,(%, g)

nézev nestabilni varieta bodu %, i kdyZ mnoZiny Y,(0, k), Yes(0, h) nemuseji byt va-
rietami ve smyslu definice, obvyklé v diferencidlni geometrii.

Obr. 28

15.3.8. Pozndmka: MnoZina Y, (%, g) se skldd4 z trajektorii takovych maximalnich
feSeni w rovnice (1.2), Ze je lim w(f) = X. Lze téZ vy3ctfovat mnoZiny sloZené z tra-
t— o

jektorii takovych feSeni u, Ze je napf. (u(f) — X)e™* — 0 pro t — oo, kde a je pevné
kladné &islo (viz [21], kap. IX). Velmi zajimava je téZ otdzka, zda existuji trans-
formace prevadéjici rovnici (1.2) v rovnici y = By (v n&jakém okoli po&itku) a jaké
vlastnosti maji takové transformace. Také v této otdzce odkazujeme na monografii
[21], kap. IX.

15.4. V tomto odstavci ukdZeme, jak VEty 15.2.2 a 15.3.2 1ze pfenést na pfipad,
kdy rovnici (1.2) vySetfujeme v okoli mnoZiny hodnot jejiho periodického feseni.
Budeme se zabyvat pfipadem, Ze viechny promé&nné jsou realné, tj. budeme psit R
misto K. To je podstatné napf. v dikkazu Véty 15.4.1 (viz Dodatek 15.2), nebof
fedeni w rovnice (D15.2.6) musi byt redlné. Necht plati:

MnoZina H = R" je oteviend, g: H - R". (4.1)

V kaZdém bodg x € H existuje diferencial D g(x) a zavisi spojité na x.  (4.2)
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Necht s: R — H je periodické (nekonstantni) feSeni rovnice (1.2). Potom existuje
gislo T > 0 tak, Ze je s(t + T) = s(t) pro t€ R; s(t) + s(z) pro It - 1'| < T (srovnej
Vétu 12.3.7). Rovnice (1.2) je jednoznaéna; kdyby bylo g(s(t,)) = O Pro n&jaké
to € R, bylo by s(f) = s(t,) pro t€ R; je tedy g(s(t)) + 0 pro te R a také 5(t) + 0
pro t € R. Reseni s nemiiZe oviem byt exponencilng stabilni, nebof pro kazdé ¢ € R
funkce

v,(t) = s(t + ) pro teR, (4.3)

je také fefenim rovnice (1.2). Necht S je trajektorie Fedeni s, tj. S = {s(t)| t € R}.
MnoZina S je soudasné trajektorii feSeni v, pro o € R. Budeme vySetfovat priibéh
feSeni rovnice (1.2) v n&jakém okoli mnoZiny S. ProtoZe funkce g je spojitd, ma kazdé
feSeni v rovnice (1.2) spojitou derivaci; protoZe diferencial D g(x) spojité zavisi na x,
miZeme pravou stranu rovnice #(f) = g(v(t)) derivovat, a proto kaZdé feleni v
rovnice (1.2) mé spojitou derivaci druhého fadu. Derivujeme-li rovnici $(f) = g(s(t)),
dostavame, Ze plati 5(f) = D g(s(t)) 5(f). To znamend, Ze periodickd funkce § je
feSenim rovnice ve variacich

#(r) = D g(s(1)) w(?) - (44)

Rovnice (4.4) je periodicka s periodou T. Necht W je fundamentalni matice rovnice
(4.4). Pfipomeiime si, Ze vlastni &isla matice W ~*(0) W(T) se nazyvaji multiplikatory
rovnice (4.4) a Ze multiplikatory ani jejich nasobnosti nezaviseji na volb& matice W
(viz odst. 6.2). Je §(t) = W(f) c, kde 0 + c e K". ProtoZe funkce § ma periodu T, je
[W(T) — W(0)] ¢ = 0 a ¢&islo 1 je jeden z multiplikdtord rovnice (4.4). Rovnice (4.4)
ma4 lohu obdobnou jako rovnice (1.13); priibéh jejich feSeni je do zna&né miry uréen
jejimi multiplikdtory. UkéZeme, Ze vlastnosti rovnice (1.2) v okoli mnoZiny S jsou
obdobné vlastnostem rovnice (4.4).

Necht ¢(x, S) znamené vzdalenost bodu x € R” od mnoZiny S [tj. o(x, S) =
= inf {|x — y| | y € S}]. Pliide ndm zejména o to, zda dané feleni v rovnice (1.2)
se bliZi k S pro t —» oo, tj. zda plati lim g(v(t), S) = 0. Nechf Y,,(g, S) je mnoZina

t—> o0

takovych y € H, Ze existuje feeni v rovnice (1.2) a &islo #, € R tak, Ze je o(t,) = y,
lim g(v(t), S) = 0. [Je oviem v(f) = ¥(t — to, y), kde ¥ m4i stejny vyznam jako
t— o0
v odst. 12.3.] Zfejmé plati S = Y, (g, S).
15.4.1. Véta: Necht multiplikdtor 1 rovnice (4.4) Je jednoduchy a necht pro ostatni
multiplikdtory p je |u| < 1. Potom mnoZina Y,(g, S) je otevFend.

Dikaz Véty 15.4.1, jakoZ i tvrzeni z Pozndmky 15.4.2, je obsaZen v Do-
datku 15.2.

15.4.2. Pozndmka: Z Véty 15.4.1 plyne, Ze existuje takové &slo @ > 0, Ze plati:

Jestlize w je maximélni feSeni rovnice (1.2), X€ S, Te R, a je-li [w(f) — X|| S a,

pak w je definovéno pro viechna t 2 t, a plati lim g(w(?), S) = 0. Dokonce lze do-
t-

73)



kazat, Ye existuje &islo o tak, Ze je lim |w(f) — v,(f)]| = 0, [viz (4.3)], tedy fe3eni w
se bliZi k feSeni v,. o

15.4.3. Pozndmka: VSimneme si jesté situace, jakd nastane v pfipadé, Ze plati:

Je-li 4 multiplikator, |u| = 1, pak je p = 1; multiplikdtor 1 rovnice
(4.2) je jednoduchy. Existuji multiplikitory s takové, Ze je |u| < 1,
i takové, Ze je [y > 1. 4.5)

Bez ztrity na obecnosti miZeme pfedpokladat, Ze je s(0) = 0. Zvolme linedrni
podprostor Z < R", dim Z = n — 1 tak, aby platilo 5(0) ¢ Z. KaZdé feSeni w rovnice
(1.2), pokud je v blizkosti trajektorie S, chova se podobng jako nékteré feleni v,
a protne prostor Z v blizkosti bodu 0. Zajimame-li se o takova feSeni w, ktera se blizi
k S pro t = oo, stadi, budeme-li se zabyvat t&mi body, v nichZ w protne Z. Lze

Obr. 29

dokdazat, Ze existuji podprostorj Z_,Z, v Z elipsoidy U_cZ_,U, <2, a
zobrazeni p:U_ - U, tak, ¢ je dmZ_>0, dmZ, >0,Z=2+ + Z_,
Z,nZ_ = {0} Zobrazeni p ma spojity diferencidl, p(O) = 0. Polozme P =
= {x_ + p(x_)| x-eU_}.

Plati:

Je-li w maximdlni FeSeni rovnice (1.2) a existuje-li ie R tak, e je
w(i) € P, pak w je definovdno pro viechna t > 1 a plati
lim ¢(w(t), S) = 0; existuje posloupnost 1,,%,,... takovd, Ze je

t= o

<t <b<..,wil)ePproi=0,1,2...,wit)¢U, + U_ pro
.i,- <t< 1“. 1, lim ?,'4.1 - ?; = T(UiZ obr. 29). (46)
t—

(274)



Je-li w maximdlni FeSeni rovnice (1.2) a plati-li 11m g(w(t) S) =0,
pak existuje T € R tak, %e je w(i) € P. (4.7

Reseni w, pro né% je w(%o) € P, se tedy pro t 2 i, pohybuje v blizkosti mnoZiny
S, protiné postupn& mnoZinu U, 4 U_ v bodech w(%,), w(%,), ... a pfitom se bliXi
k mnoZiné S. Existuje téZ zobrazeni q: U, — U_ a plati obdobn4 tvrzeni pro fe$eni
w takovd, Ze je lim o(w(f), S) = 0. Hlavni myslenka dikazi t&chto tvrzeni je nazna-

t*—
&ena v Dodatku 15.3.
15.4.4. Pozndmka: Limitni vztah hm o(w(?), S) = 0 v (4.6) lze nahradit timto sil-
né&j$im tvrzenim:

Existuji takovd ¢isla o_,n > 0, Ze ke kaZdému bodu z € P exlstu]e oceR
tak, Ze je

(e, 2) — o] S me~ez] pro £z 0.

Pritom ¢_ je libovolné kladné &islo takové, Ze je |u| < e
tiplikdtor rovnice (4.4) aje lul < 1; n muZe zdviset na o .

~e-T jakmile u je mul-
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