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17. Autonomni soustavy dvou diferencidlnich rovnic

17.1. V této kapitole budou probrany nékteré specifické vysledky pro rovnici
% = g(x) (1.1)
za predpokladu, Ze

H < R? je oteviena mnoZina, funkce g: H — R? je spojitd a rovnice

(1.1) je jednoznagna. (1.2)
Necht ¥ je funkce zavedend v odst. 12.3.
17.1.1. Definice: Nechf je y € H. MnoZina bodl z € H, k nimZ existuje takovad po-

sloupnost redlnych Cisel t;, Ze plati

lim tl' = 0 > lim ql(ti, y) =2z,

i=» o i~
se nazyva w-limitni mnoZina bodu y a oznacuje Q(y) MnozZina bodu z € H, k nimZ
existuje takova posloupnost redlnych &isel ¢;, Ze plati

lim ti = —00, lim W(ti, y) =2z,

i»o i
se nazyvéa a-limitni mnoZina bodu y a oznaduje A(y).
17.1.2. Piiklady: Necht U je trajektorie feSeni ¥(., ).

(i) Pro U naznadené na obr. 30 znamenaji Sipky pohyb bodu u(t) s rostoucim ¢.
Q(y) je jednotkova kruZnice se stfedem v pofitku, mnoZina A(y) obsa-
huje pouze podatek.

(i)  V pfipadg soustavy X, =1, X, = 0 jsou mnoZiny (y), A(y) prazdné pro
kazdé y e R%.
(iif)  Je-li U naznadeno na obr. 31, je Q(y) sjednoceni pfimek x, = 1 a x, = —1.
(iv Je-li U trajektorie periodického feSeni y e U, je Q(y) = U = A(y).
Plati tato tvrzeni [diikazy jsou jednoduché a nebudeme je provadét]:

Je-liteR, ye H, u = ¥(1,y), je Qu) = Ay), A(u) = A(y). (1.3)
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MnoZiny Q(y), A(y) jsou uzaviené vzhledem k H pro y € H. Je-li

we Qy) [resp. A(y)], je ¥(t, w)e Q(y) [resp. A(y)] pro te R; v ta-
kovém pFipadé fikdme, fe mnoZina Q(y) je invariantni [srovnej odst.
12.4]. (14)

LA

v
\ Xy
L/ (1,0
/

Nechf je F = H a nechf F je uzaviend. Existuji-li te R, y € H tak,
%e je ¥(t, y)e Fprot 2 1, pak Q(y) = F.Existuji-lite R, y € H tak,
Ze je ¥(t,y)e F prot < 1, pak A(y) < F. (1.5)

()

Obr. 30

X
(0,1)

I ),

N

(0,-1)

Obr. 31

Nechf je F = H a necht F je kompaktni. Existuji-li e R, y € H tak,
Ze je ¥(t, y) € F pro t 2 1, pak Q(y) + 0. Existuji-li te R, y € H tak,
Ze je ¥(t,y)e F pro t < 1, pak A(y) + 0. (1.6)

17.1.3. Pozndmka: Lze téZ dokdzat, Ze mnoZiny A(y), () z tvrzeni (1.6) jsou sou-
vislé [tj. Ze Zddnou z nich nelze vyjadtit jako sjednoceni dvou neprdzdnych disjunkt-
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nich uzavfenych mnoZin]. Pro a, b € R?, a # b, poloZme
J(a,b) = {oa + (1 - 0)b|0 <0 < 1}.

Vyt&enim potatetniho bodu a a koncového bodu b [které oviem k J(a, b) nepati]
je ise&ka J(a, b) uspofadana ve smyslu rostouciho parametru o: Je-li

MM=ga+(1l-0)b, i=12 0<o,<0,<1,
piseme x[1 < x[21,

17.1.4. Definice: Usecka J(a, b) se nazyva transversdla [rovnice (1.1)], je-li
J(a, b) = H a jsou-li vektory b — a a g(x) linedrn& nezévislé pro kazdé x e J(a, b)
[ti. je-li a(b — a) * g(x) pro a € R, x € J(a, b)].

Primka, v ni? le¥i transverzdla J(a, b), rozd&luje rovinu na dv& poloviny.
Z Definice 17.1.4 plyne, Ze v kaZdém bod€& x € J(a, b) vektor g(x) sm&fuje do téZe
z obou polovin, a Ze tedy bodem x € J(a, b) pfechdzi fedeni z jedné poloviny [urené
nezévisle na x] do druhé.
17.1.5. Pomocni véta: Nechf J(a, b) je transverzdla, z € J(a, b). Potom existuji
éisla €, €, > 0 a ke kaZdému x, Ix, - z,l < &, i = 1,2, existuje 1(x) € {—&y, &)
tak, %e je ¥(x(x), x) € J(a, b). Cislo 1(x) je uréeno jednoznacné, funkce t je spojitd
v bod¢ z.

Dikaz: Bez ztrity na obecnosti miiZeme pfedpoklddat, Ze je z = 0. Po-

B = (91(0), by — al).

92(0)1 b, —a,

B je regularni matice. V rovnici (1.1) provedme substituci x = Bu, kde

loZme

x = col (xy, X3), u = col (uy,u;).
Dostavame rovnici
4 = g(u), (1.7)

kde §(u) = B~! g(Bu). Funkce § je spojitd, rovnice (1.7) je jednozna&na. Necht
funkce ¥ ma ve vztahu k rovnici (1.7) vjznam zavedeny v odst. 12.3.
Je

2(o) - (610"
(o) = (o)

to znamena

4(0) = ((1,)

tedy

(290)



Obdobné je
B—l bl - al) = (0
bz - az 1 ’

a proto tse&ka J(a, b) pfechézi v iisetku J(d, b) takovou, Ze je

a—5=((1)).

Je oviem z = O e J(a, b), a tedy O € J(d, b), proto J(d, b) lezi na ose X, [je d =
= col (0,7), b = col (0,7 + 1), kde —1 < y < 0]. Pfirozen& J(d, b) je transverzila
rovnice (1.7). DokédZeme, Z¢ Pomocna v&ta 17.1.5 plati pro rovnici (1.7). V okoli
bodu (0, 0) je Gy(uy, u;) > 0 a podle V&ty 10.1.1 existuji &isla 6, > 0, 5, > 0 tak,
Ze ke kaidému bodu ye(—90,,d,) x (—9,,6,) existuje FeSeni w:{—35;,8,) —
— {(—20,, 26, rovnice

du; _ a1y, u2)

du, .‘71(“1’ “z)
takové, Ze je w(y;) = y,. Bez ztrity na obecnosti miZeme pfedpokladat, Ze 8y, 5,
jsou tak mala, Ze je (0,¢)e J(@, b) pro £€(—25,,26,> a % < Fy(us,u;) <3
pro (uy, u;)€{—=0y,8,)> X {—=20,,25,)>. Graf W feSeni w je podle V& 2.15.1
a 1.12.1 trajektorie rovnice (1.7), tj. W = {(¥y(t, ), Za(t, y))| « < t < B}, a existuje
#(y)e<a, By tak, Ze P, (¥(»).»)=0, ti. P((y),y)eJ(@ b). ProtoZe je
3 < gy(uss W(“l)) <3je '

«< =31 +61), B>30:—y1), [FO) <2ys- (1.8)

Cislo 7(y) je uréeno jednozna&n& v intervalu <a, ). Z posledni nerovnosti v (1.8)
plyne, Ze funkce  je spojitd v po&atku. Zvolme &isla &, & > Otak, aby bylo & = §,/2,
&, < min {6,/4, 5,}. Podle nerovnosti (1.8) je &« < —5,[2, B > 5,/2, lf(y)l < §,/2,
a tedy Pomocn véta 17.1.5 plati pro rovnici (1.7) (pifeme &,, €, misto ¢, &,). Zpétnou
transformaci plyne, e Pomocna véta 17.1.5 plati pro rovnici (1.1) [miZeme poloZit
& = &; a &, zvolit tak malé, aby bylo lu,-l < &, i =1,2, jakmile je u = B~1x,
|x < &2 i=1,2]. }

17.1.6. Pozndmka: Lze oviem dokizat, Ze funkce T z Pomocné véty 17.1.5 je spojita,
to viak nebudeme potfebovat.

17.1.7. Pomocn4 vita: Nechf J(a,b) je transverzdla, yeH, t; <t <ts,
¥(t, y)eJ(a, b) pro i=1,2,3 a nechf je ¥P(t,y)¢ J(a, b) pro te(ty, 1)V
U (1, t3). Je-li ¥(t,,y) < ¥(t2, y) [ve smyslu uspofdddni zavedeného na J(a, b)],
Jje ¥(t2, ¥) < ¥(ts, y). Je-li ¥(ty, y) > ¥(t2, ¥), je ¥(t2, ) > ¥(t3, ¥)-

Dikaz: PoloZme '

T(tls .V) = P ) ?(t29 .V) = q 9 ?(13’ .V) =r,

V={¥ty)|tustst}, W={¥(y)|.<1}.
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Ktivka L sloZend z V a usecky J(q, p) roztind rovinu na dvé &asti I a E a je jejich
spole¢nou hranici. W nem4 spoletny bod s L, nebot W neprotind V [v opaéném pfi-
padé by byla porusena jednoznagnost rovnice (1.1)] a Wnem4 spole¢ny bod s J(q, p)
[viz obr. 32. JestliZe v bodé g fedeni vstupuje napt. do E, potom v kaZdém bodé tisetky
J(g, p) feseni prechézi z I do E. Kdyby W mélo spoledny bod s J(g, p), existoval by

Obr. 32

prvni takovy bod, v ném by se feSeni bliZilo k J(g, p) z mnoZiny E, a nemohlo by
tedy prechdzet z I do E.]. Je tedy W'v jedné z &ésti roviny (E nebo I), J(g, 1) je v téZe
gasti a J(p, q) je v jejim doplitku. Jsou tedy body p, r na tsetce J(a, b) na opa&nych
stranach od bodu g. Pomocna véta 17.1.7 je dokédzana.

17.1.8. Poznimka: MnoZina L < R? se nazyva Jordanova kfivka, existuje-li spojitd
funkce I: €0, 1> — R? takova, Ze je

L={I(t)te0, 1>}, 0)=11), )+ Ks) pro 0Ss<t<l1.
V dékazu Pomocné véty 17.1.7 jsme uZili [bez upozornéni] této véty:

Jordanova véta: Doplnék Jordanovy kFivky L v roviné je sjednoceni dvou
otevFenych souvislych mno%in Ext (L) a Int (L) [mnoZina Int (L) je omezend a nazyvd
se vnitfek kFivky L, mnoZina Ext (L) neni omezend a nazyvd se vnéjSek kfivky L].
Pritom L je soucasné hranice mnofiny Ext (L) i mnoZiny Int (L).
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Jordanova véta je ndzornd a jeji platnost se miZe zdat samoziejma [nebot
obvykle méme na mysli takové pfipady, kdy snadno ,,vidime®, co je Ext (L) a Int
(L); Jordanova véta viak plati pro kaZdou jednoduchou kivku L], vyZaduje viak
dikaz a ten neni jednoduchy; &tenaf jej miiZe najit napf. v [10], kap. 7, V&ta 108.

17.1.9. Pomocn4 véta: Nechf J(a, b) je transverzdla, y € H, a necht existuje posloup-
nostt; <t, <ty <...takovd, %e je ¥(t;,, y) € J(a, b) pro i = 1,2,3,.... Potom je
bud .

Y(t;, ) < Y(t2, ) < P(t3,¥) < ..., (1.9)
nebo

¥(ty, y) > ¥(t2, ) > P(t3, ) > ..., (1.10)
nebo

P(ty, y) = ¥(t2,y) = Y(t3, ) = ... (1.11)

Dikaz: Zfejm& nemiZe byt ¥(t, y) = y pro teR. Podle Véty 12.3.7
nastane jeden ze dvou pfipadi:

(i) Rezeni ¥(., y) je periodické.

(i) ¥Y(ty)+ ¥(sy) pro t*s.
Necht nastane ptipad (i). Potom existuje takové &islo T > 0, Ze je
{teR| ¥(t,y) =y} = {kT| k=..., -1,0,1,...},
Y() + ¥(s) pro t+s, t,5€0,T).

ProtoZe mnoZina J(a, b) je transverzila, mnoZina {t € <0, T)l ¥(t, y) € J(a, b)} je
kone¢nd a z Véty 17.1.7 lze odvodit, Ze je ¥(t, ) ¢ J(a, b) pro te (0, T). Proto je
{teR| P(t,y)e J(a,b)} = {kT| k=..., —1,0,1,...}
a tak plati (1.11). :
Nechf nastane ptipad (ii). Pro kazdé i =1,2,... plati, Ze mnoZina
{te <1y, 1| ®(t, y) € J(a, b)} je konetna. Proto existuje posloupnost 7, < 7, < ...
takové, Ze je ¥(t;, y)eJ(a, b), ¥(t, )¢ J(a,b) pro te(r), Tjy), j = 1,2,... a Ze
je ty=1;, pro i =1,2,...; pfitom j; je rostouci posloupnost pfirozenych &isel.
Z Véty 17.1.7 plyne, Ze plati bud (1.9) nebo (1.10). Pomocn4 véta 17.1.9 je dokazéna.
Nechf ¢(u, Z) znamena vzddlenost bodu u od mnofiny Z, t.

o(u, Z) = inf |Ju — z| .
zeZ

17.1.10. Pomocn4 v&ta: Nechf je Z trajektorie periodického FeSeni, y € H, a necht
je Z = Q(y). Potom je Q(y) = Z a lim o(¥(t, y), Z) = 0.
t—

Dakaz: Necht je ze Z; ¥(.,z) je periodické feSeni s nejmensi periodou
T > 0. Je-li y € Z, Pomocnd véta 17.1.10 zfejmé& plati. Nechf je tedy y ¢ Z. Zvolme
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transverzalu J(a, b) tak, aby bylo z € J(a, b). ProtoZe je z € Q(y), existuje posloup-
nost #; takovd, Ze je lim t; = oo, lim ¥(t}, y) = z. UZjme Pomocné véty 17.1.5
i@ i—» oo

a pro i =k, kde k je dostatetn& veliké, polozme t;, = t; + ©(¥(t}, y)). Plati
{P(t;, y)) = 0 pro i — co, tedy

limt; = oo, P(t,y) = P((¥(t »), P(t; y) € J(a, b).

i~
V pfipadé potfeby posloupnost ¢, doplnime tak, e plati ¥(¢, y) ¢ J(a, b) pro
t, <t <ty i=kk+1,...Zespojitosti funkce ¥ plyne, Ze lim (t;4, — ;) =T

a Ze ke kaZzdému & > 0 existuje i tak, Ze je @(w, Z) < & pro kazdy bod w jednoduché
kfivky L; sloZené z &istetné trajektorie {¥(f, y)| t; <t < t;4,} a z transverzily
J(P(ti+1, ¥), P(t;, ¥)). Nechf je napf. yeExt(Z) [viz Poznamku 17.1.8; je-li
y€Int(Z), postupujeme obdobn&]. Nechf B(0,r) je kruh, ktery obsahuje Z;
peR? — B(0,r). Je peExt(Z) a pro dosti velkd i je p e Ext(L;). Libovolny bod
u € Ext (Z) mtZeme spojit v Ext(Z) jednoduchym obloukem M [napf. lomenou
darou] s bodem p. Je-li i dosti velké, pak L; n M = @ a je M < Ext (L,), u € Ext (L)).
Specidlng je y € Ext (L;) pro i 2 k, a obdobné jako v dikazu Pomocné véty 17.1.7
je

{¥(ty)|0 <t <t} = Ext(Ly),

{¥(t, y)| tisy <t} = Int(L) pro i k. (1.12)

Je-li ueExt(Z), je ueExt(L;) pro dosti velké i, zatimco podle (17.1.12) je

Q(y) = Int (L)) U L; pro i 2 ky, tedy u ¢ Q(y), tj. 2(y) = Z U Int(Z). Je oviem

P(t, y) e Ext(Z) pro t Z 0, to znamend (y) < Ext(Z)u Z. Odtud plyne, Ze je

Q(y) = Z a Zze lim g(¥(t, y), Z) = 0. Podle predpokladu je Q(y) > Z. Proto je
t—

Q(y) = Z. Pomocni véta 17.1.10 je dokézéna.

17.1.11. Véta (Poincaréova-Bendixonova): Nech? je y € H, S(y) necht je kompaktni
a necht je g(u) % 0 pro ue Q(y). Potom £(y) je trajektorie periodického Feleni.

Ditkaz: Nechtje we Q(y). Podle (1.4) je ¥(t, w) € 2(y) pro t € R, a protoZe
mnoZina €(y) je kompaktni, je [viz (1.5), (1.6)] @ + 2(w) = 2(y). Necht je z € Q(w).
Je g(z) # 0, a tedy existuje transverzala J(a, b) takova, Ze je z € J(a, b). Je z € Q(w)
a tak existuje posloupnost t; takova, 7e plati

lim#; = oo, lim¥(t;,w)=z.
UZitim Pomocné véty 17.1.5 obdobné jako v ditkazu Pomocné véty 17.1.10 dokdZeme,
Ze existuje posloupnost o; tak, Ze plati

limo; = o0, lim¥(o;,w) =1z, ¥(o,w)el(a,b),s <a,

i i
proi=1,2,3,....Podle (1.4) je ¥(o;, w)e y)proi = 1,2,....Zcela obdobnym
postupem, jako jsme dokdzali existenci posloupnosti ¢; v pfipad& bodti w, z € Q(w),
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zjistime pro body y, ¥(o;, w), Ze pro kazdéi = 1,2, ... existuje posloupnost sy, 5i2s
Si3s eee takOVé, Ze je

lims;; = oo, lim ¥(sy, y) = Y(0p W), ¥(si5 ¥)€ J(a, b),

j=o j= o .

pro j=12,....

Je bud ¥(oy, w) = ¥(0,, w), nebo je ¥(oy, w) * ¥(03, ). Kdyby nastal druhy pfi-
pad, nemohly by prisetiky feSeni ¥(., y) s transverzdlou J(a, b) tvofit monoténni
posloupnost a to by odporovalo Pomocné vétg 17.1.9. Je tedy ¥(a;, w) = ¥(02, W).
Reseni ¥(., w) je periodické. Polozme Z = {¥(s, w)| s € R}. Podle (1.4) je Z = (y)
a podle Pomocné véty 17.1.10 je Z = (). Véta 17.1.11 je dokdzéna.

17.1.12. Poznimka: Véta 17.1.11 zistane v platnosti, piSeme-li A(y) misto ().

17.1.13. V&ta: Nechf Z je trajektorie periodického FeSeni rovnice (1.1) a nechf je
Int (Z) < H. Potom existuje bod y € Int (Z) tak, %e je g(y) = 0.

Diikaz této véty lze najit napt. v [22], kap. 11, § 5 nebo v [58], kap. 6, § 59
nebo v [21], kap. VII, 3.

17.1.14. Poznimka: Podrobné pouceni o autonomnich soustavich dvou diferencial-
nich rovnic lze najit v [21], kde je téZ probran obecn&jsi ptipad, Ze H neni &st roviny,
ale Ze H je dvoudimenzionalni varieta.

17.2. Diferencidlni rovnice druhého fadu

y+fy)y+y=0, (2.1)

kde funkce f: R — R je spojitd, se nazyva Lienardova. Ve specidlnim pf¥ipad€, kdy je
f(») = &(y* — 1), e R, se rovnice (2.1) nazyvé van der Polova. V tomto odstavci
budou urdeny postadujici podminky k tomu, aby rovnice (2.1) méla periodické
[nekonstantni] feSeni w, a postatujici podminky, aby periodické feSeni bylo ur&eno
jednoznaéné aZ na posunuti v Case. Tyto podminky jsou splnény v pfipadé van der
Polovy rovnice pfi kaZzdém ¢ > 0 a tak pro ¢ > 0 m4 van der Polova rovnice jediné
periodické fedeni [aZ na posunuti v &ase]. PoloZme

y
F(y) = If(é) d¢ pro yeR. (2.2)
)
Je-li u: # — R feSeni rovnice (2.1), necht je x,(f) = u(t), x,(f) = u(r) +
+ F(y(t)). Funkce x,, x, zfejmé& spliiuji soustavu
.*1 = x2 - F(xl),
x'z = —xl . (2-3)

Naopak, je-li x;, x,: 4 — R feSenim soustavy (2.3), je x, feSenim rovnice (2.1).
Budeme vySetfovat soustavu (2.3). Pfedpoklady budeme formulovat pro funkci F.
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Nechf jsou splnény tyto podminky:

Funkce F: R = R je spojita. (24)

Existuje &islo a > 0 tak, Ze je F(y) > O pro —a <y <0, F(y) <0

pro0 <y <a. (2.5)

liminf F(y) >0, lim sup F(y) <O. (2.6)
y—o y+—o

Rovnice (2.3) je jednoznana. 27

[Je-li funkce f spojitd a plati-li (2.2), pak zfejmé plati (2.4) a (2.7); je-li jest& f(0) < O,
pak plati také (2.5).]

Najd&me kladna &isla a, b, c tak, aby platilo

F(y) < —a pro y< —b,

F(y) < ¢ pro —-b<y<0,

F(y)> —c pro 0<y<b,

F(y)> a pro b<y. (2.8)

Polozme r = [b? + (¢ + b%[[4a])?]*/%

KruzZnice K, R 1 K3, Kz v R?, o0 nichZ budeme daile hovofit, budou oriento-

vany ve sméru otidfeni hodinovych rucifek, takZe uspofadanou dvojici bodi B, D
na kruZnici je jednoznaéné& uréen oblouk od Bk D.

()

(i)
(iii)
()
")
(vi)

Necht L je jednoduché kfivka, ktera se skldda [viz obr. 33]:

Z oblouku B, D, kruZnice K, kterd ma stfed v bod& 4, a polomér r; 4, =
= (0, a), body By, D, leZi na pfimce x, = b.

Z oblouku D, E, kruznice K,, kterd ma stfed v bodé C, = (0, —c); bod E,
lezi na ose x,.

Z \iseXky E, B,; bod B, leZi na pfimce x; = —b a mé od bodu 4, = (0, —a)
vzdalenost r a je symetricky podle poCatku s bodem B;.

Z oblouku B,D, kruZnice K,, kterd ma stfed v bodé A,; bod D, leZi na
pfimce x; = —b.

Z oblouku D,E, kruZnice K,, kterd ma stted v bodé C, = (0, c); bod E,
leZi na ose x,.

Z Gse¢ky E,B,.

Cislo r bylo stanoveno tak, Ze usecky E;B,, E,B, jsou rovnob&iné s osou x,.

Necht je p € R. Trajektorie rovnice

Xy =X2—Pp,

562 = —X
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jsou kruznice se stfedem v bodé P = (0, p) a jednobodova trajektorie obsahujici
bod P [viz obr. 34]. Regent se po trajektoriich pohybuji ve sméru otd&eni hodinovych

N
]

Obr. 33

g E

rutitek. Je-li w feSeni rovnice (2.3) takové, Ze w(to) = z = (24, z,) € L, pak W(to) je
te¥ny vektor ke kruZnici se sttedem v bodg (0, F(zl)) kterd prochazi bodem z; teény
vektor sméfuje do vnitfku kfivky L. Odtud plyne, Ze plati

Xe

@

SN
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17.2.1. Pomocns véta: Je-li w FeSeni rovnice (2.3) takové, Ze w(ty)e L, pak je
w(f) € Ext (L) pro vSechna t < t, dosti blizkd k t, a w(t) € Int (L) pro viechna t > t,
dosti blizkd k t,.

Jinymi slovy: V bodech kfivky L feSeni rovnice (2.3) vstupuji do vnittku
kfivky L.

17.2.2. Pomocn véta: Je-li w ieSeni rovnice (2.3) takové, Ze je wi(t,) + wi(to) = o*
je wi(t) + wi(t) = o pro t 2 t, [pFirozené pro takovd t 2 to, pro né% je deﬁnovano
o

Dikaz: Kdyby pro n&jaké t, > to bylo wi(t,) + wi(t;) < o2, existovalo
by t,€to, t;) tak, Ze by platilo wi(t,) + wi(t,) = o2, wi(t) + wi(f) < a® pro
t, <t =< t,. To by znamenalo

= [Wl(t) + wa(0)] = 2wi(t) [wa(t) = FOwa(®)] + 2wo(f) [-wi(9)] =

= —2w,(t) F(w,(t)) 2 0

pro te(ty, t;) podle (2.5), tedy wi(t;) + wi(t,) = wi(t,) + wi(t;) = «* a to neni
moZné. Pomocna véta 17.2.2 je dokazana.
Nechf Vje mnozina takovych bodd x € R?, %e je x € L U Int (L), x} + x3 >a?

17.2.3. Véta: JestliZe je splnéno (2.4) aZ (2.7), md rovnice (2.3) periodické FeSent;
jeho trajektorie je obsaZena v mnoZiné V; pFitom pocdtek leZi ve vnitfku trajektorie
kaZdého periodického FeSeni rovnice (2.3).

Dikaz: MnoZina V je omezend a uzaviend, tedy kompaktni. PiSeme-li
rovnici (2.3) ve tvaru % = g(x), je g(x) + 0 pro xe V. Necht w: (&, f) - R? je
takové maximalni feSeni rovnice (2.3), Ze je w(t)e V — L pro vhodné 7. Podle Po-
mocné véty 17.2.2 je wi(t) + wi(tf) 2 o® pro te(t, f). Je oviem w(t)e Int(L).
Podle Pomocné vty 17.2.1 nemiize existovat takové o e (1, 3), aby platilo
w(t) e Int (L) pro © < t < 0, w(o) € L; je tedy w(t) € Int (L) pro t & <7, ), to znamena
w(t)e V pro te{r, f). Kdyby bylo B < oo, bylo by podle Poznimky 12.1.5
lim | w(f)| = o a to neni moZné. Je tedy B = oo. ProtoZe mnoZina V je kompaktni
t=p-

ajew(t)e Vprot =, je 0+ Qw(r)) = Vpodle (1.6).

Podle Véty 17.1.11 je Q(w(t)) trajektorie periodického FeSeni. PiSeme-li
rovnici (2.3) ve tvaru X = g(x), je g(x) # 0 pro x % 0. Z Véty 17.1.13 plyne, Ze po-
atek leZi ve vnitfku trajektorie kaZdého periodického FeSeni rovnice (2.3). Véta
17.2.3 je dokazana.

17.2.4. Poznimka: Lze dokazat, Ze plati toto tvrzeni: Je-li w: (&, B) — R? maxi-
madlni FeSeni rovnice (2.3), w # 0, potom B = oo a existuje takové ¢islo T, Ze je
w(t) € V prot = T. Odtud plyne, Ze trajektoric kaZdého periodického FeSeni leZi ve V.

Viimneme si jesté prab&hu trajektorii rovnice (2.3). V rovin& vytkneme &tyfi
oteviené mnoZiny U(I), U(II), U(IIT), U(IV) ohrani&ené kladnou a zapornou polo-
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osou X, a pravou a levou &sti kfivky x, = F(x,) [viz obr. 35]. Je
U(I) = {(x1, x3)| x1 > 0, x, — F(x,) > 0}

a obdobné jsou definoviany mnoZiny U(II), U(III), U(IV). Z tvaru rovnice (2.3)
plyne, Ze v bodech (0, x,), x, > 0, fedeni rovnice (2.3) pfechazeji z U(II) do U(I),

€]
Obr. 35 -~

v bodech (x,, F(x,)), x, > 0, pfechazeji z U(I) do U(IV), v bodech (0, x,), x, < O,
prechazeji z U(IV) do U(IN), v bodech (x,, F(x,)), x; < 0, pfechizeji z U(III)
do U(TI).

17.2.5. Pomocni véta: Necht je w maximdlni FeSeni rovnice (2.3), w,(0) =0,
wy(0) > 0. Potom existuje t; > O tak, Ze je wy(t,) > 0, w,(t,) = F(w,(t,)), w(t) e U(T)
pro0 <t <t

Dikaz: Necht je w: (& B) - R? je & <0 < f < 0. [Protoze Poznimka
17.2.4 nebyla dokazina, bereme v tivahu i moZnost f < 00.] Pro dosti mal ¢t > 0
je w(t) e U(I). DokéZeme, Ze:

Existuje Te (0, B), u(T) ¢ U(D). (29)

Necht (2.9) neplati. To znamen4, Ze je w(t) € U(I) pro t € (0, B). Z definice mnoZiny

U(I) a z rovnice (2.3) plyne, Ze funkce w, je rostouci a funkce w, je klesajici na inter-

valu (0, ). Je-li B = o, je wy(f) 2 wy() pro t 2 1, w,(t) = —w,(f) < —w,()) <0,

odtud plyne, Ze je lim w,(t) = — c0. Soucasn& ma byt w(t) € U(I) pro ¢t > 0 a to neni
t— o
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moZné. Je-li B < oo, existuji kone&né limity
limwy(f), lim wy(f).
t=f- g-o,—

V takovém ptipadé lze feSeni w prodlouZit a to odporuje pfedpokladu, Ze w je maxi-
malni. Musi tedy platit (2.9). Necht ¢, je infimum takovych T, pro n&Z plati (2.9).
To znamend, Ze je t; > 0, w(t)e U(I) pro 0 <t < t;, w(t;) ¢ U(I). Na intervalu
(0, t,) je funkce w, rostouci a je wy(t) — F(w,(f)) > 0. Proto je wy(ty) > O,
wy(t) — F(wy(t)) = 0. Pomocnd véta 17.2.5 je dok4zana.

Obdobné se dokéze, Ze plati

17.2.6. Pomocna véta: Nechf v je maximdlni FeSeni rovnice (2.3), v,(0) > 0, v,(0) =
= F(v,(0)). Potom existuje t, > 0 tak, e je v,(t,) = 0, v,(t,) < 0, v(t) € U(IV) pro
0<t<t,

17.2.7. Pomocna véta: Nech? w: (& ) — R* je maximdlni FeSeni rovnice (2.3),
w1(0) = 0, wy(0) = y > 0. Potom existuje t; > 0 tak, Ze je wy(t;) = 0, w,(t3) < 0,
wy(t) > 0 pro te (0, t;).

Diukaz: Necht &islo t; > 0 je uréeno z Pomocné véty 17.2.5 a nechf v je
takové maximalni feSent, Ze je v(0) = w(t,). Je w(t) = o(t — t,) pro t € (&, B) a tvrzeni
Pomocné véty 17.2.7 plyne z Pomocnych vét 17.2.5 a 17.2.6.

Obdobné plati

17.2.8. Pomocni véta: Nechf w: (&, f) > R®> je maximdlni FeSeni rovnice (2.3),
w1(0) =0, wy(0) < 0. Potom existuje t, > 0 tak, Ze je wy(ts) = 0, wy(ts) > 0,
wy(t) <0 pro te(0, t,).

Podle Pomocné véty 17.2.7 maximdlni feSeni w, které v okamZiku ¢t =0
vychézi z bodu (0, y), kde y > 0, protne po prvé zdpornou poloosu x, v bod& w(t;),
ktery ozna&ime (0, {(y)). Podle Pomocné véty 17.2.8 maximélni feSeni w, které
v okamzZiku t = 0 vychizi z bodu (0, y), kde y < 0, protne po prvé kladnou poloosu
x, v bod& w(t), ktery ozna&ime (0, {(7)). PoloZme jest& {(0) = 0. Tak jsme definovali
zobrazeni {: R - R [viz obr. 35].

17.2.9 Pomocna véta: Funkce { je klesajici a spojitd.

Tuto pomocnou vétu nebudeme dokazovat. Z obr. 35 je patrné [vz.hlc-
dem k jednoznaénosti rovnice (2.3)], Ze je {(vz) < {(y1) pro 0 <y, < y,. Spo-
jitost funkce { lze dokdzat ze spojitosti funkce Y.

Vyznam funkce { je patrny z této pomocné véty:

17.2.10. Pomocnai véta: Nechf je 7 > 0 a necht w je maximadlni FeSeni rovnice (2.3)
takové, Ze je w(0) = (0, y). ReSeni w je periodické FeSeni prdvé tehdy, je-li {({(y)) = -

Dikaz: Je {({(y)) > 0. Podle definice zobrazeni { existuji t3, t, > 0 takova,
ze je w(ts) = (0, {()), w(ts + ta) = (0, L(¢(»))). Je-li {(L(y)) = ¥, je w periodické
fedeni. SloZens funkce {({(6)) prom&nné 6 € R je rostouci. Je-li napt. {({(y)) > 7,
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potom kazdy bod w(t), t > t3 + t4 lezi v mnoZin& Ext (L), kde L je jednoduch4d
kfivka slozend z oblouku {w(f)|0 <t < t; + t,} a z tsetky J(w(0), w(ts + 1,)).
Nemiize tedy byt w(0) = w(t) pro Zddné t = t5 + t, a feSeni w neni periodické.
Obdobné postupujeme, je-li {({(¥)) < y. Pomocn4 véta 17.2.10 je dokdzéna.

17.2.11. Pozndmka: Neni té7ké dokdzat [v podstat® jsme to jiZ udglali], Ze plati
toto tvrzeni: Nenulova fedeni rovnice (2.3) obihaji poatek ve smyslu otd&eni hodino-
vych rudiéek a pohybuji se pfitom bud po uzavienych k¥ivkich, nebo po spirlach,
které se s rostoucim t bud stdle zv€tSuji, nebo stale zmensuji.

Z tvaru rovnice (2.3) pfimo plyne, Ze plati

17.2.12. Pomocnd véta: Nech? funkce F je lichd [tj. F(x,) = —F(x,) pro x, € R].
Nechtw: F — R? je FeSeni rovnice (2.3). Potom funkce —w je téZ FeSent rovnice (2.3).
Z Pomocné véty 17.2.12 a z definice funkce { plyne, Ze plati

17.2.13. Pomocni véta: Nechf funkce F je lichd. Potom funkce { je lichd.

17.2.14. Pomocné v&ta: Necht funkce F je lichd, y > 0, a nechf w je maximdini
FeSeni rovnice (2.3) takové, Ze je w(0) = (0, y). ReSeni w je periodické prdvé tehdy,
jeli{(y) = —v.

Dikaz: Nechtje {(y) = —y. ProtoZe funkce { je lich, je {({(¥)) = {(—7) =
= —{(v) = y a w je periodické fe3eni podle Pomocné véty 17.2.10.

Necht w je periodické feSeni. Podle Pomocné véty 17.2.10 je {({(v)) = 7.
Polozme {(y) = —& a necht je napt.d > 7 [je oviem 6 > O a v ptipadé 0 < 6 <y
postupujeme obdobn&]. Je y = {({(y)) = {(—9), a protoZe funkce { je lichd, je
{(8) = =9, tj. {(8) > {(v) a to neni moZné, nebot funkce { je klesajici [viz Pomocnou
vétu 17.2.9]. Pomocna véta 17.2.14 je dokazéna.

17.2.15. Pomocn4 v¥ta: Necht jsou splnény podminky (2.4), (2.7) a necht ddle:

Funkce F je lichd. (2.10)
Existuje Cislo B > 0 takové, %e je F(x) < 0 pro0 < x < B, F(x)>0

prox > . ) (2.11)
Funkce F je v intervalu (B, o) neklesajici. (2.12)

PoloZme 5(y) = {*(y) — y* pro y > 0. Potom je &(y) >0 pro 0 <y < B;
Sfunkce & na intervalu {B, ) klesd.
Dikaz: Nechtu: # — R? je feleni rovnice (2.3). Potom je

ad_t[ug(t) + u3(0)] = —2u,(t) F(uy(t)) pro tes,

a tedy je

wl(03) + ul(oz) = wi{or) + ud(oy) — 2 J' "ui(t) Flua(1)) dt
pro o,,6,€5. " (2.13)
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Necht w: (& B) — R? je maximalni feSeni z Pomocné véty 17.2.7 a nechf ¢, mé stejny
vyznam jako v Pomocné v&t& 17.2.7. Je wy(0) = 0 = w,(t3), w,(0) = y, w,(t3) = {(7)
a podle (2.13) plati

t3

) — 92 = —2j wy(?) F(w, (1)) dt. (2.14)
o

Je oviem wy(f) > 0 pro 0 <t <t; Je-li 0 <y < B a wi(f) + wi(t) < B* pro

0=<t=ts je podle (2.11) F(wy(t)) <0 a podle (2.14) je {*(y) — y* > 0. Je-li

0 <y < Baexistuje-li T € (0, #5) tak, Ze je wi(z) + wi(t) > B je wi(ts) + wi(ts) =

2 B? podle Pomocné véty 17.2.2 [miizeme poloZit « = f] a je opét {¥(y) — ¥* =

= wi(ts) — 92 > 0.

w{o)
w(o) o)

3

w(t)

Xy

w(t,)
w{t)

N

Obr. 36 :{:ﬁ

UkdZeme, Ze v pfipad€ y = p feSeni w protne pfimku x, = f v bodech
w(ty), w(tz) aje 0 < 7y < T, < 13, Wy(ty) > 0 > wy(tz) [viz obr. 36]. Nechf je tedy
¥ 2 B. Podle Pomocné véty 17.2.5 existuje &islo ¢, > 0 tak, Ze je wy(t,) > 0, wy(t;) =
= F(w(t,)), u(t)e U(I) pro 0 <t < t;. ProtoZe je w(t)e U(I), je w(f) > O pro
te (0, 1), tedy 0 < wy(t) < wy(ty) pro t € (0, t;). DokdZeme, Ze je w,(t;) > B. V opad-
ném ptipadg by bylo F(w,(f)) <0 pro te(0,¢,) a podle (2.13) by bylo wi(t) +
+ wi(t) > p? pro te(0, 1), tedy wi(f) > 0 &ili wy(r) + 0 pro te (0, ;) a to neni
mozné [nebot mé platit 0 < wy(t;) < B, w,(t;) = F(wy(t1)) £ 0, ale wy(0) = y > 0].
Je tedy wy(t,) > B. Odtud plyne, Ze existuje Cislo 7, € (0, t,) tak, Ze je wy(z() = B.
Polozme o(f) = w(t + t,); podle Pomocné véty 17.2.6 je w(t)e U(IV) pro
te(ty, ty + t), wi(ty + 1) = 0, wy(t; + 1) < 0. [Jeoviemt; = ¢, + t,.] Proto je
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wi(t) <O pro te(ty, t; + t,) a existuje jediné &islo 1, € (ty, ty + 12) tak, Ze je
wy(t2) = B. ProtoZe je w(t,) € U(IV), je wa(t;) < 0. Je wi(z,) + wi(z2) > B2 a pro-
toze je 0 <wy(t) <P pro te(t,t; + 1), je Fw(f)) <O pro te (s ty +1,)
a podle (2.13) je (*(y) = wi(t; + t,) > wi(t;) + wi(t2) > B> Specidln€ je
¢*(B) — B* > 0.

Integral na prvni strang v (2.14) nahradme sou&tem integrald od 0 do 74, od
7, do 1,a 0d 7, do t5. Je

‘:W'(’) FOoa(®) dt = [ w,(0) Fon(0) [ralt) — Fona(0)] ™ a(e) di

Zavedeme-li integraéni prom&nnou x, rovnici x, = w,(t), je

r~

tlwl(t) F(wy(1)) dt = Pﬁx, F(x,) [q:(x1) — F(x,)]7" dx, . (2-15)

Uo Uo

Pritom funkce g,: {0, B) — R popisuje v soustavé soufadnic x,,x, trajektorii feSeni
wpro0 <t < 7, (4.

{ro da(x))| 0= x; = B} = {w())|0 St = 1y}).
Obdobné plati

Jhwl(') F(w(r)) dt = foxl F(x1) [q3(x1) = F(x,)]7" dx,, (2.16)

T2 B
kde funkce g3: <0, B> = R popisuje v soustavé soufadnic xy,x, trajektorii feSeni w
pro 7, <t < t;. V integrilu

T

“wat) Fwy()) dt = [ F(wy(1)) walt) dt

zavedeme integraéni proménnou x, = w,(?). Je

(T2 rwa(t1)

wy(t) F(wy(2)) dt = F(gy(x;)) dx, , (217)

J wa(r2)

JT

kde funkce g,: {w,(72), w,(7;)> = R popisuje v soustavé soufadnic x;, x, trajektorii
feSeni wpro 7y < t < 7, [tj.

{(a(x2), x2)] wa(72) < x2 S wi(r)} = {w(0)] 71 S £ < )]

Nahradme nyni &islo y &islem y’, 9’ > v, feSeni w feSenim w’ spliiujicim podminku
w'(0) = (0,7"), &isla 7y, ;, t; odpovidajicimi &isly 74, 15,3 a funkce 4,43, g3
odpovidajicimi funkcemi g4, g2, 3. ProtoZe funkce F v integralech v (2.15) je za-
pornd, integrél na pravé strang v (2.15) se zv&t3i, pfejdeme-li od funkce g, k funkci g,
tj. nahradime-li na levé stran& feSeni w a &islo 7, feSenim w' a &islem 7] [nebof je
q.(x1) > q4(x,) pro 0 < x, < B (viz obr. 36)]. Obdobné& se zv&tsi integral na pravé
strand v (2.16) a také integril na pravé stran& v (2.17) se zv&t3i. Je totiz wj(13) <
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< wy(12) < wy(ty) < wi(ty), gi(xz) > B, tedy F(g3(x2)) >0 pro wi(t2) < x, <
< wi(7h), 42(x2) < g3(x,), tedy F(q,(x;)) < F(q3(x,)), nebot F je neklesajici pro
x; = . Odtud a ze (2.14) plyne, Ze funkce 6 je klesajici pro y = B.

17.2.16. Véta: Necht jsou splnény podminky (2.4), (2.7), (2.10) aZ (2.12). Potom
rovnice (2.3) md aZ na posunuti v ¢ase jediné periodické FeSeni.

Dilkaz: Existenci periodického feSeni jsme dokdzali za slabsich podminek
ve VEt& 17.2.3. Necht u, v jsou periodicka feSeni rovnice (2.3). Podle Poznimky
17.2.11 nenulova feSeni rovnice (2.3) obihaji po&atek. Proto existuji &isla 7y, 7, tak,
Ze je uy(t4) = 0, uy(ty) > 0, v4(7;) = 0, vy(7;) > 0.

Podle Pomocné véty 17.2.14 musi platit {(u,(zy)) = —uz(ty), {(v2(72)) =
= —v,(1,), tedy je {3(uz(7y)) — u3(ry) = 0, {*(vy(r,)) — v3(r2) = O. ProtoZe funkce
8(y) = {¥(y) — y*jekladnd pro 0 < y < BaKklesajici pro y = B, rovnice {*(9) — 92 =
= 0 m4 nejvySe jedno FeSeni, a tedy je u,(t;) = v,(72), tj. u(r,) = v(t;). Protoze
rovnice (2.3) je autonomni, je u(t) = o(t + 7, — 7,) pro te R. Véta 17.2.16 je do-
kézéna.

17.2.17. Pozndmka: Necht jsou splnény predpoklady Véty 17.2.16 a nechf Z je
trajektorie periodického FeSeni rovnice (2.3). Necht w je maximdlni FeSeni rovnice
(2.3), w(z) * 0 pro vhodné t. Potom plati

lim g(w(t), Z) = 0. (2.18)

Symbol g(u, Z) byl zaveden pfed Pomocnou vétou 17.1.10.

Dikaz: Trajektorie Z je urena jednoznalné podle Véty 17.2.16. Je-li
feleni w periodické, je w(t) € Z podle Véty, 17.2.16 a (2.18) plati. Podle Poznamky
17.2.11 feSeni w protne pro ¢ > 0 kladnou poloosu x, v posloupnosti bodi w(t,) =
= (0, 71), w(t2) = (0, ¥5), w(t3) = (0, 73), .... Kladnd poloosa x, je transverzila
rovnice (2.3), a proto posloupnost y;, i = 1, 2, ..., je monot6nni podle Pomocné véty
17.1.9. Je yiey = {¢(y)) proi=1,2,. Ex1stu_]e tedy 11m y, a podle Pomocné véty

17.2.15 nemiiZe byt ani limy; = 0 [ponevadz 5(r) >0 pro mala 7, je {(y) < —7 pro

i—
malé y, a protoZe funkce { je lichd, je {({(v)) > —{(¥) > ¥ pro mald ], anilimy; = oo
i~ o
[ponévadZ existuje periodické feSeni, tedy existuje 7, tak, Ze je 5(7,) = 0,aproy > ¥y,
je 6(y) < 0]. Je tedy O + 7 = lim y;€ R. Vzhledem ke spojitosti funkce ¢ [viz Po-
i

mocnou vétu 17.2.9] je § = {({(¥)) a podle Pomocné vity 17.2.10 a Véty 17.2.16
bodem (0, 7) prochazi periodické feSeni z rovnice (2.3), je Z = {z(t)| t € R}
a (2.18) plati podlePomocné véty 17.1.10.

Necht T je nejmensi kladna perioda feSeni z. Ze spojitosti funkce ¥ lze

-]
odvodit, Ze plati lim (t;4; — t;) = T. Rada Y’ (t;4, — t; — T) viak nemusi konver-
i~ i=1

govat, a proto pro 74dné o € R nemusi platit |w(t) — z(t + ¢)| » 0 pro ¢t —» co.
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[Tento vztah oviem plati (pro vhodné ¢), mé-li funkce F spojitou derivaci a ma-li
pfisluind rovnice ve variacich multiplikdtor v intervalu (—1, 1) (viz Pozndmku
15.4.2; rovnice ve variacich md dva multiplikitory, z nichZ jeden je roven 1, a tedy
i druhy je reélny)].

17.2.18. Pozndmka: Vétu 17.2.16 i Pozndmku 17.2.17 lze rozsifit na rovnici
X=y- Fx), .
y=—g(x). | (2.19)
Pfitom se pfedpokldd4, Ze plati (2.4), (2.10) aZ (2.12) a ddle:
Funkce g: R = R je spojitd; x g(x) > 0 pro x + 0; g(—x) = —g(x)

pro xeR. (2.20)
Rovnice (2.19) je jednozna&na. (2.21)
lim F(x) = o0 (222)
X0

(viz [21], kap. VII, Vétu 10.2). Diikazy lze vést obdobn& jako pro rovnici (2.3).

17.2.19. Poznimka: Nechf jsou splnény pfedpoklady Véty 17.2.16 a nechf plati
(2:2), kde funkce f je spojitd [f je oviem sudd]. Je-li x,, x, feSeni rovnice (2.3),
x;: F — R, polozme 5(f) = x,(t) pro te J. Je 1j(t) = x,(f) — F(x4(f)) a funkce %
je FeSeni rovnice -

y+f()y+y=0. (2.23)

Je-li vy, v, periodické feSeni rovnice (2.3), poloZme {(t) = v,(t) pro te R. Pak { je
periodické fedeni rovnice (2.23). Toto feSeni je uréeno jednozna&ng aZ na posunuti
v t a je stabilni v tom smyslu, Ze plati: Je-li # libovolné maximalni feSeni rovnice
(2.23), a to feSeni nenulové, pak se bod (n(t),7(f)) pro t - co blizi k mnoZin&
{€(. {@)| te R}

Obdobné z Poznamky 17.2.18 plyne existence a v jistém smyslu i stabilita
periodického fefeni rovnice j + f(y) y + g(y) = 0.

Je-li (x4, x,) ¥eleni rovnice (2.3) a poloZime-li &(f) = x,(f), pak — jak se
snadno zjisti — & je feSeni rovnice &€ — F(—¢) + & = 0. Tak z vysledkil v rovnici
(2.3) mizeme odvodit vysledky v rovnici ¢ — F(—¢) + & = 0 [napf. o rovnici
&+ ¢é>—1)¢ + ¢ =0, eeR]. Metod vyloZenych v tomto odstavci bylo uZito
napf. na rovnici %, = X, ¥; = —h(x,, X;) x; — g(x,) i na rovnice jinych typi.

17.2.20. Pozndmka: Metody tohoto odstavce umoZiuji popsat vlastnosti van der
Polovy rovnice v pfipadé, Ze parametr & nabyva velkych hodnot. Rovnice
dx,

—L = x, —g(x} —x), —2=—x
at 2 (1 1): ar 1



substituci x; = z,, x; = &2,, t = &t pfejde v rovnici

%zi =Xz, — 73 + 24),

T

4 o g, (2.24)
dt

V bodé (z4, z,), kde z, = z} ~ zy, z; + 0, je vektor stojici na pravé strané v (2.24)
svisly; je-li v8ak z, % z} — z, a ¢ dosti velké, je tento vektor ,,tém& vodorovny*.

Z,

—
Z,=Z:- Z,

Z,

N

Obr. 37

Schematicky je to zndzorngno na obr. 37. Proto Ize olekavat [a lze také dokazat],
Ze trajektorie periodického feSeni md pro velké ¢ prib&h naznaleny na obr. 38.

Obr. 38

Funkce z} — z, nabyvi lokdlniho minima pro z; =a =32 a je a®* —a =
= —2(3)73/2 = —y; t47 funkce nabyvi lokdlniho maxima pro z, = —a a je
—a® + o = y. Necht je B = (—a,7)e R, D = (@, —y) € R%. Necht &slo g > 1 je
feSenim rovnice f* — B = y anechtje C = (B,7), A = (=B, —7). Bod (wy(z), w(1))
periodického feSeni w rovnice (2.24) sleduje oblouk AB kfivky z, = z} — z,, pak
velmi rychle pfebéhne po oblouku témé&f pfimkovém do blizkosti bodu C, sleduje
oblouk CD kfivky z, = z} — z, a rychle pfeb¢hne do blizkosti bodu A. Necht
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v okamziku 7, feSeni w v blizkosti bodu A protin4 k¥ivku z; = z} — z, a nechf 7,
je nejbliZsi nasledujici okamZik, v némZ je w(7;) = —a. ProtoZe platf druh4 z rovnic
(2.24), je

w2(t2) dw2
T — T = — J‘ ’
wacey 41(w2)

kde rovnice w; = g,(w,) popisuje oblouk trajektorie feSeni w od w(ty) do w(tz).
Proto je pfiblizn&

td
Tz - Tl = —J‘ dwz = @
-y pl(w2)

kde rovnice w; = p,(w,) popisuje oblouk kfivky z, = z} — z, mezi body 4, B.
Substituci w, = wi — wy, p;(w;) = wy, dwy = (3w} — 1) dw,; vypotteme

e = —J. 3wy — wit)dw, = 3(B* — «?) — lnE.
-8 04
ProtoZe po obloucich blizkych dsetkam BC a DA se bod w(t) pohybuje velmi rychle,
je perioda T feleni w pfiblizn& rovna 20. Funkce §(f) = w,(t/e) je ¥eSenim rovnice
%y + &(3x7 — 1) %; + x, = 0; pohyb bodu (f) na ptimce je zndzorn&n na obr. 39.

B _x_—0 e —_8
~— =

Obr. 39

Periodické feSeni w rovnice (2.24) ma tuto napadnou vlastnost: Na n¥kterych &astech
své trajektorie se pohybuje velmi rychle, zatimco na jinych &stech se pohybuje
podstatné& pomaleji. Periodick4 feSeni s touto vlastnosti se nazyvaji relaxaénf kmity.
S relaxa¢nimi kmity se setkdvame u soustav

n%; = gXp o Xn) i=1,2,..,k,
xj = gj(xl, LR xn)’ j = k + 1’ ey 1, (2.25)

kde &slo # je malé, n % 0, 1 < k < n. Soustavy typu (2.25) se nazyvaji soustavy
s malym parametrem u derivaci. Patfi mezi n& rovnice (2.24) pro n = ¢ %, k = 1.
Soustavam s malym parametrem u derivaci a jejich relaxadnim feSenim je vénovéina
monografie [54].

17.2.21. Poznimka: Vysetfujme rovnici

Xy =x; = X3 + wxy,

Xy = —Xq, (2.26)
kde peR. Je-li # < 0, rovnice (2.25) nema periodické feSeni a pro kaZdé feSeni w
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rovnice (2.25) plati lim w(t) = 0. Je-li u > 0, existuje periodické feseni, je urleno
[ Sad" ]

jednozna&ng a7 na posunuti v &ase a jeho trajektorie se stahuje k poatku pro u — 0 +

[viz obr.40]. Bod p = 0 se nazyv4 bod bifurkace rovnice (2.26). Bifurkace znamena

vétveni a v bod& u = 0 se jednobodovi trajektorie {0} rovnice (2.26) v&tvi na trajek-

torii {0} a na trajektorii periodického feSeni. Bifurkace feSeni diferencidlnich rovnic,

integralnich rovnic a integrodiferencilnich rovnic je soustavn& vy3etfena v [76].

0
obr.40 o

17.2.22. Poznidmka: Bod je H se nazyvd singuldrni bod diferencidlni rovnice
(1.1), je-li g(¥) = 0. Necht je g(5) = 0.

Bod j se nazyva ohnisko, jestlize existuje &islo € > 0 tak, Ze maximdlni
feSeni w spliiujici podminku |[w(0) — 7| < & je definovéno pro t > 0, bliZi se k
pro t — oo a pfitom nekone&né mnohokrat ob&hne body y po spirale. Misto ¢ > 0
a t - oo miZeme psat té% t < 0, t > —oo. V pripad& rovnice X = Ax [x(f) e R?,
A € M,(R)] potatek je ohniskem, jestliZe pro charakteristickd ¢isla A matice A plati
Re 4 # 0 # Im A. [Viz rovnici (2.6.1) a obr. 10.]

Bod j se nazyva uzlem, jestliZe existuje takové ¢ > 0, Ze maximalni feSeni w
splitujici podminku |w(0) — 7| < & je definovano pro t > 0, blii se k J pro t — oo,
a to tak, Ze bod w(t) se pfitom asymptoticky blizi k p¥imce prochdzejici bodem ,
tj. existuje lim [w(t) — 7] [|w(f) — 5||~*. Také v definici uzlu miZeme psit ¢ < O,

t—~ oo

t - —oo misto ¢t > 0, t = oo, V pfipadé rovnice X = Ax poCitek je uzlem, jsou-li
vlastni &isla A, 4, matice A realnd a je-li A;4, > 0. [Viz rovnici (2.5.1), p¥ipad (iii)
aobr. 7,8.]

Bod j se nazyva sedlo, jestliZe existuji trajektorie, po kterych se feSeni blizi
k y pro t — oo, i trajektorie, po kterych se feSeni bliZi k y pro t - —co. V pfipadé
rovnice X = Ax po&étek je sedlem, jsou-li vlastni &isla 4;, A, matice A4 redlna a je-li
A4, < 0. [Viz rovnici (2.5.1), pfipad (iv) a obr. 9.]

Bod y se nazyva centrum, jestliZe v kaZzdém jeho okoli leZi trajektorie perio-
dického feSeni tak, Ze j leZi uvnit¥ této trajektorie.

Podrobné vysledky o priib&hu feseni rovnice (1.1) v okoli singuldrniho bodu
jsou vyloZeny v [21], kap. VII, VIIL
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