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Dodatky 

Dodatek 3.1. Množina X je lineární prostor nad K (kde K = R nebo 
K = C), jsou-li definovány prvky x + yeX, kxeX pro x, y eX, keK SL existuje-li 
prvek 0 e X tak, že platí 

x + y = y + x, 

(x + y) + z = x + (y + z), 

(ku) x = k(nx) , 
k(x + y) = kx + ky, 

(k + ii)x = kx + fix, 

x + 0 = x, 

Ox = 0 , 

\x = X 

pro x, y e X, k, \i e K. 0 se nazývá nulový prvek. Prvky prostoru X se též nazý­
vají vektory a X se nazývá vektorový prostor. Prvky xl9..., xaeX se nazývají 
lineárně nezávislé, jestliže platí k1x1 + .. + k^cs 4= 0, jakmile |AX| + |A2| + 
+ ... + \kM\ > 0. V opačném případě jsou prvky xl9..., xs lineárně závislé. Jestliže 
yi» •••> ym J s o u lineárně nezávislé vektory v X a jestliže ke každému xeX existují 
čísla cl9...9cmeK tak, že x = c ^ + ... + c-j^, pak uspořádaná m-tice (y l s . . . , >>m) 
se nazývá báze v X. V lineární algebře se dokazuje, že platí: Jsou-li (yl9..., j>m), 
(zl9..., z^ báze v X, pak fe = m. Má-li X bázi, potom počet prvků kterékoliv báze 
v X se nazývá dimenze prostoru X. Platí: 

Má-li X dimenzi m a jsou-li prvky yt e X, i = 1, 2,..., m, lineár­
ně nezávislé, pak (yl9..., ym)je báze v X. (D3.1.1) 

Je-li y, xl9 ...,xreX, cl9 ...9creK, y = c1x1 + ... + <vxr, pak říkáme, že 
y je lineami kombinací prvků xl9..., xr nebo též, že prvek y je lineárně závislý na 
prvcích xl9..., xr. 

Dodatek 3.2. D ů k a z n e r o v n o s t i (3.2.8): 
Nechť e m je vektor, pro jehož souřadnice ép platí e1/1 = 0 pro i + j 9 e\n = 1 
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pro í = 1,2,.,., n. Je 

x = xx 6C1] + ... + x,,-! e{n'1} + xB e™, 
| | x | | ^ | | x 1 , c l ] + ... + x B . 1 e c - l + \\xne™\\. 

Postupně odvodíme 

IÎ H - 5 1 | ^ ^ 1 3 | | + . . . + 1 1 ^ - , ^ - ^ u + l l ^ ^ H ^ 

=Í K l Il-C13ll + --• + Kl 11^1! =? ,̂ ĚJ-.I > 
kde>h= max ||eCÍ]||. 

i--l,2,...,n 

Důkaz nerovnosti (3.2.9): Položme 

S = {x = (x l 5..., x„)| Ž |xj = 1} , a = inf {||x||| x e S} . 

Dokážeme, že existuje yeS tak, že a = ||j>||. 
Ke každému ; = 1,2, 3,... existuje xc i ] = (x^,..., xci]) e S, tak že \\xín\\ g 

g a + l/I. Každá z číselných posloupností x[J1,j = 1,2,..., x2
i], j = 1,2,..., ..., xj/1, 

j = 1, 2,..., je omezená, a proto lze vybrat takovou posloupnost přirozených čísel 
že posloupnosti x^'k\ k = 1, 2,..., x2

Jk], fc = 1, 2,..., ..., xcik], k = 1, 2,..., jsou 
konvergentní (nejdříve vybereme takovou posloupnost přirozených čísel rl9 r2,..., 
aby posloupnost xCřl], xl{2\ ... byla konvergentní, potom z posloupnosti r l f r2, ... 
vybereme posloupnost s l f s2,..., aby x2

5l], x2
52], ... byla konvergentní posloupnost 

atd.), tedy 
lim xc/k] = yt pro i = 1, 2,..., « . 

Je 

x [ i k l e S , É | ^ Í = 1 P™ fc=l,2f..., 
Í - = I 

ii 

tedy je £ |y,| = 1, j> = (yu ..., y„) e S. Proto je ||,>|| = a. 

Je také y = xlM + (y - xUltl), tedy 

||y|| = Jx-«| + 1, - x™\\ = a + l/jt + \\y - x™\\ . (D3.2.1) 

Podle (3.2.8) je 

b-^iš^Ě^-^l 
a tak 

lim ||j> - xc'k]|| -=- 0. 
* - * o o 
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Také lim l/A = O a z (D3.2.1) plyne \\yj ž «. Proto je |y] = a. Protože je y e S 

(tedy j =# 0), je a = ||y|| > 0- Nechť o = (ví9..., vn) * 0. Položme x = Ai?f kde 

Je x e 5, tedy ||x|| = a. Protože je i? = x/A, platí 

a tak platí (3.2.9), položíme-li i/2 = <a, a je fo > 0. 

Dodatek 3.3. Důkaz Věty 3.4.1: 
Je-li w: (a, p) -> Kn řešení rovnice (3.3.1), nechť @(w) je množina takových 

PeR u {oo}, že existuje řešení t;: (a, /?) -> Kn rovnice (3.3.1), které je prodloužením 
řešení w. Položme B(w) = sup {/?| /? G @(W)}, b(w) = j? + 1, je-li B(w) = oo, 6(w) = 
= [/J + -9(w)]/2, je-li B(w) < oo. Obdobně nechť s/(w) je množina takových 
a e . R u { — oo}, že existuje řešení x: (a, j?) -> Kn rovnice (3.3.1), které je prodlouže­
ním řešení w. Položme A(w) = inf {a| a e ^/(w)}, a(w) = a — 1, je-li .A(w) = ^oo, 
a(w) = [a + A(w)]/2, je-li A(w) > -oo. Existují tedy řešení v: (a, b(w)) ->X", 
x: (a(w), /J) -* .Kn rovnice (3.3.1), která jsou prodlouženími řešení w. Položme y(t) = 
= t;(ř) pro t e (a, fc(w)), y(t) = x(í) pro t e (a(w), /Ž); >;: (a(w), b(w)) -+ Kn je pro­
dloužení řešení w. Dokázali jsme, že každé řešení w rovnice (3.3.1) lze prodloužit na 
interval (a(w), b(w)). 

Položme M [ 1 ] = M, k řešení M [ 1 ] najděme prodloužení MC2], které je definováno 
na (a(Mcl]), 6(M [ 1 ])), a dále postupujme indukcí. Známe-li řešení MCÍ], kde i je přiro­
zené číslo, najděme k němu prodloužení M C Í + 1 ] , které je definováno na (a(M[i]), 6(M [Í ])). 
Je 

K" [ 1 ]) = H«C23) = % C 3 ] ) = ••• > 4« C 1 ] ) = < " m ) = *(«C3]) = ••• • 
Položme 3 = lim Ž>(M[Í]), e = lim a(MCi]). Protože MCi+1] je prodloužením řešení 

i-* oo i->oo 

M[Í], můžeme definovat funkci q:(e, S)-> K" rovnicemi q(t) = M [ Í + 1 ] ( Í ) pro 
ř e (A(MCI]), 6(MCÍ])). Jak ukážeme, q je řešení rovnice (3.3.1) a je prodloužením ře­
šení u. 

Kdyby q nebylo maximálním řešením, bylo by buď — oo < e, nebo 9 < oo 
a existovalo by vlastní prodloužení řešení q. Nechť je např. 9 < oo, £ > 3 a nechť 
2: (e, č) -> .K" je prodloužením řešení q. Je @(uín) => ^ ( M [ Í + 1 ] ) , a tedy -B(M[Í]) = 

= -5(MCÍ+1]) pro i = 1, 2,... a pro dosti veliká i je -9(MCÍ]) < oo (jinak by bylo 9 = oo). 
Tedyje%C i + 1 ]) = [>(MCÍ]) + B(MC Í ])]/2,JB(MC Í + 1 ]) = B(M C Í ] ),B(M [ Í + 1 ] ) - % C i + 1 ] ) g 
= [£(MCÍ]) - Í>(MCÍ])]/2 pro všechna dosti veliká i. Odtud plyne 9 = lim B(M[Í]). 

Definujme funkce zCi]: (a(M[i]), £) -• Kn předpisem zCi](í) = 2(*). Je 2Ci] e ^ (M [ Í ] ) pro 
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i = 1,2,..., tedy £ = B(uii]) pro i = 1, 2 , . . . a to není možné. Proto q musí být 
maximálním řešením. 

Dodatek 4.1. Následující věta je dokázána v [14]. 

D4.1.1. Věta: Nechť ý je otevřený interval, nechť funkce Á: / -+ Mn(R) má spojitou 
derivaci, 1 á k < n, a nechť platí rank Á(t) = k pro te /. 

Potom existuje funkce $f:ý-+ Mn(R), která má spojitou derivaci, a platí: 

detSl(t) + 0 pro í e / , (D4.1.1) 

A(t) fí(t) = ((*",..., v™, 0,..., 0)) , (D4.1.2) 

kde &n e Rn pro j = 1,2,..., k. 
Užitím Věty D4.1.1 dokážeme, že platí Věta 4.10.1. Nejdříve dokážeme, že 

platí toto tvrzení: 

Věta 4A0.1 platí v případě K = R. (D4.1.3) 

D ů k a z : Nechť funkce uÍJ]: ý -> Rn mají spojitou derivaci a nechť platí 
(4.10.3). Nechť l(ť) je matice transponovaná k matici (w [1](f),..., uw(ť), 0,..., 0). 
Nechť uíl\ť) je Utý sloupec matice Af(í) pro l = k + 1,..., n. Z (D4.1.1) a (D4.1.2) 
plyne, že platí (4.10.4), (4.10.5) a tak (D4.L3) platí. 

Je-li x = (xí9..., xn) e JR", y = (yl9..., }>„) e K", položme 

[*, y] = (xu ...,xn,yí9..., y n )e R2n . 

Pišme w = p + ig, je-li 

w = (wi,...,wn)eCn, p = (Pi,...,pn)eRn, q = (ql9..., qn)e Rn , 

wj = Pj + iqj pro I = 1,2, ...,n. 

N e c h ť z w e C", z w = P[i] + iqÍJ\ j = l,2,...,n. Je-li y,-e C, yy = <xy + ij?y, 
a,, /řy e R pro j = 1,2,..., k, pak 

y x z [ 1 ] + ... + ykz
[*] = 0 (D4.1.4) 

platí právě tehdy, jestliže platí 

« iP [ 1 ] - fixq
m + ... + a k p [ ' ] - fikq

m = 0 , 

<*i4C1] + r V 1 ] + ... + *kq
m + &p [* ] = 0 , (D4.1.5) 

a (D4.L4) platí právě tehdy, platí-li 

«i[p [ 1 ] , 4 [ 1 ] ] + M - 9 1 1 1 , PC l ]] + . - + «*[PCk], íC k ]] + 
+ A [ - í w . P í f c l ] - 0 . (D4.1.6) 

Odtud plyne 
Vektory z C l ] , . . . , z [* ]e Cn jsou lineárně nezávislé právě tehdy, 
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jsou-li lineárně nezávislé vektory 

[PC11, qliI], í-qll\ J>C U],.-, [P W , qlkJ], í~qlk\ P W ] 6 * 2 " . (D4.1.7) 

Nyní dokážeme, že platí: 

Věta 4A0.1 platí v případě K = C. (D4.1.8) 

Důkaz: Nechť funkce u w : ý -* Cn mají spojité derivace pro j = 1, 2,..., fc 
a nechť platí (4.10.3). Položme uu\t) = t;c'](í) + iwcy](ř), j = 1,2,..., fc, ř e / , 
a funkce uíl\t) hledejme ve tvaru víl\t) + iwcl](ř), / = fc + 1,..., n, ř e / . Podle 
(D4.1.7) jsou vektory v počtu 2fc 

[ ^ ( t ) , w ^ ( 0 ] , [-w"i(0,«;w(0], I-l, 2. . . . , * , (D4.1.9) 

lineárně nezávislé a tak podle Věty 4.10.1 [viz (D4.1.3), Věty 4.10.1 užijeme pro pří­
pad prostoru .R2"] existují funkce i;[l], w[l]: ý -+ Rn, které mají spojitou derivaci tak, 
že platí: 

(i) Vektory v počtu n — k 

[víl\t), wílXtJ] , l = fc + 1, fc + 2,..., n , (D4.1.10) 

jsou lineárně nezávislé pro t e «/. 
(ii) Při každé volbě t e / je kterýkoliv z vektorů (D4.L10) ortogonální na který­

koliv z vektorů (D4.1.9). 

Podle Dodatku 4.2 a (i) jsou při každém te/ vektory (D4.1.10) spolu 
s vektory 

[-wc'](í), i;c'](í)] , / = fc + 1,..., M , (D4.1.11) 

lineárně nezávislé. Proto [viz (D4.1.7)] platí (4.10.5). Z (ii) plyne, že platí (4.10.4), 
a tak je dokázáno, že platí (D4.1.8). 

Dodatek 4.2. Platí toto tvrzení: 
Jsou-li vektory 

x [ 1 ] , . . . ,x w eX" (D4.2.1) 

lineárně nezávislé, jsou-li vektory 

yíl\...,yweKn (D4.2.2) 

lineárně nezávislé, je-li 

(xcI3>>;m) = o pro ; = l ,2, . . . , r , / - 1, 2,..., 5 , (D4.2.3) 

potom vektory (D4.2.1) spolu s vektory (D4.2.2), tj. vektory 

x c l ],.. .,xC r ],/ 1 ],.. .,/ a ] (D4.2.4) 

jsou lineárně nezávislé. 
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Důkaz: Kdyby byly vektory (D4.2.4) lineárně závislé, existovala by čísla 
7i> •-., 7n <5i, ...5 <5se.K tak, že by bylo 

y!X[1] + ... + yrx
c'] + 5iy™ + ... + Ssy^ = 0, (D4.2.5) 

|?i| + ... + |yr| + N + -. + N > 0. (D4.2.6) 
Položme w = y ^ 1 3 + ... + yrx

Cr], z = á-jr-13 + ... + 5sy
Í5\ Podle (D4.2.5) je 

w = — z; protože vektory v (D4.2.1) a v (D4.2.2) jsou lineárně nezávislé, musí být 
w =1= 0 * z. Z (D4.2.3) plyne, že (w, z) = 0; je tedy (w, w) = 0, tj. w = 0 a to není 
možné. Vektory (D4.2.4) jsou tedy lineárně nezávislé. 

Dodatek 4.3. Nechť funkce all9..., aln: ý -* K jsou spojité, nechť k < ny 

nechť 
t>n,t>12, ...,t; l fc (D4.3.1 

jsou řešení rovnice 

*iB) + fln(0 *í- 1 } + . . . + fli^O *- = ° • ( D 4 - 3 - 2 

Předpokládejme, že na intervalu (a, /?) cz ý můžeme fc-krát provést postup, který je 
popsán v odst. 4.11. To znamená: Je v11(t) + 0 pro t e (a, 0) a po substituci xt = 
= r n ( 0 yi> x2 — ýi dostáváme rovnici 

*?~ 1 } + « 2 i ( 0 ^ " 2 ) + ... + a2tn.1(t)x2 = 0, (D4.3.2 

která má řešení 
v 2 2 , V 2 2 > " - > V 2 k (D4.3.1 

a platí 

"2.(0 = T f—) (0 P"> * e W ) f í = 2, 3,..., fc, (D4.3.3 
dt \^ii/ 

v22(t) + 0 pro ř e (a, /?). Při I-tém kroku provádíme substituci 
XJ = vJjit) yj > XJ+I= yj (D4.3.4y+ 

[kde Vjj(t) =f= 0 pro t e (a, /?)] a dostáváme rovnici 

xfri 0 + aJ+ltl(t) ^5+7" 1 } + . - + ej+m-A*) xJ+i = °> (D4.3.2y+1 

která má řešení 

ty+i j+i> vj+u+2>.«.- »/+i.* > ( D 4 . 3 . 1 y + 1 

a platí 

" y + U O - T ^ W P r o ř6 (a , i í ) , i - . j + l,...,fc, (D4.3.3y+1 

dí \vuJ 
vJ+1>J+i(t) 4= 0 pro í e (a, /?). Přitom j = 1, 2 h v případě rovnice (D4.3.2t+1 

již nejsou dána žádná řešení. 
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Ukážeme, že v této situaci platí 

tfpll9v129...9vu)(t)±0 pro i = l ,2, . . . , fc, te(<x,p). (D4.3.5) 

Z rovnic (D4.3.3y+1) odvodíme, zeje 

vji = vjj \\vj+i.j+i \[vj+2j+2'--\vii)\ P-"° í = I + l,..., fc, (D4.3.6) 

kde [q znamená vhodnou primitivní funkci k funkci q. 7L (D4.3.6) pro j = 1 plyne 
podle Dodatku 4.4, že je 

w(i>ii,t>i2..--»«>ii) = v^v&v^2 ...vit pro i = 1, 2,..., fc, (D4.3.7) 

a tak platí (D4.3.5). 
Vyšetříme ještě opačnou situaci. Předpokládejme, že známe řešení (04 .3 .1^ 

rovnice (D4.3.2!) a že platí (D4.3.5). Položme 

,, _ w(vll9v12) n __ Hvii>-~>vu)w(vu>--->vi.i-2) 
V22 2 ' V i i ~~ T~( \\2 

*>11 (W^ll"--^!.!-! ) ) 

pro i = 3,..., fc. (D4.3.8) 

Pro j < i položme 

uJi = vjj U i + u + i (^+2,7+2... \vu) > (D4.3.9) 

kde \z znamená (pevně zvolenou) primitivní funkci k funkci z. Obdobně jako (D4.3.7) 
platí 

w(t>n- "i2> •••> " I Í ) = -íiú.1**!2 ••• va P r o » = !> 2> •••» fc • 

Z (D4.3.8) plyne indukcí, že je 

w(vn,v12,...9vli) = v[_vi
2_

1 ...vu pro i = 2, 3,..., fc. 

Z rovnice w(i7n, w12) = w(vll9 v12) plyne w(i7n- M 1 2 — v12) = O a podle Dodatku 
4.5 existuje číslo P2i

eK takové, že je u 1 2 = v12 + P21v__. Indukcí se obdobně 
dokáže, že existují čísla /Jy pro i > j tak, že platí 

i - l 

KII = »II + E J - V U P r o i = 2,...,fc. (D4.3.10) 
1=i 

Z (D4.3.10) plyne, že funkce uu jsou řešení rovnice (D4.3.2i); podle (D4.3.9) je 

^ ( ^ ^ ) = vJ+1J+1 pro , = l , 2 , . . . , f c - l , 
dřV VJJ ) 

Vjj(i) 4= O pro te(ac9p)9 j = 1, 2,..., fc, a proto vyjdeme-li ze soustavy řešení 
vll9 u129..., ulk, můžeme na rovnici (D4.3.2!) fc-krát použít postupu popsaného 
v odst. 4.11. 
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D4.3.1. Poznámka: Nechť fc = n - 1 a nechť platí (D4.3.5). Rovnice 

*n + ciníxn = 0 (D4.3.2B) 

má řešení vnn = exp ( — janl) a je vnn(t) + 0 pro t e (a, P). Rovnici (D4.3.2n) můžeme 
zapsat ve tvaru 

dí \vjt)j 

a vezmeme-li v úvahu substituci (D4.3.4^+1), můžeme rovnici (D4.3.2-) zapsat ve 
tvaru 

vn(t) ... ".-i.-.-iíO - U 0 ^ (-̂ TT 7- ( —yr ••• ^- f ^ T T V - . ] J • 
dřV^n(Odř\^-i.»-i(0 dí\M')/ // 

D4.3.2. Poznámka: V. Jarník dokázal v práci [31], že platí tato Věta: Nechť funkce 
vt: (a, /?) -» R ma/7 spojité derivace do řádu n, i = 1,2,..., fc, fc g w. 

Položme Vi(t) = col (t;,(ř), í,(r),..., i#"~ 1}(r)). Nechť vektory vt(t), i = 1,2,... fc, 
jsou lineárně nezávislé pro íe(a,/?). Potom množina nulových bodů funkce 
w(ví9..., vs) nemá hromadný bod v (a, /?), s = 1, 2,..., fc. 

Dodatek 4.4. Nechť funkce rj: ý -» K, Ci, C2,...» Ci- «/ -» K mají spojité 
derivace do řádu i — 1. Z pravidel pro počítání s determinanty lze odvodit, že platí 

wfaCi, */C2,..-, rjd) = >7ř w(Ci, C2, -.., Ci) • 

Dodatek 4.5. Nechť funkce Ci, C2, •••, CÍ+I- ý -+ -K rnají spojité derivace 
do řádu ř a nechť platí 

w(Ci,C 2 , . . . ,Ci)(ř)*0 pro í e / , (D4.5A) 

w(C1,C2,...,Ci+i)(0 = O pro t e / . (D4.5.2) 

Potom existují čísla aí9..., at e K tak, že platí 

Ci+i = o-iCi + a2C2 + ... + offCi. 

Toto tvrzení plyne ze skutečnosti, že podle (D4.5.1) a (D4.5.2) C,+ i je řešení 

rovnice 

[Чc1,c2,...,ci)]-1 

Ci, •••, CІ, x 

Ći, ••-, ĆІ, * = 0 (D4.5.3) 

ci0,.... W\x«> 

(viz odst. 4.9) a Ci,..., Ci je fundamentální systém rovnice (D4.5.3). 

Dodatek 4.6. Jsou-li ví9 ...9vk řešení rovnice 

x 0 0 + fl^jx^"0 + ... + ^ ( í ) * = 0 (D4.6.1) 
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a platí-li 

w(vl9..., vk) (O 4= O pro te (a, fi) , (D4.6.2) 

můžeme hledat řešení x rovnice (D4.6.1) ve tvaru 

x(t) = C1(t)vl(t) + ... + Ck(t)vk(t) pro .e(a,/ř). (D4.6.3) 

Funkce d,..., £k budeme hledat tak, aby ještě platilo 

x^(t) = Cl(t)v^(t) + ... + Ck(t)vk
i\t) 

pro i = 1, 2,.... k - 1, í e (a, p) . (D4.6.4) 

Funkci 9 zavedeme rovnicí 

x«xt) = c,(o tfV) + - + a o «í4)(o + 5(0 • (D4.6.5) 
Z rovnic (D4.6.3), (D4.6.4), (D4.6.5) plyne, že platí 

Či(0»i(0 + - + ̂ (0"*(0 = o. 

e1(o^r2 )(o + - + ao4*- 2 )(o = o, 
ř^K^O + - + ^(0 «.?"1}(0 = m • (D4-6.6) 

Podle (D4.6.2) a (D4.6.6) najdeme funkce yt: (a, /J) -> X tak, že platí £»(0 = y.(0 5(0-
Snadno se zjistí, že funkce (t mají spojité derivace do řádu n + 1 — k a že funkce 
Ví a 3 mají spojité derivace do řádu n — k. Derivováním rovnice (D4.6.5) zjistíme, 
zeje 

*(*+i)(o = ci(o-?+i)(o + - + ?*(0"ř+i)(o + **+i.i(o*(o + m-
k 

I 
г = l 

kde <5*+i,i(0 ̂  Hyr(t)v?\t), a postupně odvodíme 

*(i)(0 - Ci(0*í°(0 +. . . + f*(0 4°(0 + *n(0 *(<) + M 0 %) + - + 
+ <5M-*-i(0 «(l~*""l)(0 + S(i"fc)(0 P r o i = A: + 1, fc + 2,..., n , (D4.6.7) 

kde pro funkce <5iy(0 platí vzorce obdobné vzorci pro Sk+ltl(t). Funkce 5n mají 
spojité derivace do řádu n — k, funkce Si2 mají spojité derivace do řádu n — k — 1 
atd. Dosazením rovnic (D4.6.4), (D4.6.5) a (D4.6.7) do (D4.6.1) dostaneme homogen­
ní rovnici řádu n — k pro 9, jejíž koeficienty jsou známé funkce [členy, které obsahují 
funkce £,(*), se zruší]. Ke každému řešení 3 této rovnice najdeme funkce £4, £* a pak 
řešení x rovnice (D4.6.1) určíme podle vzorce (D4.6.3). 

Dodatek 5.1. Nechť je A = ((AtJ)) e M„. Z definice determinantu plyne, že je 

det((AJ - A)) = Xn - a^"" 1 + a2k
n'2 - ... + (- l ) "a , ; (D5.1.1) 
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přitom je 

Дi = Z ^ ü > a2 = Z 
- i<J 

Aц, AІJ 

AJІ9 AJJ 

<*з = Z 
i<У<fc 

-4»»> -4 y, A,* 

A/»> ^H' 4̂.7* 
-4fci- -4fcy, AfcJk 

, . . . , aл = det((.Дy)). 

Mnohočlen na pravé straně se nazývá charakteristický mnohočlen matice A. Rovnice 

A" - a^-1 + a2k
n~2 - ... + (-l)nan = 0 (D5.1.2) 

se nazývá charakteristická rovnice. Kořeny charakteristické rovnice se nazývají 
charakteristická (nebo vlastní) čísla matice A. Nechť A je vlastní číslo; vektor 
y e Kn

9 y 3= 09 se nazývá vlastní vektor (patřící k A), je-li 

(-4-Ai).y = 0-

Dodatek 5.2 H u r w i t z o v a věta: Nechťa, e R pro i = 0,1, 2,..., n, a 0 > 0. 
Položme oct = 0 pro i > n a sestavme determinanty 

Лx = ocl9 Л2 = a 1 ? a 0 

a2, a 3 

Åu = 

«i> 

aз, 
a0, 

a2, 

0, 
a i > 

A3 = 

0, 
a 0> 

ocl9 a0, 0 
a3, a2, a^ 
a5, a4, a3 

..., 0 

..., 0 

a 2 n - l > a 2 n - 2 > a 2 n - 3 > a 2 n - 4 > •••> a n 

Nutná a postačující podmínka, aby pro každý kořen A rovnice 

aoA" + aiA11"1 + ... + a„ = 0 

platilo Re A < 09je A1 > 0, A2 > 0,..., An > 0. 
D ů k a z lze najít např. v [12], kap. 2, § 9. 

Dodatek 5.3. Nechť X je lineární prostor nad K. Množina Y cz X se nazývá 
lineární podprostor (v .X), jestliže platí: 

Je-li x9 y e Y9 A e K9 pak je též x + y9 Ax e Y. 
Nechť Yi, y2,..., 1* jsou lineární podprostory, Yt n Y, = {0} pro i =f= 7. 

Množina takových xeX, k nimž existují yx e Yl9 y2 e Yl9 ...9yheYk tak, že je 
x = yx + j>2 + ... + yk9 se nazývá pr/mý sowěe/ podprostorů Yl9 Y29..., Yk a značí 
sey, + y2 + ... + Y*. 

Je-li I/, c Y, pro i = 1,2,..., k, potom Ui + l/2 + ... + £/* znamená 
množinu takových M e.K, k nimž existují uxeUl9 u2e Ul9 ...9ukeUk tak, že je 
u = «! + u2 + . . . + M*. 
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Dodatek 8.1. Důkaz Věty 8.1.4: Bez ztráty na obecnosti můžeme před­
pokládat, že je Re Xi g Re X2 á ... á Re Xn. Zvolme číslo Te (a9 b) tak, aby bylo 

rÍ\cÁ')\ás<T- P r o I = l ,2, . . . ,n. (D8.1.1) 

JTfc=i 2/i 

Zvolme i e {L, 2,..., n}. Nechť / = l(i) je takové přirozené číslo, zeje 

Re ÁJ < Re Ař pro j < l(i) , 
Re Xj = Re A- pro j ^ /(ř) . (D8.1.2) 

Budeme hledat řešení z = col (zi9 z2,..., zn), z: <T, oo) -> X", soustavy integrálních 
rovnic 

zj(t) = Su eA« - ( " > * - ' > Í CJk(s) zk(s) ds pro j ^ l(i) , 

z,(í) = f ><'-*> Í Cjk(s) zk(s) ds pro 7 < /(O > í 0 8 - 1 - 3 ) 
J r *=-

kde <5řJ = 0 pro j + i, <5U = 1. 
Derivováním soustavy (D8.L.3) se přesvědčíme, že splňuje-li funkce z soustavu 

(D8.1.3), splňuje také rovnici (8.1.14). Věta 8.1.4 bude tedy dokázána, dokážeme-li, 
že soustava (D8.1.3) má řešení a že platí (8.1.15) pro uul = z. K tomuto cíli položme 

*X0 = e A ' ř *X0 P r o I = 1, 2,..., n . (D8.1.4) 

Soustava (D8.L3) přejde v soustavu 

9/0 = su ~ f V ^ - ^ - ^ f c ^ ^ d * pro j = /(O, 
Ji * - I 

£7>(0=íV>-^-^Íc,t(s)tJ»(s)ds 
J T * = í 

pro j < /(O , ř € <T, oo) . (D8.1.5) 

Řešení soustavy (D8.1.5) najdeme metodou postupných aproximací. Položíme 

4;i(0 = 8U P r o *6 <T> °°) • j = 1, 2,..., n , 

9y-+i(0 = S'J ~ f V ' 1 ' " 1 ' * - * Í CJk(s) qkm(s) ds pro / £ /(O , 
J , *=i 

9y—i(0 = f e ( a ' " l l ) < , - , Í C^5)4ta(5)d5 
J r *-• 

pro j < /(O , í € <T, 6) . (D8.1.6) 
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Indukcí se přesvědčíme, že platí nerovnosti 

M0I-S2, |4 i i.+ 1(ř)-flj t a(0l-S2-+ 1 pro m = 1,2,3,..., 
j = l ,2, . . . ,n, ře<T, oo). (D8.L7) 

Položme qj(t) = lim _ym(í). Z (D8.1.7) plyne, že tyto limity existují, že je 
m-*oo 

líXOl = 2 (D8.1.8) 
a že funkce qy. <T, oo) -• K splňují soustavu (D8.1.5). Je-lij ^ /(i), plyne z (D8.L5), 
zeje 

lim qj(t) = 5ij9 (D8.1.9) 
f-*oo 

neboťje 

iimr£icyi(s)|ds=o. 
f-.ooJr ft=l 

Označme T = T(Í) = (7 + í)/2 pro t _ I . Je-li j < /(i), dostáváme z druhé z rovnic 
(D8.1.6) a z (D8.1.8) odhad 

lcj/01 _ f > - * * - ™ Ž -|c,*(s)| ds + f 2 í |c„(s)| ds á 
JT fc=1 Jt fc=1 

= e (W .)«-r ) / 2 fOT2i:|C,„(5)|d_ + 2 f t\CJk(s)\ds. 
J r fc=1 jT(ofc=1 

Protože lim T(Í) = oo, je 
ř-*oo 

l imí" Ž|c,k(s)|ds = 0, 
,-*°'Jt(o*=1 

a tedy lim qjt) = 0. Vzhledem k (D8.1.4) platí (8.1.13) a (8.1.14). Věta 8.1.4 je 
f-*oo 

dokázána. 

Dodatek 9.1. Dokážeme, že platí 

D9.1.1. Vžta: Nechť Q je matice typu (r, s) s prvky vK,we Kr. Rovnice 

Qx = w 

má řešení právě tehdy, je-li (w, ý) = 0 pro každé řešeni y rovnice 

Q*y = 0 . 
Důkaz: Položme iť = {Qx\ xeKs}9 <& = {yeKr\ Q*y = 0}, _2T = 

= {zeK r |(z, y) = OvroyeW}.Je(Qx,y) = (x, Q*y) = 0 pro y e <_/, tedy W c ar. 
Je dim TT = rank Q, dim <_? = r - rank Q* = r - rank Q, dim % = r - dim ^ =-
= rank Q, tedy je TT = 2t a Věta D9.1.1 je dokázána. 
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Dodatek 9.2. Naznačíme, jak Věta 9.5.4 plyne z výsledků odst. 6.4 knihy 
[72]. V prostoru C ( 0 ) zavedeme skalární součin rovnicí 

(x,y) = f x(t)ӯ(t)dt; 

normu prvku x e C ( 0 ) definovanou pomocí skalárního součinu budeme značit ||x||2, 
tedy J 

HI2 = 1 1 KOI2 d ř l > zatímco ||x|| = sup |x(í)|. 
U« J **<M> 

Nechť pro x e C ( 0 ) znamená Kx = y funkci definovanou rovnicí 

y(t) = x(t, т) x(т) dт . 

Z (9.5.11) se odvodí, že y(t) je definováno pro t e <a, /?> a že funkce y je spojitá, 
a snadno se též ukáže, že zobrazení K: C ( 0 ) -» C ( 0 ) je lineární, tj. K je lineární operá­
tor. Nechť je \x(t, T)| ^ y pro (ř, T) G ,/. Ze Schwarzovy nerovnosti plyne, zeje 

\y(t)\ = [Jjx(r, T)|2 d T ] 1 / 2 [ j j ^ ) l 2 d T ] 1 / 2 = 

= 5 [ Í l x(T)| 2 d T l > k d e S = y(P " a ) 1 / 2 • (D9.2.1) 

Odtud plyne ||j>||2 ^ <5(/? — a)1 / 2 | |x| |2, a tedy operátor K je omezený vzhledemk nor­
mě ||.| |2. Pomocí (9.5.12) se snadno zjistí, že operátor K je symetrický. Zbývá ještě 
ukázat, že operátor K je kompaktní vzhledem k normě ||.||2, tj. máme dokázat, že 
platí tvrzení: 

Je-li oeR, x i e C ( 0 ) , yt = Kxg, ||x|||2 = 0" pro i = 1,2,3,..., 
pak existuje y e C ( 0 ) a vybraná posloupnost ytj tak, že 

\\ytj - y\\i - 00 pro j - 00. (D9.2.2) 

(D9.2.2) je zřejmým důsledkem těchto dvou tvrzení: 
Je-li aeR, x.:eC ( 0 ), yt = Kxř, ||.xj|2 ž <* pro i = 1,2,3,.,., 
pak existuje y e C ( 0 ) a vybraná posloupnost y(j tak, že 

\\yh - y\\^Qproj-+ co. (D9.2.3) 

Je-li zp z e C (0), j = 1, 2,..., \\zj — .z|| —> 0 pro j -+ 00, pak 

\\zj - z\2 -* 0 proj -• 00. (D9.2.4) 

Důkaz tvrzení (D9.2.3) lze provést takto: Podle (D9.2.1) je \y\ ž y<* 
pro i = 1, 2, Podle Schwarzovy nerovnosti je 

Mh) - y.(íi)| = T í Hh> *) - *(*i, T)|2 CITT ||xř||2 
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a z (9.5.11) lze odvodit, že yi9 i = 1,2,..., je posloupnost stejně spojitých funkcí. 
(D9.2.3) plyne z Arzeláovy-Ascoliovy věty (viz Dodatek 10.1). 

Důkaz tvrzení (D9.2.4) je snadný. 
Je tedy K lineární symetrický kompaktní operátor a Věta 9.5.4 plyne z Vět 

6-4-B a 6-4-D(a) knihy [72]. 

Dodatek 10.1. ' 

D10.1.1. Definice: Nechť / c K je interval, M[I]: / -> Kn pro i -= 1, 2, 3,... . 
Funkce M[Í], i = 1, 2,..., jsou ste/w£ omezené, existuje-li takové číslo x e R, že platí 

||M[ř](ř)|| á x pro i = 1,2,3,..., t e / . (D10.1.1) 

Funkce M[ , ] jsou ste/ne spojité, jestliže ke každému číslu e > 0 existuje 5 > 0 tak, že 
platí 

H M ^ ^ - M ^ V O I I Š E , (D10.1.2) 

jakmile r l f f2 e / , ^ - í2 | á <5, i = 1, 2, 3,... . 

D10.1.2. Věta (Arzeláova-Ascoliova): Nechť ý je omezený interval a nechť funkce 
tttn: j _>. K»9 i = i ř 2,..., JSOM síe/ně omezené a stejně spojité. Potom z posloup­
nosti M [ 1 ], M [2], M [3], ... lze vybrat posloupnost stejnoměrně konvergentní. 

Důkaz: Seřaďme množinu racionálních čísel z intervalu f v posloupnost 
rí9r2,r3, Protože platí (D10.1.1), můžeme z posloupnosti Mm, M [ 2 ], M [ 3 ], ... 
vybrat posloupnost 

M [ 1 1 ] , M [ 1 2 ] , M [ 1 3 ] , . . . (D10.1.3) 

tak, aby konvergovala v bodě rt. Z posloupnosti (D10.1.3) vybereme posloupnost 

M [ 2 1 ] , M [ 2 2 ] , M [ 2 3 ] , . . . (D10.1.4) 

tak, aby konvergovala v bodě r2. [Přirozeně posloupnost (D10.1.4) konverguje 
i v bodě /-!.] Po k krocích tak vybereme posloupnost 

, , [ * - ] M [ * 2 ] [*3] 
u , u , u , . . ., 

která konverguje v bodech r l f r2,..., rfc. Diagonální posloupnost 

M [ 1 1 ] , M [ 2 2 ] , M [ 3 3 ] , . . . (D10.1.5) 

konverguje ve všech bodech r l f r2, r 3,... . 
Zvolme e > 0 a nechť 5 je určeno z podmínky (D10.1.2). Existuje přirozené 

číslo / tak, že každý bod t e ý má od některého z bodů rí9 r2,..., rt vzdálenost menší 
než S. Protože posloupnost (D10.1.5) konverguje ve všech bodech r l f r2, r3,..., 
existuje číslo m tak, že je 

\\uw\rk) - M[ii](rfc)|| ú e pro / J ^ m , k = 1, 2,..., /. 
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K libovolnému t e / existuje k e (i, 2,..., /) tak, že je \t - rk\ < <5, a tedy je 

K»>(0 - ul"\t)\\ š | « ^ í ) - uUJ\rk)\\ + \\UU»(rk) - u"'Xrk)\\ + 

+ \\ul"l(rk) - ul"\t)\\ <.s + e + s. 

Odtud plyne 

\\u^\t)-ul"\t)\\^3s, (D10.1.6) 

jakmile j , i ̂  m, ť e / . Posloupnost ..^(í), j = 1,2, 3,..., je cauchyovská pro 
tef, tedy existuje u(t) = l imu t w (.) a podle (D10.1.6) platí | |u t ,0(ř) - u(ř)| á 3e 

y-*oo 

pro te ý, i ̂  m. Posloupnost (D10.1.5) je stejnoměrně konvergentní v ý a Věta 
D10.1.2 je dokázána. 

Dodatek 10.2. V tomto dodatku dokážeme Větu 10.2.1. Nejdříve však 
dokážeme, že platí 

D10.2.1. Věta: Nechť množina H a Rn je kompaktní. Nechť L je kladné číslo. 
Nechť množina Pk je kontinuum, Pk c H pro k ̂  L, k = 1, 2, 3, Nechť P je 
množina takových pe H9 že existuje posloupnost přirozených čísel kt taková, že je 
limfc, = co, a posloupnost bodů píkilePki tak, že je p = Um plki\ Nechť platí 
i-*ao l->oo 

P cr Pk pro fc _ L. Potom P je kontinuum. 

D10.2.2. Poznámka: Ve Větě D10.2.1 lze předpoklad, že množina H c Rn je 
kompaktní, nahradit předpokladem, že H je kompaktní metrický prostor. 

Důkaz Věty 10.2.1: Množina P je zřejmě neprázdná. Nechť je pín e P pro 
j = 1, 2,..., p = lim pín. Podle definice množiny P ke každému j existuje přirozené 

; - c o 

číslo Sj a bod hin e PSJ tak, že je Sj > j , \\pw - hín\\ < 1// pro j = 1, 2,... . Proto je 
p = lim ftui, lim Sy = oo, a tedy je /? e P. Dokázali jsme, že množina P je uzavřená. 

J-+CQ j"*CO 

Předpokládejme, že množina P není souvislá. V takovém případě existují 
neprázdné uzavřené množiny Wu W2 takové, že je P = Wt u W2, Wx n W2 = 0. 
Je-li )/e.R", C c f f , C + 0, nechť d(y, C) znamená vzdálenost bodu y od množiny 
C, tj. d(y, C) = inf {||>> - c\\ \ ce C}. Protože pro k = 1, 2,... je P <= P k a protože 
množiny P* jsou souvislé, existují body pm e Pk tak, že je d(pík\ Wt) = d(pm, W2); 
v opačném případě by množiny 

ftn - {x e P*| d(x, Wt) < d(x, W2)} , ' 

^ = { x E P f c | d ( x , Í V 1 ) > ^ ^ ) } 

byly uzavřené a platilo by JÍ^ u ffi2k = P*, J^lk n W2k = 0, tj. množina Pk by ne­
byla sousislá. Protože je Pk c H a množina iř je kompaktní, lze z posloupnosti pw 

vybrat konvergentní posloupnost p ^ 1 . Nechť je p = lim jf-kJ>\ Podle definice množiny 
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P je p e P. Snadno lze ukázat, že j e d(p, Wx) = d(p, W2). Tedy platí buď 

d(p,W1) = d(p,W2) = 09 (D10.2.1) 
nebo 

á(p, W,) = d(p9 W2) > 0 . (D10.2.2) 

Kdyby platilo (D10.2.1), bylo by p e W1 n W2 (neboť množiny Wl9 W2 jsou uzavřené) 
a to by odporovalo podmínce W1nW2 = 0. Kdyby platilo (D10.2.2), bylo by 
p $ W1 u W2 a to by odporovalo podmínce P = W1 u W2. Proto množina P je 
souvislá. Věta D10.2.1 je dokázána. 

Důkaz Věty 10.2.1: Nechť je dáno (í0, x) e G. Zvolme čísla Sl9 82 > 0 tak 
jako v Poznámce 10.1.2, tj. tak, aby bylo 

Q(t09x98l92S2)cz G, 2xSt <S29 

kde 
x = max {\\f(t9 x)\\ | (ř, x) e Q(ř0, x, í l f 2Č2)} . 

Nechť funkce co: <0, 2áx + 2<52> -+Kmá stejný význam jako v důkazu Věty 10.L1 
[tj. je neklesající, platí (10.1.7) a lim <o(Č) = 0]. Nechť ek, k = 1, 2,..., jsou taková 

čísla, že platí 

ek > (o(2óx(i + x) fc"1) , lim ek = 0 . 
fc->oo 

Zřejmě existuje takové kladné číslo L, že platí 

2&i(ek + *0 = ^2 P r o k *z L. 

Abychom dokázali Větu 10.2.1, máme dokázat, že množina TT(£ s, y) je kontinuum 
jakmile platí (10.2.1). Přitom se omezíme na případ, že je s < C (případ s > C je 
obdobný, případ s = C je zřejmý). Nechť tedy platí (10.2.1) a s < C. Nechť k = L 
je přirozené číslo. Pro Z = 0,1, . . . , fc položme skt = s + Z(C — s)/fc. Zvolme vektory 
gllleR* tak, aby bylo \\gín\\ = ek pro Z = 0, 1, ..., fc - 1, a funkci z: <s, O -• *" 
definujme takto: 

z(t) = y + (t-sk0)[f(sk09y) + g™] pro s*0 = / = skl , 

z(ř) = z(skl) + (í - s u ) [/(s*,, z(su)) + gíir] pro s H < t = s M + 1 , 

Z = 1 , 2 , . . . , * - 1. (D10.2.3) 

(Je-li # m = 0 pro Z = 0,1, . . . , fc - 1, C = í0 + <5i, je graf funkce z část Eulerovy 
lomené čáry. Jak ukážeme, funkci z lze považovat za přibližné řešení rovnice 10.1.1.) 

Abychom dokázali, že vzorce (D10.2.3) mají smysl, musíme dokázat, že 
f(skl9 z(skl))je definováno pro Z = 0, 1,..., fc — 1; proto dokážeme, zeje 

• ||z(í2) - z(tl)\\ g (x + ek) (t2 - f.) pro í., t2 e <s, O (D10.2.4) 
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a speciálně 

\\z(t) - y\\ = (x + ek) (t - s) pro / e <s, O . (D10.2.5) 

(D10.2.4) zřejmě platí pro tl912 e <sfc0, sfcl>. Je tedy podle (D10.2.5) \\z(skl) - j>|| ^ 
= (* + ek) (C - s)/fc ^ (x + £fc) 2(5, < d2, tedy je ||/(sfcl, z(sM))|| = x. 

Odtud plyne, že (D10.2.4) platí na intervalu <s, sJk2>. Obdobně se dokáže 
(indukcí), že (D10.2.4) platí na intervalu <s,skly pro / = 1, 2,..., fc; tedy platí 
(D10.2.4) i (D10.2.5). 

Nechť 2£k je množina všech takto zavedených funkcí z a nechť pro / = 
= 0,1,2,..., fc je Z(fc,J/) = {z(skl)\ z e -2Tfc}. Abychom dokázali, že množina ̂ ( £ s, y) 

je kontinuum, položíme Pk = Z(fc, fc) pro fc = 1, 2 , . . . , i í = B(y, 82) a. užijeme Věty 
D10.2.1; nejdříve ovšem ukážeme, že jsou splněny předpoklady Věty D10.2.1. Zřejmě 
je Z(fc, 0) = {y}, Z(k, 1) = B(y + f(s, y) (£ - s) fc"1, ek(C - s) fc-1) a indukcí se 
dokáže, že pro každé Z = 0 ,1 , . . . , fc — 1 platí 

Z(fc, / + 1) = U {B(u + f(skh u) (í - s) fc"1, ek(C - s) fc"1)! u e Z(k9 /)} . 
(D10.2.6) 

Množiny Z(fc, /), / = 0 ,1 , . . . , fc, jsou zřejmě neprázdné. Z (D10.2.5) plyne, že je 
Z(fc, /) c= B(y, (x + ek) (£ - s)) c= .%, ó2) =- H. 

Množiny Z(fc, 0), Z(fc, 1) jsou zřejmě uzavřené a ze vztahu (D10.2.6) lze doká­
zat indukcí, že množiny Z(fc, /) jsou uzavřené pro / = 0,1, 2,..., fc. 

Dokážeme, že množiny Z(fc,/), / = 0,1,. . . , fc, jsou souvislé. Množiny 
Z(fc, 0), Z(fc, 1) zřejmě jsou souvislé (neboť jsou konvexní). Předpokládejme, že není 
pravda, že všechny množiny Z(fc, /), / = 0,1,. . . , fc, jsou souvislé. V takovém případě 
existuje přirozené číslo j , 1 ^ j ^ fc — 1, tak, že množina Z(fc, y) souvislá je a mno­
žina Z(fc,I + 1) souvislá není. Existují tedy neprázdné uzavřené množiny Wl9 W2 

tak, že je W1 u W2 = Z(fc,; + 1), W1nW2 = 0. Nechť J^ je množina takových 
ueZ(k,j)9 zeje 

« + / ( s ^ , w ) ( C - s ) f c - 1 e ř V í pro í = 1, 2 . 

Protože funkce/je spojitá, jsou množiny Wt uzavřené (vzor uzavřené množiny při 
spojitém zobrazení je uzavřená množina) a zřejmě platí # i u W2 = Z(k,j), 
Wx n W2 = 0._ Je-li ueJť ř, je B(u + / ( s k J , t/)(£ - s) fc"1, ek(C - s) fc"1) c Wx 

[neboť koule B(x, S) je souvislá]; kdyby např. množina \Ý2 byla prázdná, bylo by 
Z(kJ) = Wl9 Z(kJ + 1) = JFlf PV2 = 0, a to není možné. Je tedy ^ # 0 4 = ff2. 
To však znamená, že množina Z(fc, j ) není souvislá a to odporuje vlastnostem čísla j . 
Dokázali jsme, že množiny Z(fc, /), / = 0,1,. . . , fc, jsou souvislé. Tedy množiny Pk 

jsou kontinua. • 
Nechť w: <s, £> -* Rn je řešení rovnice (10.1.1), w(s) = j . Nechť fc je přiro­

zené číslo. Funkci vk: <s, O -* Rn definujme takto 

vk(t) = w(skl) + (t - s j k/)(s f c>/+1, - s f c / ) _ 1 [w(s fc>1+1) - w(sfc/)] 
pro skl = ř = s M + 1 , / = 0,1,. . . , fc - 1 . 
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Ukážeme, že platí 

vke2Ck pro fc = L. (D10.2.7) 

Je vk(skl) = w(skl) pro / = 0,1,.. ., fc. Položme 

01'1 = (Skj+i - •**/)"' _>(**.*+-) - K^i)] - f ( s u , w^,))] 

pro / = 0, 1,..., fc — 1 . 

Je 

9m = (5* i I+l - 5*,)"1 r , l + 1[/(T, W(r)) - f(skh Vk(Skl)J] ÓX . 
J Ski 

Podle (10.1.7) je 

|/(T, W(T)) -/( S / k l ) t ^ , ) ) ! á fflflt - skl\ + H T ) - w(sw)||) g 

á 0(2^^1 + x]) < ek , (D10.2.8) 

tedy je 

| |ČW | | = «* (D10.2.9) 

a tak platí (D10.2.7). Protože w je libovolné řešení rovnice (10.1.1) splňující podmínku 
w(s) = y, plyne z (D10.2.7), že platí 

f (C, S, J>) c Z(fc, fc) pro fc = L. (D10.2A0) 

Položme Pk = Z(fc, fc) pro fc = 1, 2,. . . a definujme P jako ve Větě D.10.2.1. Je 

r(Z,s,y)czf)Pk<zP. (D10.2.H) 

Ukážeme, že také platí 

Pczr(C9s,y). (D10.2.12) 

Nechť je peP. Potom existuje posloupnost přirozených čísel kt a bodů pc*,] e Pki tak, 
že platí lim kt = co, lim pc*,] = p. Nechť z[fc|3 e Z*, je taková funkce, že platí zc*l](£) = 

= píktl. Vzhledem k (D10.2.4) a (D10.2.5) můžeme z posloupnosti kt vybrat takovou 
posloupnost, kterou označíme mj9 že funkce zCmj] konvergují stejnoměrně na <s, £>. 
Položme u(t) = lim zímj\t). Pro zjednodušení pišme r místo rrij. Nechť je 

i - 0 0 

le {0, 1,..., r — 1}, te <sr/, srf/+1>. Z (D10.2.3) odvodíme [indukcí podle /], že je 

-M(j) = y + Zlf('rP-n-,,)) + 0W](C - -)/> + 

+ [/(srJ)zW(sr/)) + ^ ] ( . - s r í ) . 

Platí tedy 

-lrl(t) = .v + [7(T, 2C,1(T)) dT + a(r, l), (D10.2.13) 
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kde 

Ч(r, 0 - Ž Г ^ Г Ж J . -'%;)) - /(*• -WW)] dт + 

+ ľ'[/(s.í,-
WЫ-/(т)zW(т))]df + 

J«rl 

+iW-»)/'+л»-łi)-
Je [viz (D10.2.8)] 

U(r, 011 = iWrj+1 ~ *rj) + *,(' - 5") + I*tt - s)jr + 
j=0 j=0 

+ er(í - -ví) = 2(C - s) er pro í 6 <s, C> . 

Limitním přechodem pro j -> co v (D10.2A3) (je r = m^) dostáváme 

"(') = >'+ f/(T,"(T))dT. 

Je tedy w řešení rovnice (10.1.1), u(s) = y. Je též «(C) = p = l imp [ m j ] , a tak je 

;> e f ( £ S, y) a (D10.2A2) platí. Z (D10.2.11) a (D10.2.12) plyne, že je 

r(t,s,y) = PczPk pro k = L. 

Všechny předpoklady Věty D10.2.1 jsou splněny. Podle Věty D10.2.1 množina 
P = TT(C, S, y) je kontinuum. Tím je dokončen důkaz Věty 10.2.1. 

Dodatek 10.3. V tomto dodatku dokážeme Větu 10.2.5. Obdobně jako 
v důkazu Věty 10.2.1 budeme se zabývat jen případem, že je s < ^. Jádro důkazu 
je obsaženo v následující větě: 

D10.3.1. Věta: Nechť je (t0, x) e G a nechť čísla S1,ó2>0 splňují podmínky 
z Poznámky 10.L2. Položme Sx = 3^2, S2 = <52/2. Nechť je (s, y) e Q(t0, x, Su S2), 
s < <*! < £2 á t0 + Sl9 ved^fé^s, y), potom existuje řešení u rovnice (10.1.1) 
takové, zeje u(£2) = v, ufa) e dir(^ s, y). 

Důkazu Věty D10.3.1 předešleme tři pomocné věty. 

D10.3.2. Pomocná věta: Nechť je A cz Rn. Potom je dA = B(Rn - A). 
D ů k a z : Pomocná věta D10.3.2 plyne bezprostředně z definice množiny dA. 

D10.3.3. Pomocná věta: Nechť je A a Rn, a%e A pro i = 1, 2,..., a e Rn - A 
a nechť platí lim a{ = a. Potom a e dA. 

i-*oo 

D ů k a z : To je zřejmé, neboť a nemůže být vnitřním bodem množiny Rn — A. 
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D10.3.4. Pomocná věta: Nechť je A cz Rn, D c Rn, D n A =# 0 * D n(Rn - A), 
Z) n 5.A = 0. Nechť množina D je uzavřená. Pak množina D není souvislá. 

Důkaz: Položme Wt =* D n A9W2 = D n(Rn - A). Zřejmě je W1 n W2 = 
= 0, Ŵ  u W2 = £>. Ukážeme, že množina Wt je uzavřená. V opačném případě by 
existovala posloupnost bodů ax e W1 a bod aeRn — Wi tak, že by platilo a = lim ať. 

i-* co 

Protože množina D je uzavřená, je a e D9 a protože je a e -TYB — W ,̂ je ae Rn — A. 
Podle Pomocné věty D10.3.3 je a e dA9 tedy ae D n dAzto odporuje předpokladu, 
že je DndA = 0. Užitím Pomocných vět D10.3.2 a D10.3.3 se obdobně ukáže, že 
i množina W2 je uzavřená. Protože množiny Wí9 W2 nejsou prázdné, množina D není 
souvislá. Pomocná věta D10.3.4 je dokázaná. 

Důkaz Věty D10.3.1: Nechť w: <s, £2> -> Rn je takové řešení rovnice 
(10.1.1), že je w(s) = y9 w(Q = v. J e ovšem w(^) e r(£í9 s9 y). 

Podle Věty 10.1.1 je ||w(T) - jc|| < 252 pro T e <s, <J2>, a proto je 

II f Í 2 II 
||w(É2) - y\\ š- / ( T , W(T)) dT = 2 o > = ^ x < <52/2 , 

II J 5 II 
tedy ||w(É2) - x|| <, \\w(Q - y\\ + | | y _ JČ|| < <52. Protože je w(£2) e 3*"(č2, S, *), 
existuje posloupnost bodů vín s Rn - iT(^l9 s9 y), i = 1, 2,..., taková, že je w(£2) = 
= lim i;m. Protože je ||w(^2) - jeli < <52, můžeme bez ztráty na obecnosti předpo-

i-*oo 

kládat, že je ||f[il - x|| < d2 pro i = 1,2,.... Podle Věty 10.1.1 existují řešení 
qlih <ř0 - &u to + <*i> -> R" taková, zeje qli\£2) = t>[í] pro i = 1, 2, . . . ; přitom je 

lkc'V) - *I < 2 á 2 Pro T e <í0 - Su t0 + <5,> . (D10.3.1) 

Je tedy 

lk t i 3(í2) - <ZW(<i)|| ž I p / ( t , «2»-(-) drl á *|ía - í,| 
II J f i II 

pro tl912 e Oo - Sl9 t0 + <5-> , i = 1, 2, ... . (D10.3.2) 

Ukážeme, že je 

qli\Q^(^^y) Pro i = 1,2,.... (D10.3.3) 

V opačném případě by existovalo přirozené číslo j a řešení p: <s, ^ > -• -Rn rovnice 
(10.L1) takové, že by bylo p(s) = y9 p(£,) = qu\£i). Definovali bychom řešení z 
rovnicemi z(t) -= p(t) pro t e <s, ̂ > , z(í) = qÍJ\t) pro ř e (ší9 <*2> a existence řešení z 
by znamenala, že je qÍJ\š2) = ucy] e f (č2, 5, j>); to však není možné, tedy (D10.3.3) 
platí. Protože platí (D10.3.1) a (D10.3.2), lze podle Arzeláovy-Ascoliovy věty z po­
sloupnosti g [ í í vybrat stejnoměrně konvergentní posloupnost qíljl. Položme 

q(t) *= lim q[ij\t) pro t e <ř0 - Sl9 t0 + ó^ . 

Také posloupnost složených funkcí /(T, ^ [ Í J ] (T)) proměnné xe <ř0 - <5-, ř0 + 5X> 
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konverguje stejnoměrně k funkci/(T- Í(T))» limitním přechodem proJ -> oo v rovnici 

qVj\t2) = q^Xt,) + p/(T f qVs\t)) di pro tl912 e <ř0 - ól9 t0 + 5J 
Jti 

odvodíme, že platí 

q(tг) = <?('.) + Г/(т, <j(т)) dт pro íi, í2 є <í0 - 5i, í0 + ^i> • 

Funkce 4 je tedy řešením rovnice (10.1.1) a je q(£2) = v. Je buď q(^) e r(£l9 s, >>) 
nebo je q(^x) $ r(£l9 s, y). Podle (D10.3.3) ^(^) nemůže být vnitřním bodem mno­
žiny r(tl9 s, y). Je-li tedy qfa) e r(Zl9 s, y)9 je í f r ) e W ^ , s, y) a položíme-li 
ii = ^ j < í i Í 2 > , tvrzení Věty D10.3.1 je splněno. Je-li q(tt) $ r(£l9 s, y)9 užijeme 
Pomocné věty D10.3.4, kde položíme A = r ((l9 s, y)9 D = r(£l9 £29 v). Podle 
Věty 10.2.1 je D kontinuum; dále je wfa) e A n D9 q(^) e (Rn - A) n D. Podle 
Pomocné věty D10.3.4 existuje ve dA n D a tedy existuje řešení u: <£lf £2> -* Rn 

takové, zeje u(š2) = v9 u(ít) = v e dr(šl9 s, ý). Věta D10.3.1 je dokázána. 

D10.3.5. Pomocná věta: Nechť je (ř0, x) e G, nechť čísla ól9 829 x splňují podmínky 
z Poznámky 10.1.2. Nechť je S1 = 5^2, S2 = <52/2, (s, y) 6 Q(í0, x9 Sl9 S2)9 s < r\ < 
< t0 + Sl9 nechť b je vnitřní bod množiny r(r\9s9y). Potom existují čísla Sl9 S2 > 0 
tak, zeje rj + St < t0 + Sl9 xS1 < S2aže B(b9 S2) c= r(X9 s, y) pro X e <j\9 r\ + St}. 

Důkaz: Nechť q:(s9r\}-+Rn je řešení rovnice (10.1.1), q(s) = y. Platí 
(viz 10.L4)) 

| | ^ ) - y|| = i [/(T, q(r)) dři = x 2SX < b2\2 , 
IIJ s || 

h(n) - *\ = h(n) -yj + \\y - * | < S2. Je tedy r(r\9 s, y) c 5(x, <52). Protože 6 
je vnitřní bod množiny r(r\9 s, )>), existuje takové co > 0, že je -B(fc, co) c ^(j/, s, y). 
Položme S2 = (oJ2 a zvolme Sx > 0 tak, aby bylo ?/ + Sx < t0 + 5l9 xSx < S2. 
Zřejmě je B(b9 S2) c r(r\9 s, ý). Nechť je r\ < X ^ r\ + Sl9 x e B(b9 S2). Protože je 
B(b9 S2) c B(x9 <52), Ae <í0 - <5lf t0 + 5^, existuje řešení p: <ř0 - <5lf t0 + dty -> Rn 

rovnice (10.1.1) takové, že je p(X) = x. Je \\p(X) - p(r\)\\ = | J J / ( T , p(r)) dx\ = 

S " A < S2; \\p(r\) - ft|j š \p(rj) - JC|| + ||x - b\\ < 2S2 = co,tedy p(r\)eB(b9 co) c 
<= r(t\9 s, y), a proto existuje takové řešení u rovnice (10.1.1), že je u(s) = y9 u(rf) = 
= pfa)- Funkce z, definovaná rovnicemi z(t) = u(t) pro t e <s, rf), z(t) = p(í) pro 
* e <>7> *i> je řešením rovnice (10.1.1), a proto je x e r(X, s, y). Je tedy £(&, S2) c 
c TT(A, S, y) a Pomocná věta D10.3.5 je dokázána. 

Důkaz Věty 10.2.4: Nechť je (t09 x)eG. Čísla SUS2 nechť mají stejný 
význam jako ve Větě D10.3.L Nechť je (s, y) e Q(t09 x, Sl9 S2), s < £ ^ t0 + Sl9 

v e dr(C, s, ý). Máme dokázat, že existuje takové řešení w: <s, O -* Rn rovnice 
(10.1.1), že platí w(s) = y, w(£) = v9 w(t) e dr(t9 s, y) pro t e <s, C>. Zřejmě stačí, 
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dokážeme-li, že je 
w(t)edr(t,s,y) pro te(s9Q. (D10.3.4) 

Nechť j je celé číslo, j > 1. Položme o(j9 k) = s + k 2~J(£ - s) pro k = 0 ,1 , . . . , 2y. 
Sestrojíme řešení wín: <s, O -> R" rovnice (10.1.1) takové, zeje wÍJ\s) = >>, wU](í) = 
= v, wÍJ\o(j, k)) e dr(o(j9 k)9 s, y) pro k = 1, 2,..., 2'* - 1; podle Věty D10.3.1 ře­
šení win najdeme nejdříve na intervalu (o(j, 2J - 1), o(j, 2y)>, potom je užitím téže 
věty rozšíříme na interval (o(j, 2J - 2), o(j, 2J)} atd. Je 

wm(,2) ... wU\tl) = f ř7(T> H,[I](T)) d T p r o ř i , ř 2 e <s, O ; (D10.3.5) 
J ti 

odtud dostáváme, že je 

||w-1J(ř2) - „-1.(̂ )11 = x | l 2 _ ř i | p r o í i f / a e <Sy C > . 

Podle Arzeláovy-Ascoliovy věty lze z posloupnosti winJ = 2, 3, 4,..., vybrat stejno­
měrně konvergentní posloupnosti wUil. Položme w(í) = lim wÍJi\t) pro t e <s, f >. 

i->00 

Posloupnost složených funkcí /(T, WWI](T)) proměnné t konverguje stejnoměrně 
k funkci /(T, W(T)). Píšeme-li v (D10.3.5) j t místo j a provedeme-li limitní přechod 
pro í -> co, dostáváme, že platí 

Цř2) - Ч ' i ) = Дт> Ч т )) d т P r o h, h є <5, C> : 

tedy w je řešení rovnice (10.1.1). Zřejmě je w(s) = y, w(£) = t?. Protože je 

(T(/, m) = <r(r + /, 2rm) pro / = 2, 3, . . . , m = 0, 1,..., 2 ' , r = 0,1,2,..., 

je 
wc><V(/, m)) = wUi\o(Ji> V1'1™)) e dr(o(l, m), s, y) , 

jakmile jefj > /. Protože množina dr(o(l, m), s, y) je uzavřená, je 

w(o(l, m)) e dr(o(l, m), s, y) (D10.3.6) 

pro / = 2, 3,..., m = 0,1,..., 2'. 
Je w(t) e r(t, s, y) pro t e (s, £). Nechť existuje takové rj e (s, £), že w(rj) je 

vnitřní bod množiny r(rj, s, ý). Položme b = w(rj) a najděme čísla 8l9 82 podle 
Pomocné věty D10.3.5. Je \\w(X) - w(rj)\\ = x(X - rj) = x8x < S2 pro Xe (r\, rj + 8ty, 
tedy w(X)e B(b,82) pro Xe(rj,rj + 5X> a podle Pomocné věty D10.3.5 je w(A) 
vnitřní bod množiny r(X, s9 y) pro X e (rj, rj + 8ty. To však není možné, protože 
existují taková čísla m, l (/ = 2, 3,..., m = 0, 1,..., 2l), že je o(l, m) e(rj,rj + 8X) 
a protože platí (D10.3.6). Je tedy w(t)e dr(t, s, y) pro te(s, C) a Věta 10.2.4 je 
dokázána. 

Dodatek 11.1. Nechť množina H c K? je otevřená, h: H -* K*, y e H, 
w e Kr. Existuje-li 
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lim k'l[h(y + kw) - h(y)~] , (Dll.1.1) 
X-0,XeK 

nazývá se derivace funkce h v bodě y ve směru w a značí se Dwh(y). Je-li w = ew, 
kde em = col(<5kl, 5k2,..., Skr) a ókh = 1, #5fc| = O pro i =f- k, nazývá se Dwft(>>) 
parciální derivace funkce h podle j>fc a označuje se 

dh ( . 

Nechť fři je množina takových bodů x e H, že existuje Dwh(x). Dwh znamená funkci, 
která v každém bodě xeH± nabývá hodnotu Dwh(x); je tedy Dwh: Ht -> K'. 

Existuje-li Dwh(x) v každém bodě xeH, závisí-li spojitě na x [jinak řečeno: 
je-li funkce Dwh: H -+ Ks spojitá], je-li y + XweH pro A e <0, 1>, pak je 

— h(y + kw) = Dwh(y + kw) pro A e <0,1> , 
dA 

a tedy je 

h(y + w) - % ) = i Dwh(y + kw) ák . (Dll.1.2) 

Nechť existuje lineární zobrazení A: Kr -• Ks tak, že ke každému číslu e >0 existuje 
číslo 6 > 0 takové, že je 

\\h(y + w) - fc(y) - -4w|| á c||w|| , 

jakmile je ||w|| £ 5. A se nazývá diferenciál funkce h v bodě y a značí se Dň(>>). 
Dh(y) je lineární zobrazení z -Kr do Ks. Protože je h = c o l ^ , h2,..., hs), w = 
= col (wí9 w2,..., wr), můžeme zobrazení Dft(j>) popsat maticí, v jejímž í-tém řádku 
a y-tém sloupci je dhijdyj, i = 1, 2,..., 5,1 = 1,2,..., r. 

Snadno se dokáže, že platí: Existuje-li Df(ý), pak existuje DjJ(y) pro každé 
z e Xř a je Dzf(y) = (Df(y)) z; místo (Df(y)) z se obvykle píše Df(ý) z. 

Nechť if2 je množina takových x e H, že existuje Dň(x). DA znamená zobra­
zení, které každý bod xeH2 zobrazuje na Dh(x). 

Existuje-li Dh(y) v každém bodě yeH a závisí-li spojitě na y, pak existují 
parciální derivace dhjdyj v každém bodě yeH a. jsou spojité. Naopak, existují-li 
parciální derivace dhjdyj v každém bodě yeH a. jsou-li spojité, pak lze dokázat, 
že Dh(ý) existuje v každém bodě yeH a. závisí spojitě na y [a také pro každý vektor 
w eKr existuje Dwh(y) a platí Dwh(y) = (Dh(y)) w = Dh(y) w]. 

Nechť Dh(y) existuje v každém bodě yeH a závisí spojitě na y. Nechť je 
/ - ] + ^ m _ /*-) 6 H pro A e <0,1>. Podle (Dll.1.2) je 

fc(j-ra) « ft(/n) = p D ^ c n + A [/2] _ yiiJ])(y™ - / « ) d A = 

= f Dh(y[1] + k[y™ - y™]) dA(j>[23 - /*-) . (Dl 1.1.3) 
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Všimněme si ještě případu, kdy r = 1. V tomto případě Dxh(y) znamená derivaci 
funkce h v bodě y ve směru vektoru 1 e JR, tj. 

Díh{y) = ^(y)^h'(y). 
dx 

Pro a e R zřejmě platí 

Dah(y) = Díh(y)a = hf(y)a9 

a proto diferenciál Dh(y) můžeme ztotožnit s derivací hf(y). 

Dodatek 11.2. Nechť L znamená buď C, nebo R a nechť G je podmnožina 
prostoru li x Km. Je-li x e L', nechť 

Gix.m) = {yeKm\(x,y)eG}; 

je-li y e Km, nechť 

Guy) = {xeLl\(x,y)eG}. 

Je-li G otevřená množina, je také množina G(JC§>) otevřená v Km a G(>ty) je otevřená 
v Ji. Je-li /: G -» Ks, (x, j>) e G, x e Lř, j> e Km

9 je /(x, j;) hodnota funkce / v bodě 
(x, ý). Je-li x e ll9 je/(x,.) funkce, která vznikne z funkce/ tím, že první proměnnou 
fixujeme na hodnotě x, tedy /(x,.): G(jCt #) -> Ks, /(x,.) (j>) = /(x, j>). Obdobně pro 
y e Km je /(., y): G(mty) -> Ks, /(., y) (x) = /(x, j>). Nechť množina G je otevřená, 
(x, y)eG, ue li. Má-li funkce /(., y) derivaci Duf(.9 y) (x) v bodě x ve směru w, 
značíme ji D ( 1 )/(x, y) a nazýváme ji derivací funkce /podle první proměnné v bodě 
(x, y) ve směru u. Nechť Gx je množina takových bodů (x, y) e G, že existuje 
D ( 1 )/(x, y); D ( 1 ) /znamená funkci, která v každém bodě (x, j>) e Gx nabývá hodnotu 
D ( 17(x, y); je tedy D ( 1 ) /: Gt -> Ks. 

Má-li funkce/(., y) diferenciál v bodě x, značíme jej D ( 1 )/(x, y) a nazýváme 
jej diferenciálem funkce / vzhledem k první proměnné v bodě (x, y). D ( 1 )/(x, y) je 
lineární zobrazení z li do Ks. Snadno lze dokázat, že platí: Existuje-li D ( 1 )/(x, y)9 

pak pro každé zeli existuje D ( 1 )/(x, y) a je D ( 1 )/(x, y) = [D ( 1 )/(x, y)] z. Místo 
[D ( 1 )/(x, y}] z se obvykle píše D ( 1 );(x, y) z. 

Nechť G2 je množina takových (x9ý)eG9 že existuje D ( 1 )/(x, j>). D ( 1 ) / 
je zobrazení, které každý bod (x, y) e G2 zobrazuje na D ( 1 )/(x, y). 

Je-li / = 1, znamená D(
1

1)/(x, y) derivaci funkce/vzhledem k první proměnné 
v bodě (x, y) ve směru vektoru 1 e R, tedy 

v[»J(x,y) = ¥-(x,y) 
dx 

a obdobně jako na konci Dodatku 11.1 lze ukázat, že diferenciál D ( 1 )^(x, y) můžeme 
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ztotožnit s parciální derivací 

8f í~ ~\ 
-(x,y). 

Obdobně postupujeme v případě druhé proměnné. Např. je-li v e Km
9 zna­

mená D<2)/(jč, y) derivaci funkce/ podle druhé proměnné v bodě (x9 y) ve směru v. 
Rovněž v případě, že / je funkce více proměnných, užíváme obdobných pojmů 
a obdobného značení. 

Dodatek 11.3, Naznačíme jak Větu 11.2.9 lze převést na Větu 11.2.6. 
Bez ztráty na obecnosti můžeme předpokládat, že funkce Q je omezená (v případě 
potřeby zmenšíme čísla vl9 v2). Z (11.2.21) lze odvodit, že ke každému k = 1, 2, 3 , . . . 
existuje číslo \ik > 0 takové, že platí: Má-li funkce £: <a, /?> - • R spojitou 
derivaci, platí-li \£(t) - g(t9 £(í))| ^ \ik pro i e <a, /?> a existuje-li T e <a, /?> tak, 
že |C(T)| :§ fik9 pak |C(/)| < v-i/k P r o t G <a, /?>. Odtud plyne, že stačí zvolit spojitou 
funkci A: H -> R tak, aby bylo X(t9 £) > 0 pro (t, £) G H9 I; =# 0, A(ř, 0 ) = 0 pro 
te (to - v l f t0 + vx), J.(f, £) < /ik pro (ř, £) G H, |<*| = v2/fe, a položit / = g + A. 

Dodatek 12.1. Ukážeme, jak lze pozměnit d ů k a z Věty 12.1.4 tak, aby­
chom neužili předpokladu, že rovnice (10.1.1) je jednoznačná. Větu 12.1.4 opět 
dokážeme nepřímo. Tak jako v původním důkazu předpokládáme, že Věta 12.1.4 
neplatí, a dokážeme, že existuje posloupnost tk. tak, že (tk., u(tki)) e P pro í = 1,2,3,..., 
lim u(tki) = z, lim tki = /?. Čísla Sí9 S2 > 0 budou opět taková, že tvrzení Věty 

Í-*CQ Í-+00 

(10.1.1) platí pro (t09 x) = (/?, z) a číslo I bude takové, že P — 5t < tj < py 

ju(tj) — z|| < ó2. Dále postupujeme odlišným způsobem. 
Podle tvrzení (10.1.4) je ||w(ř) - x\\ < 2ó2 pro tj ^ t < P, tedy 

M0> 0 6 6(& ̂  *i, 2<52) pro tj£t<p. 

Množina Q(/?, z, <5l9 2<52) c G je kompaktní, proto existuje x G R tak, zeje ||/(ř, x)|| ^ 
^ xr pro (ř, x) G Q(/?, z, á l s 252). Z rovnice 

w(s2) - w(5l) = TV(ř, w(ř)) dř pro sl9 s2 G (a, P) (D12.1.1) 
J si 

plyne odhad lu(s2) — "(5i)|| .= * | s 2 — s^ pro sl9s2e (tj9 P). Odtud a z rovnice 
lim u(tki) = z plyne lim u(t) = z. Položme v(t) = u(t) pro tc(a, /?), i;(/?) = z; 
i->oo f->/J — 

z (D12.L1) plyne, zeje 

v(s) - v(tj) = f f(t9 v(t)) át pro s G (a, £> , 
Jo 

a podle Věty 3.3.4 funkce v: (a, /?> -> Kn je řešením rovnice (10.1.1). To však odporuje 
předpokladu, že řešení u je maximální. Věta 12.1.4 platí tedy i bez předpokladu, že 
rovnice (10.1.1) je jednoznačná. 
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Dodatek 13.1. Nechť množina H c Ck je otevřená, f: H -* C. 

D13.1.1. Definice: Funkce £ se nazývá holomorfní v H, lze-li ji v jiném okolí každého 
bodu w = col (w l f . . . , wk) e H rozvinout v absolutně konvergentní mocninnou řadu 
o středu w, tj. existují-li <5 > 0 a čísla ail_ik e C tak, že platí 

£( - )= Ž « í , . . i l t ( - i - w 1 ) í ' ( z 2 - W 2 ) i í . . . ( z J k - w k ) ' t (D13.1.1) 
»i »fc = 0 

pro \ZÍ — W|| < 5, i = 1, 2 , . . . , fc, přičemž řada v (D13.1.1) konverguje absolutně. 
Základní vlastnosti holomorfních funkcí více komplexních proměnných jsou 

vyloženy např. v [30], kap. 1. Zejména platí 

D13.1.2. Věta: Funkce Cje holomorfní v H právě tehdy, je-li spojitá a má-li spojité 
parciální derivace d£\dzu . . . , dCjdzk. Viz [30], kap. 1, Větu 13. 

D13.1.3. Věta: Nechť funkce £: H -* C je holomorfní, w = col (wí9..., wk) e H, 
0 < Rx g oo,. . . , 0 < Rk g co, a nechť platí 

Q = {z = col ( z l f . . . , zk) e Ck\ \ZÍ - w\ < Ri, 

i = l,2,...,k} czH. (D13.1.2) 

Potom řada v (D13.1.1) konverguje absolutně a rovnost platí pro t e Q. 
Viz [30], kap. 1, dodatek k Větě 13. Platí i vzorec obdobný Cauchyovu vzorci. 

Nechť funkce £: H - • C je holomorfní, r± > 0 , . . . , rk > 0. Položme 

Qt = {zeC*| \ZÍ- Wi\ <ri9 i = l , 2 , . . . , k } , 

Q, = {zeC*| \zt - w] = ri9 i = 1,2,..., k) , 

Si ={ye C\ \y - wj = r j , i = 1, 2 , . . . , k . 

Nechť je Qt c H. Potom platí 

«=(^)7s,Qsr(í,(7^fc-)--H-
(D13.1.3) 

pro zeQt (viz [30], kap. 1, Věty 13,12). 
Ze vzorce (D13.1.3) se odvozují vzorce pro koeficienty atí ik rozvoje 

(D13.1.1) 

- ( í ( v^-f ^*yX.-*>2~\*»- (D13.M) 
VJ*. (>-i - » i ) ' •••(>'*- w t r

+ / J 
Nechť je x > 0 a nechť je 

ICtVi,.-.,;'*)! IŠx pro ^ e S j ykeSk. 
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Potom ze vzorce (D13.L4) plyne odhad 

K.,Á ž ------- (D13.1.5) 
r í '•• rk 

(viz [30], kap. 1, Větu 12). 
Z odhadu (D13.1.5) plyne, že řada v (D13.L1) konverguje absolutně a stejno­

měrně, je-li \zt\ = QU ..., \zk\ = Qk, kde 0 < QX < řl9..., 0 < Qk < rk. (Stále před­
pokládáme, že je Q c H.) 

D13.1.4. Poznámka: Funkci F: H -• Cř, r = col (rl9..., T,), kde r, : H -* C, 
7 = 1,2,...,/, nazveme holomorfní v H, jsou-li funkce rj9 j =1,2, . . . , I, holomorfní 
v H. Na funkci F se snadno přenesou všechna tvrzení o funkci f včetně vzorců 
(D13.L3), (D13.L4) a odhadu (D13.1.5). Snadno se též dokáže, že funkce S: H -> Cl 

je holomorfní právě tehdy, jestliže ji lze v jistém okolí každého bodu weH rozvinout 
v absolutně konvergentní mocninnou řadu o středu w, tj. existují-li S > 0 a body 
aii...ik

E Cl t ak, že platí 

£(*) = Z «i,... J* i - "i) '1 (*i ~ " i ) ' 1 . . . (z, - w*)fc 

ii,....ik = 0 

pro |z, — wř| < S9 i = 1, 2,..., fe, přičemž konverguje řada 

Ž | k . . , J | | z 1 - w 1 | " | z 2 - w 2 ^ . . . | z t - w ^ . 
»i,...,»k=s0 

Dodatek 13.2. Je-li (t, t0, x)eG, v,weRn, položme Q = <P(t, t0,.); je 
A: 6(í, *o, •) -* V- Definujeme D<3) D^3) <P(ř, t0i x) = D„(DW Q(x)). 

Dodatek 13.3. Nechť množina H c Rn je otevřená, g:H -+ Rn a nechť 
existuje derivace Dy^(x) pro každý bod xeH9 y eRn. Funkce g má v bodě xeH 
diferenciál druhého řádu, existuje-li Dv Dwg(x) pro každou dvojici v9 w e R" a je-li 
Dv Dwg(x) symetrická bilineární forma proměnných v, w [tj. existují-li vektory 

híin e R"9 h
lin = hÍJi\ tak, že je Dv Dwg(x) = £ tf^wj. V takovém případě se 

forma Du Dw^(x) proměnných t;, w nazývá diferenciál druhého řádu funkce g 
v bodě x. 

Dodatek 14.1. Důkaz Věty 14.1.3: Pro e > 0 položme 

X(e) = {(/, x)\ t0 = t = S, \\x - w(í)|| = e} . 

Množina X(e) je kompaktní a existuje takové číslo e0 > 0, že je X (e) c G pro 
0 < e — 60. Ukážeme, že ke každému e, 0 < e = e09 existuje číslo l(e) tak, že je 
Pk > 5> (*> uík\t)) e X(e) pro / e <í0, <5>, k = l(e). V opačném případě existovalo by 
číslo e, 0 < £ _ s0, vybraná posloupnost kt a čísla xi9 t0 < T, ^ <5, tak, že by bylo 
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||«[*'\í) - "(t)ll < e P r o 'o <. t < *. , ( D R U ) 

\\ulkt\Tt) - U(T,)|| = e pro i = 1, 2, 3 , . . . . (D14.1.2) 
Je 

uík'\s2) - uV"\Sl) = ("/(i, ulk'\t))dt pro s., s2 e <ř0, T(> . (D14.1.3) 
Jsi 

Protože fk-+f stejnoměrně na ď(e0) a protože / je omezená na ď(s0), existuje 
x > 0 tak, že je ||/k(ř, x)|| = K pro k = 1, 2, 3,. . ., (í, x) e Jf(e0). 

Protože platí (D14.1.1), plyne z (D14.1.3) 

\\uíkt\s2) - M ^ ^ J U = x|s2 - Si| pro 5 l f 52 e <r0, T,> 

a odtud 

ri = t0+ X-X[E - Hu^^řo) - x| |] . (D14.1.4) 

Položme 

„«](,) = u^\t) pro te<t09ri>9 

vV\t) = w-*' ](Tř) pro í e (T„ <5> , i = 1,2,3 

Vzhledem k Arzeláově-Ascoliově větě lze vybrat posloupnost ij tak, že posloupnost 
>v[-/] = víijl konverguje stejnoměrně na </0, 3} a že číselná posloupnost as = xt 

konverguje. Položme a = lim aj9 w(f) = lim wÍJ\t) pro t e <t0, a). Z (D14.L4) a 
j-*co y-»oo 

z podmínky lim ulk\t0) = x plyne v — t0 + X~*E. Je 
Jk-oo 

w ^ 2 ) - w-^a.) = f 7 ( t . wu\t)) dí pro sus2e </0, ffj>, 
Jsi 

s limitním přechodem pro y -> co dostáváme 

wfe) - w(5x) = /(ř, w(í)) dř pro sl9 s2 e <ř0, a> . 

Protože je lim MC*3(Í0) = x, je i w(ř0) = x. Z (D14.L2) plyne ||w(a) - u(a)\\ = c 
fc->GO 

Je tedy w: <ř0, <r> -• Kn řešení rovnice (14.1.7) takové, že je w(ř0) = x, w(a) =# M(<T), 
a to odporuje podmínce (14.1.8). Tedy je fik > 5 pro všechna dostatečně veliká fc 
a MCk](ř) -> M(Í) stejnoměrně na <ř0, <5>. Obdobně se dokáže, že je <xk < y pro všechna 
dostatečně velká fc a že uík\i) -> u(t) stejnoměrně na <y, ř0>. Věta 14.L3 je dokázána. 

Dodatek 14.2. Holomorfní funkce r\\C -» C se nazývá celistvá funkce* 
Existují-li čísla a, /? > 0 tak, že je 

|//(z)| = a e ' M pro zeC, 

pak funkce .»; se nazývá funkce exponenciálního typu. 
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Dodatek 15.1. Naznačíme d ů k a z Věty 15.3.2. Důkaz provedeme v něko­
lika krocích. Budeme užívat euklidovské normy, tj. pro xeK1, AeMt položíme 

M-X.M*. IMI = S«P{IMII* 6 *'>N^}- (D15.1.1) 
Í-=l 

Položme Dg(0) = Á. Kladná čísla Q+, Q~ a x zvolme tak, aby platilo 

Q+ + 2x ž Re X pro každé takové vlastní číslo X matice Á, že je 
0 < Re X, 
Re A g — (Q- + 2X) pro každé takové vlastní číslo X matice Á, 
že je Re X < 0. (D15.1.2) 

Rovnici (15.1.2) zapíšeme ve tvaru 

v = Áv + % ) ; (D15.1.3) 

je íi(x) = #(x) — Dg(0) x pro x e H; tedy platí: 

V každém bodě x existuje diferenciál Dfi(x), závisí spojitě na x a je 
í(0) = 0, Dfi(0) = 0. (D15.L4) 

Rovnici (D15.L3) zjednodušíme lineárními substitucemi. Je-li K = C, najdeme 
regulární matici B tak, aby matice X =-= B~ iÁB byla v Jordánově tvaru [viz odst. 5.1]. 
Je-li K = R, najdeme regulární reálnou matici B tak, aby matice A = B~*ÁB měla 
tvar (5.2.3). V obou případech je pořádek bloků na diagonále v blokově diagonální 
matici Z libovolný, a tak můžeme předpokládat, že je 

Xj > 0, resp. \ij > 0 pro j = 1, 2,..., Z, 

Xj < 0 , resp. fy < 0 pro j = / + 1,..., r . (D15.1.5) 

Rovnice (D15.1.3) přejde substitucí t? = By v rovnici 

ý = Ay + % ) . (D15.1.6) 

Je R(ý) = fl"1 K(By) SL tak funkce fi splňuje (D15.1.4). Je 

kde Ďj má tvar (5.2.4) nebo (5.2.5). Má-li Ďs tvar (5.2.4) a řád kj, položme 

X 

Dг 

Fj = 

jfs-Ц 
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Má-li Dj tvar (5.2.5) a řád kj (kj je sudé), položme 

л 

Fj = 

„(*/- D/2 
J.kj-Dll 

Nechť je 

(Fг 

F = 

-V 
F je regulární matice řádu n. Rovnice (D15.1.4) přejde substitucí v = Fx v rovnici 

x = ,4x + ft(x), (D15.1.7) 

kde A = F " 1 Í F , h(x) = F " 1 h"(Fx). Funkce !t zřejmě splňuje (D15.1.4). Je 

ID, 

A = 

(D15.1.8) 

kde 

Uj> x, o, . 

Dj-l* Xj'X'-

... 0 

... 0 

\0, 0, 0, . ••• ^Іl 

nebo 

Dj = 

( Џj, vy, x, 0, 0, 0, 
-vy, џj, 0, *, 0, 0, 

0, 0, џJf vy, /, 0, 
0, 0, -vy, /*,, 0, ^, 

0, 0, 0, 0, 0, 0, 
V 0, 0, 0, 0, 0, 0, 

Přitom platí (D15.1.5). Položme fc = £ fcy [fcy je řád matice Dj\\ je 0 < fc < n. 
I=i 

.... o, 0 \ 

..., o, 0 

..., o, 0 

..., o, 0 

VJ • •-, Џj, 

0 

VJ 
.... -Vj, f*j) 
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Položme 

l*>x \ /Dl+1 

A*-\ Di... • A-A 
-V \ -V 

D,+2 

w-(t'!!)- w-(SJ..). 
[̂ i» *2 J s o u matice řádu n; je Vx(t) + V2(ř) = e A ř ]. 

X+ = {x = (x1? ..., x l l)|x lel_- i = 1,2,...,«, xJk+1 = xJk+2 = ... = x n = 0 } , 

-¥_ = {x = (XÍ, ..., x„)| x,eK., ř = 1,2,..., n, x- = x2 = ... = xfc = 0} , 

U+ = {X = (Xlf ...,X„)E.K+| £ |x,|2 < B2} , 

C/_ = { x = (x1 , . . . ,xB)eZ_| £ |x , . | 2 < £
2 } ; 

i--fc+i 

přitom e > 0 je tak malé, že ft(x) je definováno pro xeU+ + (/_, a později bude 
na e kladena ještě další podmínka. \U+ a l/_ jsou koule; při zpětné transformaci 
rovnice (D15.1.7) v rovnici (D15.1.3) se z nich stanou elipsoidy.] 

Pro x = (xj,..., x„) e Kn pišme 

x = x+ + x_ , 

kde x + = (xj,..., xk, 0,..., 0), x_ = (0,..., 0, xk+ l f . . . , x„). Funkce w: <f0, co) -» Kn 

je řešením rovnice (D15.1.7) právě tehdy, platí-li pro libovolné a, ze <f0, co) 

W(T) = cMx'9)w(a) + fV ( t" { )h(w(í))dí. 

Tuto rovnici můžeme zapsat jako soustavu rovnic 

W+(T) = Vx(x - a) w+(a) + fV^T - {) fc(w(č)) df , (D15.1.9) 

W_(T) = V2(T - a) w_(a) + J V 2 ( T - {) h(w($) d{ 

pro T, a e <f0, co) , (D15.1.10) 

kde W+(T) = (W(T))+, W.(T) = (W(T))_. Je Vx(a) Vx(fi) = Vx(a + (t) pro a,peR. 
Násobíme-li rovnici (D15.1.9) zleva maticí Vx(a — T), upravíme ji na 

w +(„) = K,(cг - т) W+(т) - ÍV.(a - {) ҚW(ţ)) dí . (D15.1.И) 
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Je ovšem lim V_(-*) = 0. Je-li 
f-юo 

w(ř) e U+ 4- £/- pro t e <í0, co) , (D15.L12) 

můžeme v rovnici (D15.1.11) přejít k limitě pro T -> oo. Dostáváme (nakonec píšeme T 
místo a) 

W+(T) = - P V ^ T - í) fc(w(£)) dí . (D15.1.13) 

Dokázali jsme, že platí 

D15.1.1. Pomocná věta: Splňuje-li řešeni w rovnice (D15.1.7) podmínku (D15.1.12), 
pak platí (D15.1A0), (D15.1.13). 

Nechť je 

0 < L < \Q+ , L < ÍQ- , 

L[2^+^- - L(Q+ + <?_)] = xÍQ+Q- ~ L(Q+ + <?_)] . (D15.L14) 

Nadále budeme předpokládat, že s > 0 je tak malé, že platí 

\\h(u) - h(v)\\ = L\\u - v\\ pro u,veU+ + U-. (D15.1.15) 

D15.1.2. Pomocná věta: Nechť funkce w: <f0, oo) -* U+ 4- 1-I- splňuje soustavu 
(D15.1.13), (D15.L10), kde a = t0. Potom w je řešení rovnice (D15.L7) a platí 

limw(ř) = 0. (D1S.1.16) 
f-»oo 

rk Důkaz: Nechť u: R -> Kk je řešení rovnice je = _A+x. Z tvaru matice A+ 

plyne, že je 

1 Ž |«.<0|2 = 2 Re I u{t) ú{i) = 2(.+ + x) Í \ulttf , 
dt t=i .=1 i = i 

tedy je 

||«(<)|2_.e2 ( , ř*+* ) ( í-1>||H(s)|2 pro ř = s, 

| |M(s)| |= e
(^+*>'| |«(0)| | pro s < 0 , 

a proto platí 

||K.(s)|| = | |e '*' | | = e<**+*» pro s = 0 . (D15.1.17) 

Obdobně je 

||K2(í)|| = \\eÁ-'\\ = e - ( t f - + ) t ) ' pro ( ^ 0 . (D15.1.18) 

Z rovnic (D15.1.13), (D15.1.10) plynou nerovnosti 

| W + ( T ) | = Lp-«*«"«»[ |w + (í) | + |w_(«)|] dř , (D15.1.19) 
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||>V_(T)|| ^ c-*-«|w.(ř0)I + L £ C - - < - « ( | W + ( 0 | + 

+ |Mí)||)dí. ř° (D15.1.20) 

Položme r\ = limsup(| |w+(T)| | + | |W_(T) | | ) . Je 0 ^ >/ < oo. Nerovnosti (D15.1.19), 

(D15.1.20) sečteme a odvodíme [integrál na pravé straně v (D15.1.20) zapíšeme jako 
součet integrálů 

|»(T+řo)l2 [T + l 
Jto J(T+f 

rř0)l2 

a odhadneme výrazem 

- : 1 e - ř - " 2 s u p ( | w + ( 0 | | + ||w_(0|) + 

+ . : 1 sup'° ( M « I + M 0 I ) ] . 
(T+f0)l2__É__T 

že platí // _g Ufill + QZ1) r\. Je tedy rj = 0 a platí (D15.1.16). Derivováním rovnic 
(D15.1.10), (D15.1.13) se přesvědčíme, že w je řešením rovnice (D15.1.7). Pomocná 
věta D15.1.2 je dokázána. 

Zajímáme-li se o řešení w: <f0, oo) -* CI+ + II _ rovnice (D15.1.7), pak 
podle Pomocných vět D15.1.1, D15.L2 postačí, vyšetříme-li řešení w: <ř0, oo) -» (7+ + 
+ l/_ soustavy (D15.U3), (D15.1A0). 

D15.1.3. Pomocná věta: Ke každému a e II_ existuje řešení w: <0, oo) -> CI+ 4- ÍI-
soustavy (D15.1.13), (D15.1.10), /cde <r = 0, tafcoi;*?, ze Ie w_(0) = a. _&&n/ w je 
určeno jednoznačně. 

Důkaz: Snadno zjistíme, že pro 0 _g y ^ 1, T ̂  0 je 

e"ff-T + y(l - c"f-*) _š 1 . (D15.1.21) 

Nechť ̂  je množina spojitých funkcí v: <0, oo) -> CI+ + II_. Definujme zobrazení F 
tak, že pro u e ^ položíme Tv = z, kde 

2 + ( T ) = - r ° K 1 ( T - í ) A ( l < i ) ) d { f 

Z_(T) = K_(T) I>_(0) + f Í_(T - {) *(_<«)) dí . (D15.1.22) 

Je 

|z+(t)| ši J-p--*«-^[|B +«)| + |p-«)|]d{ _í ILelh <e, 

||Z_(T)|| ^ e-ř-'fi + 2L_ |V e - ( , - ť ) dč = 

= e[e - í-' + 2L_-_1(1 - e-'-*)] _. e 

(viz D15.1.21), tedy je z e 0*, zobrazení T zobrazuje množinu _? do sebe. Je ovšem 
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z_(0) = t>_(0). Nechť je ještě 0 eé? C_(0) = t>_(0), f = rt Ze soustavy (D15.1.22) 
snadno odvodíme, že je 

|* + (T) - _ + ( T ) | + ||Ž_(T) - Z_(T)|| á 

<i Líeí1 + el^sup {||0+(<T) - v+(a)\\ + ||0_(a) - t>_(a)||} . 

Vzhledem k (D15.1.14) plyne odtud přímo, že řešení w je určeno jednoznačně. 
Že řešení w existuje, dokážeme metodou postupných aproximací [položíme 
(wci](ř))+ = 0, (wm(í))_ = a pro ř = t0, w

Ci+1] = Fw[,'] pro i = 1, 2,. . .] . Kdůkazu 
existence a jednoznačnosti řešení w lze též užít věty o kontraktivním zobrazení. Po­
mocná věta D15.L3 je dokázána. 

Abychom učinili výraznou závislost řešení w na a, pišme E(t, a) místo w(ř). 
Je E: R x ÍI_ -> CI+ 4- 17— Z rovnice (D15.1.10), kde <7 = 0, plyne, že je 
(E(0, a))_ = w_(0) = a. Položme p(a) = (S(0, a))+, P = {a + />(a), a e CI_}. Je 
5(0, a) = a 4- p(a), tedy P = {__s(0, a)| a G ÍJ_}. 

Nechť y je maximální řešení rovnice (D15.1.7) a nechť existuje takové 1e R, 
že je >>(?) e P, tj. y(?) = E(0, a) pro vhodné a 6 17_. y i £(., a) jsou řešení rovnice 
(D15.1.7) [viz Pomocnou větu D15.1.2], a protože y je maximální řešení a rovnice 
(D15.1.7) je jednoznačná, je y(t) = _5(ř — 1, a) pro ř _t 7. Podle Pomocné věty 
D15.1.3 je E(t, a)eU+ 4- U- pro t ^ 0. Nechť je T > 0. Funkce z(t) = £(í 4- T, a), 
í _i_ 0, je řešení rovnice (D15.1.7) splňující podmínku (D15.1.12). Podle Pomocné 
věty D15.L1 z splňuje soustavu (D15.L13), (D15.L10) pro a = 0. Položíme-li 
b = (z(0))_, je podle Pomocné věty D15.1.3 (jednoznačnost) z(0) = E(0,b)eP, 
tedy 

y(í + T) = E(T, a) = z(0) eP, T = 0, a e 17_ . (D15.1.23) 

Je tedy y(t)eP pro t ^ ?. Dokázali jsme, že [pro rovnici (D15.1.7)] platí (15.3.6) 
kromě odhadu pro ||j>(f)||-

Nechť y je maximální řešení rovnice (D15.1.7), 1 e R, a nechťje y(t) e U+ 4- £7_ 
pro ř ^ ?. Podle Pomocných vět D15.1.1 a D15.1.3 je y(t) = _H(ř - 1, c) pro ř ^ ?, 
kde c = (y(ž))_, tedy je j(?) = £(0, c) e P a platí (15.3.7). 

Nechť w, tí>: <0, oo) -> U+ 4- £7- jsou řešení soustavy (D15.L10), (D15.L3), 
kde c = 0, taková, že w_(0) = a, n>_(0) = a. Je 

|W+(T) - W+(T)|| + ||W_(T) - W_(T)|| g e — > - á|| + 

+ L JY--<-«>[|w+(0 - * + « ) | + «w_(š) - w.(0| |] d<, + 

+ L J Y « * « - ' > [ | M í ) - *+(«)|| + ||w_(č) - *_(*)«] d£. 

Položíme-li 6> = sup [||W+(T) - W+(T)|| + ||W_(T) - W_(T)||], dostaneme 

Q^\\a-á\\+IÍQll
 +Q-J)0, 
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tedy 
e š l a - á f l C i - ^ + e : 1 ) ] - 1 . 

Tak jsme odvodili, že je 

\\S+(T, a) - S + ( T , á)« + |S.(t, fl) - S . ( T , á)|| rg 

á | | a - a | | [ i - L ( e ; 1
+ e : 1 ) ] - 1 

pro T ^ 0, a,ásU., (D15.1.24) 
a speciálně je 

\\p(a)-p(á)\\^\\a-d\\[l-L(6l^6^)r^ 
pro a, áeU.. (D15.1.25) 

Funkce 3 splňuje Lipschitzovu podmínku vzhledem k druhé proměnné. Metodami 
obdobnými těm, jimiž byla v kap. 13 vyšetřována funkce #, lze dokázat, že diferenciál 
D(2)_i existuje a spojitě závisí na (t, a); to nebudeme dokazovat. Odtud ovšem plyne, 
že diferenciál Dp(u) existuje pro «GÍ/_a spojitě závisí na w. Zřejmě je 3(0, 0) = 0, 
tedy i P(0) = 0. 

Nechť y je maximální řešení rovnice (D15.1.7), 7 e R, y(í) e P. Jak jsme doká­
zali, je y(t)eP pro t = 7 a y splňuje soustavu (D15.1.13), (D15.1.10) pro a = 7, 
í = 7. Je tedy 

y.(t) = V2(ř - 7) j_(7) + JV2(! - T) % _ ( T ) + Ky-W)) dT , 

| M 0 | | á e - ^ + ^ - ? > | | ^ ( 7 ) | | + 

+ fe-^+^->L||j;_(T)|| (1 + [1 - Lte;1 + e l 1 ) ] " ' ^ , 

e«-+*>«-%_(0« = UMOU + 

+ L 2 g + g _ - L ( g + + g_) rc(é-+x)(t-i)||y_(T)|| d T 

6+6. - L{6+ + o_) J ? 

Pomocí Gronwallovy nerovnosti (viz Pomocnou větu 4.3.1) a (D15.1.14) plyne, zeje 

\\y-(t)\\<L\\y_(l)\\e--«-\ 

a protože je y(t) = y+(t) + y_(ř) = P(y-(0) + j>-(í)aplatí(D 15.1.25), platí i odhad 
pro \\y(t)\\ v (15.3.6). 

Vzhledem k (D15.L23), (D15.1A3) je 

5 + (T, a) = - J"VÍ(T - C) h(S_(Z, a) + p(S_(č, a))) df . 

Protože /i splňuje (D15.1.4), lze odtud odvodit, že H^H"1 ||3+(0,a)|| -* 0 pro ||a|| -* 0, 
a to znamená, že Dp(0) = 0. 

(377) 



Dokázali jsme tedy, že [pro rovnici (D15.1.7)] platí (15.3.6), (15.3.7) a ta 
tvrzení z (15.3.3) a (15.3.4), která se týkají zobrazení p. Obdobným způsobem se 
dokáže, že [pro rovnici (D15.1.7)] platí (15.3.8), (15.3.9) a ta tvrzení z (15.3.3) 
a (15.3.4), která se týkají zobrazení q; úlohu soustavy (D15.1.10), (D15.L13) má 
přitom soustava 

w+(т) = V.(т - a) w+(a) + ГV.(т - č) h(w(ţ)) åţ, 

w_(т) = Г V2(т-Ç)h(w(Z))dÇ. 
J -oo 

[K důkazu těchto tvrzení lze též užít obratu z Poznámky 15.1.6.] Zpětným přechodem 
od rovnice (D15.L7) k rovnici (15.L2) odvodíme, že (15.3.3), (15.3.4), (15.3.6) až 
(15.3.9) platí i pro rovnici (15.L2). Dokážeme ještě, že platí i (15.3.5). Nechť je 
zeP n Q a nechť y je maximální řešení rovnice (15.1.2) takové, že je y(0) = z. 
Podle (15.3.6) a (15.3.8) je y:R-+PnQ<i užitím odhadů z (15.3.6) a (15.3.8) se 
dokáže, zeje y(0) = 0. Důkaz Věty 15.3.2 je dokončen. 

Dodatek 15.2. Dokážeme tvrzení z Poznámky 15.4.2 a Větu 15.4.1. Také 
v tomto dodatku budeme pracovat s euklidovskými normami vektoru a matice 
[viz (D15.1.1)]. Bez ztráty na obecnosti můžeme předpokládat, že je s(0) = 0. Je 
tedy s(t) = Y(t, 0) a D ( 2 ) T(t, 0) je fundamentální matice rovnice (15.4.4). Je 
D ( 2 ) !F(0, 0) = I a tak podle předpokladů číslo 1 je jednoduché vlastní číslo matice 
D Y(T, 0) a pro ostatní vlastní čísla /i je \fi\ < 1. 

Jak jsme ukázali v odst. 15.4, je š(0) * 0, [D ( 2 ) Y(T, 0) - 1] š(0) = 0. Je 
tedy š(0) vlastní vektor matice D ( 2 ) *F(T, 0) odpovídající vlastnímu číslu 1. Nechť je 
Zt = {a š(0)\ a e R} a nechť Z2 je takový podprostor v Rn dimenze n — 1, že š(0) £ Z2; 
je tedy Rn = ZL + Z2. Nechť první sloupec matice B je š(0) a nechť ostatní sloupce 
matice B tvoří bázi v Z2. Substitucí x = Bz přechází rovnice (15.1.2) v rovnici 

i = g(z) , (D15.2.1) 

kde g(z) = _5 - 1 g(Bz). Nechť W(., z) je maximální řešení rovnice (D15.2.1), 
W(0, z) = z. Je 

V(t, z) = B~l W(t, Bz) , D2 Ť(t, 0) = B'1 D2 W(t, 0) B . (D15.2.2) 

Matice D ( 2 ) Ť(T,0) má táž vlastní čísla jako matice D ( 2 ) W(T, 0) [včetně jejich 
násobností]. Prostorům Zl9 Z2 přitom odpovídají prostory 

Žx = B~XZ^ = {B-iz\zeZí} = {a-3"1s(0)|ae.R} = 

= {col(a, 0, ...,0)\<xeR} 

[neboť B~J š(0) = col (1,0,,.., 0)], 

Ž 2 = B~lZ2 = {co\(0,x2,...,xn)\xiER, i = 2,3,..., n}. 
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Prostor Žt je invariantní prostor matice D ( 2 ) Ť(T9 0) odpovídající vlastnímu číslu 1. 
Proto matice D ( 2 ) Ť(T, 0) má tvar 

D<2> Ť(T, 0) = Q' * ) , (D15.2.3) 

kde Pje regulární matice řádu n - 1, b = (&2, 63,..., &„), fcj6-R . Protože matice 
D ( 2 ) $(T, 0) má táž vlastní čísla jako matice D ( 2 ) -̂ (-T, 0), platí 

|/x| < 1 pro každé vlastní číslo fi matice V. (D15.2.4) 

Řešení s přechází v řešení s = B~1s rovnice (D15.2A); je 

- Ť(T, 0) = 5(T) = B-1 Š(T) = B"1 5(0) = col (1, 0,..., 0) . (D15.2.5) 

dí 

Nechť Ťt znamená i-tou složku funkce Ť, i == 1, 2,..., n. Hledejme řešení co rovnice 

!P1(r+ íy,(0,xJ)) = 0 (D15.2.6) 
pro xAe R"'1 dosti blízká k 0. Je 

j-řt(r ,o) = i 
aí 

a podle věty o implicitních funkcích existují kladná čísla S1,S2,S1 < Tj2 tak, že ke 
každému xA, \\xA\\ < <52, existuje jediné co v intervalu <—ól9 S^ takové, že platí 
(Dl 5.2.6). Označíme-li toto řešení co(xA), pak funkce co má diferenciál Dco(xA) 
v každém bodě xA, \\xA\\ < <52, a T>co(xA) závisí spojitě na xA. Definujme zobrazení 
Q: B(0, ó2, R"-1) -> R"-1 rovnicí 

(0, Q(xA)) = f(T + co(xA), (0, x )̂) . (D15.2.7) 

Všimněme si významu zobrazení Q: Má-li řešení rovnice (D15.2.1) v okamžiku 
/ = 0 hodnotu (0, xA), má v okamžiku T + co(xA) hodnotu (0, Si(xA)) (viz obr. 44). 
Lze říci, že (0, Q(xA)) je bod, v němž řešení vycházející z bodu (0, xA) protne poprvé 
v blízkosti bodu 0 nadrovinu xx = 0. Zobrazení Q se nazývá Poincaréovo zobrazení. 
Pišme 

9J(t, y) = col (92(t, y), 9a(t, y),..., 9Jit, y)). 
Platí 

0(xA) = 9A(T + co(xÁ), (0, xA)) . (D15.2.8) 

Funkce Si má diferenciál Dí2(x^) v každém bodě xA e R"'1, \\xA\\ < S2 [neboť funkce 
<o je diferencovatelná]. Je 

col(1,0 0) = 5(0) = Š(T) = | - 9(t,0)\t=T. 
ot 

Proto je D ( 1 ) 9A(T, 0) = 0. Odtud, z (D15.2.3) a (D15.2.8) plyne, že je Dí2(0) = V. 
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Vzhledem k (D15.2.4) existuje takové přirozené k, že je ||V*|| < 3 < 1. (Je-li V = 
= E"1QE, kde Q je v Jordánově tvaru, je VJ = E~1QJE a QJ -+ 0 pro j -• oo.) 
Položme 

Q°(xA) = xA9 Q1(xA) = Q(xA), QJ+í(xA) = Q(QJ(xA)) 

všude, kde je definována pravá strana, j = 1, 2, 3, — 

Obг 

Na jisté otevřené množině v U""1, která obsahuje počátek, je definována funk­
ce Qk, má tam v každém bodě diferenciál Dí2*(xj) a DGř(xA) závisí spojitě na Xj. Je 
DQ\0) = V*. Podle Pomocné věty 15.1.3 existuje takové číslo <53, 0 < <53 g <52, že 
&J(*A) Je definováno pro ||xj|| ^ <53, a je 

1-3^)11 ž S ' N | pro ; = 1, 2,.... (D15.2.9) 

Funkce Q má spojitý diferenciál. Existují tedy <54 > 0 a x > 0 tak, že Qm(xA) je 
definováno pro m -= 1, 2, 3,..., x d 6.8(0, <54, R""1) a. platí 

| |-^ y + /(^) | | ú x&M P™ / = 0, 1,..., fc - 1, j = 1, 2,..., 1^1 < <54 . 

Je [viz (D15.2.8)] 

(0, Qm(xA)) = 9(T + c o ^ " 1 ^ ) ) , (0, fl-'(*,))) . 

Odtud plyne 

(o, cr(xA)) = <P((mr) + mJ:^l(xA)), (0, x,)) 
í=0 

pro m = l , 2 , 3 , . . . . (D15.2.10) 
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Protože je co(0) = 0 a také diferenciál T>co(xA) závisí spojitě na xA9 řada 

£ co(Q\xA)) konverguje. Podle (D15.2.10) je 
00 

I 
i = 0 

Ť(mT + £ <4Q\xA)), (0, xA)) = $( £ ^'(x,)), (0, fl-fo))) . 
i = 0 i=m 

Je 

^(0, 0) = 0 , £ ©(Q^)) -• 0 , íTfo) -• 0 pro m->oo , 
i=m 

funkce W je spojitá, tedy 
oo 

Ť(mT + X o^fl1^)), (0, xA)) -• 0 pro m -> oo . 
i = 0 

Protože je Ť(mT, 0) = s(mT) = Opro m = 1, 2,..., je 

lim || V(mT + J ^Qfc,)), (0, x„)) - S(mT)|| = 0 . (D15.2.11) 
HI-+00 Í = 0 

Ze spojitosti funkce Ť, ze vztahů š(mT + T) = ^(T, S(mT)), %(£, + x, ý) = 
= 9(r, $*«,, J>)) a z (D15.2.11) plyne, že platí 

lim || Ť(t, (0, x„)) - š(í - £ d(Q\xÁ)))\ = 0 , \xA\ < 5A . (D15.2.12) 
ř-»oo i = 0 

Protože je 

| ^ ( o , o ) = 1, 

existují podle Věty o implicitních funkcích čísla 55, S6 > 0 tak, že pro každé 
y e 5(0, <5S, R") rovnice Ť^z, y) = 0 má jediné řešení T = x(y) v intervalu (—56, 56), 
a platí ||\¥(x(y), y)\\ < <54. Je 0 = š(T) = ?(r, 0) = Ť(T - S, Ť(S, 0)) pro 0 = £ < 7. 
Ze spojitosti funkce Ť plyne, že existuje číslo a > 0 tak, že platí: Je-li z e R", 0 £ <J <. 
< T, \z - S(č)| < a, je \V(T- Z, z)\\ < S5. Položíme-li p = 9(T- i, z), je 
¥i(x(9), y) = 0. Můžeme tedy psát Ť(x(p), y) = (0, xA) a je \xÁ\ < S4. Vzhledem 
k (D15.2.12) platí 

lim ||í?(ř, P) - š(t - z(p) - £ <o(Ql(xA)))\\ = 0 
<t-*oo i = 0 

a 

lim I Ť(t, z)-š(t-T+š- x(p) - £ ^- . 'M)! = 0 . 
ř-*oo i=-0 

Odtud plyne, že platí tvrzení z Poznámky 15.4.2 — je 

w(t) = V(t - ř0, z) , a = - l 0 - T + { - T(J>) - f a ^ i ) ) • 
i=o 
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Ještě d o k á ž e m e Větu 15.4.L Nechť je qe Yat(g,S). Najdeme 9 > 0 tak, 
aby bylo Q(^(9, q), S) < a. Ze spojitosti funkce ÍP plyne, že existuje číslo 0 tak, že je 
Q(*P(S, p), S) < a, jakmile je | |p — q\ < fS. Jak jsme již dokázali, existuje číslo a 
tak, že je 

lim \\V(t,V($,p))- 5(< + ')ll = °> 
ř-+oo 

tedy je 
lim Q(Ť(t + 3, />), 5) = lim Q(Ť(Í, p), S) = 0 , 2*(q, fi) c Yst(g, S) . 
!->O0 f - > 0 0 

Množina Yst(g, S) je otevřená. 

Dodatek 15.3. Velmi stručně se zmíníme o tom, že tvrzení Poznámky 15.4.3 
lze dokázat obdobným způsobem jako Větu 15.3.2. Nechť š, Q, V má stejný význam 
jako v Dodatku 15.2. Nechť je 0 < Q < i , \\x\ - l | > 2Q pro každé vlastní číslo A 
matice V. Lineární transformací v prostoru .R"""1 můžeme dosáhnout toho, že V má 

tvar (D15.1.8), kde £ kj = n - 1, a platí 
I=i 

1.1,1 > 1 + 2e> resp. /*? + vj > (1 + 2e)2 pro j = 1, 2,.... / , 

\Xj\ <l -2Q, resp. /.* + y) < (1 - 2ß)2 pro j = 1 + l, J + 2, r. 

Položme 

/ I>. 

Vi = 

Dr 

D, 

0) 

to 

V2 = 
Dl+1 

IV. 
D. 

a pišme 

й W = Vxл + Г{xл) , v^v, + v2. 

Matice V! má hodnost k = £ fc,-, matice V2 má hodnost n - 1 - k. Funkce F má 
1=1 

spojitý diferenciál, je F(0) = 0, DF(0) = 0. Diferenciál Dr(xA) závisí spojitě na xA. 
Místo úlohy najít maximální řešení vv rovnice (Dl5.2.1) tak, aby platilo 
lim Q(w(t), 5) = 0, zabývejme se úlohou najít bod y e R"'1 tak, aby platilo QJ(y) -> 0 

f-»CO 

pro j -• co. Pišme yín místo QJ(y). Je yÍJ+íl = Vyín + r(yín) a odtud plyne indukcí, 
že platí 

„[m] r'"J =Vm~J yln +Y1V
m-1~i r(ylil) (D15.3.1) 

i = j 

pro všechna j , m, pro něž obě strany mají smysl. Pro y = (y29..., y\ pišme y = 
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= y+ + y-,kdsy+ = (y2,..., yk+l, O,..., 0 ) , y . = (0, . . ., 0, yk+2 yB).(D15.3.1) 
můžeme zapsat jako soustavu 

m-í 
Л m ] = V^~J y } + £ VTl ~' Г(ylil) , (D15.3.2) 

І=J 

yfml = ym-j yíЛ + ү ym-1 -1 ąyliђ (D15.3.3) 
t-J 

Je-li sup ||,yIi]|j < oo9 můžeme rovnici (D15.3.2) násobit V\ m a provést limitní 

přechod pro m -*> oo. Nakonec budeme psát m místo j . Tak dostáváme rovnici 

y[>»i = — § ^m-i-ř r ^ (D15.3.4) 
Í = TO 

Soustavu (D15.3.4), (D15.3.3) lze vyšetřovat obdobným způsobem jako soustavu 
(D15.1.13), (D15.1.10) a tak se otevírá cesta k důkazu tvrzení z Poznámky 15.4.3. 

Dodatek 16.1. V tomto dodatku budeme užívat normy zavedené rovnicí 

||x|| = max{|x, | | i = 1,2,..., n} pro x = (xl9..., xn)e R\ 

To znamená, zeje 

B(y9n) = {xeRn\\Xi- yi\<rj9i = l929...9n} pro y e Rn
 9 r\ > 0 . ' 

Nechť funkce !P má ve vztahu k rovnici (16.2.3) obvyklý význam, tj. pro v e Rn
9 

r\eR9 (v9 rj) e JVbude Y(.9 (v9 rfj) znamenat takové maximální řešení rovnice (16.2.3), 
že je ^,(0, (v9 rj)) = v{ pro i = 1,2,..., n9 !P n + x(0, (v9 rj)) = rj. Z následující pomocné 
věty snadno plyne, že řešení £ rovnice (16.2.1) splňující podmínku £(v) = A(t;) 
existuje lokálně, tj. v okolí Uu boduw e % [viz (D16.L9) a (D16.1.10)]. Odtud 
a z tvrzení (16.2.5) o jednoznačnosti dokážeme Větu 16.2.3. Protože v definici 
plochy °U se užívá lokálního popisu ve tvaru v} = cou(vl9..., Vj-l9 vJ+l9..., vn)9 

přičemž index j se může měnit v závislosti na u9 je podstatné, že ve formulaci 
pomocné věty je úloha soustavy souřadnic potlačena. 

D16.1.1. Pomocná věta: Nechť jsou splněny předpoklady Věty 16.2.3. Potom ke 
každému bodu ueW existují kladná čísla a, j3 a otevřená množina Uu c Rn tak9 že 
platí: 

ueUucz B(u9oc9R
n). (D16.1.1) 

Je-li z e Uu, pak existuje bodve*U n B(u9 fi, R
n) a číslo te (-$,$) 

tak, že je 

(i) z i = V fa (v9 X(v))) pro i = 1, 2,..., n , 

(ii) (Y1(T9(v9X(v)))9...9Vn(T,(v9^v)))eUu pro t = T rg 0, 
resp. 0 = T = t podle toho, zda je t < 0, resp. t > 0. (D16.L2) 
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Dvojice (t, v) je určena jednoznačně a funkce, které popisují zá­
vislost souřadnic bodu (t, v) na souřadnicích bodu z, mají spojité 
parciální derivace. (D16.1.3) 

Je-li w,we°U,ze B(u, 3a, Rn), t,seR, 
z, = Yfa (w, X(w))) = Wt(s, (w, X(w))) pro i = 1, 2,..., n , 
( ^ ( T , (W, X(W)))9 ..., Wn(T, (w, X(w)))) e B(u, 3a) 

pro ř _ T ̂  O, resp. O _ T ̂  t, 
(<?,(<-, (vv, A(vv))),..., <?„(<-, (vv, A(tf)))) e B(u, 3a) 
pro s = o _ O, resp. O = o = s, 

pak je s = t, w = w . (D16.1.4) 

D ů k a z : Nechf je M e t Nechf čísla e, e' > O, index j a funkce cou jsou určeny 
podle (16.2.7). Položme 

ri(t9vl9...9vj.l9vj+l9...,vn) = 

= V fa Vl9 ..., Vj-l9 cou(vl9..., vn), vj+1,..., vn, X(vl9..., cou(...)9... vn)) , 

i = l , 2 , . . . , n , (16.1.5) 

pro takové body (ř, vl9..., Vj-l9 vJ+l9..., vn), že pravá strana je definována. Funkce 
Fi jsou definovány na otevřené množině Q cz Rn a mají tam spojité parciální derivace. 
Zřejmě je (0, ul9..., Uj-19 uJ+19...9 un) e Q. Označme F = (rl9 T 2 , . . . , r n ) . Je 
f: Q->Rn.Z (D16.1.5) plyne, že je 

kde 

^ p ( 0 , й ) = A((«,Я(и)) pгo І = 1 , 2 , . . . , Й , 
ôt 

Û = (Ul9 . . . , Uj-l9 uj+l9...9un), 

Protože D ( 2 ) ÍP(0, (w, X(U))) je identické zobrazení z _Rn+1 do Rn+Í a je reprezento­
váno jednotkovou maticí, je 

^ r i ( 0 , « ) = áifc + o'ii|-(M) pro i , f c = l , 2 , . . . , n , fc#;. 

Odtud plyne, že pro jakobián zobrazení T platí 

í^rl{Q,ú),^-rl{Q,ci),...,j-r1{Q,ú) 
dt ov1 ovn 

|r„(o,«),-f-r11(o,l.),..., ArB(o,ú) 
Jt dvt dv„ 

= ( - ty L (« , A(M)) - ixk(u, A(«)) ̂  («)] + 0 

[viz (16.2.10)]. 

det 
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Je Fí(0, ú) = Uj pro i = 1, 2,..., n. Podle věty o implicitních funkcích (viz 
[28], kap. VIII) soustava rovnic 

ri(t9vl9...9vJ-l9 vJ+l9...9vn) = zi9 i = 1,2,..., n, (D16.1.6) 

je řešitelná pro z = (zl9..., zrt) dosti blízká k u. Podrobněji řečeno, existují čísla 
S, A > 0 a zobrazení 3: _?(a, 5, R") -+ 2?((0, ó), A, Rn) inverzní k zobrazení .T 
[tj. r(S(z)) = z pro z e B(u, <5)]. Přitom S(z) je jediné řešení soustavy (D16.1.6), 
které leží v B((0, ů)9 A9 R

n) pro z e £(u, <5, R") a funkce S má spojité parciální deri­
vace. Čísla <5, A jsou tak malá, že platí: 

Zobrazení r\Bii0tů)tátRn^ je prosté, má jakobián všude různý od nuly 
a je zl < min (e e')9 

\rk(t,vl9...,vn) - uk\ <s, 
Ir/í,^,...,^)-w,| <e' 

pro | t | < - 4 , \vk-uk\<A, k = 1,2,..., n, fc+I. (D16.1.7) 

Zvolme číslo P,0<p<A,a číslo a, 0 < a < min {5/3, JS/3}, tak, aby platilo: 

Je-li t = j? nebo i = - 0 , u e ^ n B(u, fĚ), pak je 
max | V fa (v, X(v)))\ > 3a. (D16.1.8) 

i=l ,2, . . . ,n 

[Takové číslo a existuje, protože pro t = fi i pro f = — /? funkce na levé straně ne­
rovnosti je spojitá funkce proměnné v a nabývá pouze kladných hodnot na kompaktní 
množině <% n B(w, jS).] Pro g e (0, A) položme 

Y(Q) - {( *_(*, (», « > . . . , _*„(*, (t>, A(i>)))) e R»| \t\ < Q , 
P6«, \\v - I/|| < g} . 

Snadno se zjistí, že Y(Q) je obraz při zobrazení T množiny takových bodů 
(t, vl9..., vj. l9vJ+1,,...9 vn)9 že je 

\t\ < Q , K - w*| < 0 pro fc * j , 

K(^i,. . .-^-i-^+i,. ..,«„) - Uj\ <Q. 

Z (D16.1.7) plyne, že množina Y(Q) je otevřená. Najděme takové číslo y e (0, A), 
že je Y(y) <= B(u9 a), a položme Uu -= y(y). Je zřejmé, že platí (D16.1.1) a že množina 
Uu je otevřená. Nechť w, ý>, z, t, s splňují všechny podmínky z (D16.1.4). Je w = 
= (^i(0, (w, A(w))),..., Yn(0, (w, A(w)))), a proto je w e B(u9 3a). Protože je 3a < j8, 
je w e i?(w, p). Obdobně je w e B(u, p). Kdyby bylo |ř| ^ p, nemohlo by platit 

( ̂ ( T , (W, X(W))), . . . , Yfa (w, %)))) e B(u9 3a) 

pro T e <ř,0> , resp. T 6 <0, ř> [srovnej (D16.1.8)]. Je tedy |í| < p a obdobně je |s| < p. 
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Protože je 3a < á,ze_?(w, 3a, R"), 0 < Ay< min (e, s'),we % n B(w, & Rn\ je 

VV, = CO^Wi, . . . , Wj-U wJ+1,..., w „ ) , 

(t, wl9 ..., wJ.1, wJ+l9..., wn) = £(z) . 

Obdobně je 

Wj = COu(til9 ...,Wj-l9WJ+l9 ...9wn) 9 

(s9wl9...9Wj.l9wJ+l9...9wn) = £(z) . 

Je tedy t = 5, w = w a tak jsme dokázali, že platí (D16.1.4). Že platí (D16.1.2), 
plyne z Definice množiny Uu. Je-li zeUU9 v e °U n l?(w, j5, Rn)9 f e (-/?,/?), zt = 
= <P,(í, (v, X(v)) pro i = 1, 2 , . . . , n, je (ř, ť l f . . . , vJ_1, vJ+l9..., »„) řešení soustavy 
(D16.1.6). Je tedy 

(t,Vl9...9Vj-l9VJ+l9 ...9Vn) = S(z), Vj = tou(vl9...9vJ-l9vJ+l9...9vH). 

Proto platí (D16.L3). Pomocná věta D16.L1 je dokázána. 
Důkaz Věty 16.2.3: Ke každému ue°U najdeme množinu Uu podle 

Pomocné věty D16.2.1 a funkci £u: Uu -* R definujeme takto: Je-li z e UU9 pak podle 
(D16.1.2) a (D16.1.3) existuje jediný bod (t, v) e (-jí , i?) x [II n B(u, P, Rn)~\ tak, 
že platí (i) a (ii) z (D16.1.2); položme 

Uz)=Yn+1(t9(v9X(v))). 

Funkce %u má spojité parciální derivace [viz (D16.1.3)] a užitím Věty 16.2.2 zjistíme, 
že 

£„ je řešení rovnice (16.2.1). (D16.1.9) 

Je-li zetft nUu, pak t — 0, t> = z, a tak platí 

<r„(z) = A(z) pro z e ^ n U . . (D16.1.10) 

Položme 

U = \JUU. 
ue<V 

Dokážeme, že platí: 

Je-li z e U a existují-li body w, u' e °U tak, že je z e (7, n CIa-, pak je 
£,(z) = £.,(z). (D16.L11) 

Nechť je u, u1 e ÓU9 z e Uu n ÍIM,, nechť čísla a, /?, t a bod » e ^ n _?(«, /?) odpovídají 
bodu z podle Pomocné věty D16.L1 a nechť čísla a', J?', ř' a bod v' e<% n _?(w', /?') 
odpovídají bodu z podle Pomocné věty D16.1.1, píšeme-li u' místo u. Beze ztráty 
na obecnosti můžeme předpokládat, že je a' _? a (v opačném případě bychom za­
měnili body u a „'). Je z e Uu n CIM, c B(u, a) n _?(K', a'). Je-li 

y e B(u', a'), je \\y - z|| < 2a' _5 2a , 
||j> - ti|| _ ||y - z|| + ||z - fi|| ^ 3a, tedy je B(u'9 a') c £ř(u, 3a). 
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Je 
(•F.lr, (r, Mv))),..., V„(T, (V, fy))))el/,c B(u, 3a) 
pro x e <í, 0> , resp. pro x e <0, ť> , 
(V,(G, (v', X(v'))),..., «PB(<r, (t>',A(i/)))) 6 17.. c fl(ii, 3a) 
pro tr e <í', 0> , resp. pro a e <0, í'> . 

Podle (D16.1.4) je ť = t, v' = v a tedy je 

{-(-) * - W . {v, Mv))) = - W . (*', W))) = L-i?) • 
Dokázali jsme, že platí (D16.1.11). 

Funkci £: U -> R definujeme takto: Ke každému bodu z e U najdeme bod 
« e f tak, aby bylo zeUu,a položíme £(z) = £u(z). Podle (D16.1.11) je £\Uu = {„ pro 
každé u e l Z (D16.1.9) plyne, že £ je řešení rovnice (16.2.1) a z (D16.2.10) plyne, 
že je £(z) = X(z) pro z e l Věta 16.2.3 je dokázána. 

Dodatek 18.1. Dokážeme Větu 18.1.18. Funkci q:S-+Kn nazveme 
jednoduchou, nabývá-li jenom konečného počtu hodnot. Nechť funkce q je jedno­
duchá a nechť ac i ], aC23,..., aw jsou všechny její hodnoty; položme Mt = 
= {tej\ q[t) = aUY], i = 1, 2,..., fc. Je známo, že je qeL(/,Kn) právě tehdy, 

jsou-li množiny Mt měřitelné a je-li m(Mf) < co, jakmile je aín #= 0, í = 1, 2,..., fe. 
Je-li^6L(^,K n ) je 

í t 2dí = Y.a im(M:,. 
i = l 

Odtud plyne [viz (3.2.3), (3.2.4)], že: 

Věta 18.1.18 platí, je-li funkce h jednoduchá. (D18.1.1) 

Dokážeme tvrzení: 

Věta 18.1.18 platí, připojíme-li předpoklad, že interval J je omeze­
ný a že funkce h je omezená. (D18.1.2) 

Toto tvrzení dokážeme pro případ K = .R; postup v případě K = C je obdobný 
[pracujeme v prostoru R2n, který tvoří reálné a imaginární části složek xt vektoru 
x e Cn]. Nechť je xeR, \hi(t)\ < x pro i = 1, 2,..., n. Pro m = 1, 2, 3,... a celá 
/i,/2,...,/,, položme 

Jf(m, Z l f..., /„) = { x = ( x l f . . . , xn) e Rn\ xljm = xt < x(lt + l)/m , 

i = 1,2, . . . ,n} . (D18.1.3) 

Snadno se zjistí, že množiny 

N(m,h ln) = h-1(H(m, /.,...,/„)) = 
= { íe^ |h(ř )eJ/(m,/ 1 /„)} , 
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kde — m ^ Jř < m, i = 1, 2,..., n, jsou měřitelné, mají konečnou Lebesgueovu 
míru a jsou navzájem disjunktní. Zřejmě je 

\J{N(m, lt,..., ln)\ - m^li<m,i = 1,2,..., n} = . / . 

Položme 

/(m.i, i n )(0 = 1 P-"o teN(m, J l 5..., ln) , 

Zem,!, i n )(0 = 0 Pro í e . / - N(m, / l f . . . , Jn) , 

a(m, JA,..., Jn) = (jc/i/m, KJ2/m,..., xřn/m) e R", 

qím\t)= Z <ro,^...Jw) *(*,,., w ( 0 pro teJ. 
-m<.li<m 
í=-l л 

Funkce t2tm](0 jsou jednoduché a integrovatelné a je h(í) = limt2tm](0 P r o ( £ ^ -
Podle (D18.1.1) je 

If í ^ H - ľ lktи](0IMt 
IIJS II •)• 

Protože funkce 4}tm](ř), |<Ztm](0|| jsou omezené a ./ je omezený interval, je podle Věty 
18.1.17 

f h(t)dt = lim [ qlm\t)dt, 

f \\Kt)\\dt = lim f 1^(011 dl, 
J ^ "<-«>J^ 

a tedy (D18.1.2) platí. 
Abychom dokázali Větu 18.1.18, definujme posloupnost funkcí hlmh J -+ K", 

m = 1, 2, 3,..., tímto předpisem: Je-li 

l e / n ( - m , m ) , £ |ň ,(.)| < m , položme /.[m](.) = h(t) ; 

pro ostatní í nechť je hlm\t) = 0. Funkce fttm] je omezená, měřitelná a rovna nule 
mimo kompaktní interval < — m, m>. Proto podle (D18.1.2) můžeme užít Věty 18.1.18, 
je ft[m] e L(./, X"), ||fctm](.)j| e L(y, R) a platí 

I f hlm\t) díl <, f Ift^OH dí. (D18.1.4) 
IIJ •*• II J ^ 

Podle Věty 18.1.6 je \h,\ e ! ( . / , R) a podle (3.2.8) je 

W0llá>hÉ|/i.(0| pro teJ. (D18.1.5) 

Je ovšem |ft t m ](0|| = K O I . t e d y t a k é 

1 ^ C m l ( 0 l = »/1 Z | * i ( 0 | P r o ' e * • "» - 1.2 
i = l 
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Protože funkce na pravé straně je integrovatelná, je podle Věty 18.1.17 

f h(t) dí = lim f hlm\t) dt. 
], m-.ooj,, 

Je |ft[m+1](OII = II^WII. IIKOII = limr||fc-"X<)|| Pro teJ, m = 1,2,.... Podle 

Věty 18.1.7 existuje integrál f̂  ||fc(ř)|| dř a je 

f ||K0|dt = lim f 1^(01 dí. 

Vzhledem k (D18.L5) je J , ||fc(ř)|| dí e R a limitním přechodem v (D18.1.4) plyne, 
že platí (18.1.10). Věta 18.1.18 platí i v tomto případě. 

Dodatek 18.2, Dokážeme Větu 18.4.16. Pro i = 1, 2, ...nechťjey íneB(x, A2,R
n) 

a nechť posloupnost yíi} je hustá v B(x, A2, Rn). Položme 

^(ř) = sup {\\h(t, y™) - h(t, y™)\\ | | / « - y™\\ á l/A:} , k = 1, 2 

Při pevných i,j funkce |fc(., .vCÍ]) — h(., yljr)\\ je měřitelná, a proto i funkce \j/k jsou 
měřitelné. Protože funkce h(t,.) je spojitá a koule S(x, A2, -Rn) je kompaktní, je h(t,.) 
stejnoměrně spojitá a platí \j/k(t) -> 0 pro fc-*oov každém bodě t e <f0 — Al9 t0 + 
+ zlj> . Pro t\ > 0, fc = 1, 2,... položme 

C(>/, fc) = {t e <ř0 - Au t0 + %AX)\ il*k(t) > rj] . 

Pro každé r\ > 0 platí 

lim m(C(ri, fc)) = 0 
Jk-*oo 

\m(É) je Lebesgueova míra množiny E cz R~. Proto ke každému přirozenému číslu 
j existuje přirozené číslo kj takové, že je m(C(2~J, kj)) < 2~J. Pro / = 1, 2,... 
položme 25, = U C(2"y, fcy). Zřejmě je m(Dt) < 2"1. Nechť Dt je taková otevřená 

J>i 
množina, zeje 25, c Di9 m(DJ) < 2 '. Z definice množiny Dl plyne, že platí: 

Je-li te(to ~ Au t0 + Ax) - Dl9 j > l, u,ve B(x, A2), 
\\u - v\\ g l/fcy, pak je ||fc(ř, u) - h(t, v)\\ ^ 2~J. (18.2.1) 

Nechť je C > 0. Podle Lužino vy věty (viz [29], kap. II, § 4) ke každému ř 
existuje uzavřená množina Et c <ř0 — Aí9 t0 + Axy taková, zeje 

m«ř0 - Al9 t0 + Axy - Et) < C2-1-1 

a že funkce /(., )>Ci3) je spojitá na Et. 

Určeme přirozené číslo / tak, aby bylo 2"' < C/2 a položme 

Aţ = П E, - D, 
1=1 
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Množina _4r je zřejmě kompaktní a protože je 

00 

</0 - áu t0 + .4.) - A; c= Dt u U [<í0 - Au t0 + J . > - £ ř ] , 
І = - l 

platí (18.4.23). Dokážeme, že platí (18.4.24). Nechť je e > 0. Přirozené číslo I určíme 
r 

tak, aby bylo 2~J < e/4 a přirozené číslo r tak, aby bylo B(x, A2) cz \J B(yli\ ljkj). 
1-1 

Dále najdeme číslo 5X > O tak, aby platilo 

| A ( ř , / a ) - % ^ ' , ) | | < « / 4 , 

jakmile je í e {1, 2,..., r}, ř, s e _4r, |í — s| :g Sv Položíme 

S = min {Sí9 1/fc,} . 

Nechť je t9se Ar, |ř — s| < S9 u, v e B(x, A2), \\u — vj ^ S. K bodu M na­
lezneme m G {1, 2,..., r} tak, že je \\u — >>Cm]|| < e\A. Je 

\\h(t, «) - h(s, v)\\ < \\h(t, u) - h(t, yM)l + jh(t, y™) - h(s, y^\\ + 

+ \\Ks> y™) - Ks.«)! + 1%«) - Ks> 4\ • 

Každý člen na pravé straně je menší než l/(4e) [při odhadu prvního, třetího a čtvrtého 
členu užijeme (D18.2.1), při odhadu druhého členu užijeme definice čísla St a nerov­
nosti S ^ 5 j . Je tedy \\h(t9 u) — h(s, v)\\ < e. To znamená, že funkce h\AcxB(StA2) 

je spojitá. Věta 18.4.16 je dokázána. 

Dodatek 18.3. V tomto dodatku d o k á ž e m e Větu 18.5.5. Nejdříve zčásti připo­
meneme a zčásti odvodíme některé výsledky o konvexních množinách. Množina 
Z cz Rn se nazývá konvexní, jestliže platí: Je-li x, y e Z, pak množina Z obsahuje 
úsečku spojující body x, y, tj. množinu {ax + (1 — a) y\ O ̂  a ^ 1}. Přirozeně 
prázdná množina je konvexní a přímo z definice konvexní množiny plyne, že průnik 
libovolné soustavy konvexních množin je konvexní množina. Nechť je Y cz R*. 
Nechť množina Kmá tyto vlastnosti: 

Yc V. (D18.3.1) 

Vje uzavřená a konvexní. (D18.3.2) 

Je-li Z uzavřená konvexní množina taková, že je Y cz Z, pak je 

Vez Z. (D18.3.3) 

Pak V se nazývá uzavřený konvexní obal množiny Y. Protože průnik libovolné 
soustavy uzavřených konvexních množin je uzavřená konvexní množina, je množina 
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V rovna průniku všech uzavřených konvexních množin, které obsahují Y; množi­
na V tedy existuje pro každou množinu Y c Rn a. je určena jednoznačně. Uzavřený 
konvexní obal množiny Y označujeme Coy. Nechť je ue Rn

9 u 4= 0, y e R. Mno­
žinu {x 6 .Rn| (M, X) = y} nazýváme nadrovinou, množiny {x e Rn\ (u, x) ^ y}, 
{x e Rn\ (u, x) = y} nazýváme (uzavřenými) poloprostory. Nechť R0 je množina ra­
cionálních čísel. 

D18.3.1. Věta (o oddělitelnosti kompaktních konvexních množin): Nechť je 
X, Ye Xn, X nY= 0. Potom existují ue Rn, ú #= 0, a yu y2 eR,yx < y2, tak, Seje 
(ú, x) ^ yt pro xeX, (u, x) = y2 pro xeY. 

Důkaz: Prou = (uí9..., un) položme ||«||2 = (u\ + u\ + ... + u2)í/2.Pro­
tože množiny X, yjsou kompaktní, existují body x e X, y e Y takové, zeje ||x — >>||2 = 
= inf {||x — y\\2 | x e X, y e Y}, a protože je X n Y = 0, je x =f= y. 
Položme B2 = {x e Rn\ ||x - xj|2 = \\ý - x||2}. J e S 2 n 7 = {y}. Odtud plyne, 
že je 

Yn{xe Rn\ (y - x, x) < (y - x, ?)} = 0 

[v opačném případě by existoval bod y e Ytakový, že by bylo (y — x, y) < (y — x, y) 
a pro všechna dosti malá X > 0 by body y + AJ(y — y) patřily do množiny B2 n Y], 
Je tedy Yc{xeRn\(y -x,x) = (y -x,y)}, tj. (y - x, x) = (y - x,^) pro 
x e y. Obdobně je (x — y, x) = (x — y, x) pro x e X, tedy (.y — x, x) ^ (y — x, x) 
pro xeX. Je (y - x, y - x) > 0, tedy (j? - x, y) > (y - x, x) a Věta D18.3.1 
platí, položíme-li ů = y — x, yx = (y — x, x), y2 = (ý — x, .p). 

Poznamenejme, že Větu D18.3.1 lze odvodit z podstatně hlubší věty o oddě­
litelnosti konvexních uzavřených množin (viz [42], kap. 3, § 2, Větu 5). 

D18.3.2. Věta: Nechť je X, Ye Xn, X n Y = 0. Potom existují ueRn
0,yeR0 tak, 

že je (u, x) < y pro xeX, (u, x) > y pro xeY. 
Důkaz: Najděme u9yi9y2 podle Věty D18.3.1. Nechť je Ví < y < y2, 

y e R0. Protože množiny X, Y jsou omezené, stačí, zvolíme-li u e .RJJ dostatečně 
blízko k ti.Věta D18.3.2 je dokázána. 

D18.3.3. Věta: Nechť je X e Xn a nechť <2t(X) je množina takových dvojic (u,y), 
ueR0,u 4= 0, y e R0, že je (u, x) = y pro xeX. Potom je 

X = fl {xeRn\ (u, x) = y}. (D18.3.4) 

Důkaz: Zřejmě je X cz fj {xeRn\(u,x) = y}. Je-li yeRn-X, 
<u,y)e*(*) 

pak podle Věty D18.3.2 existují u e Rn
0, u =f= 0, y e R0 tak, že je (u, x) < y pro 
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x 6 X, (u, y) > y. To znamená, že y $ 0 {xe Rn\(u,x) £ y} a (D18.3.4) 
(u,y)e<V{X) 

platí. Věta D18.3.3 je dokázána. 
Nechť je 0 =f= X c= Rn, nechť množina X je omezená, u e Rn, u + 0. Položme 

co(u, X) = sup {(u, x)\ x e X}. 

D18.3.4. Věta: Je-/ř X e Jf,,, p/af/ 

* = Pí {xeRn\(u,x) = co(u,X)}. 
U€ROn ,U*0 

Důkaz: Pro w e -RJ, w * 0, je co(u, X) = inf {y e R0\ (u, y) e <%(X)} a Věta 
D18.3.4 plyne z Věty D18.3.3. 

D18.3.5. Věta: Nechť je <b ± X c Rn a nechť množina X je omezená. Položme 
Y = O {xeRn\ (u, x) ^ co(u, X)}. Potom je Y = ČoJT. 

W€Ron,-»*0 

Důkaz: Množina Yje konvexní, uzavřená, X cz Y, a snadno se ukáže, že Y 
je omezená. Je tedy Ye JfB, CoZ cz y. Podle Věty Dl8.3.4 je 

ČoX= O {xeRn\(u,x) = co(u, CoX)}. 
ueRon,u±0 

Na druhé straně je co(u, Co.Y) ;> o(u,Z) pro u e.R", u # 0, a tedy je 7 c CoAT. 
Věta D18.3.5 je dokázána. 

D18.3.6. Definice: Nechť množina A cz R je měřitelná. Bod £ e _R se nazývá 
hod metrické hustoty množiny A, jestliže ke každému číslu v < 1 existuje q > 0 
tak, že je m(A n <a, /?>) > v(j? - a), jakmile je č - v š a á ť š i š f + i/, 
a * ) ? . 

Snadno se dokáže, že platí 

D18.3.7. Věta: Nechť množina A cz R je měřitelná, x' R~+ R> x(0 = 1 Pro t e A, 
x(t) = 0 pro teR — A, G(ť) = f 0 x(o) der. Potom bod £ je bodem metrické hustoty 
množiny A právě tehdy, je-li číslo 1 derivace funkce 0 v bodě £. 

Z Vět 18.1.11 a D18.3.7 plyne, že platí 

D18.3.8. Věta: Nechť množina A a Rje měřitelná, m(Á) > 0. Potom skoro každý 
bod množiny A je bodem její metrické hustoty. 

Euklidovskou normu bodu x = (xl9..., x„)eRn označíme ||x||2, tj. |x | | 2 = 

-(I*?) 1 ' 2 . Je 

D18.3.9. Věta: Nechť J je interval, z e J, x > 0, pm: e f -> Rn jsou měřitelné 
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a nechť je | | p w ( 0 | 2 § * pro t e J, k = 1,2,.... Pro t e J, J - 1,2,... jw/ofme 

PÁ.t) = Čo* {pt«J(0, pl«+iX0. P t , + 2 1(0. •••} . 

P(t) = ( n P.(0. 9 w ( 0 = ÍV*V) <-» • (D18.3.5) 

iVec/ir' pro každé t e J posloupnost qik\t) konverguje, q(t) = lim qlK\t). Položme 

4(0 = f (0 
Út 

ve všech bodech teJ,v nichž funkce q má derivaci, a nechť je q(t) = O v těch bodech 
teJ,v nichž funkce q nemá derivaci. Potom je 

ll«(0 - <Ks)ll2 á x|t - 5 | Pro í .se-/, (D18.3.6) 
q(t) e P(t) skoro všude v J (D18.3.7) 

[pro každé teJ je ovšem 0 * P(t) e ďn, neboť je 0 4= Pt(t) e JTn, Pfa) => P/+i(f) 
prol= 1,2,3,...]. 

Důkaz: Je \\qw(t) - qík\s)\\2 š JJ |/*Xa)|2
 d < x ^ *(' - s) pro s < í, fc = 

= 1,2,..., a tedy platí (D18.3.6). Vzhledem k definici funkce q a k (D18.3.6) platí 
||4(0||2 ž * pro í e./. Nechť ty je graf zobrazení P, tj. $ = {(í, x)\teJ,xe P(i)}. 
Pro M G JRJ, M #- O, / = 1, 2,... položme 

<pul(t) = sup (M, |W(|)) . M*) - l i m V-iíO (D18.3.8) 

[limita existuje, protože <puÁt) ^ ?>.,,.+1(01 Funkce <put, ý„ jsou měřitelné a je 

M0l=*M2. W0|=*ll«l|2- (D18.3.9) 
Podle Věty D18.3.5 je 

P f ( 0 = n {xeR"\(u,x)ú<P»{t)} P ^ / = 1,2,.... 
ueR0",u-l-0 

P(0= n {xeR'\(u,x)šU*)}-
IKRO",U*0 

Položme $„ = {(í, x)\ t e J, (M, X) Š ýu(t)} pro u e R"0, u #= 0. Je 

<P = O * . - (D18.3.10) 

Pro M e iRS, M 4= 0, nechť je Tu = {< e ./| («, 4(0) > *•.(»}• Protože platí (D18.3.6), 
je funkce q měřitelná, a tedy i množina Tu je měřitelná. Dokážeme, že pro každé 
M e i?J, M * 0, je 

m(Tu) = 0. (D18.3.11) 
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Nechť naopak existuje takové u e RQ, U + 0, že je m(Tu) > 0. Pro 9 > 0 položme 

ra = {t6/|(M(0)>^(0 + 3}. 
Množina V$ je měřitelná. Protože je 

r.= U F1/m, m(rB)>o, 
m=- l f2,... 

existuje takové číslo 5 > 0, zeje m(J^) > 0. Nechť ^ je bod metrické hustoty množiny 
V3 [takový bod existuje podle Věty D18.3.8]. Zvolme číslo v, 0 < v < 1, tak, aby 
bylo Sv > 2X||M||2 (1 — v), a najdeme číslo tj > 0 podle Definice D18.3.6. Nechť je 
{ - f, = a ^ í ^ p = { + //, a * j8, <a, jí> a S. Je 

(", «0»)) - (", <?(«)) = Í (", 4W) d<x = f (a, 4W) da + 
J« Jv<,n<a,/*> 

+ i (tf,«(<r))d<r^<5v(0-a) + 
J <atfi>-V6 

+ f $Jp) dc - x||u||2 (1 - v) (fi - a), (D18.3.12) 
jKrfn<a,^> 

(«, <ZW(/3)) - («, «w(«)) = f («, P » ) da + 
J Vón<a,fi> 

+ í (w, PWW) dc = 
J <«./?>-K^ 

= í <P«(°) do + x\u\2 (1 - v) (p - a) . (D18.3.13) 
Jr,5n<a,0> 

Vzhledem k (D18.3.8) a (D18.3.9) je 

M̂(<r) d<7 = lim (pwjk(<r) d<7 . 
J Vón<a,fi> *-co J Kín<«,^> 

Limitním přechodem pro k -> oo v (D18.3A3) obdržíme 

(", «0»)) - («, «(«)) = f U°) da + *M.2 (1 - v) (j8 - a) . 

Podle (D18.3.12) má být 

í ^M d<r + <5v(/J - a) - x||ii||2 (1 - v) (P - a) = 

J Kdn<«.0> 

= f ^dt7 + * | | M | | 2 ( l - v ) ( / ? - a ) 
jKan<«,/í> 

a to není možné vzhledem k volbě čísla v. Tedy (D18.3.11) platí pro každé u e RQ9 
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u =# 0. Položme 

T = U Tu. 
ueRon,u*0 

Je m(T) = 0. Je-li t e S - T,'}QteJ - Ttt pro každé w, tedy (t, q(ť)) e S$u pro každé 
u e Rn

0, u + 0, a vzhledem k (D18.3.10) je (ř, g(0) e % tj. g(0 e P(0- Věta D18.3.9 
je dokázána. 

D18.3.10. Věta: Nechť / je omezený interval, f e / , §eL(/,R), p™ e L ( / , .R") 
pro k = 1,2,... a nechť je ||PC*](0I|2 = c(0 pro t e / , fc = 1,2,.... Pro t e / , / = 
= 1,2,... položme 

^(0 = č^{pc , ](0 )p
[ / + 1 ](0—}> 

^ ( 0 = n p<(0> íC k ](0= í > V ) d a . 
1 = 1.2,... J , 

Nechť pro každé t e / posloupnost qík\t) konverguje, q(ť) = lim íc*](0- Položme 
k~*co 

m = f(<) 
dí 

re všech bodech í e / , i; nichž funkce q má derivaci, a nechť je q(ť) = 0 v těch 
bodech te ý,v nichž funkce q nemá derivaci. Potom je 

ll?(0 - íWIU ^ [V ^ Pro s, ř e / , s < ř, (D18.3A4) 

§(0 e P(ť) skoro všude v / . (D18.3.15) 

D ů k a z : Je 

| | T O _ ^ 3 ( s ) | | 2 = Jř||p[kV)l|2 do = jfla) d<x 

pro s, ř e / , s < ř, a tedy platí (D18.3.14) a je 

q(t) - <?(*) = q(a) da . 

Položme 

<p(í)=f[l+e»]da. 

X є I je 

£ t ø - [ - + aOKA))]-». dA 
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Položme 

^ ( 0 = ^ ( 0 ) , q(t) = m0) Pr° CeJ, k = i,2,.... 
Je <p(Ť) = 0 a podle Věty 18.1.24 je 

w Joi + čW)) * w J 0 i + eW)) 
Položme ťXt) = Pw(i>(C)) [1 + ěOHC))]-1 a zaveďme množiny P,(C), P(C) a funkci 
«j jako ve Větě D18.3.9. Je q(Q = Š(<HC)) [1 + šOKO)]"1 P r o s k o r o všechna C e J. 
Podle Věty D18.3.9 je ^(C)) [1 + ěMC))] - 1 e (̂C) pro skoro všechna C e J. Je-li 
C e J, t = ý(C), <zty(C)) [1 + ^(C) )]" 1 e P(t), je cj(í) _ £(.), a protože funkce ý 
zobrazuje množinu míry nula \ J na. množinu míry nula v «/, je tj(f) € P(ť) skoro 
všude v J. Věta D18.3.10 je dokázána. 

Pro C > 0 označíme B2(0, C, R") kouli vii"o středu O a poloměru C při užití 
euklidovské normy, tj. 

B2(0,C,Rn) = {xeR"\\\x\\2<C}. 

D18.3.11. Věta: Nechť J c R je omezený interval, Q e ^J, R), nechť funkce 
S: J -> Jťn je měřitelná a nechť je S(ť) c B(0, g(ť), R") pro t e J. Potom existuje 
funkce p e U^J, R") tak, zeje p(ť) e S(ť) skoro všude v J. 

Důkaz: Nechť / je přirozené číslo. Pro k} = 0,1,..., 2/2, j = 1, 2,..., n, 
položme 

W,,kí *„ = jx = (xt,..., x„) 6 R'\ *' ~ * * ~ 1 < x, < k±zJl±l 
l * * ' * 

= 1,2....,nj. 

Ke každému celému číslu m = 0,1,2,..., (2J2 + l)n — 1 existuje právě jedna n-tice 
(kl9..., fcn), kde kj = 0,1,..., 2/2 tak, zeje 

m = kí+ (2J2 + 1) k2 + (2/2 + l)2 Jfc3 + ... + (2/2 + I)""1 kn . (D18.3.16) 

Položme Vlm = Wlkl_kn; tím jsme množiny Wlklmmtkn uspořádali. Zřejmě je 
(21- + 1 )»-1 

U vlm= u »«,..*.--
m = 0 kt,...,k-

0 £ * , £ 2 / -

= jx є Д-| - / - - g x} < l + *", j = 1,2 пl. 

Položme 

Tlm = {te J | S(ť) n V/m * ^} , A,m = Tlm - (T(0 u Tn u ... u 7.,m_.) . 
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Množiny j AlM jsou měřitelné, Alm n Alk = 0 pro m + fc a je 
( 2 . - + l ) " - l 

y U A***. 
I-%i 2 . . . . m-=0 

Funkce p£'-: y -* Rn zaveďme předpisem 

^„.(íL^.íLi-e i^f), 
je-li í e 4 , m a platí-li (D18.3.16); pm(í) = 0, je-li 

(2I 2 +1)"-1 
t e y - U Alm. 

m = 0 

Funkce pW jSOu měřitelné, I^^Ob -* c(0 + " 1 / 2 i - 1 pto teS,l = 1,2 tedy 
je pt,] e £(./, R") pro / = 1,2, — Zvolme l e / a položme 

q°\t)= fV'V)dff Pro ř 6 j ř -
Je 

||cjt«(.) - <P(s)|| = jVV)ll áa = f(,do + n^Xt -s)!-1 

pro t, s e J, s < ř, 

a podle Arzeláovy-Ascoliovy věty lze vybrat stejnoměrně konvergentní posloupnost 
qiu\ Položme $(0 = lim qílt\t) pro teJ, 

l-»oo 

pJ{t) = čS{^\t),^-\t),...}, P(t)= n Pii). 

Podle Věty D18.3.10 funkce q je absolutně spojitá a je 4(0 e -P(0 s ^ o r o v-*ude. Ke 
každému e > 0 a ř e J existuje číslo N(e, ř) tak, zeje p n i(0 e fí(S(0, e) pro I > N(e, i), 
tedy .P|(0 <= í3(S(0, e), neboť množina S(S(0, s) je konvexní. Je tedy P(t) cz 
<= O &(S(i), e) = S(0 pro t e J, q(t) e S(t) skoro všude v J. Položíme p = q. 

•>o 
Věta D18.3.11 je dokázána. 

D18.3.12. Věta: Nechť jsou splněny tyto podmínky: .FeUSC(G), J je interval, 
funkce u: J -+ Rn je spojitá, (t, u(t)) e G pro t e J. Potom složená funkce F(t, u(t)) 
je měřitelná (viz Definici 18.5.14). 

Důkaz: Nechť množina E c Rn je uzavřená. Pro k = 1, 2, 3,... položme 
00 

Ek = E n B(0, k). Množiny Ek jsou kompaktní a platí E = \J Ek. Položme 
* « i 

Wk - {te J\ F(t, u(t)) n Ek * 0} , W={teJ\ F(t, u(t)) n E * 0} . 
00 

Zřejmě je fV= JJ Wk. Podle Definice 18.5.3 pro ; = 1, 2, 3,... existují množiny 
* = i 
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Aj c R takové, že platí m(R — Aj) < ljj a že funkce F\Gn{AjxR») J s o u polospojité 
shora. Odtud plyne, že množina Wk n Aj je uzavřená v Aj a tedy měřitelná pro fc, j = 

oo ao 

= 1,2, Je tedy i množina Wk n ( U Aj) měřitelná, a protože je m(R — (J Aj) = O, 
I=i i - i 

je množina Ŵ  měřitelná. To znamená, že množina JVje měřitelná, a tak složená 
funkce F(t9 u(t)) je měřitelná. Věta D18.3.12 je dokázána. 

Důkaz Věty 18.5.5: Hlavní myšlenky jsou obdobné jako v důkazu Věty 
18.4.2. K bodu (ř0, x) e G najdeme čísla Al9 A2 > O a funkci Q podle (18.5.6), polo­
žíme S2 = A2/2 a číslo St > O najdeme tak, aby bylo 

přo + ói 

í̂ ! _ A! , I gda < ó2 

Çto + åi 

Q 

J to-Si 
(18.5.7) zřejmě platí. (18.5.8) se dokáže obdobně jako v důkazu Věty 18.4.2. 

Dokážeme, že platí (18.5.9). Nechť je s < t0 + <5j; sestrojíme řešení 
q: <s, t0 + <5X> -• Rn diferenciální relace (18.5.i), q(s) = y. Nechť / je přirozené 
číslo, / > 1. Položme sy = s 4- j(t0 + <5X — s) Z"1 pro j = O, 1,..., Z. 

Ukážeme, že existuje funkce qíí}: (s9 t0 + S^ -+ Rn splňující tyto podmínky: 

Funkce qíl} je absolutně spojitá na intervalu <s, t0 + d^. (D18.3.17) 

q"\t) = y pro s = t = sx . (D18.3.18) 
qíl\t)eF(t9 qíl\t - [t0 + Sx - s] /"x)) skoro všude v <s-, í0 + Si>. 

(D18.3.19) 

[<2C'3(0 í e d e r- v a c e funkce qín v každém takovém bodě t9 v němž gc , ] má derivaci, 
v ostatních bodech t je qíl\t) = 0.] Jak uvidíme, funkce qíl1 nemusí být podmínkami 
(D18.3.17) až (D18.3.19) určena jednoznačně, platí však 

(U qíl\t)) e Q(t09 x9 Sl9 2S2) pro / e <s, t0 + 5X> . (D18.3.20) 

Funkce qíl1 je podmínkou (D18.3.18) určena na intervalu <s, sx>. Předpoklá­
dáme, že pro nějaké j = 1, 2 , . . . , / — 1 známe funkci #c / ] na intervalu <s, ŝ > a že 
platí (D18.3.18), že na intervalu <s, sy> platí (D18.3.17) a (D18.3.20) a že platí 
(D18.3A9) na intervalu <s l f s7>, je-li j > 1. Podle Věty D18.3.12 složená funkce 
F(t9 q

íl\t — [t0 + O\ — s] Z-1)) je na intervalu (sj9 sJ + 1> měřitelná, je 

F(r> 4 m ( ř - t o + ^i - «] /"')) c S(°> *?('))' P r o t e <sr 5J+1> > 

a tak podle Věty D18.3.H existuje funkce w e L((sj9 sy + 1>, Rn) taková, že je 
w(t)eF(t9 qíl\t - [ř0 + <>i - s] l"1)) skoro všude v <s7, sJ + 1>. Pro te <s,, s J + 1> 
položíme 

q^(t) = q
ll\sj)+('W(r)dT. 
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Odtud plyne, že (D18.3.17) platí na intervalu <s, sJ+1y a že (D18.3.19) platí na inter­
valu <«!, sJ+1>. Je tedy ||cjc'+11(í)ll ú Q{t) P™ t e <s, s>+1>, 

||<.C'V) - *|| á |kt,](0 - íc,](s)|| + ||j> - *\\ š ( V ' ] ( T ) | | dz + á2 g 2á2, 

a tedy i (D18.3.20) platí na intervalu <s, sy+1>. Takto postupně určíme funkci tj1'1 

na intervalu <s, t0 + d^. 
Protože funkce qll\ l = 2, 3,..., splňují (D18.3.17) až (D18.3.20), platí 

\Wl\h) - qll\h)\\ ^ rWKr)\ dr £ j % dr (D18.3.21) 

pro tl9t2e <s, t0 + 3^, řx < f2, a podle Arzeláovy-Ascoliovy věty vybereme stejno­
měrně konvergentní qVkl a položíme q(t) = lim qílk\t) pro * G <S, t0 + S^. Užijeme 

Věty D18.3.10; položíme / = <s, t0 + S,}, § = Q, pm = qílk\ x = s, $c*](í) = 
= qílk\t) - q[lk\s). Je <?(í) = q(t) - tf(s) a podle Věty D18.3.10 je 

\\q(t2) - qCi)U = P e di pro tl912 e <s, Í 0 + 5X> , řx < t2 , 

q(ř) G P(ř) skoro všude v <s, í0 + <5X> . (D18.3.22) 

Nechť A je množina takových ÍG <S, ř0 + <5A>, že pro přirozená /, Z ̂  
= ('o + ái - s) (ř - s)" 1, platí q™(t) G F(ř, <z['\í - (ř0 + ós - s) T 1 )); zřejmě je 
m(Al) = í0 + ^ - s. Nechť je te A9 t > s, e > 0. Protože funkce F(ř,.) je polo-
spojitá shora, existuje číslo 5 > 0 tak, že je F(t, z) cz í2(F(í, q(t))9 e)9 jakmile je 
||z - í(ř)|| < ó. Protože je q(t) = lim gc/k](í) a protože platí (D18.3.21), je q(t) = 

fc->oo 

= lim qílk\t - [ř0 + O*! - s] (ífc)""1), a tedy existuje číslo m tak, zeje 

*"* F(t9 q™(t - [ř0 + i 1 - s] (Z,)"1)) cz S(F(/, <z(í)),«) pro fc = m . 

Je pík\t) e Q(F(t9 q(t))9 e) pro k = m. Protože množina í3(F(ř, g(í)), e) je uzavřená 
a konvexní, je P*(í) cz Q(F(t9 q(t))9 e) pro k = m, tedy £(*) cz É2(F(f, g(í)), e), a pro­
tože tato inkluze platí pro e > 0, je P(t) cz F(f, g(/)). Dokázali jsme, že je P(t) cz 
cz F(ř, g(í)) pro ř G A, ř > s. Odtud a z (D18.3.22) plyne, že je q(t) e F(t, q(t)) skoro 
všude v <s, t0 + Si}. Zřejmě je q(s) = y. Je-li s > t0 — 5l9 najdeme obdobně řešení 
Q-Oo ~ f>us} -+ Rn takové, že je #(s) = y, a položíme w(Sty)(í) = 4(0 pro 
te <ř0 - (51$ s>, vv(sy)(ř) = q(ř) pro ie <s, ř0 + <5X>. Věta 18.5.5 je dokázána. 

Dodatek 18.4. Dokážeme Větu 18.5.9. Zvolme t0 e J, položme x = u(t0) a najdě­
me čísla 5l9 32 > 0 podle Věty 18.5.5. Protože množina Q(t0, x, Sl9 S2) cz G je kom­
paktní, existuje funkce Q e L(<ř0 - Sl9 t0 + <5X>, R) tak, zeje F(t, x) cz B(0, g(t), Rn) 
pro (ř, x) G Q(t0, x9Sl9 S2). Je 

\\u™(t) - um(s)\\ = £|4»| da = j V ) da 
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pro s, t e J n <ř0 — óí9 t0 + ó^, s < i, a limitním přechodem pro k -> oo plyne, 
že tutéž nerovnost splňuje i funkce w; je tedy funkce u absolutně spojitá na 
y n <ř0 - a l f ř0 + á i>- Položme pík\t) = ůík\t) pro te S n <ř0 - <5l5 ř0 + á ^ , 
A: = 1, 2,..., a zaveďme množiny P*(í), P(ř) jako ve Větě D18.3.10. Podle Věty 
D18.3.10 je ú(t)e P(t) skoro všude v J n <ř0 — Sí9 t0 + ó^. Z konvergence 
uík\t) -* w(ř) pro k -> oo a z předpokladů o funkci F plyne, že ke každému 6 > O 
a í 6 / n ( l 0 - í i , ř 0 + <5i> existuje číslo N(e,t) tak, že je F(t9 uík\t)) cz 
cz Q(F(t9 u(t))9 e) pro k > N(e, t). Je tedy Pk(t) cz .Q(F(í, u(t))9 e)9 jakmile teS n 
n <ř0 - <51? 'o + <5i> je takové, že je pÍJ\t) = ůÍJ\t) e F(t9 uÍJ\t)) pro j = 1, 2,..., 
a jakmile je k > N(e91). Tedy pro skoro všechna í e / n < / 0 — 5Í9 t0 + 5^ je 
ů(t) e P(t) cz fl Q(F(t9 u(t))9 e) = F(t, u(t)). To znamená, že funkce u je na intervalu 

•>o 
S n (t0 — 5Í9 t0 + 5^ řešením diferenciální relace (18.5.1), a tedy u: J -+ Kn 

je řešením diferenciální relace (18.5.1). 

Dodatek 18.5. D o k á ž e m e Větu 18.6.1. Nejdříve zavedeme některé pomocné 
pojmy a vyšetříme jejich vlastnosti. Symbolem 91 označíme množinu takových 
1V cz Rn, že je m(N) = 0. [Zde m znamená Lebesqueovu míru v JRB]. Nechť je 
H <= Rn

9Z:H-+ R.[ProA <z Rjet-^A) = {xefí\ c;(x)e,4}.]Pro Vez Hdefinujme 

sup ess cj|K = inf {a e R\ £~ *((a, oo)) n Ve 91} . 

Místo sup ess £|K budeme též psát sup ess {č(x)| xeV}. Stručně lze říci, že sup ess £|K 

je supremum funkce £ na množině V, zanedbáme-li podmnožiny množiny V, které 
mají míru nula. V případě, že je ^ ( ( a , oo)) n V$ 91 pro každé a e R9 je ovšem 
sup ess £|K = oo. Snadno se zjistí, že platí: 

sup ess £\y š sup {ď;(x)| x e V } . (D18.5.1) 

Je-li Vi cz V2 cz i í , je sup ess í | K l ^ sup ess ď;|K2. (D18.5.2) 

Je-// N e 91, Ie sup ess Z\VniRn-N} = sup ess č\v. (D18.5.3) 

Položme NitV = {x e V\ £(x) > sup ess cj|K}. Snadno se dokáže, že j e : 

-VCtKe9t. (D18 5.4) 

sup ess cj|K = sup {£(x)| x e V - 1VCtK} . (D18.5.5) 

Dále platí: 

Je-li Ní9 N2 e 91, N2 o Ní9 

sup ess cj|K = sup {£(x)| xeV— Nt} , 

potom je 

sup ess c;|K = sup {d;(x)| x e V - N2} . (D18.5.6) 
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Podle (Dl 8.5.3), (D18.5.1) a (D18.5.5) je totiž 

supess t\y = sup ess í|Kn(ii—w2) = sup {{(x)| xeVn(Rn - N2)} = 

_ sup {^(x)| x e V — N,} = sup ess Z\v . 

Nechť je g: H -* R", V - H. Pro « e R" položme 

<&(«, g, V) = sup ess {(«, ^(x))| x e V} , 

7, T) = O {>> 6 K"| (u, y) g cD(M> 5 , V)} . 
U 6 R 0

n , U * 0 

Zřejmě množina (€(g9 V) je uzavřená a konvexní a je 

«(tf, V,) e <%, V2) pro V1 c V2 c H . (D18.5.7) 

Předpokládejme, že je 

sup ess {\g(x)\ \ x e V} < co . (D18.5.8) 

Pro veRn označme 

Ha-Í^N2)1 7 2. 
Podle (D18.5.8) existuje >ce.R tak, že je ||^(x)||2 g x pro skoro všechna x e V; je 
tedy cb(u9g9 V) g x||ii||2. Nechť je z e % , V). Pro ueRn

09 u 4= 0, ||u||2 ^ 1, je 
(II, z) á *, a protože je ||z||2 = sup {(u9 z)\ u e Rn

09 u 4= 0, ||w||2 = l}, je ||z||2 = x. 
Množina <é>(g9 V) je tedy omezená, a proto: 

Množina <tí(g9 V) je kompaktní a konvexní (D18.5.9) 

[může ovšem být V(g, V) = 0]. 
Položme £u(x) = (w, g(x)) pro x e H a při pevném V pišme N,, místo IY?M>K 

a položme 

M = U{-V.| u e Rn
09 u #= 0} . 

Podle (D18.5.4) a (D18.5.5) je Nu e 91 a <S(u, #, V) = sup {(u, gf(x))| x e V - N„}. 
Protože jeMeSR,M=> Ntt, je podle (D18.5.6) 

w(t/, <?, V) = sup {(w, <7(x))| x e V - M } , MGÍ?"0, u-t-0. (D18.5A0) 

Je ovšem 

sup {(w, ̂ (x))| x e V - M} = CO(M, {#(X)| X e V - M}) (D18.5.H) 

[funkce co byla zavedena před Větou D18.3.4] a podle Věty D18.3.5 je 

, V) = f| {y e K»| (w, j ) = c*(ii, {</(x)| x e V - M})} = 
ueAo",u±0 

Čo {#(x)| x e F - M ) . (D18.5.12) 
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Podle (D18.5.10) až (D18.5A2) je 

co(u, V(g, V)) = <b(u, g, V) . (D18.5A3) 

Je též g(x) e #(g, V) pro x e F - M a speciálně je 

V(g,V)±Q, je-li Ví91. (D18.5A4) 

Je-li N G 91, N ZD M, je 1V ZD Nu pro « e ^ , « 4 : ^ a podle (D18.5.6) je &(u, g, V) = 
= co(u, {g(x), x e V - 1V}), a tedy je <%, V) = Co {g(x)| x e V - N}. Odtud plyne, 
zeje 

*(0, V) = fl Čó {g(x)| x e V - N} . (D18.5A5) 

D18.5.1. Pomocná věta: Nechť množina H cz Rn je otevřená, £: H -> K. Porom 
existuje množina Ae% A cz H, taková, že pro každou otevřenou množinu V cz H 
je sup ess š\v = sup {%(x)\ xeVn(Rn — A)}. 

D ů k a z : Nechť2B je spočetná otevřená báze v H [tj. množina 2B je spočetná, 
její elementy jsou otevřené podmnožiny v H a ke každé dvojici (x, V), kde množina 
V cz H je otevřená a x e V, existuje We 2B tak, že je x e W c V; za 2B můžeme vzít 
systém ji-rozměrných intervalů (a l 5 fix) x (a2, f}2) x ... x (<xn, fi„) obsažených v H 
takových, že čísla až, a2, ..., a„, Z^, /?2,..., /?„ jsou racionální] a nechť 2B je spočetná 
otevřená báze v R. Nechť je JVe 2B, We 2B. Je-H č - 1 ( l P ) n We 91, položme Z)(fV, # ) = 
= rí(W)nW; je-li r 1 ( ^ ) n P V ^ 9 l , položme D(W, ff)=Q. Položme ještě 
A = \J{D(W, W)\ (W, W)e 2B x 2B}. Protože je D(W, W)e 91 a množina 2B x 2B 
je spočetná, je .4 e 91. Nechť množina V c: H je otevřená. Zřejmě je sup ess č\v _ 
^ sup {< (̂JC)| x e Vn (_R" - A)}. Nechť je xeVn (Rn - A), 2 > 0; najděme 
WeW, WeW tak, aby platilo xeWczV, č(x)e Wcz (č(x) - e, {(JC) + e); to 
znamená x e ~'\W) n JV Protože je x ^ ^ £(*V, # ) , je <T W nWt<2l\y opač­
ném případě by bylo D(W, W) = < T W n W, tedy xeD(W, W)]. Proto je 
^~Í(W) n V4 91 a odtud plyne, že je sup ess č|K _ £(x) — e. Tato nerovnost platí 
pro každé e > 0 a každé x e Vn (Rw — A), tedy sup ess ^|K ^ £(x) pro každé 
x e Vn (Rn — A). To znamená, že je sup ess £\v ^ sup {č(x)| x e Vn (Rn - A)}. 
Že platí opačná nerovnost, plyne přímo z definice sup ess š\v. Pomocná věta D18.5.1 
je dokázána. 

D18.5.2. Pomocná věta: Nechť množina H cz Rn je otevřená, g: H -* Rn. Potom 
existuje množina S e 91, $ cz H, taková, že platí: Je-li množina V cz H otevřená 
a je-li splněno (D18.5.8), pak je 

V(g, V)= fl {y e Rn\ (u, y) = sup {(u, g(x))\ xeVn(Rn- ď)} . 
ueRon,u*0 

D ů k a z : Podle Pomocné věty D18.5.1 ke každému u e R0, u -# 0, najdeme 
množinu Au e 91, Au c H, že pro každou otevřenou množinu V c H je ob(u, g, V) = 
= sup {(u, g(x))\ xeVn(Rn - Au)}. Položme S = \J{AU\ u e Rn

09 u * 0}. Je S e 91, 
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podle (D18.5.6) je á>(u, g, V) = sup {(u, g(x))\ xeV n(Rn - S)}, ue Rn
0, u =f= 0, 

a Pomocná věta D18.5.2 je dokázána. 
Z Pomocné věty D18.5.2 přímo plyne, že pro každou otevřenou množinu 

V cz H takovou, že platí (D18.5.8), a pro každé x e Vn (Rn - S) platí 

g(x)eV(g,V). (D18.5.16) 

Dále budeme předpokládat, že množina H cz Rn je otevřená a že funkce 
g: H -+ Rn splňuje (18.6.7). Je-li tedy x e H a mají-li Sl a x stejný význam jako 
v (18.6.7) a je-li množina Vez B(x, St) otevřená, je V i 91 a platí (D18.5.8); podle 
(D18.5.9) a (D18.5.14) je <%(g, V) e Xn. Nyní přistoupíme k vlastnímu důkazu Věty 
18.6.1. Položme 

Vg(x)= n %(g,H nB(x,2~1)) pro xeH. (D18.5.17) 
ř = 1,2,. . . 

Vzhledem k (D18.5.7) je Vg(x) e Jťn pro x e H. [Není nesnadné ukázat, že množina 
Vg(x) nezávisí na tom, s jakou normou pracujeme; jinými slovy: Přejdeme-li k jiné 
normě v Rn, množiny B(x, 2"1) se sice změní, ale Vg(x) zůstane beze změny.] Je-li 
x e H - S, je podle Pomocné věty D18.5.2 a (D18.5.7) g(x) e <#(g, H n B(x, 2~1)) 
pro / = 1, 2,..., a tedy je g(x) e Vg(x) a platí (18.6.8). 

Nechť je x e H; ukážeme, že funkce Vg je polospojitá v bodě x. Nechť je 
e > 0. Množina Vg(x) je kompaktní a rovněž množiny %>(g, H n B(x, 2"')) jsou 
kompaktní pro dosti velké /. Položme 

Q(Vg(x),e) = {ysR"\d(y,Vg(x))<e} 

[d(y, Vg(y)) Je vzdálenost bodu y od množiny Vg(x), viz odst. 18.5]. Množina 
Q(Vg(x), e) je otevřená, tedy množina \Rn - Q(Vg(x), e)] n <#(g, H n B(x, 2"')) = F, 
je kompaktní pro dosti velká /. Je ovšem Fl+ x cz Fl91 = 1, 2,..., a proto existuje při­
rozené číslo m takové, že je Fm = 0 [v opačném případě by bylo 

n -̂  * 0 , 
1=1,2,. . . 

neboť jde o průnik klesající posloupnosti kompaktních množin; zřejmě však je 

n F, c Ve(x), 
! = 1 , 2 . . . . 

O F, = Jí"-í2(ř'<(3c),8), 
1 = 1 , 2 , . . . 

tedy 
n Ff cz Vff(x) n [Rn - í2(V,(x), £)] = 0 

1-1,2.... 

a to je spor]. Bez ztráty na obecnosti můžeme ještě předpokládat, zeje B(x, 2 _ m ) cz H. 
Podle (D18.5.12) existuje množina M e 91, M cz B(x, 2"m) tak, zeje f€(g, B(x, 2~m)) = 
= Co {g(y)\ y e B(x, 2~m) - M). Je-li z e B(x, 2'"1-1), je 5(z, 2"m-1) cz B(x, 2~m), 
tedy je Vg(z) cz % , J5(z, 2'm~1)) cz ^ , B(x, 2"m)) cz Q(Vg(x), e) [poslední inkluze 
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platí proto, zeje Fm = 0]. Dokázali jsme, že funkce Vg je polospojitá shora v bodě x. 
Funkce Vg je polospojitá shora v každém bodě xeH a. platí (18.6.9). 

Dokážeme ještě, že platí (18.6.10). Položme F = {y e H\ g(y) i S(y)}; podle 
předpokladu v (18.6.10) je F e 91. Nechť je x e H, e > 0. Protože funkce S je polo­
spojitá, existuje přirozené číslo / takové, zeje S(y) _ Q(S(x), s) pro y e B(x, 2~l). 
Je tedy {g(y)\ ye B(x, 2~l) n (Rn - F)} _ 6(S(x), e). Je S(x)eďn, a proto je 
i Q(S(x), s) e Xn\ odtud plyne, že je 

Čo" {g(y)\ y e B(x, 2~l) n (Rn - F)} _ Q(S(x), s). 

Podle (D18.5A5) je <č(g, B(x, 2~1)) _ Q(S(x), s), tedy 7f(x) _ Q(S(x), s). Je ovšem 
O Q(S(x), e) = S(x). Proto je Vg(x) _ S(x) a (18.6A0) platí. Věta 18.6.1 je dokázána. 

e>0 

Dodatek 18.6. D o k á ž e m e Větu 18.6.3. Budeme přitom užívat označení a výsledků 
z Dodatku 18.5. Přímo z Definice 18.6.2 a z Věty 18.6.1 plyne, že funkce E splňuje 
(18.5.4). Zbývá tedy dokázat, že funkce E splňuje (18.5.3). Nejdříve dokážeme několik 
pomocných vět. 

D18.6.1. Pomocná věta: Nechť množiny Yk _ Rn jsou kompaktní, Yk z> Yk + i9 

k = 1,2,..., y = n Yk,ueRn,u * 0. Potom je 
* = 1 , 2 , . . . 

(o(u, Y) = lim w(u, Yk) (D18.6.1) 
fc-*oo 

(funkce co byla zavedena před Větou D18.3.4). 

D ů k a z : Protože je Y _ Yk+Í _ Yk, je o(u, Yk) = co(u, Yk+Í) = to(u, Y), 
lim a)(u, Yk) = co(u, y). Nechť je lim co(u, Yk) = y > OJ(U, Y); pak existují body 

k-*oo k-*oo 

ym e Yk tak, že je (w, ^[fc]) = y pro k = 1, 2,. . . a lze vybrat konvergentní posloup­
nost yikil, y = lim y[kť]. Je ye Y, (u, y) = lim (u, yiki}) _ y a to není možné. Tedy 

i-* 00 Í-+00 

platí (D18.6.1) a Pomocná věta D18.6.1 je dokázána. 

D18.6.2. Pomocná věta: Nechť J _ R je interval, x e Rn, 3 > 0, £: J x _?(x, o") -> R 
a nechť funkce £ je měřitelná. Definujme funkci Q: *f -+ R rovnicí 

S(t) = sup ess {{(*, ^ ) | j e B(x, ó)} . 

Potom funkce 9 je měřitelná. 

D ů k a z : Máme dokázat, že pro každé číslo <xeR množina S - 1 ((a, oo)) je 
měřitelná. Zaveďme množinu S _ Rn+2 a pro cce R množinu S((x) _ Rn+2 rovnicemi 

3 = {t, yl9..., yn, X)\teJ,y = (yí9..., yn) e B(x, 5), X = Z(t, y)} , 

Z(«) = {(*> yu..., y„ X)\teS9ye B(x, 6), a = k ú í(ř, y)\ . 

Protože £ je měřitelná funkce, je množina S měřitelná, a tedy je měřitelná množina 
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£(a) pro a e R. V souhlase s dříve zavedeným označením je 

S(a) (t,.) = {(yí9..., yn9 X)\ (t9 yí9..., yn9 X) e S(<x)} . 

Množina S(ot) (t9.) c. Rn+Í je měřitelná pro skoro všechna t e J. Pro £ e R položme 
í+ = max (£, 0). Je-li množina E(oi) (t,.) měřitelná, je 

m(E(*) (/,.)) = [ (l;(t,y)-«)+dy. 
J B(x,å) 

kde integrál na pravé straně je n-rozměrný Lebesgueův integrál. Je-li m(E(oc) (t9.)) = 0, 
je £(t9 y) g a pro skoro všechna y e B(x9 5), a tedy je 9(t) ^ a. Je-li m(S(ot) (t9.)) > 0, 
existuje číslo P > a a množina JVcz B(x, 5) taková, že je m(JV) > 0, £(t9 y) ^ P 
pro j ^ e ^ ; je tedy 3(í) ^ p. To znamená: Je-li množina S(cc)(t9.) měřitelná, je 
&(t) > OL právě tehdy, je-li m(E(oc) (t9.)) > 0. Položme p(t) = m(E(oc) (t9.)); funkce [i 
je definována skoro všude v J. Protože množina S(ai) je měřitelná, je funkce \i 
měřitelná, a tedy i množina {t e j \ \i(t) > 0} je měřitelná. Jak jsme dokázali, je 

{t e J\ $(t) > a} z> {t e J\ n(t) > 0} , 

n({teJ\ 9(t) > a} - {tej\ fi(t) > 0}) = 0 . m\ 

Je tedy množina S 1((ot, oo)) měřitelná. Pomocná věta D18.6.2 je dokázána. 
Funkci x' R -* R definujeme předpisem x(Š) = 1 pro |̂ J =S 1, x(£) = 2 — |^| 

pro 1 < |{| = 2, x{t) = 0 pro |{| > 2. 

D18.6.3. Pomocná věta: Nechť je x e Rn
9 A4,R, a > 0, 0: E(x9 A4) -> < - £ , K>. 

Pro x e B(x9 A4/2) položme 

E(x) = sup ess {0(y) x(\\y - x\\ja)\ y e B(x9 A4)} . 

Potom funkce 3 je spojitá. 
D ů k a z : Pro u9ve B(x9 -44/2), y e B(x9 _44) je 

&(y)x{\\y-u\\l<j)z0(y)x(\\y-v\\l<,) + 
+ 0(y)tÁ\\y-»\\n-x(\\y-v\\l«)], 

tedy 

E(u) = S(v) + sup ess {0(y) [X(\\y - u\\\a) - X(\y - v\\la)]\ y e E(x9 zl4)} . 

Protože je | \\y - u\\ - \\y - v|| | =" ||ti - v\\, je S(u) = E(v) + K||u - v\\a. Obdob­
ně platí S(v) ^ E(u) + K||w — v\\ja. Funkce E je spojitá, Pomocná věta D18.6.3 
je dokázána. 

D18.6.4. Pomocná věta: Nechť je (t09 x) e G, A39 A+ > 0, Q: OO - 3̂> 'o + -43> -* -R 
a nechť je \\f(t9 x)\\ ^ o(t) pro (t, x) e Q(t09 x9 A39 A4). Nechť je u e Rtt

9 a > 0. Pro 
(t, x) e Q(to> x, A39 --U/2) položme 

ij/(t9 x9 u9 a) = sup ess {(f(t9 y), u) x(\\y - x||/fr)| y e B(x9 _d4)} . 
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[Přirozeně předpokládáme, že platí (18.6.16) až (18.6.18).] Potom platí: 

Funkce \/J(., x, u, G)je měřitelná. (D18.6.2) 

Funkce ý(t,., u, a) je spojitá. (D18.6.3) 

Důkaz: (D18.6.2) plyne z Pomocné věty D18.6.2, (D18.6.3) plyne z Pomocné 
věty D18.6.3. 

Následující pomocná věta je hlavní krok k důkazu Věty 18.6.3. 

D18.6.5. Pomocná věta: Nechť je (t0, x) e G, A3, A4 > O, Q: <ř0 — A3, t0 + A3> -» R 
a nechť je \\f(t9x)\\ S Q(t) P™ (t,x)e Q(t0, x, A3, A4). Potom platí: Ke každému 
n > 0 existuje měřitelná množina T>n c </0 — A3, t0 + A3> taková, že je 
m(Oo ~ A39 t0 + _43> - Dn) <na že funkce E\DttXB(StA4f2)je shora polospojitá. 

Důkaz: Podle definice funkce E (viz Definici 18.6.2), (D18.5.17) a definice 
množiny V(g9 V) a funkce & [před tvrzením (D18.5.7)] je pro (t, x)eG 

E(t, x) = fl fl {y e Rn\ (u, y) á &(u, f(t,.), B(x, 2"') n G(t,.))} . 
I = 1 , 2 , . . . ueR0

n 

n * 0 

Pro (t, x) e Q(t0, x, A3, --U/2) můžeme se omezit na taková celá /, že je 2 " ' < A4/4, 
takže je 

E(t,x)= f| fl {ye^l^y)?*^,/^.)^^,!-'))}. 
2-» + 2<.d4 ueRon 

u+O 

Vzhledem k definicím funkcí <5 a \j/ je 

d>(t/,/(í,.), B(x, 2-')) á *(*, x, u, 2-0 ^ c5(u,f(ř,.), B(x, 2"l + í)) , 
(D18.6.4) 

a tedy je 

E(t, x) - n n {> e n"| («, >-) g ^(t, x, u, 2-')}. (Dis.6.5) 
2 - | + 2</-4 weRo" 

M * 0 

Nechť je .7 > 0. Položme 

L = {(/, w)| / celé, 2 - , + 2 g 4 « e * 0 , w * 0} . 

Protože L je spočetná množina, existuje prosté zobrazení A množiny L do množiny 
přirozených čísel [uspořádáme-li množinu L v posloupnosti, můžeme např. zobra­
zení A definovat takto: Dvojice (/, u) je A(l, i/)-tým členem posloupnosti]. Podle 
Pomocné věty D18.6.4 a Věty 18.4.16 ke každému (/, u)e L existuje měřitelná 
množina A(ltU) c <ř0 - A3, t0 + _d3> tak, že je m«ř0 - A3, t0 + A3} - A(ltU)) < 

< ? / 2 - ^ t t > - 1 a ž e f u n k c e 

\//(.,., u, 2~l)\Á(ltU)xB(SitA4/2) je spojitá. (D18.6.6) 

Položme Dn = f| -̂(/,«). Zřejmě množina Z), je měřitelná a je 
(/,«)6L 

m(Oo - -43, 'o + A3> - Dn) < n\2. 
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Ukážeme, že funkce 

E\D„XB(X,A4/2) je polospojitá shora. (Dl8.6.7) 

Předpokládejme naopak, že (D18.6.7) neplatí. Potom existuje takový bod 
(t, x)e Dn x B(x, A4\2), že E\DtiXB{5ttÁAJ1^ není polospojitá shora v bodě (t, x). To 
znamená, že existuje číslo x > 0, body (ř[,], xul) e Dn x B(x, -d4/2) a vín e Rn, 
i = 1, 2, 3,..., tak, že je 

lim(t™,x™) = (t,x), 
i-+oo 

i>w e E(tu\ xCi]) - fí(E(ř, x), x) pro i = 1, 2 , . . . . (D18.6.8) 

Nechť / je přirozené číslo, 2~l+2 < A4,ue R\ Podle (D18.5A7), definice množiny 
<6(g, V)a(D18.6.4)je 

(u, vín) = sup {(u, z)\ z e E(tu\ x[,])} = 

= sup {(u, z)\ z e <€(f(tu\ .), B(xu\ 2"')) = 

= <5(W,f(tCi],.), JB(x", 2- ' )) = </<rCi], xCi], I I , 2"') , 

pro i = 1 , 2 , . . . . (D18.6.9) 

Podle (D18.6.6) funkce \//(.,., u, 2~/)|DfíXB(JM4/2) je spojitá. Z (D18.6.9) tedy plyne, 
že pro každé u e Rn posloupnost (u, i;Cl]) je omezená. To ovšem znamená, že po­
sloupnost t;c,] je omezená. Vybereme tedy konvergentní posloupnost vUjl, lim viij] = v. 

j->co • 

Protože platí (D18.6.8), je v i Q(E(t, x), x). Podle Věty D18.3.2 [kde klademe 
X = E(t, x), Y = {v}] existují u e _R0, y e R0 tak, že je 

(u, y) <y pro ye E(t, x) , (u, v) > y . (D18.6.10) 

Je tedy lim (u, víijl) > y a podle (D18.6.9) je 
j-*oo 

lim sup ir
/(íc,], xCi], u, 2~l) = (u, v) > y pro přirozená / taková, 

i - 0 0 

ž e j e 2 " / + 2 < A4. (D18.6.H) 

Podle (D18.5.17) a Pomocné věty D18.6A [klademe 

7 = E(t, x), Yk = <€(f(t,.), B(x, 2-*))] 
je 

co(u, E(t, x)) = lim co(u, <$(f(t,.), B(x, 2~1))) . 
I-+00 

Podle (D18.5.13) je 

co(u, <ě(f(t,.), B(x, 2"'))) = c5(«,/(ř,.), B(x, 2"')) , 

tedy je 

eo(ii, E(t, x)) = lim á>(u,f(t,.), B(x, 2"')) , 
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a protože platí (D18.6.4), je 

a)(u, E(t, x)) = lim \jj(t, x,u,2~l). (D18.6.12) 
I " * CO 

Z definice funkce co (před Větou 18.3.4) a z (D18.6.10) plyne, že je co(u, E(t, x)) ^ y. 
Podle (D18.6A2) existuje takové přirozené m, zeje 2 ~ m + 2 < A4 a Mt, x, u, 2~m) < 
< y < (u, v). Současně však je [viz (D18.6.H)] 

lim sup ^(t™, xli\ u, 2~m) = (u, v) . (D18.6.13) 
i-* 00 

Je ovšem (t, x), (t[i], x [ i ]) e D , x fl(x, _44/2), (ř, x) = l i m (,w xta) a f u n k c e 

^ ( . , ., M, 2 m ) |D a xB(jc,J 4 l2) 

je spojitá [srovnej (D18.6.6)], tedy je 

lim <A(í[i], x [ i ], u, 2"-) = Ý(t, x, u, 2~m) < (u, „) 
i-+ao 

a to odporuje nerovnosti (D18.6.13). To znamená, že platí (D18.6.7). Pomocná věta 
D18.6.5 je dokázána. 

Důkaz Věty 18.6.3: Dokážeme, že funkce E splňuje (18.5.3). Z (18.6.18) 
plyne [užitím pokrývači věty Lindelofovy - viz [28], kap. VI, § 15], že existují 
body (ř[

0
i], x [ i ]) e G, čísla A[

3
i], A[

4
i] a funkce 

e [ i ]: <r[
0

i] - 4 i ] , *[
0

i] + 4 a > - R , i = 1, 2, 3,..., 

tak, že platí 

U ( i " - 4 1 , .[
0

ťl + 4") x B(x[il, 4 i ]/2) = G , 

C ^ ^ . ^ - G . i = 1,2,..., 
\\f(t, x)\\ = e[i](ř) pro ((, x) e Q(í[

0
í], * w , 4 " 4 ° ) . (D18.6.14) 

Nechť je e > 0. Podle Pomocné věty D18.6.5 ke každému i existuje měřitelná množina 
Z)[i] c <í[

0
i] - 4 ° , íF + 4 ° > tak, zeje m«í[

0
i] - A™, tf + 4«i> - tf'1) < 8 2 " ' " 1 

a že 

funkce E\DmxBiiintA4uy2 Je polospojitá shora. (D18.6.15) 

Položme 

A, = R-\J «í[
0'

] - A™, t\p + 4 ' ] > - 0 [ i ] ) . 

Množina Ae je měřitelná, zřejmě je m(Ae) < e a pro i = 1, 2,. . . je 

Ae n </[
0

ř] - --[3ř], ř[
0
i] + -4[

3
Í]> c DCi]. (D18.6.16) 

Nechť je (T, y)eG n(AE x Rn). Podle (D18.6A4) existuje přirozené číslo j tak, že je 
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(*, y) e ( # 3 " 4 " *o] + 4 " ) x B(x™ A™j2)9 a funkce -E|Gn(x.xRn) je polospojitá 
shora v bodě (r, y)9 protože platí (D18.6.15) pro i = j a (D18.6.16). Tedy funkce E 
splňuje (18.5.3). Jak jsme poznamenali na začátku tohoto dodatku, funkce E splňuje 
(18.5.4). Věta 18.6.3 je dokázána. 

Dodatek 18.7. Při důkazu Věty 18.5.20 lze postupovat obdobně jako při důkazu 
Věty 10.2.1 v Dodatku 10.2; hlavní rozdíl je v tom, jak jsou definovány funkce z, 
které lze považovat za přibližné řešení diferenciální relace (18.5.1). 

D18.7.1. Poznámka: Nechť .A, D jsou metrické prostory. Nechť r je metrika na A 
[tj. r(a9 b) je vzdálenost bodů a, b pro a9 b e A] a nechť d je metrika na D. Nechť 
@ je množina neprázdných podmnožin v D. Pro Ee@9ceD9e>0 položme 

d(c9 E) = inf {d(c, e)\ e e E) , 
Q(E9 e) = {x 6 D\ d(x9 E) < s} . 

.-*? 

Funkce 3:A-+3i se nazývá polospojitá shora, jestliže ke každému bodu a e A 
a číslu e > 0 existuje číslo 6 > 0 tak, že je 3(x) cz Q(3(a)9 e)9 jakmile je x e A, 
r(x9 a) < ó. 

D18.7.2. Pomocná věta: Nechť A9 D jsou metrické prostory. Nechť Kont (Ď) je 
množina kontinuí v D [tj. množina neprázdných9 kompaktních a souvislých pod­
množin v D~\. Nechť A je kontinuum, nechť D je kompaktní a nechť funkce 3: A -> 
-» Kont (D) je polospojitá shora [viz Poznámku D18.7.1 — je Kont (D) cz 0 ] . 
Potom množina B = \J 3(a)je kontinuum. 

aeÁ 

Nástin důkazu: Je B 4= 0 a snadno se dokáže, že množina B je kompaktní. 
Předpokládejme, že množina B není souvislá. Pak existují neprázdné kompaktní 
množiny Gi9 i = 1, 2, tak, že je B = Gt u G2, Gx n G2 = 0. Je-li x e A9 pak je buď 
3(x) c Gí9 nebo 3(x) cz G2. Položme Ht={xe A\ 3(X) CZ Gf} pro i = 1, 2. Množiny 
Hí9 H2 jsou kompaktní, Hx =f= 0 + H2 a je Hx u H2 = A, Ht n H2 = 0. To však 
není možné, protože množina A je souvislá. Pomocná věta Dl8.7.2 je dokázána. 

Nástin důkazu Věty 18.5.20: Obdobně jako v Dodatku 10.2 ukážeme 
jen, že množina T (̂C, 5, y) je kontinuum pro £ > s. Nechť tedy platí (18.5.19), kde 
čísla óí9 52 jsou zvolena k bodu (ř0, x) podle Poznámky 18.5.6 a je 5 < £. Pro k = 
= 2, 3 , . . . , / = 0 ,1 , . . . , k položme skl = s + /(£ - s)jk. 

Zvolme přirozené číslo k > 1. Přibližné řešení z: <s, £> -> Rn diferenciální 
relace (18.5.1) sestrojíme takto: Zvolíme funkci i;[1]: (sk09 skly -* Rn tak, aby bylo 
t>[1](5) = y, 

K1](*2) - t>cl3(OII = i V T ) dT P r o h < t2 , tu h e <sk09 skl> 
J u 

[funkce Q byla zavedena v (18.5.6)]. Podle Vět D18.3.12 a D18.3.11 existuje měřitelná 
funkce ulíl: <sfc0, skí} -• Rn tak, že je uL1\t) e F(t9 t;

cl](ř)) s k o r o všude v <5fc0» -**!>• 
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Položíme 

z ( 0 " y + " m ( * ) dt pro ř e <s t 0 ) s u > . 
J SfcO 

Dále zvolíme funkci v121: < s u , s*2> -> JR" tak, aby bylo ví2\skí) = z(skl), 

\\ví2\t2) - ^ 0 1 1 = P ^ T ) dr pro tt<t29 tu t2 e < s u , sfc2> . 

Opět existuje měřitelná funkce u[2]: < s u , 5*2> -• .RB tak, že je uí2\t)eF(t, ví2\t)) 
skoro všude v <5jkl, 5jk2>. Položíme 

z(í) = z(skí) + M[2](T) dr pro t e ( s u , sM> . 
J Ski 

Tak postupně definujeme přibližné řešení z: <s, O -+ Rn diferenciální relace 
(18.5A). Množinu takových přibližných řešení z označíme 2tk. 

Nechť & je množina řešení e: <s, C> -> R* diferenciální relace (18.5A) 
takových, že je e(s) = y. Snadno se zjistí, že je < ^ c 5 k pro k = 2, 3, — [Je-li e e ď, 
položíme 

v í n = «<*-J-I*J> > w [ y ] = ^k*./-!AJ> P r o i = !> 2> •••» k1 • 

Nechť ^ je množina takových funkcí p: <5, £> -* Kn, že existuje posloupnost přiro­
zených čísel kj9 lim kj = oo, a posloupnost funkcí z[*jl e ^ tak, zlkj\t) -» p(ř) 

stejnoměrně na <5, £> pro j -* oo. Užitím podmínky (18.5.4) a Věty D18.3.10 zjistí­
me, zeje 0> c &. Protože je £ <= &k pro k = 2, 3,..., je též £ a 0>, tedy je S = & 
[a proto funkce zeZk můžeme považovat za přibližná řešení diferenciální relace 
(18.5.1)]. 

Pro k = 2, 3,..., / = 0,1,.. ., k položme 

Z(k,l) = {z(skl)\ze&k}9 Pk = Z(k,k). 

Nechť P je množina takových bodů p e Rn, že existuje posloupnost přirozených 
čísel kj, lim kj = oo, a posloupnost bodů píkjl e Pkj tak, že je p = lim p1*'1. Platí 

./-•oo j~+co 

P = {p(0\pe&} = {e(0\eeě}9 

tedy je 

P = f (C, 5, y). (D18.7.1) 

Abychom dokázali, že množina P je kontinuum, užijeme Věty D10.2.1. 
Proto ověříme, že množiny Pk jsou kontinua. Dokážeme, že platí: 

Nechť A: je přirozené číslo, k > 1. Potom množiny Z(fe, /), 

/ = 0, 1,..., k, jsou kontiuua. (D18.7.2) 

(410) 



To dokážeme indukcí. Množina Z(fc, 0) = {y} zřejmě je kontinuum. Nechť je 
j e {0,1,..., fc - 1}. Předpokládejme, že již víme, že množina Z(kj) je kontinuum; 
dokážeme, že Z(kJ + 1) je kontinuum. 

Nechť Jť je množina takových funkcí h: (skJ, skJ+1y --> R"9 ZJČ platí 

h(skJ) є Z{k,j), \\h(t2) - hitҖ й Гф) dт 

pro tt < t2, tl912 e (skj9 skJ+1y. Jť je metrický prostor [metriku r> na množině Jť 
zavedeme vztahem 

rjh"\ h™) = sup {\\h™(t) - h™(t)\\ I t e <skj9 , w + 1 » 

pro híl\hmeJť]. Položíme-li v Pomocné větě D18.7.2 A = Z(k9j)9 S(a) = 
= {heJť\ h(skJ) = a}9 odvodíme, že Jť je kontinuum. 

Pro heJť nechť T(h) je množina takových bodů w e R\ že existuje absolutně 
spojitá funkce /: <sfcy, skJ+1y -> Rn tak, že je f(skJ) = h(skj)9 f(skJ+1) = w, 
/(ř) 6 F(ř, /i(ř)) skoro všude v <sfcy, skj+1>. Snadno lze dokázat, že r(h) je neprázdná, 
konvexní a kompaktní pro h e H9 tedy r(h) je kontinuum. Též lze dokázat, že funkce 
F je polospojitá shora. Je Z(k9j + 1) = U{-í"(/i)| h e Jť}. Užijeme-li Pomocné věty 
D18.7.2 [pro A = Jť9 3 = F], dostáváme, že Z(fc,j + 1) je kontinuum. Tedy platí 
(D18.7.2), množiny Pk9 fc = 2, 3,..., jsou kontinua a podle Věty D10.2.1 [viz též 
(D18.7.1)] je TT(C, S, y) kontinuum. 
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