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Dodatky

Dodatek 3.1. MnoZina X je linedrni prostor nad K (kde K = R nebo
K = C), jsou-li definovény prvky x + ye X, Axe X pro x, y e X, A€ K a existuje-li
prvek 0 € X tak, Ze plati

xX+y=y+x,

x+y)+z=x+(y+2),

() x = A(ux).

Mx +y)=Ax + iy,

(A + px = 2Ix + px,

x+0=x,
0x=0,
Ix=x

pro x, y€ X, A, ue K. 0 se nazyvd nulovy prvek. Prvky prostoru X se téZ nazy-
vaji vektory a X se nazyva vektorovy prostor. Prvky xi, ..., X,€ X se nazyvaji
linedrné nezdvislé, jestlize plati A;x; + ..+ A,x, + 0, jakmile |/11| + Ilzl +
+ ...+ IA,I > 0. V opaéném piipadé jsou proky xi, ..., X, linedrné zdvislé. Jestlize
Y1 «++» Ym jsou linedrn& nezdvislé vektory v X a jestlize ke kaZzdému x € X existuji
islacy, ..., cue Ktak,2e x = ¢1); + ... + CnVms Pak uspofddand m-tice (yy, ..., Ym)
se nazyva bdze v X. V linedrni algebfe se dokazuje, Ze plati: Jsou-li (1, ..., ¥m)s
(21> ++-» 2¢) bdze v X, pak k = m. Mé-li X bdzi, potom podet prvkd kterékoliv bize
v X se nazyva dimenze prostoru X. Plati:

Ma-li X dimenzi m a jsou-li prvky y,e X, i = 1,2,..., m, linedr-
né nezdvislé, pak (y,, ..., ym) je bdze v X. (D3.1.1)

Je-li y,x4,....%,€X, ¢qy...,c, €K, y =¢;x; + ... + ¢,X,, pak fikame, Ze
y je linedrni kombinaci prvkii x,, ..., x, nebo téZ, Ze prvek y je linedrné zdvisly na
prucich x4, ..., X,.

Dodatek 3.2. Dikaz nerovnosti (3.2.8):
Necht el je vektor, pro jehoZ soutadnice el plati ef! = 0 pro i + j, e = 1
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pro i=12,...,nJe

=x e+ . 4 x4 x, e,
[*] < [|%1 € + ... + xpey &™) + |x, €™

Postupné& odvodime

o e P PP
n
< Pl 1)+ ot el 1] 5 3

kden, = max [
i

=1,2,..,8

Dikaz nerovnosti (3.2.9): PoloZme

S = {x = (%15 v0 X)| ;::llxd =1}, a=inf{|x||xes}.

DokéZeme, Ze existuje y € S tak, Ze a = ||y|.

Ke kazdému j = 1,2, 3, ... existue x! = (x§, .., xt) € 5, tak e |17 <
< a + 1Jj. KaZda z&iselnych posloupnosti x¥, j = 1,2,..., x5, j = 1,2, ..., ..., xt7,
j=1,2,..., je omezend, a proto lze vybrat takovou posloupnost pfirozenych &isel
Ze posloupnosti x1, k = 1,2,..., x§, k =1,2,...,..., 2, k=1,2, ..., jsou
konvergentni (nejdfive vybereme takovou posloupnost ptirozenych &sel ry, ry, ...,
aby posloupnost x{J, ¥, ... byla konvergentni, potom z posloupnosti ry, r,, ...
vybereme posloupnost sy, s, ..., aby x5, x5 ... byla konvergentni posloupnost
atd.), tedy

Lixl

limx =y, pro i=12,...,n.
k=

Je

xes, Y|P =1 pro k=1,2,...,
i=1

tedy je‘_zlly,l =1,y =(y1.... ya) € S. Proto je ||y| =

Je také y = xU + (y — xUK), tedy

Iyl = 1599 + Iy = x99 < o« + 1 + |y = 9. (D3.2.1)
Podle (3.2.8) je

"y - x[.lk]“ < iglly‘ — x[ijkll

a tak
lim ||y - x| = 0.
k=
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Také lim 1/j, = 0 a z (D3.2.1) plyne ||y| < . Proto je |y = a. ProtoZe je ye S
(tedy ;—: 0), je « = ||| > 0. Necht v = (vy, ..., v,) # O. PoloZme x = Av, kde

2= (Sl

Je x € S, tedy |x|| = «. ProtoZe je v = x[A, plati
ol =1l 225 =22l
! = A &
a tak plati (3.2.9), poloZime-li n, =, a je 7, > 0.

Dodatek 3.3. Dikaz Véty 3.4.1:

Je-li w: (& p) — K" feleni rovnice (3.3.1), nechf %(w) je mnoZina takovych
B e R U {0}, Ze existuje feSeni v: (& B) — K" rovnice (3.3.1), které je prodlouZenim
feseni w. Polozme B(w) = sup {B| B e B(w)}, b(w) = B + 1, je-li B(w) = o, b(w) =
= [B + B(w)]/2, je-li B(w) < co. Obdobn& nechf &/(w) je mnoZina takovych
ae R U {— oo}, Ze existuje Fedeni x: (¢, f) — K" rovnice (3.3.1), které je prodlouZe-
nim feSeni w. Polozme A(w) = inf {o| x € #(W)}, a(w) = & — 1, je-li A(W) = —o0,
a(w) = [@ + A(w)][2, je-li A(w)> —oco. Existuji tedy feleni v: (& b(w)) —» K",
x: (a(w), B) = K" rovnice (3.3.1), kterd jsou prodlouZenimi feseni w. Polozme y(t) =
= u(t) pro te (& b(w)), (t) = x(t) pro te(a(w), B); y:(a(w), b(w)) = K" je pro-
dlouZeni feSeni w. Dokazali jsme, Ze kaZdé FeSeni w rovnice (3.3.1) 1ze prodlouZit na
interval (a(w), b(w)).

Polozme u!'l = y, k feseni u!*) najdéme prodlouZeni u'?, které je definovano
na (a(u'?), b(u''))), a dile postupujme indukci. Zndme-li ¥eSeni u'?, kde i je p¥iro-
zené Lislo, najdéme k nému prodlouZeni u'** 1), které je definovano na (a(ul"), b(ut™)).
Je

b(u)) < bu?) = b)) = ..., a(@™) 2 a(w?) = a@w®) > ....

Poloime 9 = lim b(u'"), ¢ = lim a(u'"). ProtoZe u'* je prodlouZenim feSeni
i-

i-o0 ©

ut’), miZeme definovat funkci g: (¢, 8) - K" rovnicemi g(f) = u¥*')(t) pro
t € (a(u"), b(ul'M)). Jak uké¥eme, g je Feleni rovnice (3:3.1) a je prodlouZenim fe-
Seni u.

Kdyby g nebylo maximélnim feSenim, bylo by bud — oo < ¢, nebo § < o
a existovalo by vlastni prodlouZeni feSeni g. Nechf je nap¥. 9 < o, & > 9 a necht
z: (g, &) = K" je prodlouZenim feSeni g. Je B(u') > But*1), a tedy B(ul) 2
Z Bu' "N proi=1,2,...a pro dosti velikd i je B(u') < oo (jinak by bylo 8 = o).
Tedy je B ) = [5(u) + BIN]J2, B 5 B, B 1) ~ Butt+) <
< [B(u™) — b(u')]/2 pro viechna dosti veliki i. Odtud plyne § = lim B(u'?).

i-

. . el
Definujme funkce 2U1: (a(u'), £) - K" predpisem z(r) = z(1). Je 211 e B(u'™) pro
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i=12,..,tedy ¢ < Bu") pro i =1,2,... a to neni mozné. Proto g musi byt
maximdlnim feSenim.
Dodatek 4.1. Nasledujici véta je dokazana v [14].

D4.1.1. Véta: Necht # je otevieny interval, nechf funkce A: # — M,(R) md spojitou
derivaci, 1 < k < n, a necht plati rank A(f) = k pro te #.
Potom existuje funkce M: ¢ — M,,(R), kterd ma spojitou derivaci, a plati:

det M(1) £ 0 pro te 7, (D4.1.1)
A(r) M(t) = (", ..., 34,0, ...,0)), (D4.1.2)

kde e R" pro j=1,2,..., k.

UZitim Véty D4.1.1 dokazeme, Ze plati Véta 4.10.1. Nejdfive dokéZeme, Ze
plati toto tvrzeni:

Véta 4.10.1 plati v pfipadé K = R. (D4.1.3)

Ditkaz: Nechf funkce ul): # —» R" maji spojitou derivaci a nechf plati
(4.10.3). Necht A() je matice transponovana k matici (u™t), ..., u™*(1), 0, ..., 0).
Necht ut’)(f) je Ity sloupec matice M(f) pro I = k + 1, ..., n. Z (D4.1.1) a (D4.1.2)
plyne, Ze plati (4.10.4), (4.10.5) a tak (D4.1.3) plati.

Jeeli x = (x4,...,X,)€R" y = (yy, ..., yo) € R, poloZme

[x’y] =(xl""’xmyl’---, y,.)ERZ'.

Pisme w = p + igq, je-li
w = (Wl, ey W,,)E c, p= (pl’ e p,,)eR", q= (qh ey q,,)eR",
w;=p;+iq; pro j=1,2,..,n

Necht zMle €, 211 = pUl 4 jgl) j = 1,2,..,n. Jeliy;€ C, 9, = a; + iB;,
a, BjeRproj=1,2,..,k pak

yz 4 L+ ™ =0 (D4.1.4)
plati prave tehdy, jestliZe plati
P = Bt 4 L 4 M — g =
alqn] + B+ .+ g™+ BN =0, (D4.1.5)
a (D4.1.4) plati pravé tehdy, plati-li
o [P, g™ + B[ =g, p1U] + .. + o [P, o] +
+ B[—q™, p*] = 0. (D4.1.6)

Odtud plyne
Vektory z'1,..., 2 e C" jsou linedrné nezavislé pravé tehdy,
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jsou-li linedrné nezdvislé vektory

[P, g7, [—qt™, P2, ..., [P, 1], [—4™, p™T] € R?". (D4.1.7)

Nyni dokdZeme, Ze plati:

Véta 4.10.1 plati v pfipadé K = C. (D4.1.8)

Diikaz: Nechf funkce u): # — C" maiji spojité derivace proj = 1,2,..., k
a necht plati (4.10.3). Polozme uUYf) = o)(f) + iwN(t), j = 1,2,...,k, te 7,

a funkce ul)(r) hledejme ve tvaru o'(t) + iw!(r), I=k + 1,...,n, te #. Podle
(DA4.1.7) jsou vektory v po&tu 2k

[oV%(e), Wi (8)], [—wHD), D], j=1,2,....k, (D4.1.9)

linedrn& nezavislé a tak podle Véty 4.10.1 [viz (D4.1.3), Véty 4.10.1 uZijeme pro pfi-
pad prostoru R?"] existuji funkce !}, w"l: # — R", které maji spojitou derivaci tak,
Ze plati:

(i) Vektory v poétu n — k
[0, w ()], 1=k+1Lk+2...n, (D4.1.10)
jsou linearné& nezavislé pro te 7.

(i)  PrikaZdé volbg t € # je kterykoliv z vektord (D4.1.10) ortogonalni na ktery-
koliv z vektorii (D4.1.9).

Podle Dodatku 4.2 a (i) jsou pfi kazdém te # vektory (D4.1.10) spolu
s vektory

[-w0), (0], I=k+1,..,n, » (D4.1.11)
linedrn& nezavislé. Proto [viz (D4.1.7)] plati (4.10.5). Z (ii) plyne, Ze plati (4.10.4),
a tak je dokézéno, Ze plati (D4.1.8).

Dodatek 4.2. Plati toto tvrzeni:
Jsou-li vektory

x, . xe K (D4.2.1)
linedrné nezdvislé, jsou-li vektory

yi L, yleKkn (D4.2.2)
linedrné nezdvislé, je-li

Ly =0 pro j=1,2,...,7r, I=12,..s, (D4.2.3)
potom vektory (D4.2.1) spolu s vektory (D4.2.2), tj. vektory

x L xI Hyle) (D4.2.4)

Jjsou linedrné nezdvislé.
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Diikaz: Kdyby byly vektory (D4.2.4) linedrné zévislé, existovala by &isla
Y15 «-., ¥ 015 ..., 05 € K tak, Ze by bylo

poxt 4 xSy L+ 6y =0, (D4.2.5)
o] + ..o+ o] + [64] + ..o + ]84 > 0. (D4.2.6)

Poloyme w =y x4 ... + yx!", z =5,y + ... + §,yP). Podle (D4.2.5) je
w = —z; protoZe vektory v (D4.2.1) a v (D4.2.2) jsou linedrn& nezdvislé, musi byt
w % 0 + z. Z (D4.2.3) plyne, Ze (w, z) = 0; je tedy (w, w) = 0, tj. w = O a to neni
moZné. Vektory (D4.2.4) jsou tedy linedrn& nezavislé.

Dodatek 4.3. Nechf funkce a,,, ..., a;,: F = K jsou spojité, nechf k < n,
necht
Vi1 U125 -0 Uy (D4.3.11)

jsou feSeni rovnice
P+ ay () x4+ .+ a,(t)x, =0. (D4.3.2)

Ptedpoklidejme, Ze na intervalu (¢, f) = # miZeme k-krat provést postup, ktery je
popsén v odst. 4.11. To znamen4: Je vy,(f) + 0 pro t € (, B) a po substituci x, =
= vy,(f) 1, x, = y, dostavame rovnici

x$D 4 oay()xFP + o+ ay-4() X, =0, (D4.3.2,)
ktera ma feSeni
V22, U235 --0s Ugg (D4.3.1,)
a plati
oai(t) = & (’i) () pro te(®h), i=23...k, (D4.3.3,)
dt \vyy .

v22(t) # 0 pro t € (o, B). Pii j-tém kroku provadime substituci

X =0(0) yi» X1 =¥ (D4.34;,,)
[kde v;,(t) # 0 pro t € («, B)] a dostdvame rovnici

xf,":lj) + aj+1,1(t) x_‘,'fl"_l) + ...+ aj+l,n—j(t) Xj41 = 0 , (D4.3.2}+ 1)

kiera ma feSeni

Vit1,0+1s Vj+1,0+20 -+ Vj+1,k 5 (D4.3.1;,,)
a plati
v+ 1,(f) = a‘-’;(ﬁ’—‘) () pro te(wf)i=j+1,...k, (D4.3.3;44)
i)

vj+1,7+1(t) # 0 pro te (o, B). Pfitom j = 1, 2, ..., k a v pfipadé rovnice (D4.3.24,)
jiZ nejsou dana 74dn4 feSeni.

(348)



UkdZeme, Ze v této situaci plati
wW(y1, 012,005 01) () 0 pro i=1,2,..,k, te(ap). (D4.3.5)

Z rovnic (D4.3.3;,,) odvodime, Ze je

v = v”J’[ij_J-H -[(v,+2,,+2 ...J‘v“)] pro i=j+1,..,k, (D43.6)

kde [q znamend vhodnou primitivni funkci k funkci g. Z (D4.3.6) pro j = 1 plyne
podle Dodatku 4.4, Ze je

W(V11, U125 oee 035) = V3,055 0537 o0y pro i=1,2,..,k, (D4.3.7)

a tak plati (D4.3.5).
Vysetfime jest& opagnou situaci. Pfedpoklddejme, Ze zndme feSeni (D4.3.1,)
rovnice (D4.3.2,) a Ze plati (D4.3.5). PoloZme

— W(”u, 012) vy = W(Un, cery Uu) W(Uu, ceey vx.i—z)
vil (W(Uu, cens U1.i—1))2
pro i=3,..,k. (D4.3.8)

V22

Pro j < i poloZme

u; = v, f[v,.ﬂ_,ﬂ Kvm,,” ...Jv,,)jl, (D4.3.9)

kde [z znamen4 (pevné& zvolenou) primitivni funkci k funkci z. Obdobn& jako (D4.3.7)
plati

W(0115 Uyzs -ees Uys) = V31057 053 . vy Pro i=1,2,..,k.
Z (D4.3.8) plyne indukci, Ze je
W(vu, Ulz, ee ey v”) = Uilv;;l see U“ ) pro i = 2) 3’ A ] k *

Z rovnice w(vyy, #;;) = W(vyq, v12) plyne w(vyy, uy; — v;;) = 0 a podle Dodatku
4.5 existuje &islo B,, € K takové, Ze je u;; = vy, + B21v;11. Indukci se obdobné
dokdZe, Ze existuji &isla B;; pro i > j tak, Ze plati

i-1

u!, = v” + Z ﬂuvlj pro i = 2, ooy k . (D4.3.10)
ji=1

Z (D4.3.10) plyne, Ze funkce u,; jsou feSeni rovnice (D4.3.2,); podle (D4.3.9) je

E(M) =0;49441 PrOo j=12,..,k—1,
dt\ vy

v, () #0 pro te(a, B), j=1,2,...,k, a proto vyjdeme-li ze soustavy Fedeni
Uy1> W12y -0 Uy, MilZeme na rovnici (D4.3.2,) k-krat pouZit postupu popsaného
v odst. 4.11.
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D4.3.1. Poznimka: Nechf k = n — 1 a nechf plati (D4.3.5). Rovnice
%, 4 ayx, = 0 (D4.3.2,)

ma feeni v,, = exp (—[a,,) a je v,,(t) + 0 pro 1€ («, B). Rovnici (D4.3.2,) miZzeme
zapsat ve tvaru

w03 (i) =

a vezmeme-li v tvahu substituci (D4.3.4,,,), miZeme rovnici (D4.3.2,) zapsat ve

tvaru
o 8) )

D4.3.2. Pozndmka: V. Jarnik dokdzal v préci [31], Ze plati tato Vé&ta: Nechf funkce
v (¢, B) = R maji spojité derivace do Fddu n, i = 1,2,...,k, k < n.

Polozme o(t) = col (v(t), b(t), ..., v~ )(t)). Nechtvektory v (1), i = 1,2, ... k,
jsou linedrné nezdvislé pro te(a, B). Potom mnoZina nulovjch bodii funkce
w(vy, ..., v;) nemd hromadny bod v (o, B), s = 1,2,..., k.

Dodatek 4.4. Necht funkce n: # - K, {,,(;,...,{;: F = K maji spojité
derivace do fadu i — 1. Z pravidel pro poéitani s determinanty lze odvodit, Ze plati

W(’]Cxa nlz.ens 'IC.‘) = '1'. W(Cu {2 eens C:) .

Dodatek 4.5. Necht funkce {,, {,, ..., {;+1: F — K maji spojité derivace
do fadu i a necht plati

W(Cl’ CZ’ ooy Cl) (t) # 0 pro te j > (D4.5.1)
w1, Las oo Livr) (1) =0 pro te f. (D4.5.2)

Potom existuji &isla a4, ..., a; € K tak, Ze plati
Givg = ol + 00 + .+ ol

Toto tvrzeni plyne ze skute¢nosti, Ze podle (D4.5.1) a (D4.5.2) {;, je feSeni
rovnice

4:1, oy C.i’ X
(w1 Lav - G171 R (D4.5.3)

C(li), sey Cgi)’ x(i)
(viz odst. 4.9) a {,, ..., {; je fundamentalni systém rovnice (D4.5.3).

Dodatek 4.6. Jsou-li vy, ..., v; feSeni rovnice

X® 4 ay () x™ D 4 ...+ af)x =0 (D4.6.1)
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a plati-li

w(y, ..., 0) (1) £0 pro te(a f), (D4.6.2)
muiZeme hledat feSeni x rovnice (D4.6.1) ve tvaru

x(f) = L) vy(t) + ... + L) vlt) pro te(a, B). (D4.6.3)
Funkee (y, ..., {, budeme hledat tak, aby jesté platilo

x(1) = £,(8) (1) + ... + 1) o)

pro i=12..,k-1, te(sf). (D4.6.4)
Funkci 3 zavedeme rovnici
x®(0) = 4,0 v P() + ... + L) (1) + K1) (D4.6.5)

Z rovnic (D4.6.3), (D4.6.4), (D4.6.5) plyne, Ze plati
Lo()  +...+ Lol =0,

....................................

L2 + ... + L) 2@ =0,

LWV + .o+ L) o) = 9(h) . (D4.6.6)
Podle (D4.6.2) a (D4.6.6) najdeme funkce ;: (¢, B) — K tak, Ze plati {(t) = y,(t) 3(s).
Snadno se zjisti, Ze funkce {; maji spojité derivace do fddu n + 1 — k a Ze funkce
y; a 8 maji spojité derivace do fddu n — k. Derivovanim rovnice (D4.6.5) zjistime,
Ze je

x*HO() = £, () o) + ...+ GO V() + Shaa,1(0) (1) + 8(h),

k
kde 8y44.4(t) = Y 7.(t) v®(t), a postupn& odvodime
r=1

xD(t) = £4() v2(1) + ... + () v2(1) + 840(2) (1) + Sia(0) (1) + ... +

+ 8;1-k=1() 947* V(1) + 898(1) pro i=k+ 1L,k +2,..,n, (D4.6.7)
kde pro funkce ,/(t) plati vzorce obdobné vzorci pro d41,:(t). Funkce 6;; maji
spojité derivace do fadu n — k, funkce 8;, maji spojité derivace do fddun — k — 1
atd. Dosazenim rovnic (D4.6.4), (D4.6.5) a (D4.6.7) do (D4.6.1) dostaneme homogen-
ni rovnici f4du n — k pro 9, jeji koeficienty jsou zndmé funkce [&leny, které obsahuji

funkce {(t), se zru¥i]. Ke kaZdému fedeni 9 této rovnice najdeme funkce ¢;, {; a pak
feSeni x rovnice (D4.6.1) ur&ime podle vzorce (D4.6.3).

Dodatek 5.1. Nechfje A = ((4,;)) € M,. Z definice determinantu plyne, Ze je
det (U — A)) = A" — a2 + a2 — .. + (1) a,; (D5.1.1)
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pfitom je

A A,
a, = A“, a, = z i ij s
' Zr: S A Ay
Aiia Aija Aik

as = Z Aj,-, Ajj’ Ajk yeeey Ay = det ((Alj)) .
fi<k Akl" Akja Akk
Mnohoclen na pravé strané se nazyva charakteristicky mnohoclen matice A. Rovnice
A—a "+ a -+ (-1)a,=0 (Ds.1.2)

se nazyva charakteristickd rovnice. Kofeny charakteristické rovnice se nazyvaji
charakteristickd (nebo vlastm’) ¢isla matice A. Necht A je vlastni Cislo; vektor
yeK", y + 0, se nazyva vlastni vcktor (patiici k 1), je-li

A-ay=o0.

Dodatek 5.2 Hurwitzova véta: Nechfa;e Rproi =0,1,2,...,n,ay > 0.
PoloZme a; = 0 pro i > n a sestavme determinanty

oy, g, O
4, = A, = oy, %o Ad. =
1 = 01,4, = o o ’ 3 = | A3, U3, Oy [9eees
2y 43
Xss g, O3
al’ Go» 0, 09 s 0
as, o, ay, dos ’ 0
4, =

.............................

Uap—15 O2p-25 X2p-35 X2p—45 25 %y
Nutnd a postacujici podminka, aby pro kaZdy koren A rovnice
aolu + alln_l + cee + a,, = 0

platilo Re 1 < 0,jed;, >0,4, >0,...,4, > 0.
Dukaz lze najit napf. v [12], kap. 2, §9.

Dodatek 5.3. Necht X je linedrni prostor nad K. MnoZina Y = X se nazyva
linedrni podprostor (v X), jestliZe plati:

Jellix,ye Y, AeK, pakje téZ x + y,Axe€ Y.

Necht Y3, Yy, ..., ¥; jsou linedrni podprostory, Y; Y, = {0} pro i * j.
MnoZina takovych x € X, k nimZ existuji y; €Y, y,€Y,, ..., ;€ Yy tak, Ze je
X =y; + y2 + ... + Y se nazyva pfimy soucet podprostorit Yy, Ys, ..., Y a znali
se, + L+ ...+ Y

Jedi Ujc Y, pro i=1,2,...,k, potom Uy + U, + ... + U, znamend
mnoZinu takovych u € X, k nimZ existuji u, €e Uy, u, e Uy, ..., u € U, tak, Ze je
u=1u; +u;+ ...+ 4.
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Dodatek 8.1. Diikaz Vé&ty 8.1.4: Bez ztrity na obecnosti midZeme pfed-
pokladat, Ze je Re A; < Re 1, < ... £ Re A,. Zvolme &islo Te (a, b) tak, aby bylo

f ZKM%M<i-moj=lem. (D8.1.1)
k=1 2n

Zvolme i€ {1, 2, ..., n}. Necht I = I(i) je takové pfirozené &islo, Ye je
Rei; < Rel; pro j<I(i),
Rel; 2 Rel; pro j=[i). (D8.1.2)

Budeme hledat feSeni z = col (zy, z,, ..., z,), z: T, 00) = K", soustavy integralnich
rovnic

zj(t) = o, e —j e MDY Culs) zi(s)ds pro j = I(i),
k=1

t

t n
zj(t) = j e‘l(""kZle,‘(s) z(s)ds pro j < I(i), (D8.1.3)
r <
kde 6‘, = 0 pl‘oj 4: i, 5“ = 1.

Derivovanim soustavy (D8.1.3) se pfesv&d&ime, Ze spliiuje-li funkce z soustavu
(D8.1.3), spliiuje také rovnici (8.1.14). Véta 8.1.4 bude tedy dokdzéna, dokdZeme-li,
Ze soustava (D8.1.3) mé fe3eni a Ze plati (8.1.15) pro 41 = z. K tomuto cili poloZme

z(t) =e** qt) pro j=1,2,...,n. D8.1.4
| i

Soustava (D8.1.3) pfejde v soustavu

at) = & —f e WmRCTNN Cu(s) qifs)ds pro j = (i),
k=1

t

t n
ai) = [ 05 €45 ae) o
T k=1
pro j<l(i), te(T, o). (D8.1.5)
Reseni soustavy (D8.1.5) najdeme metodou postupnych aproximaci. Polozime

q]l(t)=5lj pro tE(T; 00), j=1,2,...,n,

qym+1(t) = 0y "J

e~ (=20(s=1) Z Cﬂ(s) qm(s) ds pro j= l(l) ’
k=1

t

t n
‘11,m+1(t) =J‘ e(u-la)(t—s)kzlcﬂ(s) qm(s) ds
T =

pro j<Il(i), teT,b). (D8.1.6)
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Indukci se pfesvéd&ime, Ze plati nerovnosti
Iqjm(t)‘ g 2 ’ lqj,m+1(t) - qjm(‘)' é 2-m+l pro m = 1; 2’ 3, ooy
j=1,2.,n, te(T, ). (D8.1.7)
Polozme g/(t) = lim q,,(t). Z (D8.1.7) plyne, Ze tyto limity existuji, Ze je
m=>

|a,)| = 2 (D8.1.8)
a Ze funkce g;: (T, o) - K spliiuji soustavu (D8.1.5). Je-li j = I(i), plyne z (D8.1.5),
Ze je

lim g,t) = 5, (D8.1.9)

t—* 00

nebof je

limjm Z |Cu(s)|ds = 0.
¢ k=1

| Sud- ]

Oznalme 7 = 7(t) = (T + )2 pro t = T. Je-li j < I(i), dostivame z druhé z rovnic
(D8.1.6) az (D8.1.8) odhad

T n t n
;1) = f eMm 0= 3 )| C 1 (s)| ds + f 2 |Cals)|ds
T k=1 k=1

14

) Icik(s)l ds.

t n
'(')k =1

o0 n
< eu,-m(:-r)ﬂf 2kzllcjk(s)| ds + 2'[
r k=

ProtozZe lim 7(f) = o, je

t—* o

limJ” i|c,k(s)| ds=0,

=+ | (k=1
a tedy lim g,(f) = 0. Vzhledem k (D8.1.4) plati (8.1.13) a (8.1.14). Véta 8.1.4 je
dokézé;;:o

Dodatek 9.1. DokaZeme, Ze plati
D9.1.1. Véta: Necht Q je matice typu (r, s) s prvky v K, w € K". Rovnice

Ox=w
md FeSeni prdvé tehdy, je-li (w, ¥) = 0 pro kaZdé FeSeni y rovnice
Q*y =0.

Dikaz: Polofme % ={Qx|xeK*}, ¥ ={yeK|Q*y=0}, Z=
= {zeK'|(z,y) = Oproye ¥}.Je(Qx, y) = (x, @*y) = Oproy e ¥, tedy #" = Z.
Jedim# =rank Q,dim% =r —rank Q* =r —rank Q,dimZ =r — dim¥% =
= rank Q, tedy je ¥ = £ a Véta D9.1.1 je dokdzana.
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Dodatek 9.2. Naznadime, jak Vé&ta 9.5.4 plyne z vysledkd odst. 6.4 knihy
[72]. V prostoru C® zavedeme skalarni souéin rovnici

CORYECECHE

normu prvku x € C'” definovanou pomoci skalirniho sou¢inu budeme znagit |x|,,
tedy 7

B 1/2
x> = [f |x(t)|2 dt:| , zatimco |x|| = sup |x(t)l
a te(a,B>
Nechf pro x € C® znamena Kx = y funkci definovanou rovnici
8
W) = J x(t, 7) x(t) dz .

Z (9.5.11) se odvodi, Ze y(t) je definovano pro te {«, B> a Ze funkce y je spojitd,
a snadno se téZ ukaZe, Ze zobrazeni K: C'® — C® je linearni, tj. K je linearni opers-
tor. Necht je |x(z, 7)| £ 7 pro (¢, 7) € #. Ze Schwarzovy nerovnosti plyne, Ze je

ot <[ o] [ [ore]

< 5[j5|x(t)|2dt]1/2, kde & = y(B — a)*'2. (D9.2.1)

Odtud plyne |y|, < 6(8 — «)'/?| x|, a tedy operator K je omezeny vzhledem k nor-
m¢ ||.||,. Pomoci (9.5.12) se snadno zjisti, Ze operdtor K je symetricky. Zbyva jesté
ukézat, 7e operator K je kompaktni vzhledem k normé |.|, tj. mdme dokazat, Ze
plati tvrzeni:

Je-li 6eR, x,€C®, y;=Kx;, |[xi|2=06 pro i=1,2,3,..,

pak existuje y € C'? a vybrand posloupnost y;, tak, e

|ye, = yl2 = 00 pro j - co. (D9.2.2)

(D9.2.2) je zfejmym diisledkem téchto dvou tvrzeni:
Je-li UERa X € C(O)r yi= Kxi’ "xluz é G pro i= 1’ 25 3’ LERH)
pak existuje y € C© a vybrand posloupnost y,, tak, %e

Iy, = | = 0 proj — . (D9.2.3)
Jelli z;, zeC®, j=1,2,..., |z; — z| » 0 pro j - o, pak
lz; = 22 = 0 proj — co. (D9.2.4)

Dikaz tvrzeni (D9.2.3) lze provést takto: Podle (D9.2.1) je [yi]| < yo
pro i = 1,2,.... Podle Schwarzovy nerovnosti je

w@»—nmnéwamﬂ—meWdﬂmwwz
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a z (9.5.11) Ize odvodit, Ze y; i = 1,2, ..., je posloupnost stejné spojitych funkci.
(D9.2.3) plyne z Arzeldovy-Ascoliovy véty (viz Dodatek 10.1).
Dikaz tvrzeni (D9.2.4) je snadny.

Je tedy K linedrni symetricky kompaktni operdtor a Véta 9.5.4 plyne z Vét
6-4-B a 6-4-D(a) knihy [72].

Dodatek 10.1.

D10.1.1. Definice: Necht # < R je interval, u!): # > K" pro i=1,2,3,....
Funkce u!, i = 1,2, ..., jsou stejné omezené, existuje-li takové &islo x € R, Ze plati

[6¥)| €% pro i=1,2,3,..., tef. (D10.1.1)
Funkce u') jsou stejné spojité, jestlize ke kazdému &islu ¢ > 0 existuje § > O tak, ze

plati

[ut(t,) — ut(,)| s e, (D10.1.2)
jakmile ty, t, € £, [t, — 12| S6,i=1,2,3,....
D10.1.2. Véta (Arzeliova-Ascoliova): Necht # je omezeny interval a necht' funkce
ulll; # 5 K" i=1,2,..., jsou stejné omezené a stejné spojité. Potom z posloup-
nosti ut*) yt2) 4Bl Ize vybrat posloupnost stejnomérné konvergentni.

Diikaz: Sefadme mnoZinu raciondlnich Cisel z intervalu # v posloupnost
ri, I3, T3, .... ProtoZe plati (D10.1.1), mdZeme z posloupnosti uf'], 423, 413, .,
vybrat posloupnost

ulttd 121,031 (D10.1.3)
tak, aby konvergovala v bod& ry. Z posloupnosti (D10.1.3) vybereme posloupnost
w211 0221 yL231 (D10.1.4)
tak, aby konvergovala v bod& r,. [Pfirozen& posloupnost (D10.1.4) konverguje

i v bod& ry.] Po k krocich tak vybereme posloupnost

u[ll], u[kZ]’_ u[lzJ]’

ktera konverguje v bodech ry, r,, ..., 1. Diagondlni posloupnost
ult1d (221 40331 (D10.1.5)

konverguje ve viech bodech Fis T2 I3y een s

Zvolme & > 0 a nechf § je ur€eno z podminky (D10.1.2). Existuje pfirozené
&islo 1 tak, Ze kaZdy bod t € # m4 od n&kterého z bodu ry, rs, ..., r; vzdilenost mensi
nez §. ProtoZe posloupnost (D10.1.5) konverguje ve vSech bodech ry, rs, 73, ...,
existuje &islo m tak, Ze je

[(r) — u'(r)| S & pro i,jzm, k=12,..1.
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K libovolnému t e # existuje ke (1,2, ..., ]) tak, Ze je |t — | < &, a tedy je

42 ~ O] < u0) ~ wKr)] + ) = Y] +
+ [t — w0 < e + e +e.
Odtud plyne
Jut2(e) — uF o) < 3e, (D10.1.6)

jakmile j,i 2 m, te #. Posloupnost ut//)(z), j =1,2,3,..., je cauchyovskd pro
te #, tedy existuje u(f) = lim ut’)(f) a podle (D10.1.6) plati [jut"Xz) — u(t)| < 3¢
Fad

pro te #, i = m. Posloupnost (D10.1.5) je stejnom&mn& konvergentni v # a Véta
D10.1.2 je dokdzéana.

Dodatek 10.2. V tomto dodatku dokaZeme Vétu 10.2.1. Nejdfive vsak
dokdZeme, Ze plati

D10.2.1. Vé&ta: Necht mnofina H < R" je kompaktni. Necht L je kladné dislo.
Necht mnofina P, je kontinuum, P, «c H pro k 2 L, k=1,2,3,.... Necht P je
mnoZina takovych p € H, Ze existuje posloupnost prirozenych disel k; takovd, e je
lim k; = o, a posloupnost bodit p*? e P,, tak, Ze je p = lim p™*J. Necht plati

i~ i+

P < P, pro k = L. Potom P je kontinuum.

D10.2.2. Poznimka: Ve V¢&t€é D10.2.1 lze pfedpoklad, Ze mnozina H < R" je
kompaktni, nahradit pfedpokladem, Ze H je kompaktni metricky prostor.

Diikaz Véty 10.2.1: MnoZina P je zfejm& neprazdna. Nechf je p/? € P pro
j=1,2,..., p = lim pUL Podle definice mnoZiny P ke kaZdému j existuje pfirozené

j=o
gislo s; a bod k1 e P, tak, Ze jes; > j, [pY? — B9 < 1fjproj = 1,2,.... Proto je

p = lim Y} lim s; = oo, a tedy je p € P. Dokézali jsme, 7e mnoZina P je uzaviena.
j= o Jj=w
Piedpoklddejme, Ze mnoZina P neni souvisld. V takovém piipadé existuji

neprazdné uzaviené mnoZiny W, W, takové, Ze e P=W, U W,, W, n W, = 0.
Je-liye R", C = R", C # 0, necht d(y, C) znamena vzdélenost bodu y od mnoZiny
C, tj. d(y, C) = inf {||ly — ¢ | ¢ C}. ProtoZe pro k = 1,2, ... je P = P, a protoZe
mnoZiny P jsou souvislé, existuji body p™* e P, tak, ze je d(p™, W,) = d(p™, W,);
v opa¥ném pfipad& by mnoZiny

Wi = {x € P| d(x, W) < d(x, W2)} , '
WZk = {x € Pkl d(x, Wl) > d(x, Wz)}

byly uzaviené a platilo by W,, U W,, = P;, Wy, 0 Wy, = 0, tj. mnoZina P, by ne-
byla sousisl4. ProtoZe je P, = H a mnoZina H je kompaktni, lze z posloupnosti pt*}
vybrat konvergentni posloupnost pt*s), Nechf je p = lim pt*/), Podle definice mnoZiny

fad
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P je p € P. Snadno lze ukézat, Ze je d(p, W;) = d(p, W,). Tedy plati bud

d(p, Wl) = d(p, Wz) = 0 > (Dlo.z.l)
nebo
d(p, W,) = d(p, W3) > 0. (D10.2.2)

Kdyby platilo (D10.2.1), bylo by p € W; n W, (nebot mnoZiny W;, W, jsou uzaviené)
a to by odporovalo podmince W; n W, = 9. Kdyby platilo (D10.2.2), bylo by
p¢ W, U W, a to by odporovalo podmince P = W; U W,. Proto mnoZina P je
souvisla. Véta D10.2.1 je dokazéna.

Dikaz V&ty 10.2.1: Necht je ddno (to, X) € G. Zvolme &isla d,, 5, > 0 tak
jako v Poznamce 10.1.2, tj. tak, aby bylo

O(to, X, 64,20,) = G, 2x6y < 6,,
kde
» 2 max {|f(t, x)| | (1, x) € Q(to, %, 5y, 25,)} .

Nechf funkce w: (0, 20, + 25,> = R ma stejny vyznam jako v dikazu Véty 10.1.1
[ti. je neklesajici, plati (10.1.7) a lim (&) = 0]. Nechf &, k = 1, 2, ..., jsou takovd
nd!]

disla, Ze plati

& > (0(251(1 + x) k_l), lim & = 0.
k- o

Ziejmeé existuje takové kladné &islo L, Ze plati

20,(ex +%) <6, pro k=L.
Abychom dokézali Vétu 10.2.1, mame dokdzat, Ze mnoZina 7°({, s, y) je kontinuum
jakmile plati (10.2.1). Pfitom se omezime na pfipad, Ze je s < { (pfipad s > { je
obdobny, pfipad s = { je zfejmy). Nechf tedy plati (10.2.1) a s < {. Nechf k = L
je pfirozené &islo. Pro I = 0, 1, ..., k poloZme s,y = s + I({ — s)[k. Zvolme vektory
g'" e R” tak, aby bylo ||g'"| £ & pro I=0,1,...,k — 1, a funkci z: <5, {) = R"
definujme takto:

2(t) = y + (t — s10) [/ (5105 ¥) + g[0]] Pro s =<t = S,

2(t) = 2(si)) + (¢ — sw) [f(swr 2(s51)) + 9] pro sq <t = se1415

1=1,2,..k—1. (D10.2.3)

(Felli g =0pro I =0,1,...,k — 1, { = ty + &y, je graf funkce z &ist Eulerovy
lomené &ary. Jak ukéZeme, funkci z lze povaZovat za pfibliZzné feSeni rovnice 10.1.1.)

Abychom dokdzali, Ze vzorce (D10.2.3) maji smysl, musime dokdzat, Ze
S(sxs> 2(si1)) je definovdno pro I = 0, 1, ..., k — 1; proto dokédZeme, Ze je

[2(t2) — =(t)| S (% + &) (t2 — t;) pro t,t,€<s, 8> (D10.2.4)
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a specialné .
lz2®) =y S (x + &) (t —s) pro tels, (. "~ (D10.2.5)

(D10.2.4) ziejmé plati pro t,, t; € {540, 5i1>. Je tedy podle (D10.2.5) [|z(ss) — ¥]| <
< (¢ + &) (£ = s)[k = (x + &) 28, < 8, tedy je [f(ser, Z(se))]| S %

Odtud plyne, Ze (D10.2.4) plati na ntervalu (s, s;,>. Obdobn€ se dokiZe
(indukci), Ze (D10.2.4) plati na intervalu (s, s, pro I =1,2,..., k; tedy plati
(D10.2.4) i (D10.2.5).

Necht Z, je mnoZina vSech takto zavedenych funkci z a nechf pro I =
=0,1,2,..., kje Z(k)l) = {z(su)| z € Z,}. Abychom dokazali, e mnoZina ¥"({, s, )
je kontinuum, poloZime P, = Z(k, k) prok = 1,2, ..., H = B(y, J,) a uzijeme Véty
D10.2.1; nejdfive oviem ukdZeme, Ze jsou splnény pfedpoklady Véty D10.2.1. Zfejmé
je Z(k,0) = {3}, Z(k,1) = B(y + f(5, ¥) ¢ — s) k™%, &({ — s) k~*) a indukci se
dokaze, Ze pro kazdé 1 = 0, 1, ..., k — 1 plati

Z(k, 1+ 1) = U {B(u + f(se1 u) (€ — ) k™%, &l — ) k™ 1) ue Z(k, 1)} .
(D10.2.6)

Mnoziny Z(k,I), 1 =0,1,..., k, jsou zfejm& neprézdné. Z (D10.2.5) plyne, Ze je
2{k 1) < By, (¢ + 5) (¢ - 9) < B(y, ) = .

MnoZziny Z(k, 0), Z(k, 1) jsou zfejm& uzaviené a ze vztahu (D10.2.6) Ize dok4-
zat indukci, Ze mnoZiny Z(k, I) jsou uzaviené pro I = 0, 1, 2, ..., k.

Dokézeme, %e mnoziny Z(k,1), 1=0,1,...,k, jsou souvislé. MnoZiny
Z(k, 0), Z(k, 1) zfejm& jsou souvislé (nebot jsou konvexni). Pfedpokladejme, Ze neni
pravda, Ze viechny mnoZiny Z(k, ),1=0,1,..., k, jsou souvislé. V takovém p¥ipad&
existuje pfirozené &islo j, 1 £ j < k — 1, tak, e mnoZina Z(k, j) souvisl4 je a mno-
Zina Z(k, j + 1) souvisld neni. Existuji tedy neprazdné uzaviené mnoZiny W,, W,
tak, Ze je Wy U W, = Z(k,j + 1), W, 0 W, = 0. Nechf W, je mnoZina takovych
u € Z(k, j), Ze je

u+ f(sijyu)((—s)k™teW, pro i=1,2.

ProtoZe funkce f je spojitd, jsou mnoZiny W; uzaviené (vzor uzaviené mnoZiny pfi
spojitém zobrazeni je uzavfeni mnoZina) a zfejm& plati W, u W, = Z(k, j),
WMinW,=0. Jeli ueW, je Bu+f(s,u)((—s)k el —-s)k)eW,
[nebot koule B(x, 8) je souvisld]; kdyby napt. mnoZina W, byla prazdna, bylo by
Z(k,j) = Wy, Z(k,j + 1) = Wy, W, = 0, a to neni moZné. Je tedy W, & 0 % W,.
To viak znamen4, Ze mnoZina Z(k, j) neni souvisl a to odporuje vlastnostem &isla j.
Dokazali jsme, Ze mnoZiny Z(k, 1), I = 0, 1, ..., k, jsou souvislé. Tedy mnoZiny Py
jsou kontinua. g

Necht w: (s, {) = R" je feSeni rovnice (10.1.1), w(s) = y. Nechf k je ptiro-
zené Cislo. Funkci v;: s, {) — R" definujme takto

ol(t) = wsi)) + (¢ = ser) (et 15 —5e0) ™2 [W(S,041) — W(sis)]

pro sklétésk,l+l, 1=0, l,.-.,k—l.
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UkdaZeme, Ze plati
neZ, pro k2L. (D10.2.7)
Je vy(sr) = w(sy) pro I = 0, 1, ..., k. PoloZme

" = (sepe1 = si) 7 [W(siae 1) — w(sa)] — S (s wlsu))]

pro I=0,1,..,k—1.

Je

M = (se,141 — S)”! r”“[f(“, w(1)) — f(su> v(ser))] d .
Podle (10.1.7) je )

Hf(fa W(T)) - f(skh vk(skl))" = a)(l‘t - Skll + ”w("") - W(SH)") =

< o(20,[1 + %]) < &, (D10.2.8)
tedy je

159] < & (D10.2.9)

a tak plati (D10.2.7). ProtoZe w je libovolné feSeni rovnice (10.1.1) spliiujici podminku
w(s) = y, plyne z (D10.2.7), Ze plati

v s,y) = Z(k,k) pro k2= L. (D10.2.10)
Poloime P, = Z(k, k) pro k = 1,2, ... a definujme P jako ve V&t& D.10.2.1. Je
V(s y)csNP,cP. (D10.2.11)
k2L

UkazZeme, Ze také plati
Pc7v(sy). (D10.2.12)
Necht je p € P. Potom existuje posloupnost pfirozenych &isel k; a bodi p* € P, tak,
Zeplatilim k; = oo, lim p™* = p. Necht z*? € Z,, je takové funkce, Ze plati z*({) =
i i~
= pt*. Vzhledem k (D10.2.4) a (D10.2.5) miZeme z posloupnosti k; vybrat takovou
posloupnost, kterou oznacime m;, Ze funkce 2" konverguji stejnomérmné na s, {D.
Polozme u(t) = lim z2'™/(t). Pro zjednoduSeni pime r misto m; Nechf je
i

1€{0,1,...,r — 1}, te {5, 5,141 Z (D10.2.3) odvodime [indukei podle 1], Ze je
-1
2Y1) = y + ¥ Sl 2%ssy) + 671 (¢ = 9fr +
j=0

+ [f(sr 2 sn)) + 611 (1 = 5) -
Plati tedy

)=y + J'f(t, ZMY(z))dr + g(r, 1), (D10.2.13)
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kde

o) = 3 [ o 295) 1 2] e+

rd

¥ ,[ " [fls 25 = S(e, 2] deo+

-1
+ Y g - s)r + gt - 5,).
j=o

Je [viz (D10.2.8)]

la(r, 9] é;gsr(sr.fﬂ = 5;) + &t = 5n) +§;€,(C = s)fr +

+ et —5u) 2(( —s)e, pro tels ().

Limitnim pfechodem pro j — oo v (D10.2.13) (je r = m;) dostavame
t
u(i) = y + f 1z, () de .
s

Je tedy u feleni rovnice (10.1.1), u(s) = y. Je téz u({) = p = lim p"*, a tak je
j=w
pe ¥ ({, s, y)a(D10.2.12) plati. Z (D10.2.11) a (D10.2.12) plyne, Ze je
V(C,S,Y)=PCP,‘ pro kgL.

Vsechny pfedpoklady Véty D10.2.1 jsou splnény. Podle Vé&ty D10.2.1 mnoZina
P = ¥'({, s, y) je kontinuum. Tim je dokon¢en ditkaz Véty 10.2.1.

Dodatek 10.3. V tomto dodatku dokdZeme Vé&tu 10.2.5. Obdobné jako
v dikazu Véty 10.2.1 budeme se zabyvat jen pfipadem, Ze je s < {. Jidro dikazu
je obsaZeno v nasledujici vété:

D10.3.1. Véta: Necht je (t,, X)€ G a necht ¢isla 84,6, > O spliuji podminky
= Pozndmky 10.1.2. PoloXme 6, = 6,[2, 6, = 0,/2. Necht je (s, y) € Q(to, %, 8;, 3,),
s<§& <& Sty + 8, vedV (&g s, ¥), potom existuje FeSeni u rovnice (10.1.1)
takové, Ze je u(£;) = v, u(&;) € 0¥°(&y, s, ¥).

Dilkazu Véty D10.3.1 pfedesleme tii pomocné véty.

D10.3.2. Pomocni véta: Nechf je A = R". Potom je 0A = )(R* — A).
Diitkaz: Pomocnd véta D10.3.2 plyne bezprostiedné z definice mnoZiny 0A.

D10.3.3. Pomocnd véta: Necht je A< R", a;e A pro i=1,2,..., aeR"— A
a necht platilim a; = a. Potom a € 0A.

i+

Dukaz: To je zfejmé, nebot a nemiZe byt vnitfnim bodem mnoZiny R" — A.
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D10.3.4. Pomocni véta: Nechf je Ac R, D<R", DnA+0+ Dn(R" - A),
D n 0A = Q. Necht mnoZina D je uzaviend. Pak mnoZina D neni souvisld.
Dikaz: Polozme Wy = DN A, W, = D n(R" — A). ZtejmEje Wy N W, =
= (, W, u W, = D. UkdZeme, Ze mnoZina W; je uzaviend. V opa¢ném pfipadé by
existovala posloupnost bodl a; € W; a bod a € R — W, tak, Ze by platilo a = lim a,.

i=+®

ProtoZe mnoZina D je uzaviena, je a € D, a protoZe je ae R® — Wy, je ae R" — A.
Podle Pomocné véty D10.3.3 je a € 84, tedy a € D n 04 a to odporuje pfedpokladu,
Ze je D n 0A = 0. UZitim Pomocnych vét D10.3.2 a D10.3.3 se obdobné ukiZe, Ze
i mnoZina W, je uzaviena. ProtoZe mnoZiny W;, W, nejsou prazdné, mnoZina D neni
souvisld. Pomocna véta D10.3.4 je dok4dzana.

Dikaz VéEty D10.3.1: Necht w: s, £,) = R" je takové feSeni rovnice
(10.1.1), Ze je w(s) = y, w(&,) = v. Je oviem w(¢,) € V(¢4 8, 9).

Podle Véty 10.1.1 je |w(z) — %| < 25, pro T e s, £,), a proto je

[ 1wy as

tedy [[w(&;) — %[ = [w(&2) = | + |y — | < ;. Protoze je w({;) € 0¥ (E2, 5, ¥),s
existuje posloupnost bodit e R — ¥7(¢,, 5, y), i = 1, 2, ..., takova, Ze je w(&;) =
= lim o). ProtoZe je [w(¢,) ~ %| < 6,, mZeme bez ztrity na obecnosti pfedpo-

"W({z) -y " =

é 251% = 517{ < 52/2 )

i
kladat, e je [[v') — %[ <6, pro i =1,2,.... Podle V&ty 10.1.1 existuji FeSeni
q": {ty — 6y, to + 61> — R" takova, Ze je ¢V'Y(&,) = v pro i = 1,2, ...; pfitom je

”q[i](,r) _ g" <25, pro te {to — 81, to + 9,) . (D10.3.l)
Je tedy
. i f2 .
lg"(t2) — 4" (t)| =< ||J f(z, ¢(z) de| S x|t — 14
ty
prO tl, t2 € <t0 - 61, to + 51> > i = l, 2, cee e (D10.3.2)

UkaZeme, Ze je
g (&) ¢ (€5, y) pro i=1,2,.... (D10.3.3)

V opatném ptipad€ by existovalo ptirozené &islo j a feSeni p: <s, ;> — R" rovnice
(10.1.1) takové, Ze by bylo p(s) = y, p(¢,) = q")(¢,). Definovali bychom feSeni z
rovnicemi z(f) = p(f) pro t e (s, &,), z(t) = qYXt) pro t € (&,, &, a existence FeSeni z
by znamenala, Ze je qVY¢,) = v e ¥ (&, s, y); to viak neni moZné, tedy (D10.3.3)
plati. ProtoZe plati (D10.3.1) a (D10.3.2), Ize podle Arzelaovy-Ascoliovy véty z po-
sloupnosti gt vybrat stejnom&rné konvergentni posloupnost gt). PoloZzme

g(t) = lim ¢"(t) pro telto — dy, to + 61>

j=o

Také posloupnost sloZenych funkei (7, ¢"(7)) prom&nné te <ty — &y, to + ;)
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konverguje stejnomérné k funkci (7% ¢(7)); limitnim pfechodem pro j — o v rovnici

ot

qUX1,) = qﬁ,](tl) +J zf("-', g"N(z))dr pro t,,t,ety — Sy, to + 01D

t

odvodime, Ze plati
12
q(t2) = a(t;) + f f(z, q(r))dz pro t;, 1, €<to — Sy, 1o + 61D .
131

Funkce g je tedy feSenim rovnice (10.1.1) a je g(&;) = v. Je bud g(&;) € ¥ (¢15 5, ¥)
nebo je g(&,) ¢ 7' (¢4, s, y). Podle (D10.3.3) g(¢,) nemiiZe byt vnitinim bodem mno-
ziny ¥ (&, s, y). Je-li tedy q(&;) € ¥ (€1, 5, V), je a(1) € 077 (&4, 5, y) a poloZime-li
u = q|, .0y tvizeni Véty D10.3.1 je splnéno. Je-li q(¢,)¢ ¥ (¢y 5, ¥), uZijeme
Pomocné véty D10.3.4, kde polozime 4 = ¥(&y,5,y), D = ¥ (&, &3, v). Podle
Véty 10.2.1 je D kontinuum; dile je w(¢;) € A n D, q(&;) e (R* — A) n D. Podle
Pomocné véty D10.3.4 existuje € A N D a tedy existuje feSeni u: {{;, £&,> - R"
takové, Ze je u(&,) = v, u(&,) = D€ 0¥ (¢4, 5, y). Véta D10.3.1 je dokazéna.

D10.3.5. Pomocna v&ta: Nech? je (to, X) € G, necht ¢isla 6,, 6,, % spltiuji podminky
z Pozndmky 10.1.2. Necht je 8, = 5,2, 8, = 6,/2, (s, ¥) € Q(to, %, 61, 82), s <1 <
< to + 8y, necht b je vnitini bod mnoziny ¥"(1,s, y). Potom existuji ¢isla 8;,8, > 0
tak,Zejen + 8, < to + 8;,#8, < 8, a %e B(b,8,) = ¥ (4,5, y) proAeln,n + §,).

Diukaz: Nechf g:(s,n> — R" je feSeni rovnice (10.1.1), g(s) = y. Plati
(viz 10.1.4))

la(m) — y|| = <x28, <6,02,

J‘: 1z, q(x) dr

la(n) — % < [la(n) — y] + |y — %| < 62.Tetedy ¥ (n, s, ) = B(%, ). Protoze b
je vnittni bod mnoziny ¥ (1, s, y), existuje takové w > 0, Ze je B(b, ®) = ¥"(n, 5, y).
Poloime §, = o[2 a zvolme 8, > 0 tak, aby bylo n + 8, < to + 8, x6; < §,.
Ztejmé je B(b, 8,) = ¥ (n, s, y). Necht je n < A < n + 8,, xe B(b, 5,). Protoze je
B(b, ;) < B(%, 8,), A€ {ty — 84, ty + 8,), existuje feleni p: {ty — 8y, to + 6> = R"
rovnice (10.1.1) takové, Ze je p(4) = x. Je |p(2) — p(n)| < [f7/(z p(z)) dz| =
< %81 < 83 |p(n) — b| £ |o(n) — x| + |x — b| < 28, = o, tedy p(n) € B(b, w) =
< ¥(n, s, y), a proto existuje takové feseni u rovnice (10.1.1), Ze je u(s) = y, u(n) =
= p(n). Funkce z, definovand rovnicemi z(f) = u(t) pro te<s, 1), 2(t) = p(t) pro
te (n, Ay je feSenim rovnice (10.1.1), a proto je x € ¥'(4, s, ). Je tedy B(b, §,) =
< ¥°(4, s, y) a Pomocna véta D10.3.5 je dokdzana.

Dikaz Véty 10.2.4: Necht je (to, ¥) € G. Cisla &, §, necht maji stejny
vyznam jako ve V&€ D10.3.1. Necht je (s, y) € Q(to, %, 81,85), S <L Sty + 6y,
ve 87 (¢, s, ). Mame dokézat, Ze existuje takové feSeni w: s, {> — R" rovnice
(10.1.1), ze plati w(s) = y, w({) = v, w(t) e 3¥°(t, s, y) pro te (s, {). Zfejm¥ stali,
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dokédZeme-li, Ze je

w(t)ed¥'(t,s,y) pro te(s, (). (D10.3.4)
Necht j je celé &islo, j > 1. Polozme o(j, k) = s + k27/({ — s)prok =0, 1,..., 2.
Sestrojime feSeni wUl: (s, {> — R"rovnice (10.1.1) takové, Ze je wX(s) = y, wi}(() =
< v, wYo(j, k)) € 3% (o(j, k), 5, ) pro k = 1, 2, ..., 2/ — 1; podle Véty D10.3.1 fe-
Seni w1 najdeme nejdfive na intervalu (a(j, 2/ — 1), o(j, 2/)), potom je uZitim téze
véty roziifime na interval <a(j, 2/ — 2), o(j, 2/)) atd. Je

wiil(ty) — wiil(t,) = f "I wi(z))dr pro ty, €48, 0D (D10.3.5)
odtud dostdvame, Ze je "

W (t2) = wiKt)| S #|t; = ¢y pro 1y, 1645, 0D
Podle Arzeldovy-Ascoliovy véty lze z posloupnosti W, j = 2, 3, 4, ..., vybrat stejno-
mérn& konvergentni posloupnosti wW49, Polozme w(f) = ilir: wid(f) pro te (s, {).

Posloupnost sloZenych funkei f(z, w/9(z)) proménné t konverguje stejnomérné
k funkci f(7, w()). Pifeme-li v (D10.3.5) j; misto j a provedeme-li limitni pfechod
pro i — oo, dostdvame, Ze plati

wlt) =) = [ S e pro 15D,

tedy w je feSeni rovnice (10.1.1). Zejm& je w(s) = y, w({) = v. ProtoZe je

o(l, m) =o(r +1, 2’m) pro =23 .., m=0,1,...,2", r=0,1,2,...,
je

WU'](O’(I, m)) = w”‘](a(j‘, 2Iu—lm)) € a’V(o’(l, m)’ s, y) ,
jakmile je j; > I. Protoze mnoZina ¥ (o(l, m), 5, y) je uzaviena, je

w(o(l, m)) € 8% (a(l, m), s, y) (D10.3.6)
prol=23,..,m=0,1,..,2".

Je w(t)e ¥ (1,5, y) pro te(s,{). Necht existuje takové n € (s, {), Ze w(n) je
vnitini bod mnoZiny ¥ (1, s, y). PoloZme b = w(n) a najdéme &sla &,, 5, podle
Pomocné véty D10.3.5. Je | w(4) — w(n)| < (2 — n) < %8, <8, proAeln,n+ 8D,
tedy w(1)e B(b,38,) pro Ae{n,n + 6;> a podle Pomocné véty D10.3.5 je w(4)
vnitini bod mnoZiny ¥~ (A, s, y) pro Ae{n,n + 8,). To viak neni moZné, protoZe
existuji takova &isla m,1 (1 =2,3,..,m =0,1,...,2"), Ze je o(l, m)e (1,1 + 5,)
a protoZe plati (D10.3.6). Je tedy w(t)e 0¥°(t, s, y) pro te (s, {) a Véta 10.2.4 je
dokdazana.

Dodatek 11.1. Nechf mnoZina H < K* je oteviend, h: H - K*, 'ye H,
w € K". Existuje-li '
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lim A~'[h(y + Aw) — h(y)], (D11.1.1)
A=0,ieK
nazyva se derivace funkce h v bodé y ve sméru w a znadi se D,h(y). Je-li w = ¥,
kde e[k] = Col (6*1, 5,‘2, coey 6*,) a 6kk = 1, 6*‘ = 0 pro i * k, naz)?vé. S€ th(y)
parcidlni derivace funkce h podle y, a oznaduje se

Jh
— ().
Oy

Necht H, je mnoZina takovych bodii x € H, Ze existuje D, h(x). D,h znamené funkci,
ktera v kaZdém bod& x € H, nabyva hodnotu D,h(x); je tedy D,h: H, — K*,

Existuje-li D,,h(x) v kaZdém bod& x € H, zavisi-li spojit& na x [jinak fedeno:
je-li funkce D,h: H — K* spojita], je-li y + Aw e H pro A e 0, 1), pak je

d%: h(y + Aw) = D h(y + Aw) pro Ae<0,1),

a tedy je
1
h(y + W) — h(y) = f D h(y + Aw)dA. (D11.1.2)

1]
Nechf existuje linedrni zobrazeni A: K" — K* tak, Ze ke kaZdému Cislu ¢ >0 existuje
&islo 6 > 0 takové, Ze je

Ihy + w) = hy) = 4w < ¢|w] ,

jakmile je |w| < 8. A se nazyvé diferencidl funkce h v bod¢ y a znai se Dh(y).
Dh(y) je linearni zobrazeni z K™ do K® ProtoZe je h = col (hy, hy, ..., hy), w =
= col (wy, Wy, ..., w,), miZeme zobrazeni Dh(y) popsat matici, v jejim¥ i-tém ¥adku
a j-tém sloupci je dhy[0y,, i = 1,2,...,5,j=1,2,..., 1.

Snadno se dokéZe, Ze plati: Existuje-li Df(y), pak existuje D,f() pro kazdé
ze K" aje D,f(y) = (Df(y)) z; misto (Df(y)) z se obvykle piie Df(y) z.

Nechf H, je mnoZina takovych x € H, Ze existuje Dh(x). Dh znamen4 zobra-
zeni, které kazdy bod x € H, zobrazuje na Dh(x).

Existuje-li Dh(y) v kaZdém bodé y € H a zavisi-li spojité na y, pak existuji
parcidlni derivace dh;[dy; v kaZdém bod€ y € H a jsou spojité. Naopak, existuji-li
parcialni derivace dh;[dy; v kaZdém bod& y € H a jsou-li spojité, pak lze dokdzat,
%e Dh(y) existuje v kaZdém bod& y € H a zavisi spojit& na y [a také pro kaZdy vektor
w e K’ existuje D,h(y) a plati D,h(y) = (Dh(y)) w = Dh(y) w].

Necht Dh(y) existuje v kaZdém bod¥ y € H a zvisi spojit& na y. Nechf je
Yy 4+ Ay — y™) e H pro A €0, 1). Podle (D11.1.2) je

1 .
h(y2Y) — K1) = f Dh(yU 4 A[y121 — HII]) (120 — y1T) i =
o

1
- I Dh(Y™ + A[y121 = HU]) da(y1 — yiT). (D11.1.3)
(]
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Vsimn&me si jesté pfipadu, kdy r = 1. V tomto pfipadé D,h(y) znamend derivaci
funkce h v bod€ y ve sméru vektoru 1 € R, tj.

Du(y) = $20) = H().

Pro a € R ziejmé plati
D,h(y) = Dyh(y) a = K'(y) a,

a proto diferencial Dh(y) miiZeme ztotoZnit s derivaci h'(y).

Dodatek 11.2. Nechf L znamena bud C, nebo R a nechf G je podmnoZina
prostoru I! x K™ Je-li x € L}, necht

Gx, = {y € K™| (x, y) € G} ;
je-li y € K™, necht
G = {xe L (x,9)€ G}

Je-li G oteviend mnoZina, je také mnoZina G, , oteviend v K™ a G, je oteviend
v L Jelli f: G > K%, (x,y)€ G, xe L, ye K™, je f(x, y) hodnota funkce f v bod&
(x, ). Je-li x € L, je f (x, .) funkce, ktera vznikne z funkce f tim, Ze prvni proménnou
fixujeme na hodnot& x, tedy f(x,.): G, ,— K*, f(x,.) (¥) = f(x, y). Obdobn& pro
yeK™ je f(., »): G5 = K% f(., ¥) (x) = f(x, y). Necht mnoZina G je oteviend,
(X, 7)) € G, u e L'. Ma-li funkce f(., 7) derivaci D, f(., §) (X) v bodé % ve sméru u,
zna&ime ji D{" f(%, 7) a nazyvame ji derivaci funkce f podle prvni prom&nné v bod&
(%, 7) ve sm&ru u. Nechf G, je mnoZina takovych bodid (x,y)eG, Ze existuje
D f(x, y); DV f znamen4 funkci, kterd v kaZdém bodg (x, y) € G, nabyva hodnotu
D f(x, y); je tedy DV f: G, — K*.

Ma-li funkce f(., 7) diferenciél v bodg %, zna&ime jej D™ f(%, 7) a nazyvame
jej diferencidlem funkce f vzhledem k prvni proménné v bodg (%, 7). DM f(%, 7) je
linedrni zobrazeni z L' do K*. Snadno lze dokazat, Ze plati: Existuje-li D) f(%, 7),
pak pro kazdé z e I existuje DIV f(%, 7) a je DV f(%, 5) = [D™ £(%, 7)] z. Misto
[DY f(%, 5)] z se obvykle pise DV (%, 7) z.

Necht G, je mnoZina takovych (x, y)e€ G, Ze existuje D™ f(x, y). DM f
je zobrazeni, které kaZdy bod (x, y) € G, zobrazuje na DY) f(x, y).

Je-lil = 1, znamend D{V f(%, §) derivaci funkce f vzhledem k prvni prom&nné
v bodé& (%, 7) ve sméru vektoru 1 € R, tedy

Wz
Di" f(%, 7) ax(x’ y)

a obdobné jako na konci Dodatku 11.1 Ize ukdzat, Ze diferencidl DV f(%, 7) muZeme
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ztotoZnit s parcidlni derivaci
of (o
—(% 7).
ox

Obdobné postupujeme v pfipadé druhé proménné. Napf. je-li v € K™, zna-
mend D{? f(%, §) derivaci funkce f podle druhé proménné v bodg (X, ) ve sméru v.
RovnéZ v pfipadd, Ze f je funkce vice proménnych, uZivime obdobnych pojmu
a obdobného znadeni.

Dodatek 11.3. Naznalime jak Vétu 11.2.9 lze pfevést na Vé&tu 11.2.6.
Bez ztrity na obecnosti mizeme pfedpoklddat, Ze funkce ¢ je omezend (v pfipadd
potfeby zmen3ime &isla vy, v,). Z(11.2.21) Ize odvodit, Ze ke kaZdému k = 1,2, 3, ...
existuje &islo p, > 0 takové, Ze plati: Ma-li funkce {: (&, B) = R spojitou
derivaci, plati-li |{(f) — e(t, {(f))] £ m pro te<a, B) a existuje-li e (a, B tak,
7e IC(‘:)I < m, pak |C(t)| < v,[k pro te {a, B). Odtud plyne, Ze sta&i zvolit spojitou
funkci 1: H — R tak, aby bylo A(t,&) > 0 pro (t,¢)e H, & + 0, A(t,0)= 0 pro
te(to — vy to + vy), A1, &) < i pro (1, &) e H, |€| < v,/k, a poloZit y = ¢ + A.

Dodatek 12.1. UkiZeme, jak lze pozménit dukaz Véty 12.1.4 tak, aby-
chom neuzili pfedpokladu, Ze rovnice (10.1.1) je jednozna¢ni. V&tu 12.1.4 opét
dokaZeme nepfimo. Tak jako v plivodnim dikazu pfedpoklddame, Ze Véta 12.1.4
neplati, a dokéZeme, Ze existuje posloupnost t,, tak, Ze (t,, u(t;,)) e Pproi=1,2,3,...,
limu(t,) = z, lim¢, = B. Cisla 6,,6, > 0 budou opét takovi, Ze tvrzeni Véty
(10.1.1) plati pro (to, %) = (B,z) a &islo j bude takové, Ze f— 6, <t; < p,
lu(t;) — z| < 0,. Déle postupujeme odliSnym zpiisobem.

Podle tvrzeni (10.1.4) je |u(f) — X| < 26, prot; < t < B, tedy

(u(t), )€ Q(B, 2,64,20,) pro t; <t <p.
Mnozina Q(B, z, 8,, 26,) = G je kompaktni, proto existuje x € R tak, Ze je || f(¢, x)| <
< % pro (¢, x) € Q(B, z, &y, 26,). Z rovnice
'S2
u(s;) — u(sy) = J St u(®)dt pro sy, 5, €(@ ) (D12.1.1)
31

plyne odhad |u(s;) — u(s,)| < x|s; — s4| pro sy, s, €<t), f). Odtud a z rovnice
lim u(t,) = z plyne lim u(f) = z. Polozme ot) = u(f) pro te(x, p), v(f) = z;
t-p—-

i» o

z(D12.1.1) plyne, Ze je
o(s) — o(ty) = f f(t,o(t))dt pro se(a B),
2]
a podle Véty 3.3.4 funkce v: (a, B> — K" je feSenim rovnice (10.1.1). To viak odporuje

pfedpokladu, Ze feSeni u je maximdlni. V&ta 12.1.4 plati tedy i bez pifedpokladu, Ze
rovnice (10.1.1) je jednoznaéna.
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Dodatek 13.1. Nechf mnoZina H < C* je oteviend, {: H —» C.

D13.1.1. Definice: Funkce { se nazyva holomorfni v H, lze-li ji v jiném okoli kazdého
bodu w = col(wy, ..., w;) € H rozvinout v absolutn& konvergentni mocninnou fadu
o stfedu w, tj. existuji-li 6 > 0 a &isla a,, ; € C tak, Ze plati

{(2) = i oax,...s,‘(zx —wy) (2 — wo)2 .. (2 — W)™ (D13.1.1)

pro Iz,- - w,I <46,i=1,2,..,k, pfiemZ fada v (D13.1.1) konverguje absolutng.

Zakladni vlastnosti holomorfnich funkci vice komplexnich proménnych jsou
vyloZeny napf. v [30], kap. 1. Zejména plati
D13.1.2. Véta: Funkce { je holomorfni v H prdvé tehdy, je-li spojitd a md-li spojité
parcidlni derivace 0([0z,, ..., 3([0z,. Viz [30], kap. 1, V&tu 13.
D13.1.3. V&ta: Necht funkce {: H — C je holomorfni, w = col (wy,...,w,)€H,
0< R, £,...,0 <R, £ 0, a necht plati

Q = {z =col(zy,..., zx) € C*| |z; — w| < Ry,

i=1,2,..,k}cH. (D13.1.2)
Potom fada v (D13.1.l) konverguje absolutné a rovnost plati pro te Q.

Viz [30], kap. 1, dodatek k V&t& 13. Plati i vzorec obdobny Cauchyovu vzorci.
Nechf funkce {: H - C je holomorfni, r; > 0, ..., r, > 0. PoloZme

0, = {zeC"I Iz,— - wil <r, i=12..,k},

0, ={zeC lz, - w,-| Sr, i=1,2,..,k},

S; ={ye CI ly —w,-l =r},i=12..,k.

Necht je @, = H. Potom plati

@ = () [, (L ooyl ) - onon

(D13.1.3)

pro z € Q, (viz [30], kap. 1, Véty 13, 12).
Ze vzorce (D13.1.3) se odvozuji vzorce pro koeficienty a;,
(D13.1.1)

sl

( {01 - 1) dy,,)...dyz]dy,. (D13.1.4)

se (s = w)'" L (O — w)T!

Nechf je » > 0 a nechf je

_____ i Tozvoje

l{(yls---,YIt)Iéx pro ylesl"--:ykesk'
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Potom ze vzorce (D13.1.4) plyne odhad

x®

IIA

(D13.1.5)

il...ikl

il <
re .. rg
(viz [30], kap. 1, V&tu 12).

Z odhadu (D13.1.5) plyne, Ze fada v (D13.1.1) konverguje absolutng a stejno-
mérné, je-li |z,| < @y, ... |7i| £ 01 kde 0 < @y < 7y, ..., 0 < g, < 1. (Stdle pted-
pokladame, Ze je § = H.)

D13.1.4. Pozndmka: Funkci I': H — C', I = col (I‘l, cees I‘,), kde I'y;H - C,
j=1,2,..., 1, nazveme holomorfni v H, jsou-li funkce I';, j = 1,2, ..., ], holomorfni
v H. Na funkci I' se snadno pfenesou viechna tvrzeni o funkci ¢ v&etné vzorci
(D13.1.3), (D13.1.4) a odhadu (D13.1.5). Snadno se téZ dokéZe, Ze funkce £: H —» C'
je holomorfni pravé tehdy, jestliZe ji Ize v jistém okoli kaZdého bodu w € H rozvinout
v absolutné konvergentni mocninnou fadu o stfedu w, tj. existuji-li 6 > 0 a body

a;,.; € C' tak, 7e plati
(-]
E(z) = Z oaix...ik(zl - W1)ix (Zz - Wz)'2 (z,‘ - wk)"‘
U1 gasey K=

pro |z, — w)| < 6, i = 1,2,.., k, pfitemZ konverguje fada

©
D A e L P
1peeeydk™=

Dodatek 13.2. Je-li (1,1, %)eG, v,weR", polozme Q= &(1,1,,.); je
Q: G(1, to, .) > R". Definujeme D DY &(t, to, X) = D,(D,, 2(%)).

Dodatek 13.3. Nechf mnoZina H = R" je oteviend, g: H —» R a necht
existuje derivace D,g(x) pro kaZdy bod x € H, y € R". Funkce g ma v bod& %€ H
diferencidl druhého fadu, existuje-li D, D,,g(X) pro kaZdou dvojici v, w € R" a je-li
D, D,g(%) symetrickd bilinedrni forma proménnych v, w [tj. existuji-li vektory

Rl e R", KU1 = pUY, tak, 7e je D, D,g(X) = Y, h'ly,w;]. V takovém piipad¥ se
i,j=1
forma D, D,g(%) prom&nnych v, w nazyva diferencidl druhého Fddu funkce g
v bodé X.
Dodatek 14.1. Dikaz Vé&ty 14.1.3: Pro ¢ > 0 polozme
AE) = {69t St S5 [x—ul)] S}

MnoZina X'(e) je kompaktni a existuje takové &islo & > 0, Ze je X(e) = G pro
0 < & = g,. UkidZeme, Ze ke kazdému ¢, 0 < ¢ < ¢, existuje &islo l(e) tak, Ze je
By > &, (1, u™(1)) € A (e) pro t € <t,, 6, k = I(e). V opa&ném ptipad? existovalo by
Lislo &, 0 < & < &, vybrand posloupnost k; a &isla 1, 2, < 7; < 9, tak, Ze by bylo

(369)



llu[h](t) - ll(t)" <& pro t, é t<1;, (Dl4.1.1)
[u*Xz) — u(z)| =& pro i=1,23,.... (D14.1.2)
Je

52
u*Y(s;) — ul*Y(s,) = J' S(t, u™* (1)) dt pro sy, s,€<t, T, . (D14.1.3)

ProtoZe f, — f stejnom&rn& na X'(g,) a protoZe f je omezend na H(g), existuje
% > 0 tak, Ze je ||fi(t, x)| S % pro k =1,2,3,...,(t, x) € H(eo)-

ProtoZe plati (D14.1.1), plyne z (D14.1.3)

[u*¥(s;) — u*(s,)| < #|s; — 51| pro sy, 55 € Kb, )
a odtud

T2t +x e — u* (1) — x|]. (D14.1.4)
PoloZzme

() = u* (1) pro telty, 1),

() = u®Y(z) pro te(r, ), i=1,23....
Vzhledem k Arzelaové-Ascoliov€ vété lze vybrat posloupnost i, tak, Ze posloupnost

wtl = U] konverguje stejnomérn& na {t,, 6> a Ze &iselna posloupnost o; = 1,
konverguje. Polozme ¢ = lim o, w(t) = lim w(1) pro te (1o, 6). Z (D14.14) a
g Jjo o

z podminky lim u™)(t,) = % plyne ¢ = t, + x~'¢. Je

k= o

's2
wil(s,) — wi(sy) =J' f(&, w(1))dt pro sy, s, €<to, 0D,
$1
s limitnim pfechodem pro j — o0 dostdvame

w(s;) — w(sy) = J:’f(t, w(t))dt pro s;,s; €<ty 6).

Protoze je lim u™™(t,) = %, je i w(t,) = %. Z (D14.1.2) plyne |w(s) — u(o)| = &.
k= ©

Je tedy w: {to, o) —» K" feSeni rovnice (14.1.7) takové, Ze je w(t,) = %, w(o) * u(o),

a to odporuje podmince (14.1.8). Tedy je B > 6 pro viechna dostatetné velika k&

a u™(t) — u(t) stejnom&rng na (to, ). Obdobni se dokaZe, Ze je a, < y pro viechna

dostate&né velka k a Ze u™(f) — u(f) stejnomérné na (3, to). Véta 14.1.3 je dokazéna.

Dodatek 14.2. Holomorfni funkce #n: C — C se nazyva celistvd funkce.
Existuji-li &isla o, g > 0 tak, Ze je
[7(z)] £ el pro zeC,

pak funkce # se nazyva funkce exponencidlniho typu.

(370)



Dodatek 15.1. Naznalime dikaz VE&ty 15.3.2. Dikaz provedeme v n&ko-
lika krocich. Budeme uZivat euklidovské normy, tj. pro x € K!, A € M, poloZime

1
sl = Sl 4] = sop {l4x] | xeKL Bl s 1. (Dista)

Polozme Dg(0) = A. Kladné &isla g, ¢- a x zvolme tak, aby platilo

0+ + 2x < Re A pro kaZdé takové vlastni &slo A matice A, s je
0 < Reli,

Re A = —(e- + 2x) pro kaZdé takové vlastni &slo A matice A,
Zeje Re A < 0. _ (D15.1.2)

Rovnici (15.1.2) zapiSeme ve tvaru
o= Ao + h(v); . (D15.1.3)
je h(x) = g(x) — Dg(0) x pro x € H; tedy plati: :

V kazdém bodg x existuje diferencial DA(x), z4visi spojit& na x a je
h(0) = 0, DA(0) = 0. (D15.1.4)

Rovnici (D15.1.3) zjednodu$ime linedrnimi substitucemi. Je-li K = C, najdeme .
regularni matici B tak, aby matice 4 = B~!AB byla v Jordanovg tvaru [viz odst. 5.1].
Je-li K = R, najdeme regulirni reilnou matici B tak, aby matice 4 = B~14B méla
tvar (5.2.3). V obou pfipadech je pofidek bloki na diagonale v blokové& diagonélni
matici 4 libovolny, a tak miizeme pfedpoklidat, Ze je

A; >0, resp. ;>0 pro j=1,2,...,1,

A; <0, resp. p; <0 pro j=1I1+1,..,r. (D15.1.5)
Rovnice (D15.1.3) pfejde substituci v = By v rovnici

y =4y + h(y). (D15.1.6)
Je h(y) = B! h(By) a tak funkce h spliiuje (D15.1.4). Je

b,
i=| P
D,

kde D; ma tvar (5.2.4) nebo (5.2.5). Mé-li D, tvar (5.2.4) a ¥ad k;, poloZme

1
X

kj—1

X
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Ma-li D, tvar (5.2.5) a fad k; (k; je sud€), polozme

/1 \
1
X
. gk D12
\ x(kr'l)/2
Necht je
F,
F= Fa
F,

F je regularni matice ¥idu n. Rovnice (D15.1.4) ptejde substituci y = Fx v rovnici
% = Ax + h(x), (D15.1.7)

kde A = F~* AF, h(x) = F~* h(Fx). Funkce h zfejmé spliiuje (D15.1.4). Je

D,
A= D, ,
D, (D15.1.8)
kde
Aj; X’ 0’ ’ 0
Dj 0’ A]’ x) » 0
0,0, 0, .., 1
nebo
( ”19 vj’ X 0, 09 0; ’ 0, 0\
—Vp ”j’ 0, X 0’ 0, ’ 0; 0
0’ 0, “j’ vjs X 0, ’ 0: 0
DJ = 0, 0, —Vj, #j’ 0, x, > 0, 0
0, 0, 0) 0’ 0’ 0’ seey ”j’ vj
\ 0, 0, 0, 0, 0, 0, coay "'VJ, ﬂj)

1
Pritom plati (D15.1.5). PoloZzme k = )’ k; [k, je ¥4d matice D;];je 0 < k < n.
i=1
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PoloZme
Dl Dl+1
A+ = , A- = ’

1= (57 0) 1= (5 o)

[V1, V; jsou matice fadu n; je V(1) + V,(t) = e*’].
X, ={x=(xp- x,,)l X €K, i=1,2,..0, 0 X4y = Xga3 = ... =X, = 0},

X_={x =(x1,...,x,,)| x;€K, i=12,..,n x =X =...=x =0},

k
U, ={x=(xp..., x,,)eX+|‘lexi|2 <é?},

Uo ={x=(xp..., x,,)eX_lig_;llx,Iz <é};

pfitom & > 0 je tak malé, Ze h(x) je definovdno pro x e U, + U_, a pozd&ji bude
na & kladena jest& dalsi podminka. [U, a U_ jsou koule; pfi zp&tné transformaci
rovnice (D15.1.7) v rovnici (D15.1.3) se z nich stanou elipsoidy.]

Pro x = (x4, ..., X,) € K" piSme
X = x+ + X~ N

kdex, = (X4, .0 % 0, ..., 0), x_ = (0, ..., 0, X4 4, ..., X,). Funkce w: <tg, ) = K"
je feSenim rovnice (D15.1.7) prévé tehdy, plati-li pro libovolné o, 7 € {t,, )

T
w(e) = e (o) + _[ A= On((E)) de .
Tuto rovnici miZeme zapsat jako soustavu rovnic

wa() = V(e — o) wa(o) + f V(e — &) hw(@) & , (D15.1.9)

w_(1) = Vao(r — o) w_(0) + J"Vz(‘t — &) h(w(¢)) d¢
pro 1,0 €y, ©), ’ (D15.1.10)

kde w,(1) = W)+, w-(r) = (W(z))-. Je Vi(2) Vi(B) = Vi(® + B) pro «, BeR.
Nasobime-li rovnici (D15.1.9) zleva matici V(¢ — ), upravime ji na

w(0) = Valo — ) wa(s) - f:Vl(a — &) W) dE .  (D15.111)
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Je oviem lim Vy(—¢) = 0. Je-li

t—=+ o
wit)eU, + U_ pro tet, ), _ (D15.1.12)

mizZeme v rovnici (D15.1.11) pFejit k limit& pro T — co. Dostdvdme (nakonec piSeme t
misto ¢)

we(t) = — J' Vs — &) Ww(e)) dE . (D15.1.13)

Dokazali jsme, Ze plati

D15.1.1. Pomocni véta: Splriuje-li FeSeni w rovnice (D15.1.7) podminku (D15.1.12),
pak plati (DlS.l.lO), (D15.1.13).

Nechf je

0<L<i%e+, L<ie-,

L[20+0- — Lo+ + ¢-)] < x[e+e- — Lo+ +-)]- (D15.1.14)
Nadale budeme pfedpoklddat, Ze € > 0 je tak malé, Ze plati

|A(x) = h(v)| < L|u — o] pro w,veU, $+U_. (D15.1.15)

D15.1.2. Pomocn4 véta: Necht' funkce w:<{ty, ©)— U, + U_ spliuje soustavu
(D15.1.13), (D15.1.10), kde o = to. Potom w je FeSeni rovnice (D15.1.7) a plati

limw(f) = 0. (D15.1.16)

t-+o

Dilkaz: Nechf u: R — K* je feSeni rovnice ¥ = A,x. Z tvaru matice 4,
plyne, Ze je

% ;;Iu‘(t)lz =2 Reiiui(t) aft) = 2(e+ + )()‘z::llui(tnz ,

tedy je
[ 2 e 2 ug)* pro tzs,
Jlu@)] = e **[u(0)| pro s <o,

a proto plati

Vi@ = [e***] < @**»* pro s<0. (D15.1.17)
Obdobné je
1720 = lle*-*| S e @ *®* pro t20. (D15.1.18)

Z rovnic (D15.1.13), (D15.1.10) plynou nerovnosti

[wo@)] s L j “em e w, (O] + [w-@)] ¢, (D15.1.19)

11
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w-@l = ™ w-(1)] + Lre""""(llm(é)ll +

to

+ [w-()l) d¢. (D15.1.20)
Polozme n = lim sup (|w.(z)| + [[w-(7)]). Je 0 < n < co. Nerovnosti (D15.1.19),
¢+

(D15.1.20) setteme a odvodime [integral na pravé stran& v (D15.1.20) zapideme jako
soudet integral

t+10)/2 T
to (t+1t0)/2

a odhadneme vyrazem
0=t &7 sup (Jwa(&)] + [w-() +
+ 9:1 sup ("W+(€)" + "w"(é)”)] ’
(t+10)/258S+

7e plati n < L(e7"' + @=") 7. Je tedy n = 0 a plati (D15.1.16). Derivovénim rovnic
(D15.1.10), (D15.1.13) se pfesvéd&ime, Ze w je feSenim rovnice (D15.1.7). Pomocni
véta D15.1.2 je dokdzéna.,

Zajimame-li se o feSeni w: (1, oo) - U, + U_ rovnice (D15.1.7), pak
podle Pomocnych vét D15.1.1, D15.1.2 postadi, vySetfime-li feSeni w: {to, 00) » U, +
+ U_ soustavy (D15.1.13), (D15.1.10).

D15.1.3. Pomocnd véta: Ke kaZdému a € U_ existuje FeSeni w: 0, oo) U, +U_
soustavy (D15.1.13), (D15.1.10), kde ¢ = 0, takové, Ze je w_(0) = a. ReSeni w je
urceno jednoznacné.

Dikaz: Snadno zjistime, Ze pro0 <y < 1,7 = 0je

e %' 4+ 'y(l - e-e") <1. (D15121)

Necht 2 je mnoZina spojitych funkci v: 0, c0) - U, 4 U_. Definujme zobrazeni I
tak, Ze pro v € 2 poloZime I'v = z, kde

) = - [ Vi - O ) e,
2_(1) = Vi(e) 0(0) + J" Vile — &) hof&) d¢ . (D15.1.22)

Je

IIA

lz+()l L_[me"’"""[llv+(6)l| + Jo-(OI1d¢ = 2LeT e < e,

T

Jz-(@)] < e + 2Le j ee-6-D g =
1]

=¢gle @  +2Lp (1 — e )] S ¢

(viz D15.1.21), tedy je z € 2, zobrazeni I" zobrazuje mno%inu £ do sebe. Je oviem
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z_(0) = v_(0). Necht je je3té d e 2, _(0) = v_(0), 2 = I'd. Ze soustavy (D15.1.22)
snadno odvodime, Ze je

[2+(z) = 2+ (@] + [2-(2) — 2-(3)] =

= Lex" + 0= sup {04(0) = 2 (9)] + [0-(0) = 0-()]} -

Vzhledem k (D15.1.14) plyne odtud pfimo, Ze feSeni w je uréeno jednoznatné.
Ze feSeni w existuje, dokdZeme metodou postupnych aproximaci [poloZime
(W' (0)+ = 0, (W'(1))- = apro t = to, w1 = I'wll pro i = 1, 2,...]. K diikkazu
existence a jednozna&nosti feSeni w Ize téZ uZit véty o kontraktivnim zobrazeni. Po-
mocnd véta D15.1.3 je dokdzdna.

Abychom uginili vyraznou zavislost feSeni w na a, piSme Z(t, a) misto w(t).
Je B:RxU_->U, +U_. Z rovnice (D15.1.10), kde o =0, plyne, Ze je
(2(0, @))- = w_(0) = a. Polozme p(a) = (£(0, a)),, P = {a + p(a),acU_}. Je
2(0,a) = a + p(a), tedy P = {£(0, a)| ac U_}.

Necht y je maximdlni feSeni rovnice (D15.1.7) a necht existuje takové 7 € R,
ze je y(t) € P, tj. y(¥) = Z(0, a) pro vhodné ae U_. y i &(., a) jsou feSeni rovnice
(D15.1.7) [viz Pomocnou vétu D15.1.2], a protoZe y je maximélni feSeni a rovnice
(D15.1.7) je jednoznatna, je y(t) = E(t — 7, a) pro t 2 . Podle Pomocné véty
D15.1.3je Z(t,a)e U, 4+ U_ pro t 2 0. Necht je t > 0. Funkce z(f) = &(t + 7, a),
t 2 0, je feSeni rovnice (D15.1.7) spliiujici podminku (D15.1.12). Podle Pomocné
véty D15.1.1 z spliiuje soustavu (D15.1.13), (D15.1.10) pro ¢ = 0. PoloZime-li
b = (z(0))-, je podle Pomocné véty D15.1.3 (jednoznagnost) z(0) = Z(0, b) € P,
tedy

y(i+ 1) =E(r,a) =2(0)eP, 720, aeU._. (D15.1.23)

Je tedy y(t)e P pro t 2 1. Dokazali jsme, Ze [pro rovnici (D15.1.7)] plati (15.3.6)
krom& odhadu pro | y(1)].

Necht y je maximalni feSeni rovnice (D15.1.7), 7€ R, anechtje y(f)e Uy + U_
pro t > %. Podle Pomocnych vét D15.1.1 a D15.1.3 je y(t) = &(t — f,c) pro t 2 1,
kde ¢ = (y(¥))-, tedy je (1) = Z(0, c) € P a plati (15.3.7).

Necht w, w: €0, ©) = U, + U_ jsou feleni soustavy (D15.1.10), (D15.1.3),
kde ¢ = 0, takovi, Ze w_(0) = a, W_(0) = 4. Je

[w+(@) = #. @) + [w-() = -] £ e™*"[a - 4] +
+ Lﬂe-v—“-o[um(z) — W (O] + [w-(&) — »-(9)]] d¢ +
+L f “em e I, (&) — w4 (@] + [w-(8) — B (B[4

Polozime-li @ = sup [||w.(r) — w.(z)|| + |w-(r) — w_(z)|], dostaneme
20

O < |a — 4| + L(e3"' + 0Z) 0,
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tedy
0 < fa—df[1 - Lex" + o).

Tak jsme odvodili, Ze je

|, 0) - £, D) + 5z, 0) - Z-(s. )] 5

< lla -4 [1 = Lo* +o=")]"!

pro 120, a,deU_, (D15.1.24)
a specidlné je

Ip(a) — p(@)] < [la — 4] [1 — L(e3" + e=")] "

pro a,deU_. (D15.1.25)
Funkce E spliiuje Lipschitzovu podminku vzhledem k druhé proménné. Metodami
obdobnymi tém, jimiZ byla v kap. 13 vySetfovina funkce &, 1ze dok4zat, Ze diferencial
D®Z existuje a spojité zévisi na (¢, a); to nebudeme dokazovat. Odtud oviem plyne,
Ze diferencial Dp(u) existuje pro u € U_ a spojit& zavisi na u. Zfejmé je Z(0, 0) = 0,
tedy i p(0) = 0.

Necht y je maximalni feSeni rovnice (D15.1.7), T € R, y(f) € P. Jak jsme doka-

zali, je y(f)e P pro t 2 1 a y spliluje soustavu (D15.1.13), (D15.1.10) pro ¢ =1,
t = 1. Je tedy

y-() = Vot = 1) y-() + j :Vz(r — ) hy-(3) + p(y-(2) dr,
ly-()] < e *2D]y_@)] +
+ j Py @+ [1 - LR + ez e,

By ()] = |y-@l +

+ L2Q+Q— - L(Q+ + Q-) e("'+z)('_i)||y_(1.’)” dr.
0+0- — I(Q+ + Q—) H

Pomoci Gronwallovy nerovnosti (viz Pomocnou vétu 4.3.1) a (D15.1.14) plyne, Ze je
ly-@l = ly-@ e7*-¢7?,
a protoze je y(t) = y+(2) + y-(¢) = p(y-(t)) + y-(2) a plati (D15.1.25), plati i odhad

pro ||y(1)| v (15.3.6).
Vzhledem k (D15.1.23), (D15.1.13) je

2.t a) = — J' V(e — O ME-(E a) + HE-(& a))) dE.

Protoze h splituje (D15.1.4), 1ze odtud odvodit, Ze ||a]|~* |£,(0,a)| — 0 pro ||a| — 0,
a to znamend, 7e Dp(0) = 0.
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Dokézali jsme tedy, Ze [pro rovnici (D15.1.7)] plati (15.3.6), (15.3.7) a ta
tvrzeni z (15.3.3) a (15.3.4), kterd se tykaji zobrazeni p. Obdobnym zpisobem se
dokaZe, Ze [pro rovnici (D15.1.7)] plati (15.3.8), (15.3.9) a ta tvrzeni z (15.3.3)
a (15.3.4), kterd se tykaji zobrazeni g; tlohu soustavy (D15.1.10), (D15.1.13) md
pfitom soustava

w(®) = V(s — o) w(0) + j V(e — &) hw(@)) de ,
w_(1) = J' Vils — &) h(w()) de .

[K diikazu t&hto tvrzeni lze téZ uZit obratu z Pozndmky 15.1.6.] Zp&tnym prechodem
od rovnice (D15.1.7) k rovnici (15.1.2) odvodime, Ze (15.3.3), (15.3.4), (15.3.6) az
(15.3.9) plati i pro rovnici (15.1.2). DokdZeme je§t&, Ze plati i (15.3.5). Nechf je
ze P n Q a nechf y je maximalni feSeni rovnice (15.1.2) takové, Ze je y(0) = z.
Podle (15.3.6) a (15.3.8) je y: R > P n Q a uZitim odhadi z (15.3.6) a (15.3.8) se
dokéze, Ze je y(0) = 0. Ditkaz V&ty 15.3.2 je dokon&en.

Dodatek 15.2. DokaZeme tvrzeni z Poznimky 15.4.2 a Vétu 15.4.1. Také
v tomto dodatku budeme pracovat s euklidovskymi normami vektoru a matice
[viz (D15.1.1)]. Bez ztrity na obecnosti miZeme pfedpokladat, Ze je s(0) = 0. Je
tedy s(t) = ¥(1,0) a D® ¥(t,0) je fundamentdlni matice rovnice (15.4.4). Je
D® ¥(0, 0) = I a tak podle pfedpokladii &islo 1 je jednoduché vlastni &islo matice
D ¥(T, 0) a pro ostatni vlastni &isla u je [u| < 1.

Jak jsme ukazali v odst. 15.4, je §(0) + 0, [D® ¥(T, 0) — I] 5(0) = 0. Je
tedy $(0) vlastni vektor matice D® ¥(T, 0) odpovidajici vlastnimu &slu 1. Nechf je
Z, = {« 5(0)| « € R} a necht Z, je takovy podprostor v R" dimenze n — 1, Ze 0) ¢ Z,;
je tedy R" = Z, 4 Z,. Nechf prvni sloupec matice B je 5(0) a nechf ostatni sloupce
matice B tvofi bazi v Z,. Substituci x = Bz pfechézi rovnice (15.1.2) v rovnici

2 =§(z), (D15.2.1)

kde §(z) = B~'g(Bz). Necht ¥(.,Z) je maximalni feSeni rovnice (D15.2.1),
%(o, Z)=%1Je

¥(t,z) = B"' ¥(t,Bz), D, ¥(1,0)=B"'D, ¥(1,0)B. (D15.2.2)

Matice D® ¥(T, 0) m4 taz vlastni &isla jako matice D ¥(T, 0) [v&etng jejich
nésobnosti]. Prostorim Z,, Z, pfitom odpovidaji prostory

\=B7'Z, = {B'z|zeZ} = {«B ' 5(0)| aeR} =
= {col (,0, ..., 0)| € R}
[nebot B~* §(0) = col (1,0, ...,0)],
Z,=B"'Z, = {col (0, X3, ..., x,)| x;€ R, i = 2,3,...,n}.
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Prostor Z, je invariantn{ prostor matice D (T, 0) odpovidajici vlastnimu &islu 1.
Proto matice D® ¥(T, 0) m4 tvar

D@ ¥(T; 0) = ((1) i’/ ) , (D15.2.3)

kde V je regulrni matice fadu n — 1, b = (by, bs, ..., b,), by€ R . ProtoZe matice
D® (T, 0) m4 t4% vlastni &isla jako matice D ¥(T, 0), plati

|#] < 1 pro kazdé vlastni &islo u matice V. (D15.2.4)

ReSeni s prechdzi v feSeni § = B~ 's rovnice (D15.2.1); je
di (T, 0) = ¥(T) = B~ §(T) = B-1 §(0) = col (1,0,...,0).  (D15.2.5)
t

Nechf ¥, znamena i-tou slozku funkce ¥, i = 1, 2, ..., n. Hledejme TeSeni @ rovnice

F(T + o, (0, x5) = 0 (D15.2.6)
pro x4 € R*~! dosti blizkd k 0. Je

d .

—Y(T,0)=1

L a,(r,0)

a podle véty o implicitnich funkcich existuji kladna &isla 64, d,, 8, < T)2 tak, Ze ke
kaZdému x,, [|x4]| < 6,, existuje jediné w v intervalu {—&y, ;) takové, Ze plati
(D15.2.6). Oznacime-li toto feSeni w(x,), pak funkce @ mi diferencidl Daxx,)
v kaZdém bod& x,, || x| < 62, a De(x,) zavisi spojit€ na x,. Definujme zobrazeni
Q: B(0, 6,, R*~') - R"~* rovnici

(0, (x4)) = U(T + a(x4), (0, x4)) - (D15.2.7)

Vsimn&me si vyznamu zobrazeni 2: Mé-li feSeni rovnice (D15.2.1) v okamZiku
t = 0 hodnotu (0, x,), mé v okamZiku T + o(x4) hodnotu (0, (x,)) (viz obr. 44).
Lze fici, Ze (0, £(x,)) je bod, v n&mZ feSeni vychazejici z bodu (0, x,) protne poprvé
v blizkosti bodu 0 nadrovinu x; = 0. Zobrazeni Q se nazyva Poincaréovo zobrazeni.

PiSme
P,(t, y) = col (Py(t, y), Us(t, y), ..., Tt ¥)) -
Plati
t Qx4) = PAT + a(x4), (0, x,)) . (D15.2.8)

Funkce Q m4 diferencidl DQ(x ) v kaZdém bod¥ x, € R*™!, | x| < 6, [nebot funkce
o je diferencovatelnd]. Je

col (1,0, ..., 0) = §(0) = §(T) = 5"-‘ (1,0)],r.

Proto je DV ¥ (T, 0) = 0. Odtud, z (D15.2.3) a (D15.2.8) plyne, Ze je DQ(0) = V.
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Vzhledem k (D15.2.4) existuje takové pfirozené k, Ze je |[V*| < 9 < 1. (Je-li V =
= E"'QE, kde Q je v Jordanové tvaru, je V= E"'Q/E a 0 - 0 pro j —» o.)
PoloZme

Qo(xd) = X4, Q‘(xd) = Q(XA) N 9'i+ 1(x4) = Q(Qj(xd))

viude, kde je definovidna pravd strana, j = 1,2, 3, ....

Na jisté oteviené mnoZin& v R"~ !, ktera obsahuje po&itek, je definovana funk-
ce 2%, ma tam v ka¥dém bodg diferencidl DQ*(x,) a D2*(x,) z4visi spojité na x,. Je
DQ¥(0) = V*. Podle Pomocné véty 15.1.3 existuje takové &islo 83, 0 < &3 < 3, Ze
Q*(x,) je definovano pro ||x,| < &5, a je

|2xa)]| < 9)xa] pro j=1,2,.... (D15.2.9)

Funkce 2 ma spojity diferencidl. Existuji tedy d, > 0 a x > 0 tak, Ze Q"(x,) je
definovano pro m = 1,2, 3, ..., x,€ B0, 84, R*™ ') a plati

[294 ()| £ %¥|x4] Pro 1=0,1,...k—1, j=1,2,.., %] <3,.
Je [viz (D15.2.8)]
(0, 2"(x4)) = V(T + (@7 (x,)), (0, 27 (x,))) .

QOdtud plyne s
(0. 97(x,) = F(nT) + 3, a(@(x,). (0.%.)
pro m=1,2,3,.... (D15.2.10)

(380)



ProtoZe je w(0) = 0 a také diferencial Da(x,) zdvisi spojité® na x,, fada

[
Y o(Q(x4)) konverguje. Podle (D15.2.10) je
i=0

FnT + T a(@(x), 0. ) = (F, a((x), 0, 2°x)).
Je
%(0,0) = 0, lg;na)(ﬂ‘(x‘,)) -0, Q%x4)—>0 pro m— o,
funkce ¥ je spojitd, tedy
F(mT Jé, o(@(x,)), (0,x,)) >0 pro m— .
ProtoZe je ¥(mT, 0) = §(mT) =Oprom = 1,2, ..., je
lim | #(mT +§0 o(@(x2). (0, x5)) = (mT)| = 0. (D15.2.11)

Ze spojitosti funkce ¥, ze vztahi 3(mT + 1) = ¥(r,3(mT)), ¥(¢ +1,5) =
= PY(z, Y(¢, y)) a z (D15.2.11) plyne, Ze plati

Lix: 12(, (0, x4)) — 5(t —iiw(ﬂ"(xd)))” =0, [xi S9s. (D15.2.12)
ProtoZe je

0
—9%.(0,0) =1,
ot i )

existuji podle Véty o implicitnich funkcich &isla ds5,0¢ > O tak, Ze pro kazdé
y € B(0, 5, R") rovnice ¥,(, y) = 0 m4 jediné feSeni © = 7(y) v intervalu (- ds, &),
aplati | P(x(y), y)| < 04.7e0 = §(T) = ¥(T,0) = YT—-¢ P(£,0)pro0SEST
Ze spojitosti funkce ¥ plyne, Ze existuje &slo & > 0 tak, Ze plati: Je-lize R, 0 < ¢ £
ST |z-59)] <o je |UT-¢&z)| <ds. Polozimeli 9 =¥(T- ¢ 2), je
Z,(x(9), 9) = 0. MiZeme tedy psit P(z(9), 9) = (0, x,) a je [|[x4] < b4 Vzhledem
k (D15.2.12) plati

tim |9(¢,9) - 5(t - 9) - 3 @z = 0

lim |9(t,2) — 5(t — T+ & — «(9) —izow(a‘(xd)))" =0.
t= o =
Odtud plyne, Ze plati tvrzeni z Pozndmky 15.4.2 — je

We) = ¥(t = tor2), 0= —to— T+ &— () — g:ow(ﬂ‘(xd)).
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Je3té dokdZeme Vé&tu 15.4.1. Necht je g € Y,/(g, S). Najdeme 3 > 0 tak,
aby bylo o(¥(9, q), S) < «. Ze spojitosti funkce P plyne, Ze existuje &islo f tak, Ze je
e(#(9, p), S) < @, jakmile je |p — q| < B. Jak jsme jiz dokézali, existuje &islo o
tak, Ze je

lim || @(¢, ¥(3, p)) — 5(t + 0)] =0,
tedy je
lim o(¥(t + 9, p), S) = lim o(¥(t, p), 5) = 0, B(q, B) = Y.(g, S).

Mnotzina Y,(g, S) je oteviena.

Dodatek 15.3. Velmi struéné se zminime o tom, Ze tvrzeni Pozniamky 15.4.3
Ize dokdzat obdobnym zpisobem jako V&tu 15.3.2. Necht 5, 2, ¥V ma stejny vyznam
jako v Dodatku 15.2. Nechf je 0 <o < %, ”).l - ll > 20 pro kazdé vlastni &islo A
matice V. Linedrni transformaci v prostoru R*~! miZeme dosahnout toho, Ze¢ ¥ ma

tvar (D15.1.8), kde ' k; = n — 1, a plati
i~

I).j|>1+29, resp. /¢f+vf>(1+2g)2 pro j=1,2,..,1,
|4;] <1 =20, resp. pj+vi<(1=20% pro j=1+1,142,..,r.

PoloZme

a piSme
Q(x4)=VXA+F(xA), V= V1+Vz.
1
Matice ¥; mi hodnost k = )’ k;, matice ¥, ma hodnost n — 1 — k. Funkce I' ma
<

J
spojity diferencidl, je I'(0) = 0, DI'(0) = 0. Diferencidl DI'(x,) zévisi spojit& na x,.
Misto tlohy najit maximélni feSenf W rovmice (D15.2.1) tak, aby platilo
lim g(w(t), §) = 0, zabyvejme se Gilohou najit bod y € R*~* tak, aby platilo 2/(y) - 0
t— o0

proj = co. Pidme yI misto /(y). Je y* ') = ¥ yUl + 1(yll) 3 odtud plyne indukei,
Ze plati

m-1
y[m] = pym-i y[i] + Z V"‘"l_ir(y[i]) (D1531)
i<

pro viechna j, m, pro néZ obé strany maji smysl. Pro y = (V25 ++es y") piSme y =
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=V+ + Y-, kde Y= (yz, cees Yi+1s 0, ey 0), y-= (0, ceoy 0, Y425 000 yn). (D15.3.1)
miiZeme zapsat jako soustavu

m-—1
. Y = yrTi i Y it p(pia) (D15.3.2)
i=j
m-1
y[_'_”] = V';-j y[_J] + Z.V’;-l-i [‘(y[i]) . (D15.3.3)
i=j

Je-li sup [y < oo, miZeme rovnici (D15.3.2) ndsobit ¥{™™ a provést limitni
izj .
pfechod pro m — co. Nakonec budeme psat m misto j. Tak dostavame rovnici

Yol = — Y yrTitip(p (D15.3.4)

Soustavu (D15.3.4), (D15.3.3) Ize vySetfovat obdobnym zpisobem jako soustavu
(D15.1.13), (D15.1.10) a tak se otevird cesta k diikazu tvrzeni z Pozndmky 15.4.3.

Dodatek 16.1. V tomto dodatku budeme uZivat normy zavedené rovnici
[ x| = max {|x,l| i=12,..,n} pro x=(xy,...,Xx,)€R"
To znamena, Ze je
B(y,n) = {xeR"|x;—y|<n,i=12,..,n} pro yeR", n>0."

Necht funkce ¥ mé ve vztahu k rovnici (16.2.3) obvykly vyznam, tj. pro ve R",
n € R, (v, n) € Wbude ¥(., (v, 7)) znamenat takové maximalni feSeni rovnice (16.2.3),
zeje ¥{0,(v,m)) = v;proi = 1,2,...,n, ¥,+4(0, (v, 7)) = n. Z nésledujici pomocné
véty snadno plyne, %e feSeni & rovnice (16.2.1) spliujici podminku &(v) = A(v)
existuje Iokalng, tj. v okoli U, boduu e % [viz (D16.1.9) a (D16.1.10)]. Odtud
a z tvrzeni (16.2.5) o jednozna¢nosti dokdZeme Vétu 16.2.3. ProtoZe v definici
plochy % se uZivad lokilniho popisu ve tvaru v; = @ (Vg, .o Ujmyy Vju1s ooes Up),
pfi¢emZ index j se miZe ménit v zdvislosti na u, je podstatné, Ze ve formulaci
pomocné véty je tloha soustavy soufadnic potladena.

D16.1.1. Pomocna véta: Necht jsou splnény predpoklady Véty 16.2.3. Potom ke
kazdému bodu u € U existuji kladnd ¢isla a, B a oteviend mnoZina U, = R" tak, %e
plati:

ueU,  B(u, o, R"). (D16.1.1)
Je-liz e U, pak existuje bod ve % n B(u, B, R") a éislot € (— B, B)

tak, Ze je

(i) z;=¥(t,(v,A(v) pro i=12,..,n,

(i)  (¥i(z, (v, AV))), ..., ¥z, (v, A(v))) €U, pro t=7=Z0,
resp. 0 < t < t podle toho, zda jet < 0, resp. t > 0. (D16.1.2)
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Duojice (t, v) je urlena jednoznacné a funkce, které popisuji zd-

vislost souradnic bodu (t, v) na soufadnicich bodu z, maji spojité

parcidlni derivace. (D16.1.3)

Jeliw,we, ze B(u, 32, R"), t,s€ R, ’

z; = Pt (w, Aw))) = ¥i(s, (W, A(W))) pro i=1,2,..,n,

(Z4(z, (w, AW))), ..., Pu(t, (w, Aw)))) € B(u, 3a)

pro t<t=0, resp. 051t=1t,

(Z1(o, (W, A(W))), ..., (o, (W, A(W)))) € B(u, 3a)

pro s<d=0, resp. 0<0=<s,

pakje s=t, wW=w. (D16.1.4)

Ditikaz: Nechtjeu e %. Necht &isla g, &' > 0, index j a funkce w, jsou ur&eny
podle (16.2.7). PoloZme

Tty 015 ey Vjmgs D gy oees Dp) =

=Wt 05, ey Vjo gy OV eees ), Vjgs wons Uy A0gy ey @(000), .00 0,))

i=1,2,..,n, (16.1.5)
pro takové body (t, vy, ..., Uj_y, Uj41, ..., U,), Z€ pravd strana je definovina. Funkce
T'; jsou definovany na oteviené mnoZiné Q = R" a maji tam spojité parcialni derivace.
ZiejmE je (0, uy, ..., thj_y, Ujiq, ..o U,)€ Q. Oznalme I = (I'y,T,...,T,). Je
I': Q —» R". Z (D16.1.5) plyne, Ze je

671“, (0, @) = Au, A(u)) pro i=1,2..,n,
t
kde

= (“u censUjg s Ujpgseeny u,,).

ProtoZe D® ¥(0, (1, A(u))) je identické zobrazeni z R"** do R"*! a je reprezento-
vano jednotkovou matici, je

iri(o, ﬁ)=5lk+6,jaw"(ﬁ) pro i,k=1,2,...,n, k*j.
o vk

7

Odtud plyne, Ze pro jakobidn zobrazeni I plati

2 r0 ), 21,04, ... 2 ry,
Ovy oy

ot n
det s s 5 =
Py r,(0, @), 6_01 r,(o, @), ..., EZ r,(0, @)
= -1y [ 20 -E a0 32 @] +0
[viz (16.2.10)]. "
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Je I'{0,4) = u; pro i = 1,2, ..., n. Podle v&ty o implicitnich funkcich (viz
[28], kap. VIII) soustava rovnic

F‘(t, Ul, ey vj_i, vj+1, cony v") = z, Y i = 1, 2, sy Ny (D16.1.6)

je fesitelnd pro z = (zy, ..., z,) dosti blizkd k u. Podrobnéji fedeno, existuji &isla
5,4 >0 a zobrazeni Z:B(u,d, R") - B((0, 4), 4, R") inverzni k zobrazeni I
[tj. I(2(z)) = z pro z € B(u, 8)]. Pfitom Z(z) je jediné feSeni soustavy (D16.1.6),
které leZi v B((0, @), 4, R") pro z € B(u, 6, R") a funkce Z m4 spojité parcidlni deri-
vace. Cisla 8, 4 jsou tak mals, Ze plati:

Zobrazeni I'|p(o,a),4,rm) i€ prosté, ma jakobiin viude rizny od nuly

aje 4 < min (e¢’),

[Tt vy .o v0) — w] <,

II‘_,(t, Ugy oo U) — Uy < &'

pro |f| <4, [m—w|<4, k=1,2..,n, k#j. (D16.1.7)

Zvolme &slo ,0 < B < 4, a &islo a, 0 < « < min {§/3, B[3}, tak, aby platilo:
Jelit = B nebo t = —B, ve % N B(u, f), pak je
max |?(t, (v, Av)))| > 3. (D16.1.8)
i=1,2 n

[Takové &islo « existuje, protoZe pro t = f i pro ¢t = — f funkce na levé strané ne-
rovnosti je spojitd funkce proménné v a nabyva pouze kladnych hodnot na kompaktni
mnoZin& % n B(u, f).] Pro ¢ € (0, 4) poloime

Y(0) = {(¥:(t, (v, A)s ... Bt (0, AW)) e R*] |1] < 2

ve,|v—u|| <g}.

Snadno se zjisti, Z¢ Y(g) je obraz pfi zobrazeni I' mnoZiny takovych bodd
(8013 oo Vjm gy Djsgs s oens U,), Ze

It <e, |n—w|<e pro k=*j,

Iw“(vl, ceey v,-l, UJ+1, ceey v,,) - ujl <e.

Z (D16.1.7) plyne, Ze mnoZina Y(g) je otevend. Najdme takové &islo y € (0, 4),
Ze je Y(y) = B(u, ), a poloZme U, = Y(7). Je zfejmé, Ze plati (D16.1.1) a Ze mnoZina
U, je oteviend. Necht w, W, z, t, s spliiuji viechny podminky z (D16.1.4). Je w =
= (¥4(0, (W, A(W))), ..., Px(0, (w, A(w)))), a proto je w € B(u, 3x). ProtoZe je 3a < B,
je w € B(u, ). Obdobné je W € B(u, f). Kdyby bylo || = B, nemohlo by platit

(Z4(z, (w, AW))), ..., Pz, (w, A(w)))) € B(u, 3a)

pro 7 € 1,0) , resp. 7 € €0, t) [srovnej (D16.1.8)]. Je tedy |t < Ba obdobné je |s| < B.
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LA A s 6 'y
ProtoZe je 3a < 8,z€ B(u, 30, R"), B < 4, < min (¢, &), we % N B(u, B, R"), je

Wj = a),,(wl, coey wj—l’ WJ+1, coey Wn) ’

(t, “’1’ eoey w‘i_l, WI+1, coey W,,) = E(Z) .
Obdobné je

WJ = w,,(ﬁ"l, ooy wj-l’ WJ+ 19 ooy Wn) )

(S, Wis eens Wj_l, W]+l’ ceey W,,) = E(Z) .
Jetedy t = s, w = W a tak jsme dokdzali, Ze plati (D16.1.4). Ze plati (D16.1.2),
plyne z Definice mnoZiny U,. Je-li zeU,, ve% n B(u, B, R"), te(—B,p), z; =

=Pt (v, Av)) pro i =1,2,...,n, je (t, 0y, ..., Vy—1, Vjuy, ..., U,) FeSeni soustavy
(D16.1.6). Je tedy

(6 Vg5 ees Oj= g5 Vs e 00) = E(2), 0) = O Vg, ce0s Vj 1, Uyt oees ) -

Proto plati (D16.1.3). Pomocn4 véta D16.1.1 je dokézéna.

Dikaz Véty 16.2.3: Ke kaZdému u e % najdeme mnoZinu U, podle
Pomocné véty D16.2.1 a funkci &,: U, — R definujeme takto: Je-li z € U,, pak podle
(D16.1.2) a (D16.1.3) existuje jediny bod (t, v)e (—B, B) x [U n B(u, B, R")] tak,
Ze plati (i) a (ii) z (D16.1.2); poloZme

£z) = Pars(t: (0, X)) -

Funkce &, mé spojité parcidlni derivace [viz (D16.1.3)] a uZitim V&ty 16.2.2 zjistime,
Ze

&, je feSeni rovnice (16.2.1). (D16.1.9)
Jelize# nU, pak t =0, v = z, a tak plati
¢fz) = Xz) pro ze¥nU,. (D16.1.10)
PoloZme
U=UU,.
ue

DokaZeme, Ze plati:

Je-li z € U a existuji-li body u, u’ € % tak, ze je z € U, n U,. , pak je

E(z) = & (2). (D16.1.11)
Nechf je u,u' € %, ze U, n U, , nechf &isla a, B, t a bod v € % n B(u, B) odpovidaji
bodu z podle Pomocné véty D16.1.1 a necht &isla o', f', t' a bod v’ € % n B(u', p’)
odpovidaji bodu z podle Pomocné véty D16.1.1, piseme-li u’ misto u. Beze ztrity
na obecnosti miieme pfedpoklidat, Ze je ' < « (v opainém ptipadé bychom za-
ménili body u a u’). Je ze U, n U,. = B(u, &) n B(u', &’). Je-li

yeBW, o), je |y—z| <2 <22,
ly —ul <|y—z| + |z —u| £3«, tedyje B(u', ') = B(u,3x).
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Je
(Z1(z, (v, A(v))), ---» a7, (v, Av)))) € U, = B(u, 3a)

pro te€<t,0), resp.pro 7€<0,¢t),
(Pi(o, (v, A(v")), - - (o, (v, A(v')))) € U,» = B(u, 30)
pro ce{t',0), resp.pro ce{0,1').

Podle (D16.1.4)je t' = t,v" = v a tedy je

8(2) 2 Vo1, (0, 40)) = Poaa(1, (v, A0)) = El2) -

Dokazali jsme, Ze plati (D16.1.11).

Funkci é: U = R definujeme takto: Ke kaZdému bodu z € U najdeme bod
u € % tak, aby bylo z € U,, a poloZime ¢(z) = ¢,(z). Podle (D16.1.11) je flv.. = ¢, pro
kaZdé u € %. Z (D16.1.9) plyne, Ze & je feleni rovnice (16.2.1) a z (D16.2.10) plyne,
Ze je &(z) = A(z) pro z € %. Véta 16.2.3 je dokézéna.

Dodatek 18.1. DokaZeme Vé&tu 18.1.18. Funkci q: $ — K" nazveme
Jjednoduchou, nabyva-li jenom kone€ného po¢tu hodnot. Necht funkce g je jedno-
duchd a necht af'), af?) ... a™ jsou vSechny jeji hodnoty; poloZme M; =
={te S| q(t) =a"}, i =1,2,..., k. Je znémo, Ze je qe L(F, K") pravé tehdy,
jsou-li mnoZiny M; méfitelné a je-li m(M;) < oo, jakmile je a'? + 0, i =1,2,..., k.
Jedlige L(#,K") je

J"q dt =i§1ai m(M,) .

Odtud plyne [viz (3.2.3), (3.2.4)], Ze:
Véta 18.1.18 plati, je-li funkce h jednoducha. (D18.1.1)
DokaZeme tvrzeni:

Véta 18.1.18 plati, pFipojime-li pfedpoklad, Ze interval .# je omeze-
ny a Ze funkce h je omezend. (D18.1.2)

Toto tvrzeni dokaZeme pro pfipad K = R; postup v pfipadé K = C je obdobny
[pracujeme v prostoru R?", ktery tvofi redlné a imaginarni &asti sloZek x; vektoru
x € C"]. Nechf je x€R, |h,~(t)| <xproi=12,..,n.Prom=123,...aceld
1 15, ...y 1, poloZme '

H(m, 1y, .., 1) ={x = (x4, ..., x,) € R", xliim < x; < #(l; + 1)[m,

i=1,2..,n}. ~ (D18.1.3)
Snadno se zjisti, Ze mnoZiny

N(m, ll’ ooy l,') = h_l(H(m, ll’ oy l”)) =

= {te S| n(t)e H(m, 1y, ..., 1)},
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kde —m=l;<m, i=1,2,...,n, jsou méfitelné, maji konetnou Lebesgueovu
miru a jsou navzajem disjunktni. Zfejmé je

UNm, Ly L) —m S li<mi=1,2,..,n} =75.
Polozme

Xemitray(f) =1 pro teN(m,l,,..., 1),

Xemtsoty(f) =0 pro tef — N(m, Iy, ..., 1),

a(m, 1y, ..., L) = (xl;[m, xl,[m, ..., xl,/[m) e R",

gq™) = Y a(m 1y ... L) Xmu.tn(t) Pro teSs.

—m§h<m
i=1,..,n

Funkce ¢™(t) jsou jednoduché a integrovatelné a je h(f) = lnm q["'l(t) pro te .
Podle (D18.1.1) je

q[ln]( t) dt
s

[ Jam ar

ProtoZe funkce g")(t), | g"(t)|| jsou omezené a # je omezeny interval, je podle Véty
18.1.17

I M)t = tim I e,

m-a

[ e = im [ =y,

a tedy (D18.1.2) plati.
Abychom dokazali Vétu 18.1.18, definujme posloupnost funkci h™: & — K",
m=1,2,3,..., timto pfedpisem: Je-li

n
teSnl—mm), ¥ |h(t)] <m, poloZme h'™(t) = h(t);
i=1
pro ostatni ¢ necht je h'"Y(f) = 0. Funkce h'™ je omezend, méfitelnd a rovna nule

mimo kompaktni interval { —m, m}. Proto podle (D18.1.2) miifeme uZit Véty 18.1.18,
je K™ e L(S#, K", |h™)(.)| e L(#, R) a plati

J' W) i n < j )] it (D18.1.4)
5 5
Podle Véty 18.1.6 je |r| € L(#, R) a podle (3.2.8) je

[n(®)] = n,‘_;lh,-(t)| pro teJs. (D18.1.5)

Je oviem [|H"™(t)] < |

K S m S pro tes, m=1,2,....
i=1
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ProtoZe funkce na pravé strané je integrovatelnd, je podle Véty 18.1.17

I ’h(t) dt = lim J. R™(1) de .

m=—> o0
Je A1) = |A™(0)], k()] = lim|A"™(e)| pro te#, m=1,2,.... Podle
Véty 18.1.7 existuje integral |, || h(f)| dtaje -

LII W) a1 = lim J’ J||h["'](t)|| dt.

Vzhledem k (D18.1.5) je [, [|h(t)| d2€ R a limitnim pfechodem v (D18.1.4) plyne,
Ze plati (18.1.10). Véta 18.1.18 plati i v tomto pfipadg.

Dodatek 18.2. Dok4dZeme V&tu18.4.16.Proi = 1, 2, ... necht je y e B(%, 4,, R")
a necht posloupnost y' je husta v B(X, 4,, R"). PoloZme

) = sup {[4(t 1) = (6 y ] | 90 =y S 1K}, k=12,

Pii pevnych i, j funkce ||A(., y'7) — h(., y¥7)| je méfiteln4, a proto i funkce Y jsou
méfitelné. ProtoZe funkce h(t, .) je spojitd a koule B(X, 4,, R") je kompaktni, je h(t, .)
stejnomé&rné spojitd a plati Y,(¢) = 0 pro k — oo v kaZdém bod¥ te(ty — 4,, t, +
+ 4;,>. Pron >0,k =1,2,... poloZme

Cn, k) = {teto — 4y, to + 45| Yi(t) > n} .
Pro kazdé n > 0 plati
lim m(C(n, k)) = 0
k- o0
[m(E) je Lebesgueova mira mnoZiny E = R]. Proto ke kaZdému pfirozenému &slu

j existuje pfirozené &slo k; takové, Ze je m(C(277, k;)) <274. Pro I =1,2,...
polozme D, = U C(27/, k;). Ztejm& je m(D,) < 27*. Necht D, je takové oteviend
i>1

mnoZina, e je D; = D;, m(D;) < 27", Z definice mnoZiny D, plyne, Ze plati:

Je'li te(to - Al’ to + A1> - Db j > l, u, UGE()-C', Az),
lu = o] = 1/k;, pak je |h(t, u) — h(t, v)|| <27 (18.2.1)

Nechf je { > 0. Podle Luzinovy vty (viz [29], kap. 1, § 4) ke kaZdému i
existuje uzavfend mnozina E; < {t, — 4,, t, + 4,) takova, Ze je

m({ty — 4y, to + 4,) — E) < {271
a ze funkce f(., y'¥) je spojité na E,.

Ur&eme pfirozené &islo [ tak, aby bylo 27! < {/2 a polozme

@
A{=nEi—Dl'
i=1
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MnoZina A; je zfejmé kompaktni a protoZe je
(o =4y, tg+ 4> — A, = D, Ui‘_._)l[oo — 4y, 1+ 4> — E],
plati (18.4.23). Dok4Zeme, Ze plati (18.4.24). Nechf je ¢ > 0. Pfirozené &islo j urime
tak, aby bylo 27/ < ¢[4 a pfirozené &islo r tak, aby bylo B(%, 4,) = U B!, 1/k;).
i=1
Didle najdeme &islo 6, > 0 tak, aby platilo
(e, %) = s, y')| < ¢4,
jakmile je ie{L,2,...,r}, t,s€ A, |t — 5| £ 5,. PoloZime
5 = min {51, I/kl} .

Necht je t, s € 4, |t —s| <8, u,ve B(%, 4,), |u — v| £ 6. K bodu u na-
lezneme me {1, 2, ..., r} tak, Ze je [|u — Y™™ < ¢/4. Je

I1(e, w) — h(s, v)|| = [[A(t, u) = h(e, ™| + (s, y™) — h(s, )] +
+ (s, ) = h(s, )|} + [[h(s, u) = (s, v)] -

KaZdy €len na pravé stran& je men3i neZ 1/(4¢) [pfi odhadu prvniho, tfetiho a &tvrtého
&lenu uZijeme (D18.2.1), pfi odhadu druhého &lenu uZijeme definice &isla 8, a nerov-
nosti 6 < 6,]. Je tedy |h(t, u) — h(s, v)| < &. To znamend, Ze funkce h|, xncs.4:)
je spojita. Véta 18.4.16 je dokazéana.

Dodatek 18.3. V tomto dodatku dokdZeme Vé&tu 18.5.5. Nejdfive z&asti pfipo-
meneme a z&4sti odvodime nékteré vysledky o konvexnich mnoZinich. MnoZina
Z < R" se nazyva konvexni, jestlize plati: Je-li x, y € Z, pak mnoZina Z obsahuje
tseCku spojujici body x, y, tj. mnoZinu {ax + (1 — «) y| 0 < a < 1}. Pfirozend
priazdnd mnoZina je konvexni a pfimo z definice konvexni mnoZiny plyne, Ze prinik
libovolné soustavy konvexnich mnoZin je konvexni mnoZina. Nechf je Y = R".
Nechf mnoZina ¥ m4 tyto vlastnosti:

YcV. (D18.3.1)
V je uzaviena a konvexni . (D18.3.2)
Je-li Z uzaviena konvexni mnoZina takova, Ze je Y = Z, pak je

VelZ (D18.3.3)

Pak V se nazyva uzavieny konvexni obal mnoZiny Y. ProtoZe prinik libovolné
soustavy uzavienych konvexnich mnoZin je uzaviena konvexni mnoZina, je mnoZina
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V rovna priniku vSech uzavienych konvexnich mnoZin, které obsahuji Y; mnoZi-
na V tedy existuje pro kaZdou mnoZinu Y = R" a je uréena jednoznalné. Uzavieny
konvexni obal mnoZiny Y oznatujeme CoY. Nechf je u € R" u + 0, y € R. Mno-
Yinu {xeR"| (4, x) =y} nazyvime nadrovinou, mnoZiny {xe R"|(u,x) <7},
{x € R"| (4, x) = y} nazyvame (uzavFenymi) poloprostory. Necht R, je mnoZina ra-
cionélnich &isel.

D18.3.1. Véta (o oddélitelnosti kompaktnich konvexnich mnoZin): Necht je
X,YeX,, X nY=0. Potom existujiiie R", & + 0,a y,, 7, €R, y; < 7,, tak, 2e je
(# x) Sy, proxeX, (i, x) 2 y, proxe Y.

Diikaz: Prou = (uy, ..., u,) poloZme |u|; = (u} + u3 + ... + u?)"/2 Pro-
toZe mnoZiny X, Yjsou kompaktni, existuji body % € X, j € Ytakové, Ze je | % — 7|, =
=inf{|x — y[,| xe X, ye Y}, aprotoZe je X n Y= 0, je % + J.

Polozme B, = {x e R"| |x — %], < |# — %[2}. Je B, n Y = {§}. Odtud plyne,
Ze je

Yn{xeR|(F-%x)<(F-%7)} =0

[v opa&ném pfipadé by existoval bod y € Ytakovy, Ze by bylo (§ — %,y) < (¥ — %, §)
a pro viechna dosti mald 4 > 0 by body 7 + A(y — j) patfily do mnoZiny B, n Y].
Je tedy Ye {xeR|(F - %x)2(F - %9} ti. G-%Hx)2(F - %) pro
x € Y. Obdobng je (£ — 7,x) 2 (X — §, %) pro xe X, tedy (§ — %, x) S (j — %, %)
pro xeX. Je (5 — % 5 — %) >0, tedy (7 — % §) > (§ — % %) a Véta D183.1
plati, poloZime-lid = § — %, 9, =(J — %, %), . = (7 — %, 7).

. Poznamenejme, Ze Vétu D18.3.1 Ize odvodit z podstatné hlubsi véty o oddé-
litelnosti konvexnich uzavienych mnoZin (viz [42], kap. 3, § 2, Vétu 5).

D18.3.2. Véta: Necht je X, Ye X ,, X n' Y = Q. Potom existuji u € Ry, y € Ry tak,
Ze je (u,x) <y proxeX, (u,x) >y proxeV.

Diikaz: Najdéme i, 7y, y, podle Véty D18.3.1. Nechf je y; <y <7,
y € Ry. ProtoZe mnoZiny X, Y jsou omezené, stadi, zvolime-li u € R} dostatetné
blizko k #.Véta D18.3.2 je dokazana.

D18.3.3. Véta: Necht je X € X', a necht U(X) je mnofina takovych dvojic (u,7),
ueRy, u + 0, yeR,, %e je (u, x) < y pro x € X. Potom je

X= N {xeR|(ux)=v}. (D18.3.4)

(u,7)e%(X)
Dikaz: Zfejm& je X< ) {xeR"|(u,x)<7y}. Jelli yeR"-X,

(u,7)e%(X)
pak podle Véty D18.3.2 existuji u€ Ry, u + 0, ye R, tak, Ze je (4, x) <y pro
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xeX, (u,y) >y To znameni, ¢ y¢ [ {xeR"
(u,7)e¥(X)

(u,x) <7y} a (D18.34)

plati. Véta D18.3.3 je dokdzéna.

Nechf je @ + X <= R", nechf mnoZina X je omezend, u € R”, u #+ 0. PoloZme
o(u, X) = sup {(u, x)| x € X}.

D18.3.4. Véta: Je-li X € A, plati

X= N {xeR"| (u, x) < o(u, X)} .
ueRo",u*+0
Dikaz: Pro ue Ry, u + 0, je (u, X) = inf {y € Ro| (u, 7) € %(X)} a Véta
D18.3.4 plyne z Véty D18.3.3.

D18.3.5. Véta: Necht je 0 + X < R" a necht mnofina X je omezend. PoloZme
Y= N {xeR'|(4,x) = ofu, X)}. Potom je Y = CoX.

weRo™,u%0

Dikaz: MnoZina Y je konvexni, uzaviend, X — Y, a snadno se ukize, Ze Y
je omezena. Je tedy Ye A, CoX < Y. Podle Véty D18.3.4 je

CoX= N {xe R"| (u, %) £ o(u, CoX)} .
ueRo™,u*0
Na druhé strané je o(u, CoX) = w(u, X) pro ue R", u + 0, a tedy je Y < CoX.
Véta D18.3.5 je dokazana.

D18.3.6. Definice: Nechf mnoZina A = R je méfitelnd. Bod &€ R se nazyva
bod metrické hustoty mnoZiny A, jestlize ke kazdému ¢&islu v < 1 existuje n > 0
tak, Ze¢ je m(An < p)) > v — a), jakmile je E—nSaSESBSE+n,
o * B

Snadno se dokaZe, Ze plati

D18.3.7. Véta: Necht mnoZina A = R je méFitelnd, x: R — R, x(t) = 1 pro te A,
x(t) =0 pro te R — A, O(t) = [; x(0) do. Potom bod & je bodem metrické hustoty
mnofiny A prdvé tehdy, je-li cislo 1 derivace funkce © v bodé &,

Z V&t 18.1.11 a D18.3.7 plyne, Ze plati

D18.3.8. Véta: Nechf mno¥ina A < R je méfitelnd, m(A) > 0. Potom skoro kaZdy
bod mnoZiny A je bodem jeji metrické hustoty.

Euklidovskou normu bodu x = (xy, ..., X,) € R* oznatime ||x|, tj. [x]; =

= (X x})12 Je
i=1

D18.3.9. Véta: Necht # je interval, 1€ S, x > 0, p™: e # - R" jsou méFitelné
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a necht je |[p™(1)]|s S x prote S k=1,2,.... Prote £, 1= 1,2, ... polofme
Pf) = Co {p(e), pU*1(r), pi+2)(y), ...},

P(t) =1=pz ..,P’(t)’ qm(‘) - I 'p[k](a) do. (D18‘3'5)

Necht pro kaZdé te S posloupnost g™)(1) konverguje, q(t) = lim q™t). PoloZme
k-
. dqg
f) = —(t
i0=20

ve viech bodech t € #, v nich¥ funkce q md derivaci, a nechfje §(t) = 0 v téch bodech
te S, v nichZ funkce q nemd derivaci. Potom je

la(®) = a(s)|. S =t — 5| pro t,ses, (D18.3.6)
4(t) € P(t) skoro viude v S ' (D18.3.7)

[pro kazdé te S je ovsem O + P(t)e X', nebof je O + P(t) e X, P(t) > P4 y(2)
prol=1,2,3,...].

Dakaz: Je |q™(t) — ¢™s)|. < [} [|[p™(0)].do S #(t —5s) pros < t, k =
=1,2,..., a tedy plati (D18.3.6). Vzhledem k definici funkce 4 a k (D18.3.6) plati
[4(9)]2 S * pro te S. Necht P je graf zobrazeni P, tj. B = {(t, x)| te £, x € P(t)}.
ProueRj,u £ 0,1 =1,2,... poloZme

@.(t) = sup (u, pY(1)), Y1) = llim @.(1) (D18.3.8)
jzl -
[limita existuje, protoZe @,(f) = @,,1+1(t)]. Funkce @y, ¥, jsou méfitelné a je

|oul®)] < ©ullz, [Yul))] < #u]2 - (D18.3.9)
Podle Véty D18.3.5 je

PH= N {xeR"I (u,x) £ @u(t)} pro 1=12,...

ueRo"™,u*0
P0)= N {xe R"I (u, x) £ ¥ (1)} -
ueRo™,u®0
Polozme P, = {(t, x)| te S, (4, x) S Y.(1)} pro ueRgu+0.Je
$= N P.. (D18.3.10)
ueRo™,u*0

Pro u € R%, u # 0, nechf je T, = {te #| (u, d(1)) > Vu(1)}. ProtoZe plati (D18.3.6),
je funkce § méfitelnd, a tedy i mnoZina T, je méfitelnd. DokdZeme, Ze pro kazdé

ueRy, u +0,je
m(T,) =0. (D18.3.11)
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Necht naopak existuje takové u € Ry, u # 0, Ze je m(T,) > 0. Pro 3 > 0 poloZme

Vo = {tel| (u, 4(t)) > v.(f) + 9} .
Mnozina V; je méfitelnd. ProtoZe je

T;l = U Vl/m ’ m(n) >0 ’

m=1,2,..

existuje takové &islo 6 > 0, Ze je m(V;) > 0. Nechf ¢ je bod metrické hustoty mnoZiny
V; [takovy bod existuje podle Véty D18.3.8]. Zvolme ¢&islo v, 0 < v < 1, tak, aby
bylo 6v > 2x|ul|, (1 — v), a najdeme &slo > 0 podle Definice D18.3.6. Nechf je
(=nsas{sp=sé+na*ph{ap)csle

(w a(8) — ( a(®) = j( i(0)) do = j (, d(0)) do +

Vsnla,B)

+ f (u, 4(0)) do = 6v(B — a) +
(a,8>=Vs

4 j V(o) do — xful, (1 - ) (B - ), (D18.3.12)
Vasn(a,p)
(u, a™(8)) — (u, ™)) = (u, p™(0)) do +
Ven{a,B)
u, p¥(s)) do <
+_[(¢,p)-V‘( ? ( ))d =
§j @u(0)do + x|ul2(1 = v) (B — o). (D18.3.13)
Vanla.p>

Vzhledem k (D18.3.8) a (D18.3.9) je

f Y.(0) do = lim J’ ¢u(0)do.
Vsn(a,p) k>® Jvsnca.py

Limitnim pfechodem pro k — oo v (D18.3.13) obdrZime

(, 4(B)) — (w, a(x) j Vo) do + wfully (1 = ) (B - 0).

Van{a,p)>
Podle (D18.3.12) m4 byt

J Yodo + 6v(B — a) — xfuf,(1 —v)(B — ) =
Van(a,p)

s o sl (=96~
Ven{a,p>

a to neni moZné vzhledem k volbg &isla v. Tedy (D18.3.11) plati pro kaZdé u € Rg,

(394)



u % 0. PoloZme
T= U T,.

ueRo™,u*0
Jem(T) =0.Je-lite # — T,je te S — T, pro kazdé u, tedy (1, 4(t)) € B, pro kazdé
ue Ry, u + 0, a vzhledem k (D18.3.10) je (1, 4(f)) € B, ti. 4(r) € P(z). Véta D18.3.9
je dokdzéna.
D18.3.10. Véta: Necht ¢ je omezeny interval, i€ ¢, e L(#, R), p™ e L(#, R")
prok = 1,2,... a necht je |p™(¢)|. = &(t) prote £,k =1,2,.... Prote #, 1=
= 1,2,... poloZme

P (i) = To (5%0), B+ 1(0) ..}

Necht pro kazdé te # posloupnost §™(t) konverguje, 4(t) = lim g™)(t). Polome
k-
dq

i) = —=(

dt

ve vSech bodech te #, v nich? funkce § md derivaci, a necht je i]'(t) =0 v téch
bodech t e #, v nichZ funkce § nemd derivaci. Potom je

t
"ag—ﬂmb§J@w pro s,te f, s<t, (D18.3.14)
4(t) € P(z) skoro viude v 2. (D18.3.15)
Dtukaz: Je

179 - @)l 5 [ 171 do 5 [ele)ao
pros, te #,s < t, atedy plati (D18.3.14) a je

a(1) — 4(s) = -rc'j(a) do.
Polozme ’

ot) = j :[1 + 3(o)] do .

Funkce ¢ je rostouci, absolutné spojitd a zobrazuje interval # na interval, ktery
oznatime #. Necht §: S — # je inverzni k funkci ¢. Je [Y(4,) — ¥(4:)| = |4, — 4]
pro 4y, 4, € 4, tedy funkce ¥ je absolutné spojita. Lze dokézat, Ze pro skoro vSechna
A€l je

L@ =0+ awan
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PoloZme
g™ () = W) a(0) = d¥() pro (es, k=1,2,....
Je ¢(%) = 0 a podle Véty 18.1.24 je

any ¢ PMY(A) N ((10))
40 ‘L Traua) Y 'j o1 iZ(w(z)) %

Polozme p™({) = p™(Y()) [1 + é(¥({))] ! a zavedme mnoZiny Py({), P(¢) a funkci
4 jako ve V&t& D18.3.9. Je 4(¢) = 4(¥(2)) [1 + &((¢))]~* pro skoro viechna { € 5.
Podle Véty D18.3.9 je (¥(8)) [1 + a(¥(£))]~* € P({) pro skoro viechna { € . Je-li
ted, t=y(0), dWQ) [ + aw()] ' e P(), je d(tf) e P(r), a protoze funkce ¥
zobrazuje mnoZinu miry nula v # na mnoZinu miry nula v #, je §(f) € F(t) skoro
vSude v #. Véta D18.3.10 je dokdzana.

Pro { > 0 ozna&ime B,(0, {, R") kouli v R" o stfedu 0 a polom&ru { pfi uZiti
euklidovské normy, tj.

By(0,{,R") = {xe R"| Ix|2 < ¢} .

D18.3.11. Véta: Necht S = R je omezeny interval, ¢ € L(J, R), necht funkce
S: S — A, je méfitelnd a necht je S(t) = B(0, ¢(t), R") pro t € . Potom existuje
funkce p e L(#, R") tak, %e je p(t) € S(t) skoro viude v 5.
Dukaz: Necht ! je pfirozené &islo. Pro k; = 0, 1, wn2j=1,2,...,n,
poloZzme
k,— 12— 1
l

ky— 12 +1
I ’

IIA
IA

Wik = {x = (X1 ... Xp) ER| X;

j = 1,2,...,n}.

Ke kazdému celému Cislum =0, 1, 2, ..., (212 + 1)" — 1 existuje pravé jedna n-tice
(kg5 ..o ky), kde k; = 0, 1, ..., 212 tak, Ze je

m=ky +QF + 1) ky+ (2P + 1)* ks + ...+ (2* + 1" k,. (D18.3.16)

Polozme V,,, = Wy, ;,; tim jsme mnoZiny W, ,. uspofadali. Zfejmé je

QBr+1yn-1
U Vim= U Wi =
m=0 Kiyeeerkn

0<ky<212

={xeR"l-I—ll§xj§l+l;, j=1,2,...,n}.

PoloZme

Tin={teF|S() N Vin+ ¢}, Ain=Tim— (To U Ty U... UTyp_y).
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MnoZiny T,,, Aim jsou méfitelné, A, N Ay = @ pro m + k a je

@r+1)m-1
U Alm =J.

I=~y,2,... m=0
Funkce pli. # — R" zavedme pfedpisem
2 —12 _ 12
p['](t) = kl - l ’ kz l 3 **° k” l ’
l 1 1
je-li te 4,, a plati-li (D18.3.16); p™™(f) = 0, je-li
@r+1)n-1

tE.f— U Alm.
=0

Funkee pt9 jsou méfitelné, [|p*(1)]2 < o(f) + n'/?17" pro te S, 1 = 1,2,..., tedy
je PeL(#, R") pro I = 1,2,.... Zvolme 7€ S a poloZme
T
qu(r) = J’ Po)de pro teS.
Je

[496) — 4] < f [9°%0)] do < j ‘2do + n¥3(s - §) 17t

pro t,sef, s<t,

a podle Arzeldovy-Ascoliovy véty lze vybrat stejnomé&rn€ konvergentni posloupnost
q"'. Polozme g(f) = lim g"'¥(t) pro te S,
-

P = Co (o). ). PO = 0 P,

Podle Véty D18.3.10 funkce ¢ je absolutng spojitd a je 4(f) € P(r) skoro viude. Ke

ka¥dému ¢ > 0a t € S existuje &islo N(g, ) tak, Ze je pt*)(t) € 2(S(t), &) pro I > N(e, 1),

tedy Py(t) = O(S(¢), &), nebof mnoZina £(S(t), ) je konvexni. Je tedy P(f) =

< N &(S(¢), &) = S(t) pro te S, 4(t) e S(t) skoro viude v . PoloZime p = 4.
>0

Véta D18.3.11 je dokazana.

D18.3.12. Véta: Necht jsou splnény tyto podminky: F € USC(G), 4 je interval,
funkce u: 5 — R" je spojitd, (t, u(t)) € G pro te S. Potom sloZend funkce F(t, u(t))
je méfitelnd (viz Definici 18.5.14).

Dilkaz: Nechf mnoZina E < R" je uzaviena. Pro k = 1, 2, 3, ... poloZme

E, = E n B(0, k). MnoZiny E, jsou kompaktni a plati E = |J E,. Polozme
k=1

We={te S| F(t,u(t)) nE, + 0}, W={teS|Ft,u@t)) nE +0}.

Zfejm& je W= \J W,. Podle Definice 18.5.3 pro j = 1, 2, 3,... existuji mnoZiny
k=1
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A; < R takové, Ze plati m(R — A4;) < 1]j a Ze funkce F|g, 4,xRm jsou polospojité
shora. Odtud plyne, Ze mnoZina W, N A jjeuzaviendv A;a tedy méfitelnad pro k,j=

=1,2,....Jetedy i mnoZina W; n ( U A;) méfitelnd, a protoZe je m(R — U A,) =0,

je mnoZina W, méfitelna. To znamena, Ze mnozina W je méfitelnd, a tak sloZend
funkce F(t, u(t)) je m&itelnd. V&ta D18.3.12 je dokdzana.

Dukaz Véty 18.5.5: Hlavni myslenky jsou obdobné jako v dikkazu Véty
18.4.2. K bodu (o, X) € G najdeme &isla 4,, 4, > 0 a funkci ¢ podle (18.5.6), polo-
Zime 6, = 4,[2 a &islo 6, > 0 najdeme tak, aby bylo

to+dy
61§A1,J odo < J,.

to—3a,
(18.5.7) zfejmé plati. (18.5.8) se dokaZe obdobné jako v diikkazu Véty 18.4.2.
DokazZeme, Ze plati (18.5.9). Nechf je s <, + J,; sestrojime FeSeni
q: {s, tp + 8;) — R" diferenciélni relace (18.5.1), g(s) = y. Nechf [ je pfirozené
&islo, 1 > 1. PoloZme s; = s + j(to + 6, —s) "' proj=0,1,..., L
UkéZeme, Ze existuje funkce qt™: (s, to + 8,) — R" spliiujici tyto podminky:

Funkce gt je absolutné spojitd na intervalu <s, t, + 8. (D18.3.17)

g(t)=y pro s<t<s,. (D18.3.18)

gt(e) e F(t, ¢t — [to + 6, — s] 1" ")) skoro viude v (s, 1o + &,).
(D18.3.19)

[4"(¢) je derivace funkce g'*! v kaZdém takovém bodg t, v n&mZ ¢'*! m4 derivaci,
v ostatnich bodech ¢ je ¢'*)(f) = 0.] Jak uvidime, funkce ¢'* nemusi byt podminkami
(D18.3.17) az (D18.3.19) urena jednozna&ng, plati viak

(t, g"(1)) € Q(to, X, 6,,26,) pro tels,to + 6y). (D18.3.20)

Funkce ¢'” je podminkou (D18.3.18) uréena na intervalu <s, s, . Pfedpokl4-
déme, Ze pro n&jaké j = 1,2,...,] — 1 zndme funkci ¢'” na intervalu ¢s, s;) a Ze
plati (D18.3.18), Ze na intervalu (s, s;> plati (D18.3.17) a (D18.3.20) a Ze plati
(D18.3.19) na intervalu {sy, s;», je-li j > 1. Podle Véty D18.3.12 sloZend funkce
F(t, ¢t — [to + 6, — s]17")) je na intervalu {s;, s;;,> méfitelnd, je

F(t, "t — [to + 6, — s]17")) = B(0, ¢(f))* pro te{sjsj+1),

a tak podle Véty DI8.3.11 existuje funkce we L({sj, s;+1), R") takova, Ze je
w(t) e F(t, ¢t — [to + 6, — s]17")) skoro viude v <sj, 5;41). Pro te(s;, s;41>
poloZime

0 = %) + [ w9 ax.

sy
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Odtud plyne, Ze (D18.3.17) plati na intervalu <s, S;+1) a Ze (D18.3.19) plati na inter-
valu <51, $541)- Je tedy [[§U*1)(t)| < o(t) pro t€<s, 5;44),

a0 = 5] = 1a%0) - @) + 1y = 21 5 [ e+ 5, 5 28,

a tedy i (D18.3.20) plati na intervalu (s, 5;+1)- Takto postupn& uréime funkci gt
na intervalu <s, ty + 6,).
ProtoZe funkee q', I = 2, 3, ..., spliiuji (D18.3.17) aZ (D18.3.20), plati

t2 2
lae) - %)) = [l s [ (D1s321)
ty 131
pro ty, 1, €<s, to + 0,>, t; < t,, a podle Arzeldovy-Ascoliovy véty vybereme stejno-
mérn& konvergentni ') a polozime g(f) = lim ¢")(f) pro te<s, to + ,). UzZijeme
i-» o

Véty D18.3.10; polozime # = (s, to + 0,0, 6 =0 p™ =4¢"™, 1=5, (1) =
= g"(t) — q"*X(s). Je 4(t) = q(t) — g(s) a podle Véty D18.3.10 je

. 2 -
la(tz) = a(ty)] < f 0dt pro t, hedS, to+ 8., 1 <ty,

ty

d(f)e P(t) skoro viudev (s, to + 6;). (D18.3.22)

Necht A je mnoZina takovych te (s, ? + 8,), Ze pro pfirozena I, 1 =
2 (to + 01 — s)(t — s)7%, plati 1(¢) e F(t, ¢*Yt — (1o + 65 — 5)171)); zfejmE je
m(A) = to + 6, — 5. Necht je te 4, t > 5, & > 0. ProtoZe funkce F(t,.) je polo-
spojitd shora, existuje &islo & > 0 tak, Ze je F(t,z) = Q(F(t, q(t)), &), jakmile je
|z = a(?)]} < 8. Protoze je q(f) = lim ¢")() a protoze plati (D18.3.21), je g(t) =
k=
= lim "t — [t, + 6, — s] (L)), a tedy existuje &islo m tak, Ze je

k-0

F(t, g™t — [to + 64 — s](L)™") = Q(F(t, q()), &) pro k=m.

Je p™)(t) e Q(F(t, q(1)), &) pro k 2 m. ProtoZe mnozina Q(F(t, g(t)), €) je uzaviena
a konvexni, je Py(t) = Q(F(1, q(t)), ) pro k = m, tedy P(t) = Q(F(t, 4(t)), €), a pro-
toZe tato inkluze plati pro & > 0, je P(f) = F(t, q(t)). Dokazali jsme, Ze je P(t) <
< F(t, q(t)) pro t€ A, t > 5. Odtud a z (D18.3.22) plyne, Ze je 4(t) € F(t, q(?)) skoro
viude v s, to + 6. Zfejmé je g(s) = y. Je-li s > t, — &,, najdeme obdobn& FeSeni
4: {to — 6;, sy = R" takové, Ze je 4(s) =y, a poloZime w(f) = 4(f) pro
tety — 8y, 5D, Wi,»(t) = q(t) pro e {s, to + J,). Véta 18.5.5 je dokazana.

Dodatek 18.4. Dokazeme V&tu 18.5.9. Zvolme t, € £, poloZzme X = u(t,) a najde-
me &sla §;, 5, > 0 podle V&ty 18.5.5. ProtoZe mnoZina Q(to, %, 85, 9,) < G je kom-
paktni, existuje funkce @ € L({t, — &,, to + ,), R) tak, Ze je F(t, x) B(0, (o), R")
pro (t, x) € Q(to, %, 61, 85). Je

[40) — us)] < j :ua"‘l(o)n do < j" o(0) do
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pros,te f Nty — 8y, ty + 4,), s < ¢, a limitnim pfechodem pro k — oo plyne,
Ze tutéZ nerovnost spliuje i funkce u; je tedy funkce u absolutné spojitd na
S Nty — 8y, ty + ;). Polozme p™(r) = a™(z) pro te S n {ty — 6y, to + 6,),
k=1,2,..., a zavedme mnoZiny P,(t), P(f) jako ve V&t D18.3.10. Podle Véty
D18.3.10 je u(f)e P(t) skoro viude v £ N {ty — d,, to + 8,). Z konvergence
u™Y(t) > u(t) pro k — oo a z pfedpokladit o funkci F plyne, Ze ke kaZdému & > 0
a teI Nty — 8y, o + 6;) existuje &slo N(e f) tak, Ze je F(t, u™(r)) <
< Q(F(t, u(1)), &) pro k > N(z, t). Je tedy Py(t) = Q(F(t, u(r)), ¢), jakmile te £ n
Nty — 81, to + 8, je takové, Ze je p(r) = aU 1) e F(t, u (1)) pro j = 1,2, ...,
a jakmile je k > N(g, t). Tedy pro skoro viechna te S n {ty — 8y, to + 6;) je
u(t) e P(t) = N QF(t, u(t)), €) = F(t, u(t)). To znamen4, Ze funkce u je na intervalu
>0

J Nty — 8y, ty + 8;) feSenim diferencidlni relace (18.5.1), a tedy u: S — K"
je feSenim diferencialni relace (18.5.1).

Dodatek 18.5. DokédZeme Vé&tu 18.6.1. Nejdfive zavedeme né&které pomocné
pojmy a vySetfime jejich vlastnosti. Symbolem R oznadime mnoZinu takovych
N c R", Ze je m(N) =0. [Zde m znamend Lebesqueovu miru v R*]. Necht je
Hc R, ¢ H-R.[ProA cRjeé (A) = {xe H| §(x) € A}.] Pro V < H definujme

sup ess £|y = inf {we R| £ !((2, ®)) N Ve R}.

Misto sup ess &[, budeme téZ psit sup ess {¢(x)| x € V}. Stru€ng Ize ¥ici, Ze sup ess &y,
je supremum funkce ¢ na mnoZiné V, zanedbiame-li podmnoZiny mnoZiny ¥, které
maji miru nula. V pfipadg, Ze je £~'((a, 0)) N V¢ N pro kaZdé x € R, je oviem
sup ess {|y = 0. Snadno se zjisti, Ze plati:

sup ess &|y < sup {¢(x)| xe V}. (D18.5.1)
Je-li V; « V, c H, je sup ess fly‘ < supess {lyz. (D18.5.2)
Je-li N e R, je sup ess élyn(k._m = sup ess ély. (D18.5.5)

Polozme N,y = {x € V| ¢(x) > sup ess &|;}. Snadno se dokdZe, Ze je:

Neye®R. (D18 5.4)
sup ess &|y = sup {&(x)| xe V — N} . (D18.5.5)
Déle plati:

Je-liN;, N,e R, N, o Ny,

sup ess &|y, = sup {¢(x)| xe V — Ny},

potom je

sup ess &|, = sup {&(x)|xe V= N,}. (D18.5.6)
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Podle (D18.5.3), (D18.5.1) a (D18.5.5) je totiz
sup ess £|y = sup ess &|ygnny < SUP {é(x)| XEVA(R"-N,)} =
< sup {¢(x)| xe V— N,} = supess &)y
Necht je g: H = R", V < H. Pro u € R" poloZme
@(u, g, V) = sup ess {(u, g(x))| xe V},
9. V)= N 0{y € R"I (4, y) = (u, g, V)} .

ueRo™, u¥
Zfejmé& mnoZina ‘g(g, V) je uzaviend a konvexni a je
(g, V) =69, V;) pro VicV,cH. (D18.5.7)
Piedpokladejme, Ze je
supess {|g(x)] | xeV} < w. (D18.5.8)

Pro v € R" ozname

Jola = (Z oy

Podle (D18.5.8) existuje x € R tak, Ze je |g(x)|. < x» Pro skoro viechna x e V; je
tedy &(u, g, V) < x|u|l,. Necht je ze%4(g, V). Pro #e R}, u #+ 0, Jull, < 1, je
(u, z) < x, a protoZe je ||z||, = sup {(u, z)| ue R, u * O, [Ju||, < 1}, je ||z||, < =
MnozZina %(g, V) je tedy omezen4, a proto:

MnoZina (g, V) je kompaktni a konvexni (D18.5.9)

[mize oviem byt 4(g, V) = 0].
Polozme &,(x) = (u, g(x)) pro x € H a pfi pevném V piSme N, misto N,,
a poloZme

M = U{N,|ueR}, u+0}.

Podle (D18.5.4) a (D18.5.5) je N,e R a @(u, g, V) = sup {(u, g(x))| xe V — N,}.
ProtoZe je M e !, M > N,, je podle (D18.5.6)

@(u, g, V) = sup {(u, g(x))| xeV—-M}, ueRy, u+0. (D18.5.10)
Je oviem

sup {(u, g(x))| xe V — M} = o(u, {g(x)| xe V — M}) (D18.5.11)
[funkce w byla zavedena pted Vétou D18.3.4] a podle Véty D18.3.5 je

“@V)=_ 0 {eR| ) s ow o) xeV - M} =

ueRo™,u

= Co {g(x)l xeV - M}. (D18.5.12)
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Podle (D18.5.10) aZ (D18.5.12) je

o(u, 4(9, V)) = @(u, g, V). (D18.5.13)
Je té% g(x) € 4(9, V) pro x e V — M a specialn je
%9, V)£ 0, jeli V. (D18.5.14)

JelliNe®,N > M, je N > N, pro u € Ry, u + 0, a podle (D18.5.6) je @(u, g, V) =
= o(u, {g(x), x€ V — N}), a tedy je 4(g, V) = Co {g(x)| x e ¥ — N}. Odtud plyne,
Ze je
%(g, V)= {';166 {9(x)] xe V= N}. (D18.5.15)
Ne

D18.5.1. Pomocna véta: Necht mnoZina H < R" je oteviend, ¢: H — R. Potom
existuje mnofina Ae N, A = H, takovd, Ze pro kaZdou otevienou mnoZinu V < H
je sup ess &|y, = sup {&(x)| xe Vn (R* — A)}.

Dikaz: Necht 2B je spocetnd oteviend baze v H [tj. mnoZina 9B je spodetna,
jeji elementy jsou oteviené podmnoZiny v H a ke kazdé dvojici (x, V), kde mnoZina
V < H je oteviena a x € V, existuje We I tak, Ze je x€ W < V; za T mlZeme vzit
systém n-rozmérnych intervald (&, By) X (22, B2) X ... x (a,, B,) obsaZenych v H
takovych, Ze &isla ay, a5, ..., a,, By, Ba2» ceos B, jsou racionélni] a necht B Jje spocetna
oteviend baze v R. Nechtje We I, We . Je-li &~ l(W)r'\ We R, polozme D(W, W)=
= W)W, jelli &Y (W)n WgRN, poloime D(W, W)= 0. Polozme jesté
A = U{D(W, W)| (W, W)e 1B x 9B}. ProtoZe je D(W, W)e % a mno¥ina I x 9B
je spofetna, je A e N. Necht mnozZina V < H je otevienad. Zfejmé je sup ess ély =<
< sup {C(x)] xe VN (R" — A)}. Necht je xeVn(R"— A), &¢>0; najdéme
WedB, We @B tak, aby platilo xe W V, &(x)e W (&(x) — & &(x) + ¢); to
znamena x € ¢~ (W) n W. Protoze je x ¢ A > D(W, W), je EY(W) n W¢ R [v opad-
ném piipadé by bylo D(W, W)= E (W) W, tedy xe D(W, W)]. Proto je
EY(W)n V¢ RN a odtud plyne, Ze je sup ess 6|y 2 ¢(x) — & Tato nerovnost plati
pro kazdé & >0 a kaZdé xe ¥V (R" — A), tedy supess £|, = &(x) pro kazdé
xeVn(R" — A). To znamend, Ze je sup ess &, = sup {&(x)| xe Vn (R" — A)}.
Ze plati opaéna nerovnost, plyne pfimo z definice sup ess §|y. Pomocna véta D18.5.1
je dokdzana.

D18.5.2. Pomocna véta: Nech? mnofina H — R" je oteviend, g: H - R". Potom
existuje mnofina & e N, & < H, takovd, Ze plati: Je-li mnoZina V =« H otevFend
a je-li splnéno (D18.5.8), pak je

9. V)= N {yeR|(4,y) = sup{(u,9(x))| xeVn(R" - &)} .

ueRo"™,u*0

Dikaz: Podle Pomocné véty D18.5.1 ke kazdému u € Rj, u =+ 0, najdeme
mnozinu 4,€ RN, 4, = H, Ze pro kazdou otevienou mnoZinu V < H je &(u, g, V) =
= sup {(u, 9(x))| xe Vn (R" — A4,)}. Polozme & = U{Aul ueRy,u+0}.JeSeR,
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podle (D18.5.6) je @(u, g, V) = sup {(u, g(x))l xeVn(R"— &)}, ueRy, u +0,
a Pomocna véta D18.5.2 je dokazéana.

Z Pomocné véty D18.5.2 pfimo plyne, Ze pro kaZzdou otevienou mnoZinu
V < H takovou, Ze plati (D18.5.8), a pro kazdé x e V n (R — &) plati

9(x)e (g, V). (D18.5.16)

Déle budeme pfedpoklddat, Ze mnozina H < R" je oteviend a Ze funkce
g: H - R" spliiuje (18.6.7). Je-li tedy X € H a maji-li 6, a x stejny vyznam jako
v (18.6.7) a je-li mnoZina V <= B(%, d,) otevfend, je V¢ N a plati (D18.5.8); podle
(D18.5.9) a (D18.5.14) je (g, V) € A,. Nyni pfistoupime k vlastnimu ditkazu Véty
18.6.1. Polozme

V(x) =l_’n %(9, H n B(x,27")) pro xeH. (D18.5.17)
Vzhledem k (D18.5.7) je V,(x) € &', pro x € H. [ Neni nesnadné ukdzat, e mnoZina
V,(x) nezavisi na tom, s jakou normou pracujeme; jinymi slovy: Pfejdeme-li k jiné
normé& v R", mnoZiny B(x, 27") se sice zméni, ale V,(x) zlstane beze zmény.] Je-li
xe H — &, je podle Pomocné véty D18.5.2 a (D18.5.7) g(x) e %(g, H n B(x,27")
prol = 1,2,..., a tedy je g(x) € ¥,(x) a plati (18.6.8).

Nechf je x € H; ukdZeme, Ze funkce V, je polospojitd v bodé x. Necht je
¢ > 0. MnoZina V(x) je kompaktni a rovn&Z mnoZiny %(g, H n B(x,2"")) jsou
kompaktni pro dosti velké I. PoloZme

QV(x), &) = {y e R"| d(y, V,(x)) < ¢}
[d(y, V,(y)) je vzdélenost bodu y od mnoZiny V,/(x), viz odst. 18.5]. MnoZina
Q(V,(x), ) je oteviend, tedy mnoZina [R” — Q(V,(x), &)] n (g, H n B(x,27")) = F,
je kompaktni pro dosti velkd I. Je ovSem F,,; = F;, 1 = 1,2, ..., a proto existuje pfi-
rozené &islo m takové, Ze je F,, = 0 [v opa&ném pfipad® by bylo
n Fl 4: 0 ’

1=1,2,...
nebot jde o prinik klesajici posloupnosti kompaktnich mnoZin; zfejmé¢ viak je

N F,c Vx),

1=1,2,..
N F =R — QV,(x), ¢,
1=1,2,...
tedy
N Fyc V(x)n[R" — QV(x), &)] = 0

i1=1,2,...

a to je spor . Bez ztraty na obecnosti miizeme je§té pfedpokladat, Ze je B(x,2™™) c H.
Podle (D18.5.12) existuje mnoZina M € R, M < B(x, 2™ ™) tak, Ze je 6(g, B(x, 2™ ™)) =
= Co {g(y)l yeB(x,2™™) — M}. Je-li ze B(x,2™™""), je B(z,27™"') = B(x,27™),
tedy je V,(z) = 4(g, B(z,2™™"*)) = %(g, B(x,2™™)) = (V,(x), €) [posledni inkluze
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plati proto, Ze je F,, = 0]. Dokazali jsme, Ze funkce ¥, je polospojita shora v bodé x.
Funkce V, je polospojitd shora v kazdém bodé x € H a plati (18.6.9).

DokaZeme jesté, Ze plati (18.6.10). Polozme F = {y e H| g(y) ¢ S(y)}; podle
pfedpokladu v (18.6.10) je F € ft. Necht je x € H, ¢ > 0. ProtoZe funkce S je polo-
spojitd, existuje pfirozené &islo I takové, Ze je S(y) = 2(S(x), &) pro y € B(x,27").
Je tedy {g(y)| ye B(x,27") n(R" — F)} = O(S(x), ). Je S(x)e A, a proto je
i &(S(x), €) € A,;; odtud plyne, Ze je

Co {g(v)| yeB(x,27) n(R" = F)} = 2(S(x), ¢) .

Podle (D18.5.15) je %(g, B(x,27")) = Q(S(x), ¢), tedy V,(x) = ©(S(x), ). Je oviem
N 2(S(x), &) = S(x). Proto je V,(x) = S(x)a (18.6.10) plati. V&ta 18.6.1 je dokdzéna.
>0

Dodatek 18.6. DokiZeme Vé&tu 18.6.3. Budeme pfitom uZivat oznaceni a vysledkii
z Dodatku 18.5. Piimo z Definice 18.6.2 a z Véty 18.6.1 plyne, Ze funkce E spliiuje
(18.5.4). Zbyva tedy dokazat, Ze funkce E spliiuje (18.5.3). NejdFive dokaZeme nékolik
pomocnych vét.

D18.6.1. Pomocna véta: Necht mnoZiny Y, < R* jsou kompaktni, Y, o Y,,,,
k=1,2,..,Y= (N Y,ueR" u=+0.Potom je

k=1,2,...

o(u, Y) = lim o(u, Y,) (D18.6.1)

k- o0
(funkce w byla zavedena pred Vétou D18.3.4).

Dukaz: Protoze je Yo Yuy © Y, je o(u, Y}) = o(u, Yisq) 2 o(u, Y),
lim o(u, ;) 2 o(u, Y). Necht je limw(u, ;) =y > o(u, Y); pak existuji body
k— o k-

Y™ e Y, tak, Ze je (u, y¥) 2 y pro k = 1,2, ... a Ize vybrat konvergentni posloup-
nost Y™, y = 1lim y™*3. Je ye Y, (u, y) = lim (u, y™*7) = y a to neni mozné. Tedy
i— o

i» o

plati (D18.6.1) a Pomocna véta D18.6.1 je dokdzéna.

D18.6.2. Pomocn4 véta: Nechr# < R jeinterval,x e R",6 > 0,¢: S x B(x,8) = R
a nechf funkce ¢ je méfitelnd. Definujme funkci 9: # — R rovnici

9(t) = sup ess {&(t, y)| y € B(x, 8)} .
Potom funkce 3 je méFitelnd.

Dikaz: Méme dokézat, Ze pro kazdé Cislo a € R mnoZina 9~ ((«, )) je
méfitelnd. Zavedme mnoZinu £ = R"*? a pro « € R mnoZinu Z(x) = R"*2 rovnicemi

2 = {6310 I D] €51 = (51 ) € B3, 0), 2 S 800 )
E(@) = {(t Y15 --+> Vs /1)| tef,yeB(x,6),a £ ALty

ProtoZe ¢ je méfitelnd funkce, je mnoZina Z méfitelnd, a tedy je méfitelnd mnozina
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E(a) pro a € R. V souhlase s dfive zavedenym oznacenim je

@) (%) = {1 oo Ym D] (1, Y15 v Y A) € E(@)} .

MnoZina Z(«)(t,.) = R**! je m&fitelnd pro skoro vSechna t € £. Pro { € R poloZme
{4 = max (¢, 0). Je-li mnoZina Z(«) (¢, .) méfitelnd, je

m(=(a) (1, ) = j (&t ) — o)1 dy,

B(x,3)

kde integral na pravé strang je n-rozmérny Lebesguetv integral. Je-li m(Z() (1, .)) = 0,
je &(t, ¥) < o pro skoro viechna y € B(x, 6), a tedy je () £ o. Je-li m(Z(2) (1, .)) > 0,
existuje &islo p > « a mnoZina W < B(x, 8) takové, Ze je m(W) > 0, &(t,y) = B
pro ye W; je tedy 9(f) = p. To znamena: Je-li mnoZina Z(«)(t,.) méfitelna, je
9(t) > « pravé tehdy, je-li m(Z(a)(t,.)) > 0. PoloZme u(r) = m(Z() (2, .)); funkce p
je definovdna skoro viude v . ProtoZe mnoZina E(x) je méfitelna, je funkce u
méfitelnd, a tedy i mnoZina {te S | u(t) > 0} je mé&fitelnd. Jak jsme dokézali, je

{te #] 9(t) > o} > {te #| u(1) > 0},

m({te #| 8(t) > o} — {te S| u(t) > 0}) = 0.
Je tedy mnoZina 9~ '((a, oc)) m&fitelnd. Pomocné v&ta D18.6.2 je dokazana.

Funkci x: R - R definujeme pfedpisem x(¢) = 1 pro |é| SL)=2- |§|
pro 1 < |é| <2, x(&) = 0pro |§| > 2.
D18.6.3. Pomocn4 véta: Nechf je X€R", 4,,K,0 >0, 0: B(%, 4,) - {—K, K).
Pro x € B(X, 44/2) poloZme

(s) = sup ess {60) Iy = x1Jo)] v < B(& 40}
Potom funkce Z je spojitd.

Dikaz: Pro u,ve B(x, 4,/2), y € B(%, 4,) je

o) x|y — ul/o) = () x(ly — ®l/o) +

+0(y) [x(ly = ul/o) = «(]ly = »l/o)],
tedy

B(u) < E(v) + sup ess {O(y) [x(|ly — ul/o) = x(|y — vl/e)]| y € B%, 40)} -
Protoze je| ly—ull =y = o | < |u — o], je () = E(v) + K|u — v||[o. Obdob-
n& plati Z(v) < E(u) + K|u — v||/o. Funkce Z je spojitd, Pomocné véta D18.6.3
je dokazana.
D18.6.4. Pomwni Véta: Necht'je (to, i)e G, A3, A4 > 0, o: <to - A3, to + A3> - R
a necht je | f(t, x)| < e(t) pro (1, x) € Q(to, %, 43, 4,). Nechf je ue R", ¢ > 0. Pro
(t, x) € Q(tos %, 43, 442) poloZme

(t, x, u, 6) = sup ess {(f(t, ), u) x([|y — x|[o)| y € B(%, 44)} .
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[PFirozené predpokldddme, Ze plati (18.6.16) aZ (18.6.18).] Potom plati:
Funkce Y(., X, u, G) je méFitelnd. (D18.6.2)
Funkce Y(t, ., u, 6) je spojitd. (D18.6.3)

Dukaz: (D18.6.2) plyne z Pomocné véty D18.6.2, (D18.6.3) plyne z Pomocné
véty D18.6.3.
Nasledujici pomocna véta je hlavni krok k dikazu Véty 18.6.3.

D18.6.5. Pomocni véta: Nechtje(to, X)€ G, 43, 44 > 0,0: {ty — 43, to + 43> > R
a necht je ||f(t, x)| £ o(t) pro (t, x) € Q(to, %, 43, A4). Potom plati: Ke kaZdému
n > 0 existuje méFitelnd mnoZina D, = {ty — 43, to + 45> takovd, Ze je
m({ty — 43, to + 43) — D,,) < n a Ze funkce EID"X,,(,_A4,2)je shora polospojitd.

Diikaz: Podle definice funkce E (viz Definici 18.6.2), (D18.5.17) a definice
mnoZiny (g, V) a funkce & [ped tvrzenim (D18.5.7)] je pro (¢, x) € G

Et,x)= N N{re R"I (u, y) < &(u, f(1,.), B(x,2"") n G(¢,.))} .
1=1,2,... usi%'
Pro (¢, x) € Q(to, %, 43, 44[2) mitZeme se omezit na takova celd I, Ze je 27! < 4,/4,
takZe je

Et,x)= N N {yeR|(u,y) = d(uf(t.), Bx,27Y)}.

2-1+2<44 ueRo"
us0

Vzhledem k definicim funkci @ a ¥ je

cT)(u,f(l, .), B(x, 2_’)) = ¢(t, X, U, 2—') < (T)(u,f(t, _)’ B(x, y-i+ 1)) ,

(D18.6.4)
a tedy je
Etx)= N N{yeR|(uy) vt xu27}. - (D18.6.5)
2-1+2<44 ueRo™
u*0

Necht je n > 0. PoloZme
L={(lu)lcelé 27""> < 4s, ue Ry, u + 0} .

Protoze L je spoletna mnoZina, existuje prosté zobrazeni A4 mnoZiny L do mnoZiny
pfirozenych &isel [uspofddame-li mnoZinu L v posloupnosti, miiZeme napf. zobra-
zeni A definovat takto: Dvojice (I, u) je A(l, u)-tym &lenem posloupnosti]. Podle
Pomocné véty D18.6.4 a Véty 18.4.16 ke kaZdému (I, u)€ L existuje méfitelnd
mnoZina Ag,, < {ty — 43, to + 4;) tak, Ze je m({ty — 43, to + 43> — Agy) <
< n2~449=1 3 Fe funkce

V(s o> %, 27| aruyx Bz, 4012y J€ SPOJItA. (D18.6.6)

Polozme D, = " {')\ i A(1,,)- Zfejm& mnoZina D, je méfitelnd a je
,u)e

m({ty — 43, to + 45> — D,) < nf2.
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UkazZeme, Ze funkce
EI D, x B(#,44/2) J¢ Polospojitd shora. (D18.6.7)

Pfedpoklidejme naopak, Ze (D18.6.7) neplati. Potom existuje takovy bod
(t, x) € D, x B(%, 4,4[2), Ze Eln.,xa(g,A./z) neni polospojitd shora v bod& (1, x). To
znamend, Ze existuje &slo x > 0, body (i1, x1)e D, x B(%, 44/2) a /e R",
i=1,2,3,..., tak, Ze je ’

lim (49, x11) = (1, x),

o1l e E(iD, x1) — Q(E(t, x), %) pro i=1,2,.... (D18.6.8)
Necht I je pfirozené &islo, 27'*2 < 4,, u € R". Podle (D18.5.17), definice mnoZiny
%(g, V) a (D18.6.4) je

(u, o) < sup {(u, z)l ze E(M, 1)} <

< sup {(u, z)l ze B(f(i",.), B(x'1,27Y) <

< a(u, f(114, ), B(xt, 277) < Y, x1, u, 277),

pro i=12, ... (D18.6.9)
Podle (D18.6.6) funkce y(., ., u, 2~ )ID,,XB(x 442) J€ spojitd. Z (D18.6.9) tedy plyne,

Ze pro kazdé u € R" posloupnost (u ol ) je omezend. To oviem znamend, Ze po-
sloupnost ') je omezen4. Vybereme tedy konvergentni posloupnost o', lim o' = o,

j=o -
ProtoZe plati (D18.6.8), je v ¢ Q(E(t, x), x). Podle V&ty D18.3.2 [kde klademe
X = E(1, x), Y = {v}] existuji u € RG, y € R, tak, Ze je

(u,y) <y pro yeE(t,x), (u,v)>7y. (D18.6.10)
Je tedy lim (u, v'*7) > y a podle (D18.6.9) je
j— oo

lim sup Y(1*9, x', u,27") = (u,v) > y pro pfirozena | takova,

feijc 2712 < 4, (D18.6.11)
Podle (D18.5.17) a Pomocné véty D18.6.1 [klademe

Y= E(x), Y, = 4(f(¢,.), B(x,27%)]
je

o(u, E(t, x)) = lim o(u, 4(f(t, .), B(x,27"))).

I+

Podle (D18.5.13) je

ol 950, ). B(xs 27Y) = 0 11, ), B, 27Y),

tedy je

o(u, E(t, x)) = }ng a(u, (8, .), B(x,27"),
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a protoZe plati (D18.6.4), je
o(u, E(t, x)) = lim y(t, x, u, 27Y). (D18.6.12)

Z definice funkce o (pfed Vétou 18.3.4) a z (D18.6.10) plyne, Ze je o(u, E(t, X)) £ 7.
Podle (D18.6.12) existuje takové pfirozené m, Ze je 2-m+2 . A, ay(t, x,u,27") <
< 7 < (u, v). Soudasn& viak je [viz (D18.6.11)]

lim sup y(*7, x4, 27™) > (u, v). (D18.6.13)

i- o

Je oviem (¢, x), (', x!) € D, x B(%, 4,4/2), (, X) = lim (19, 1) a funkce

'/’(-, - U, 2_"')'1),,”(;,44/2)
je spojita [srovnej (D18.6.6)], tedy je
lim g, xt, u, 27™) = y(t, x, u,27™) < (u, v)

i»

a to odporuje nerovnosti (D18.6.13). To znamend, Ze plati (D18.6.7). Pomocna véta
D18.6.5 je dokazana.

Ditkaz Véty 18.6.3: DokdZeme, Ze funkce E spliuje (18.5.3). Z (18.6.18)
plyne [uZitim pokryvaci véty Lindelofovy — viz [28], kap. VI, §15], Ze existuji
body (57, xI") € G, &isla 45", 4" a funkce

QK — AL+ AV SR, i=1,2,3,.,

tak, Ze plati

U (66" — 45% &7 + 457) x B('%, 4472) = G,

i=1
QUL AL AN AN G, i=1,2,...,
17 )| < (1) pro (1, x)e Q@7 #9, 457, 44Y). (D18.6.14)

Necht je ¢ > 0. Podle Pomocné véty D18.6.5 ke kaZdému i existuje mé&fitelna mnoZina
DU < 51 — A5, 51 + 457 tak, Ze je m((f5? — A4S, A7 + APy — DI < g2
aze

funkce E|ptax psta, 4,072 J€ polospoijita shora. (D18.6.15)

PoloZme
[co]
A, =R - ;"-)1«4"] - A, 1 4 4 — D),

MnoZina A, je méfitelnd, zfejmé je m(4,) <eaproi=1,2,...je
A, 0 51— AV, (T 4 ATy < pti, (D18.6.16)
Necht je (7, y) € G n (4, x R"). Podle (D18.6.14) existuje pfirozené &islo j tak, Ze je
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(v, y) e (15 — A5, 4§71 + 4YY) x B(1, 497)2), a funkce E|gncu.xrm j¢ Polospojitd
shora v bodg (7, y), protoze plati (D18.6.15) pro i = j a (D18.6.16). Tedy funkce E
spliiuje (18.5.3). Jak jsme poznamenali na za¢itku tohoto dodatku, funkce E spliiuje
(18.5.4). V&ta 18.6.3 je dokazana.

Dodatek 18.7. Pfi dilkazu Véty 18.5.20 1ze postupovat obdobné jako pfi dikazu
Véty 10.2.1 v Dodatku 10.2; hlavni rozdil je v tom, jak jsou definovany funkce z,
které Ize povaZovat za pfiblizné feSeni diferencialni relace (18.5.1).

D18.7.1. Pozndmka: Nechf 4, D jsou metrické prostory. Nechf r je metrika na A
[ti. r(a, b) je vzdalenost bodi a, b pro a, b € A] a nechf d je metrika na D. Nechf
9 je mnoZina neprazdnych podmnozZin v D. Pro E€ 9, ce D, ¢ > 0 poloZme

d(c, E) = inf {d(c, ¢)| e E},

QE,e) = {xe Dl d(x,E) <ég}.

Bae

Funkce Z: A - 9 se nazyva polospojitd shora, jestliZe ke kazdému bodu ae A
a &slu ¢ > 0 existuje &islo & > 0 tak, Ze je Z(x) = 2(5(a), ¢), jakmile je x € 4,
r(x,a) < 4.

D18.7.2. Pomocn4 véta: Necht A, D jsou metrické prostory. Necht Kont (D) je
mnoZina kontinui v D [tj. mno%ina neprdzdnych, kompaktnich a souvislych pod-
mnozin v D). Necht A je kontinuum, necht D je kompaktni a necht funkce E: A -
— Kont (D) je polospojitd shora [viz Pozndmku D18.7.1 — je Kont (D) = 2].

Potom mno%ina B = U Z(a) je kontinuum.
acA

Néstin dikazu: Je B + 0 a snadno se dokdZe, Ze mnoZina B je kompaktni.
Predpokladejme, Ze mnoZina B neni souvisld. Pak existuji neprazdné kompaktni
mnoZiny G, i = 1, 2, tak, Ze je B = G, U G,, G, N G, = 0. Je-li x € A, pak je bud
E(x) < G,,nebo E(x) = G,. PoloZzme H;= {x € Al E(x) € G}} proi = 1, 2. MnoZiny
H,, H, jsou kompaktni, H; = 0 & Hy aje H UH, = A, Hy n H, = 0. To viak
neni moZné, protoZe mnoZina A je souvisld. Pomocna véta D18.7.2 je dokdzana.

Naéstin diitkazu VEty 18.5.20: Obdobné jako v Dodatku 10.2 ukdZeme
jen, Ze mnoZina ¥*(¢, s, y) je kontinuum pro { > s. Necht tedy plati (18.5.19), kde
&isla 84, 6, jsou zvolena k bodu (t,, X) podle Pozndmky 18.5.6 a je s < {. Pro k =
=2,3,...,1=0,1,..., k poloZme s,y = 5 + I({ — s)/k.

Zvolme pfirozené &islo k > 1. Pfiblizné Fefeni z: s, {) — R" diferencidlni
relace (18.5.1) sestrojime takto: Zvolime funkci v): {sx0, Sx1> — R" tak, aby bylo
v[l](s) =)

12
"”m('z) - ”m(tl)" éf e(r)ydt pro t; <t,, t1,t2€ {50, 51D

131

[funkce g byla zavedena v (18.5.6)]. Podle V&t D18.3.12 a D18.3.11 existuje méfitelnd
funkce ul'): {549, 51> — R" tak, Ze je ul')(z) € F(t, v11)(f)) skoro viude v {skos Sk1)-
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PoloZime

t

z(t) =y +I u“](-;) dt pro te {0, Sy -

Sko0

Dile zvolime funkci o'?1: (s,,, 5,,> — R" tak, aby bylo v!2(s,;) = z(sy,),

12

“”[2](‘2) - 0[2](t1)|| §J e(r)dt pro t; <ty, ty, 1€y, 52
1

Opét existuje méfitelnd funkce ul?): (sy, Si2> — R” tak, Ze je ul?)(r) e F(1, v12)(1))

skoro vSude v {5x1, Sk2). PoloZime

2(t) = z(si1) + J ul?Y(7)de pro te(sip, Si2) -
Skt
Tak postupné definujeme pfiblizné feSeni z:{s,{) —» R" diferencidlni relace
(18.5.1). Mnozinu takovych pfibliznych feleni z oznatime Z;.
Nechf & je mnoZina feSeni e: (s, {) = R" diferencidlni relace (18.5.1)
takovych, Ze je e(s) = y. Snadno se zjisti, e je & =« Z, prok = 2,3,.... [Je-liee &,
poloZime

— Ul = ¢ P =
M = e impys W =€ my PO J=1,2,..,k].

Nechf 2 je mnoZina takovych funkci p: {s, {) — R", Ze existuje posloupnost pfiro-

zenych &isel kj, lim k; = oo, a posloupnost funkci z*e 2, tak, z™(r) » p(r)
j=

stejnomérné na s, {) pro j — co. UZitim podminky (18.5.4) a Véty D18.3.10 zjisti-

me, Zeje 2 = &. ProtoZeje § <« Zyprok =2,3,..,jetéZ & <« P, tedyje & = P

[a proto funkce z € &, miZeme povaZovat za pfibliznd FeSeni diferencidlni relace

(18.5.1)].

Pro k=23,...,1=0,1,..., k poloZme
Z(k, 1) = {z(sa)| z€ 2.}, P = Z(k, k).

Necht P je mnoZina takovych bodli p e R", Ze existuje posloupnost pfirozenych
&isel kj, lim k; = oo, a posloupnost bodd p*1 e P, tak, Ze je p = lim p™/. Plati

j=o Jj= oo

P = {§()| pe#} = {e()| ec s},
tedy je
P=7(sy). (D18.7.1)

Abychom dokdzali, Ze mnoZina P je kontinuum, uZijeme Véty D10.2.1.
Proto ovéfime, Ze mnoZiny P, jsou kontinua. DokaZeme, Ze plati:
Nechf k je pfirozené &islo, k > 1. Potom mnoziny Z(k, 1),

1=0,1,..., k, jsou kontiuua. (D18.7.2)

(410)



To dokaZeme indukci. MnoZina Z(k,0) = {y} zfejm€ je kontinuum. Necht je
je{0,1,..., k — 1}. Pfedpoklidejme, Ze ji¥ vime, Ze mnoZina Z(k, j) je kontinuum;
dokdZeme, Ze Z(k, j + 1) je kontinuum.

Nechf 5 je mnoZina takovych funkci h: {Sxj» Sx,j+1) = R”, Ze plati

2
o)< 261), 1) = Kol [ o) oo
t
prot; <ty ty, t; e {Sups Sk,j+1)- K je metricky prostor [metriku 7, na mno%ing #
zavedeme vztahem

ra(H, B¥) = sup {|[K(8) — K=Y | 1 Csup a0}

pro h''), h*1e #]. PoloZime-li v Pomocné vét€ D18.7.2 A4 = Z(k,j), Z(a) =
= {he #| h(s;) = a}, odvodime, e # je kontinuum.

Pro h € 3 necht I'(h) je mnoZina takovych bodil w € R”, Ze existuje absolutn&
spojitd funkce f: sy, 8541 = R* tak, Ze je f(sxy) = h(sy) f(Say+1) = W,
f(t) € F(t, h(t)) skoro viude v (s, Sx,j+ 1. Snadno lze dokézat, Ze I'(h) je neprézdna,
konvexni a kompaktni pro h € H, tedy F(h) je kontinuum. TéZ 1ze dokazat, Ze funkce
T je polospojita shora. Je Z(k,j + 1) = U{I'(k)| h € #}. Uzijeme-li Pomocné véty
D18.7.2 [pro A = #, E = I'], dostavéme, Ze Z(k, j + 1) je kontinuum. Tedy plati
(D18.7.2), mnoZiny Py, k = 2,3, ..., jsou kontinua a podle V&ty D10.2.1 [viz téZ
(D18.7.1)] je ¥°(¢, s, y) kontinuum.
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