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Kapitola III

TEORIE NEURCITEHO INTEGRALU NEBOLI PRIMITIVNI FUNKCE

V této kapitole budeme se zabyvat teorii primitivnich funkci, jejichZ ddleZitost jsme
poznali v predeslé kapitole pfi vét¢ 39 a 47. Opakuji, Ze slovem ,,derivace rozumim
v celé této knize vlastni derivaci.

§ 1. Definice primitivni funkce. Budte F(x), f(x) dv& funkce definované v otevieném
intervalu (a, b) (omezeném nebo neomezeném). Plati-li pro vSechna x intervalu
(a, b) rovnice F'(x) = f(x), fikame, Ze funkce F(x) je primitivni funkef k funkci
f(x) v intervalu (a, b).")

Napf. funkce 3x> je v intervalu (—oo0, +o0) primitivni funkci k funkei x?;
funkce tg x je primitivni funkci k funkci 1 :cos® x v intervalu (— i, 3n) a také
v intervalech (3m, 3n), (3n, 3n) atd., nikoliv viak napf. v intervalu (— 3=, 3n) (zde
vadi hodnota x = jn).

Je-li funkce F(x) primitivni funkci k funkci f(x) v intervalu (a, b), je oviem téZ
kaZda funkce F(x) + c (kde c je libovolna konstanta) primitivni funkci k funkci
f(x) v intervalu (a, b), nebot je (F(x) + ¢)’ = F'(x). Tim jsou viak viechny primi-
tivni funkce k funkci f(x) v intervalu (a, b) vy&erpany, neboft plati tato véta:

Véta 48. Jsou-li funkce F(x), G(x) dvé primitivni funkce k funkci f(x) v inter-
valu (a, b), plati v celém intervalu (a, b) rovnice G(x) = F(x) + C, kde C je kon-
stanta. (Znam-li tedy k funkci f(x) v intervalu (a, b) jednu primitivni funkci F(x),
jsou viechny primitivni funkce dany vyrazem F(x) + C, kde C je libovolné konstanta.)

Dikaz. Funkce F(x), G(x) maji v (a, b) touZ derivaci f(x); podle véty 8 plati
tedy v celém intervalu (a, b) rovnice G(x) — F(x) = C, kde C je konstanta. (Ze
F, G jsou spojité v (a, b), plyne z existence jejich derivace; viz DI, véta 122, str. 213,
v 4. vyd. str. 242.)

Zbyva oviem otazka: existuje ke kazdé funkci funkce primitivni? Tuto otazku
je nutno zodpovédét zdporné. Definujme napf. funkci f(x) takto: f(x) = 0 pro
x # 0, f(0) = 1. Kdyby k funkci f(x) existovala v intervalu (—oo, +c0) primitivni
funkce F(x), bylo by F'(x) = Oprox < 0, F'(0) = 1, F(x) = 0 pro x > 0. Podle véty
7 by funkce F(x) byla konstantni v intervalu (—o0,0) i v intervalu (0, + o), tj.
bylo by F(x) =a pro x <0, F(x) = b pro x > 0. Z existence derivace v bod&

1) Je mozno definovat primitivni funkci téz obecn&ji; na elementarnim stupni této knihy je viak
snad nejvhodnéjsi podana definice.
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x = 0 by plynula spojitost funkce F(x) v bod& 0 (viz vétu 122 v DI), tedy by bylo
lim F(x) = lim F(x) = F(0); ale zfejm& lim F(x) = a, lim F(x) = b, takZe
x=0- x=0+ x—0-~ x=0+
by bylo a = b = F(0), takZe by bylo F(x) = a pro viechna x viibec a tedy F'(x) = 0
pro kazdé x, tedy i pro x = 0, coZ je ve sporu s rovnici F'(0) = 1. Tedy k funkci
S(x) neexistuje v intervalu (=0, + o) primitivni funkce.
Ale alespoii ke kaZdé funkci spojité existuje primitivni funkce, jak nas poucuje

tato véta: -

Véta 49. Budif f(x) funkce spojitd v otevFeném (omezeném nebo neomezeném)
intervalu (a, b); zvolme libovolné &islo ¢ v intervalu (a, b). Potom integrdl

Jif(t)de

je primitivni funkci k funkci f(x) v intervalu (a, b). (Tedy ke kaZdé funkci spojité
v intervalu (a, b) existuje v tomto intervalu primitivni funkce.)

Dukaz. BudiZ x, libovolné &islo intervalu (a, b). JeZto Zadné ¢islo intervalu
(a, b) neni jeho nejmensim ani nejvétsim &islem, lze zvolit dvé &isla a, B intervalu
(a, b) tak, 2e je a < Min(c, xo) < Max (c, xo) < B. Jeito funkce f(f) je spojita
v intervalu {a, ) a je#to c, x, jsou dva vnitfni body tohoto intervalu, existuje
predeviim [% f(1) dt (véta 38), dale existuje integral [%f(f) dt pro kaZdé x intervalu
{a, B> a kone&né plati, Ze derivace integralu (7 f(f) dt je rovna &islu f(x) pro kazdé x
intervalu (a, f) (véta 44), tedy specialné pro x = x,. JeZto x, bylo libovolné &islo
intervalu (a, b), plati tedy: pro kaZdé x intervalu (a, b) existuje 7 f(f) dt a plati

ad— (J2£(1) d) = f(x), jak jsme méli dokazat.
X

Véta 49 ukazuje, Ze — aspoii pro funkce spojité — je velmi vzky vztah mezi
urditym integrdlem a primitivni funkci.?) Neni proto divu, Ze pro primitivni funkci
bylo zavedeno jesté jiné pojmenovani a oznadeni, pfipominajici pojmenovani a ozna-
&eni urgitého integralu. Primitivni funkci k funkci f(x) v intervalu (a, b) nazyvame
také neurcitym integrdlem funkce f(x) v intervalu (a, b) a zna¢ime ji znakem

Jf(x)dx.
Jinymi slovy: neurgitym integralem funkce f(x) v intervalu (a, b) nazyvame kaZdou
funkci (definovanou v intervalu (a, b)), jeZ mé pro ka¥dé x intervalu (a, b) derivaci
rovnou &islu f(x).

Poznimka 1. Urdity integrdl dané funkce v danych mezich je urgité ¢islo;
napf. [§sin x dx = 2 (viz pfikl. 2 u véty 39 v kap. II, § 9); naproti tomu neurgity
integral funkce f(x) je opét funkce prom&nné x, a to jedt& ne zcela urditd — je urfena
pouze aZ na ,,aditivni konstantu*, kterou €asto nazyvame ,,integraéni konstantou®,
napf. je [ sinxdx = — cos x + ¢, kde ,,integradni konstanta* ¢ miZe byt libo-
volné ¢&islo.

2) U nespojitych funkei jsou tyto vztahy sloZité&jsi, viz § 1 v kap. VIIIL.
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Podobné jako pfi urcitém integralu uZiva se i pfi neur¢itém integralu pro ,,in-
tegrani proménnou* (tak se nazyva proménna stojici za symbolem d) vedle znaku x
i jinych pismen; napf.

f2xdx=x*+¢, [2tdt=1*+c.

Poznamka 2. Dvojice oznadeni ,,uréity integrdl = Riemanndv urgity integral*
a ,,neurdity integral = primitivni funkce** neni p¥ili§ ddslednd. PfidrZuji se ji jen proto,
Ze je tradi¢ni v elementarnich u&ebnicich. Viz o tom § 1 v kap. VIIL.

§ 2. Nejjednodussi formule a véty pro vypolet neurlitych integrdli. Znimé vzorce
diferencialniho poctu davaji nam ihned tyto vysledky (c je integra&ni konstanta):

[sinxdx = —cosx + ¢, Jcosxdx =sinx + ¢,
(1) dx .
=arctg x + ¢, efdx = e + ¢
.[l + x? ) J
zobecnénim posledniho vzorce je vzorec
1
(2 J‘a’dx=1——-.a"+c.platn)7proa>0,a=¢=l.
ga

Vzorce (1) a (2) plati v intervalu (— o0, + o) a plynou ihned ze vzorci (cos x)' =
= — sin x, (sin x)’ = cos x, (arctg x)’ = 1:(1 + x?), (¢*)’ = ¢€*, (a*)’ = a*Ig a pro

a > 0; z posledniho vzorce plyne totiZ (la—) =a*proa > 0, pokud jelga % 0,
ga

1j. pokud je u #* 1. Stejné se dokazi vzorce

(3) J‘d_x = arcsin x + ¢ (v intervalu (—1,1)) ;
1 — x?
(4) J. df =tgx +c
cos? x
(v kazdém otevfeném intervalu neobsahujicim 2adny bod, pro néj cos x = 0);
(5) J‘ .d: = —cotgx + ¢
sin? x

(v kazdém otevieném intervalu neobsahujicim 2adny bod, pro né&jZ sin x = 0).
Obratme se nyni k mocning. Jest (x"*!)" = (n + 1) x" a tedy

EO

dx 1 dx 1

3 .

PiSeme misto dx; obdobné &asto pieme pro zkracenf | — misto | — dx,
) _[1 x? _[l F 2 P P L(x) L(x)

If(x) dx J‘& dx, '[ dx mistoJ‘l dx.
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neni-li n + 1 = 0, tj. neni-li n = — 1. Kdy plati vzorec (6)? Je-li n celé kladné,
plati pro kaZdé x; rovné% je-li n = O (ve tvaru (x)' = 1). Je-li n celé zdporné (a n +
# — 1), plati (6) pro kaZdé x # 0; neni-li n celé, plati vzorec (6) pro kazd¢ kladné
x.4)

Z formule (6) plyne speciélné pro n = 0

(7) » fdx =[1dx =x + ¢
(v intervalu (— o0, + 0)) a obecné pro kazdé n + — 1

1
8 x"dx = x4
® | n+1

pfitom vzorec (8) plati v intervalu (=00, + ), je-li n celé kladné; plati v intervalu
(=,0) i v intervalu (0, +o0), je-li n celé zaporné (n + — 1); a plati kone&n&
v intervalu (0, + o), je-li n &islo necelé.

Zbyva vysetfit pfipad n = — |1, tj.J.E. Je-lix > 0,je(Ilgx) = 1:x, atedy
x
dx
—=lgx +c
x

. , 1
v intervalu (0, +w); je-li x <0, je — x >0 a tedy (Ig(— x)) = — .(-1) =
- X

atedy

® |-

J.Slf =1g(—x)+¢

x

v intervalu (— co, 0). Oba tyto vzorce lze shrnout ve vzorec
d

©) f_"=ng|x|+c,
X

platny jak v intervalu (— oo, 0), tak v intervalu (0, + o0).
Dovedeme tedy integrovat funkce x" [pozor na rozdil mezi ptipadem n + — 1

(vzorec (8)) a n = — 1 (vzorec (9))], €%, a* (a > 0,a # 1), sinx, cos x, 1 :sin? x,
T:cos?x, 1:./1 — x% 1:(1 + x?). Samozfejme jest
(10) Jodx =¢

v intervalu (— oo, + ), jeZto derivace konstanty je nula. Vzorce (1) aZ (10), jichZ
budeme ¢asto uZivat, je nutno si bezpeCné zapamatovat.

4) Viz odvozeni v DI, kap. VIII, § 2, vzorce V, VII, XII, str. 213, 215, 220, v 4. vyd. str. 241, 244,
- 250. Pfipomeiime: pfi necelém n > 0 je funkce x” téZ spojita zprava v bodé& 0, takZe je spojita
v intervalu <0, + ). O této spojitosti viz DI, kap. V, § 4, pfikl. 7, 10, str. 163, 166, v 4. vyd.
str. 182, 185.
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Poznémka 1. Teti vzorec (1) jsme dostali ze vzorce (arctg x)’ = 1: (1 + x2);
pouzitim vzorce (— arccotg x)’ = 1:(1 + x?) bychom dostali obdobné vzorec

dx

11 = — arccotg x + ¢
(1) J.l + x2 g

(v intervalu (— o, +)). Z tohoto vzorce a z tfetiho vzorce (1) plyne, Ze i funkce
arctg x i funkce — arccotg x jsou v intervalu (—oo, +00) primitivnimi funkcemi
k jedné a téZe funkci 1 : (1 + x?). Z v&ty 48 tedy plyne, Ze jejich rozdil je konstantni,
4.

arctg x — (— arccotgx) = C.

Konstantu C uréime, dosadime-li x = 0; dostaneme C = arctg 0 + arccotg 0 =
= 0 + 3n = jn, takZe arctg x + arccotg x = 3, coZ je znamy vztah (DI, str. 206,
v 4. vyd. str. 234, pfikl. 5). Neddva ndm tedy vzorec (11) vlastn& nic nového; z téhoz
divodu jsem neuvadél zvlasté vzorec

J' dx
—_—— = — arccos x + ¢
l 2

- x
(v intervalu (—1,1)).

V tomto paragrafu — a téZ ve dvou nasledujicich paragrafech — odvodime néko-
lik vét, jez nam c&asto dovoluji pfevést vypocet integrald sloZitéjSich na vypocet
integrald jednodussich.

Véta 50. Existuji-li v intervalu (a, b) neurcité integrdly funkci fi(x), f5(x), ...
<o f(X) a jsou-li c,,c,, ..., c, konstanty, existuje té# neurcity integrdl funkce
e fi(x) + e fo(x) + ... + ¢, f(x) v intervalu (a, b) a jest

(12) flea f1(x) + c2 f2(x) + ... + . fu(x))dx = ¢, f f,(x) dx +
+ e[ fox)dx + ... + ¢, [ f(x)dx + C

v intervalu (a, b), kde C je konstanta.?)

s ) .Integraéni konstantu** C mohu oviem libovolné zménit, zménim-li hodnotu integra¢ni
konstanty v integrdlu na levé strané rovnice (12); mohu té% docilit toho, Ze C = 0. My budeme
obytejné v takovych rovnicich mezi neuritymi integraly tuto integraéni konstantu vynechivat
a psat napf. misto rovnice (12) rovnici

12) fey 100 + ... + e fy(x) dx = ¢, [f,(x) dx + ... + c,ff,(x) dx.

Této rovnici je oviem nutno rozumét takto: zvolim-li libovolné integra¢ni konstanty v integra-
lech [ f,(x) dx, ..., [ f,(x) dx,mohu integra&ni konstantu v integralu f(c, f,(x) + ... + €, £, ().
. dx zvolit tak, aby platila rovnice (12"); kdybych oviem tuto konstantu zvolil jinak, nebyly by
obg strany rovnice (12’) sob& rovny, nybr2 liSily by se o konstantu. Obdobné je nutno rozumét
i viem dal§im rovnicim mezi neurditymi integraly, v nichZ je integra¢ni konstanta vynechéna.
Doufidm, Ze &tenafi je véc dostate&né jasnd, a nebudu jiZ proto tuto poznimku pozdéji opa-
kovat.
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Dikaz. PoloZme (v3e stale v intervalu (a, b)) F,(x) = [f,(x)dx, ..., F(x) =
= [f{(x) dx, takZe je Fi(x) = f(x) pro i=1,2,..., n. Podle znamé véty diferen-
cidlniho po&tu (DIstr. 215, v 4. vyd. str. 244, pozn. 3) je (¢; Fy(x) + ... + ¢, F(x)) =
=¢, Fi(x) + ... + ¢, Fi(x) = ¢y fy(x) + ... + ¢, f,(x); tedy funkce

ey Fy(x) + .o + o Fi(x) = ¢, [fi(x)dx + ... + ¢, [fu(x) dx

je primitivni funkci k funkci ¢, fi(x) + ... + ¢, f,(x) a lisi se tedy od levé strany
rovnice (12) pouze o jistou konstantu, jak jsme méli dokazat.

Poznadmka 2. VSimnéme si zvlastnich pfipadi rovnice (12):
JUf1(x) + fo(x)) dx = [ fi(x) dx + [ f5(x) dx,
I(fx(x) — f3(x))dx = [fi(x)dx - f fi(x)dx,
fef(x)dx = cf f(x)dx

(kde c je konstanta). ,,Integra&ni konstantu* jsem vynechal. Pfect&te si poznamku®).

Pfiklad 1.
2

3sinx — /2.x% + dx =

)

=3|sinxdx — /2 | x*dx + 2 d _
1 + x?
V2 .

=—3cosx—-4—x + 2 arctg x

(integra&ni konstantu budu od nynjSka skoro vZdy vynechavat).

§ 3. Integrace per partes. V&ty pifedeSlého paragrafu spodivaly na vzorcich pro
pocitani derivace. Také metody tohoto a nasledujiciho paragrafu spogivaji na vzorcich
pro potiténi derivace. Vzorec pro derivovéni sou¢inu (DI, véta 124, str. 214, v 4. vyd.
str. 243) déva nim tuto dileZitou vétu:

Véta 51. Funkce u(x), o(x) nechf maji v intervalu (a, b) spojité derivace. Potom
je
(13) Ju(x) v'(x) dx = u(x) v(x) — fu'(x) o(x) dx
v intervalu (a, b).

Dikaz. Funkce u(x) o(x) mé v intervalu (a, b) derivaci u(x) v'(x) + u’(x) o(x),
takZe je

(14) () o) = [ (u(x) (x) + w(2) o)) dx
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v intervalu (a, b). Funkce u(x), v(x) jsou spojité v (a, b) (jezto tam maji derivaci,
viz DI, véta 122, str. 213, v 4. vyd. str. 242); jeZto také funkce u’(x), v'(x) jsou spojité
v (a, b) podle pfedpokladu, jsou tam spojité téz funkce u(x) v'(x) a u’(x) v(x). Podle
véty 49 existuji tedy v (a, b) integraly [u(x) v’(x) dx, [u’(x) v(x) dx. Podle véty 50
lze tedy rovnici (14) psat ve tvaru u(x)o(x) = fu(x)v'(x)dx + [u'(x) o(x) dx;
pievedeme-li v této rovnici druhy integral na levou stranu rovnice, dostaneme
rovnici (13).

Vzorec (13) dava nam dileZitou metodu k vypoltu neurditych integrald, tzv.
metodu integrace per partes nebo metodu Cdstecné integrace. Jak se ji pouZiva,
objasnim na pfikladech. '

Pfiklad 1. Vypoctéte [xe* dx (v intervalu (—oo, +o0)). Polozme u(x) = x;
tedy musime poloZit v’(x) = e*. Potom je u'(x) = 1; za v(x) musime vzit né&jakou
primitivni funkci k funkci v'(x) = €%, zvolme tedy tfeba v(x) = €* (mohli bychom
oviem téZ volit tfeba v(x) = e* + 3 nebo vibec v(x) = ¢* + ¢, kde ¢ je libovolna
konstanta, ale to by vedlo jen ke komplikaci vypoctu). Podle vzorce (13) je

R dx = xe* — [1.e"dx = xe* — ¢ = €*(x — 1).
Piiklad 2. [x?sinxdx (v intervalu (—o, +o)). PoloZme u = x%, v’ =
= sin x, tedy u’ = 2x, v = — cos x; dostaneme
fx?sinxdx = — x*cos x + 2 xcos xdx ;

zbyva vypodist integral napravo; poloZme u = x, v' =cosx, u’' =1, v = sin x,
takZe :
fxcos xdx = xsinx — fsin xdx = xsinx + cos x ;

tedy celkem
[x?sinxdx = — x?cos x + 2xsinx + 2cos x.

(Chceme-li se pfesvédtit, Ze jsme se pfi vypoctech nezmylili, stadi zjistit, Ze je vskutku ,
(— x?cos x + 2xsin x + 2cos x)’ = x?sin x.)
Pfiklad 3. [Igxdx (v intervalu (0, +o0)). PoloZme u = Igx, tedy v’ =1
(s =1, v" = Ig x by nevedlo k cili, jeZto bychom neuméli vypogist v = [ Ig x dx);
tedy ' =1:x, v=x, ‘
flgxdx = xlgx — f1.dx =xlgx — x. '
Piiklad 4. [x"e* dx (n celé, n 2 0; interval (— o0, +©)). PoloZme pro zkra-

ceni [x"e*dx = I,; zname tedy I, = [e*dx = e*. PoloZme (je-li n > 0) u = x";.
V' =€ u' = nx""1, v = € takZe [x"e" dx = x"¢* — n[x""'e*dx, tj.

(15) I, = x"¢* —nl,_,

(n celé, n > 0). Vzorec (15) nim dovoluje ,,rekurentné* urgit I,: rovnice (15) ndm
dovoluje vyjadfit I, pomoci I,_,, potom (dosadime-li do ni n — 1 misto n) I,_,
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pomoci I, _, atd., aZ nakonec I, pomoci I,; a integral I, zndme. Napf.: I, = x’e* —
=3, I, = x*¢ = 21, I, = x&* — 1.¢. Tedy celkem I, = (x> — 3x? + 6x —
- 6) €.

Ptiklad 5. (Interval (— o0, + ®).) Polozme

(n celé, n > 0). Zname K, = arctg x a hledime tedy obdobnou rekurentni formuli,
jako byla formule (15). PoloZime

1 2nx
U= ——— v =1, U= —— V=X

(1 + 2" (1 + X3yt

a obdrZime:

dx x x?
.= = +2n| ———dx
(1 +x3) (+x) (1 + !
2 —
. S 2”j' (1+x*) -1 dx = %

- (1 + x?y (1 + X! (1 + x?y

+ 2"(Kn - Kn*l);

tedy K, = x:(1 + x*" + 2n(K, — K,,,) a odtud fesenim hledany rekurentni
vzorec
x 2n — 1

16 K,. = + K,
(16) . 2n(1 + x?) 2n

(n celé kladné).

Pfiklad GJE dx (interval (0, + ®)). PoloZme u =lgx, v’ =1:x, u’ =
x

= 1:x, v = Ig x; dostavame

(17) J’lgxdx=(lgx)’—j‘l££dx

X

Zdanlivé jsme nepokrocili: integral vpravo neni jednodussi neZ integral vlevo. Ale
ve skute¢nosti je pFiklad jiZ vyfesen; nebot z rovnice (17) je mozno hledany integral
vypodist:

J"-g-f dx = (Ig x)?, Fg—"dx = 3(lg x)?
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Ptiklad 7. [e*sin x dx (interval (—oo, +)). Zde vede k cili podobné
myslenka jako v pfikl. 6, ale integrace per partes se musi provést dvakrate. PoloZme
jednou u = €, v’ =sinx, u’ = €%, v = — cos x; dostaneme

fe*sinxdx = — e*cos x + [e*cos xdx .
Po druhé poloZzme u = sin x, v’ = e*, u’ = cos x, v = €*; dostaneme
fe*sin x dx = e*sin x — [e* cos x dx .°)

Seétenim a ode¢tenim téchto dvou rovnic dostaneme hledany integral a k tomu je§té
fe* cos x dx:
fe sin x dx = Je*(sin x — cos x),

e* cos x dx = 1¢* (sin x + cos x).
2

Z té&chto pfikladd je snad aspori Casteéné vidét, jak se metody integrace per
partes uZivd. Oby&ejné se snaZime dany integral upravit na tvar [uv’ dx tak, aby
integrdl [u’vdx byl jednoduisi neZ integral dany; dovedeme-li [u'vdx vypogist,
jsme hotovi (pfikl. 1, 3). N&kdy musime této metody pouZit n&kolikrate (pfikl. 2),
pfi¢emz leckdy dosp&jeme k uZitenym rekurentnim vzorciim (pfikl. 4, 5). P¥i takovém
rekurentnim vzorci neni nestésti, vyjadfime-li naopak jednodussi integral sloZit&j$im;
napi. v prfikladé 5 jsme integral K, vyjadrili integraly K,, K,,,; pomohli jsme si
potom tim, Ze jsme z oné rovnice vyjadfili integral K,,, integridlem K,. N&kdy
dojdeme k cili tim, Ze dostaneme ve formuli (13) tentyZ integral vpravo jako vlevo
(pFikl. 6); potom nam vzorec (13) dava rovnici, z niZ Ize hledany integral vypogist
(v pfikl. 7 jsme obdobn& nasli dvé& rovnice pro dva neznimé integraly). Mame-li
touto metodou pogitat [f(x) dx, zileZi uspéch na tom, podafi-li se nAm vhodnym
zplsobem uvést funkci f(x) na tvar f(x) = u(x) v'(x); jak se to v jednotlivych pi-
padech déla, tomu lze se naucit hlavné z praxe; je proto vhodno vypodist hodné
pfikladd toho druhu.

§ 4. Metoda substitutni. Véty o derivovani ,,sloZenych funkci (viz véty 9, 10, 11
v kap. I) vedou k duleZité v&té pro vypodet neur&itych integrald:

Véta 52. Funkce f(x) budiZ spojitd v intervalu (a, b); funkce ¢(t) necht md
v intervalu («, B) derivaci ¢'(t); pro kazdé t intervalu (x, B) necht hodnota o(t)
le#t v intervalu (a, b). Potom plati v intervalu (a, B) rovnice

(18) [1(x)dx = [f(e() ¢'(1) dt,

dosadime-li do primitivni funkce, kterou ndm prFedstavuje integrdl na levé strané,
o(1) za x.

6) Tim jsme tedy dostali dvé rovnice pro dva neznimé integraly

fe*sinxdx, fe*cosxdx.

S — Jarnik: Integrdlni pocet I.
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.. Dikaz. V intervalu (a, b) polofme F(x) = [f(x)dx.”) Nase véta nyni tvrdi,
¥e v intervalu (a, B) je funkce F(¢(t)) primitivni funkci k funkci f(¢(t)) ¢’(¢). To plyne
viak okamZit& z v&ty 10. Nebof funkce ¢(r) ma derivaci v intervalu (a, p) a funkce
F(x) mé derivaci F'(x) = f(x) v intervalu (a, b); pro kadé ¢ intervalu (a, B) lei
hodnota funkce ¢(t) v intervalu (a, b). Tedy podle citované véty 10 méa funkce
F(@(t)) v intervalu («, B) derivaci, jejiz hodnota je F'(¢(t)) ¢'(f) = f(e(1)) ¢'(r); tedy
je vskutku funkce F(¢(t)) v intervalu (a, f) primitivni funkci k funkci f(¢(1)) ¢'(2).

Poznamka 1. Vzorec (18) se pamatuje velmi snadno: abychom z integralu
Jf(x) dx, ktery stoji vlevo, dostali integril vpravo, dosazujeme pfedeviim do integro-
vané funkce f(x) za x podle rovnice

(19) x = o(f) ;
za druhé dosazujeme formalné za symbol dx podle rovnice
(20) dx = ¢'(¢)dr;

viimn&me si, Ze je to pravé rovnice, kterou dostaneme diferencovanim rovnice (19).
(Viz DI, kap. VIII, § 4.) Vysledek je rovnice (18), kde vlevo je funkce promé&nné x,
vpravo funkce proménné ¢; tato rovnice je (jsou-li splnény pfedpoklady véty 52)
spravna, dosadime-li do levé strany za x podle rovnice (19). Cely postup se tedy
formalng redukuje na mechanické dosazovani (&ili ,,substituci*) podle rovnice (19)®)
a proto se metodé€, obsaZené ve vét€ 52, fika ,,metoda substitu&ni®.

Vzorce (18) miZeme uZit dvojim zplisobem:

1. zpiisob. Mame vypotist [f(¢(t)) ¢'(f) dt. Jsou-li spInény pfedpoklady véty
52, miiZeme vypolet prevést na vypolet integralu [f(x) dx. Dovedeme-li vypo&ist
tento integral, tj. dovedeme-li nalézt funkci F(x), jeZ je primitivni funkci k funkci
f(x), je ptedloZeny integral vypodten; postup vypo&tu lze naznalit stru¢né takto:

[1(e(r) 0'() dt = [ f(x) dx = F(x) = F(g(t)) -
. Ptiklad 1. fsin® t cos t dt°) (interval (— oo, +c0)). Na prvni pohled je patrno,
%e cos t dt je diferencial funkce sin 1. Zavedeme proto substituci x = sin ¢ a mame
(ptedpoklady véty 52 jsou zfejmé splnény):

fsin®tcostdt = [x*dx = %x‘ = %sin‘ t.

Pfiklad 2. f(1 + x?)" x dx'°) (interval (— oo, + )). Vidime: x dx je (aZ na
schézejici &initel 2) diferencidlem funkce 1 + x?; poloZme proto 1 + x? = u, nale? je
2x dx = du, a po&itejme (uvaZme, Ze je zde stale u > 0):

7) Tento integral existuje, jeZto f(x) je spojita v (a, b); viz v&tu 49.
") Ale nikdy nezapomeiite dosadit také za dx podle rovnice (20).
9) Uzivim obvyklého oznaZeni sin” x, cos” x, 1g” x misto (sin x)", (cos x)", (Ig x)" apod.
19) Jntegratni prom&nnou zna&im zde x a nikoliv #; volim umysIn& rizni oznadeni pro integraéni
- promé&nnou, aby si &tenadf na to zvykl.
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a)pro n#+ —1 jest [(1 + x*)*xdx = 3f(1 + x?)" . 2x dx = ifu" du =

“-+l (l + x2u+l
T 2An + 1) 2n+1)

x dx 1 (du 1 1
==& _ 2 =-lgu =1 =
1+x* 2)u Zglul 2gu g\/;

b)pro n= -1 jesl-[
=lg /1 + x*.

PEiklad 3..[ dx

——. Zde se musime omezit na né&jaky interval, v n&€m# sin x se
sin x

nikdy nerovnéd nule; provedme vypolet pro jednoduchost v intervalu (0, n).'!) Je
sin x = 2sin }x cos jx; zavedeme-li tedy ix =1, je 1dx = dt (tedy 0 < t < 3n),

a mame
dx dx _ dt (1 dt
sin x 2sin 3x cos 3x sin tcos ¢ tg t cos? t

Ale dr : cos? t je diferencial funkce tg ¢; zavedme tedy dale tgt = u (tedy u > 0),
dt : cos? t = du; dostaneme

_ = | =gy =1gu=1gtgt = Igtg ix.

dx L dt _ (du
sin x tgt cos?t u

2. zplisob. Méme vypogist [f(x) dx; snaZime se pfevést tento integrél substituci
x = o@(t) na integrél [f(p(f)) ¢'(f) dt, ktery miZe byt jednoduisi neZ integral [f(x) dx.
Abych v& udinil pfehledn&jsi, vyslovim vysledek jako zvlastni vé&tu, a& v podstaté
jde opét jen o vétu 52.

Napfed vSak musime pfedeslat jednu poznadmku. Budi¥ ¢(f) funkce definovand
v intervalu (a, f); nechf tato funkce ¢ zobrazuje interval («, f) na jisty interval
(a, b).*?) Potom tedy ka¥dé hodnot& x intervalu (a, b) odpovida aspori jedna hodnota
t intervalu (a, B) tak, e plati rovnice

(21) o(t) =x, te(ap).

Vyberme pro ka?dé x intervalu (a, b) jednu hodnotu ¢ intervalu («, f) tak, aby
platila rovnice (21);'®) potom toto ¢ bude funkci promé&nné x definovanou v intervalu

11 Doporutuji Etendti, aby jako cviteni uk4zal, ¥¢ v ka?dém intervalu (k= k= + =), kde k jo
. . dx Koo 1
libovolné celé &islo, jest prrali 1g |tg x| = 1g ((— D*tg $x).
in x
12) Tento vyrok znamen4 (viz zattek § 1 v DI, kap. VII), e interval (a, b) je pravé mnoZinou
viech hodnot ¢(r) pro viechna ¢ € (x, f).

13) Existuje-li oviem jen jedna takova hodnota ¢, odpad4 vybér.

L 1d
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(a, b); ozna&me je znakem y(x); hodnoty funkce y(x) leZi oviem v intervalu (a, f).
Pro kaZdé x intervalu (a, b) bude pak spln&na rovnice (21), dosadime-li do ni za ¢
hodnotu y(x); tj. pro kaZdé x intervalu (a, b) je ¢(¥(x)) = x.

Zvlasté jednoduchy pfipad je ten, Ze funkce ¢(t) (zobrazujici interval (a, B)
na interval (a, b)) je spojita a budto rostouci nebo klesajici v intervalu («, f). Potom
totiZ funkce ¢(t) nemiiZze nabyvat jedné a téZze hodnoty pro dvé& rizné hodnoty pro-
ménné ¢ z intervalu («, B); tedy ke kazdé hodnoté x intervalu (a, b) existuje jedna a
jen jedna hodnota t intervalu (a, ), pro kterou plati rovnice ¢(f) = x. Tato hodnota
t je tedy funkci proménné x,

(22) t = Y(x),

definovanou v intervalu (u, b), a tuto funkci ¥(x) nazyvame, jak vite, funkci inverzni

k funkci ¢.'*) Rovnice ¢(f) = x spolu s podminkou, Ze t leZi v intervalu (a, ), je

potom splnéna tchdy a jen tehdy, leZi-li x v intervalu (a, b) a plati-li rovnice (22).
Nyni miZeme jiZ vyslovit ohlaSenou vétu:

Véta 53. Funkce ¢(t) necht md derivaci v intervalu (a, B); nechf funkce ¢
zobrazuje interval («, f) na interval (a, b). Definujme funkci y(x) v intervalu
(a, b) tak, aby pro kaidé x tohoto intervalu platila rovnice (21), kdy¥ do ni za t
dosadime Y(x).'®) Funkce f(x) budiZ spojitd v intervalu (a, b). Potom je v intervalu

(a, b)
[1(x)dx = [f(e(1) ¢'(1) dt,
poloZime-li v primitivni funkci, kterou ndm predstavuje integrdl vpravo, t = Y(x).

Poznamka 2. V praxi se zvlait& Casto vyskytuje ten pfipad, Ze funkce o(t)
je bud rostouci nebo klesajici v intervalu (a, B); potom oviem funkce ¥ je prost&
funkci inverzni k funkci ¢.

Dikaz. BudiZ G(x) n&jaka primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu (a, b),
tj. necht plati G'(x) = f(x) v intervalu (a, b) (existence funkce G(x) plyne ze spojitosti
funkce f(x), viz vétu 49). V intervalu (o, B) je (protoZe hodnoty funkce ¢(t) lexi
v (a, b), viz vétu fO)

di' (G(e(2))) = G'(o(1)) @'(1) = f((2)) @'(2) ;

funkce G(o(f)) je tedy primitivni funkci k funkei f(#(f)) ¢’(t) v intervalu (a, B).
BudiZ H(f) libovolna primitivni funkce k funkci f(¢(t)) ¢'(?) v intervalu (a, B) (exis-
tenci takové primitivni funkce jsme pravé dokézali, nebot G(o(r)) je takova primi-

tivni funkce); tj. budi?
H(f) = [f(o(r)) @'(r) A
(v intervalu (a, B)).

14y O pojmu inverzni funkce viz DI, kap. VII, § 1.
135y Viz to, co jsme tekli pfed vétou 53.
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Mame dokézat, Ze funkce H(y(x)) je v intervalu (a, b) funkef primitivni k funkci
S(x)-

Jezto funkce G(¢(f)) je — stejn& jako funkce H(f) — primitivni funkei k funkci
S (o) @(t) v (=, ), jest (podle véty 48)

(23) A G(e(t)) = H(1) + ¢

v intervalu (g, ), kde.c je konstanta. BudiZ x libovolné &slo intervalu (a, b) a po-
lozme t = y(x), takZe je x = ¢(t) a t leZi v intervalu (a, B); z rovnice (23) plyne pak

G(x) = HY(x)) + ¢
tato rovnice plati v celém intervalu (a, b). JeZto funkce G(x) je primitivni funkci
k funkci f(x) v (a, b), plati oviem toté%-o funkci H(Y(x)) = G(x) — ¢, jak jsme méli
dokazat.

PouZiti této véty se opét snadno pamatuje. Chci vypodist j f(x) dx; substituci
x = ¢(t) dostanu [f(¢(t)) ¢’(t) dt; pfedpoklidejme, Ze tento integral dovedeme
vypogist — tento integral je tedy jistou funkci H(r); zavedeme-li do této funkce H(t)
opét x podle rovnice t = Y(x), dostaneme hledany integral [f(x)dx = H(y(x))
(jsou-li oviem viechny podminky v&ty 53 splnény). Stru&n& lze zndzornit postup
podtu timto schématem:

[1(x) dx = [£(o(r) ¢'()) dt = H(r) = H(¥(x)) -

PFiklad 4.J dx
xZ
dx = 2ds; x* + 4 = 4(1* + 1), tak¥e

4(interval (= o, + ®)). Zavedu x = 2t (tedy t = 3x),

dx 2de

1 1 1
= = s arctgt = ; arctg 5x.
xz + 4 4('1 + l) 2 2 2

Priklad Sj—d—— (interval (— 0, + c0)). Polozme x = cotg ¢ (0 < t < =).
JxE+1

Probiha-li t interval (0, =), probiha cotg t vskutku, a to klesajic, pravé interval (— o
+ ). Jest pak (jezto sin t > 0)

2 in2 2
ST = J cos Js:n ¢ + cos r=|.1 =_.!_’

sin® ¢ sin? ¢ |smt sin?

dx = — = tedy (viz pHikl. 3)
st
dx dt t
Q4 O S = —igegl = 1gcotgl;
) J./l+x‘,‘ sin ¢ gg2 g 82
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do posledniho vyrazu musime za t dosadit pfislu$nou inverzni funkci, tj. t = arccotg x
(viz DI str. 206, v 4. vyd. str. 234), takZe

(25) J‘d_x = Ig cotg (3 arccotg x)
J1+x2
(v intervalu (— o0, + o0)).

Ale vysledek lze psat v jednodusiim tvaru. Podle rovnice (24) je nadi dlohou
vyjadfit funkci Ig cotg %t pomoci x; je viak x = cotgt, takZe v podstaté jde o to,
vyjadfit cotg %t pomoci cotg t. Jak je znamo z trigonometrie, je

21, _
X = co(g t = .COt_gzt_ll
2 cotg 5t
odtud pak (cotg 3f)> — 2x cotg 3t — 1 = 0, co# je kvadraticka rovnice pro cotg jt;
feSenim dostaneme cotg% = x + /x* + 1. Které znameni plati? Jest x> + 1 >
>x2>0 a tedy \/xz +1> \/x—z =|x|; je tedy |x| < /x* + 1, a tedy x —
— /X +1<0<x+/x*+ 1 Jerto je 0 < it < i, je cotg it > 0; nemize
tedy byt cotg%t =x—/x* +1 a tedy je cotg% =x+ Jx’ + 1. Podle (24)
je tedy

J.——d}— =Ig(x + /x* + 1)
X+
(v intervalu (— oo, +0)), coZ je hledany vysledek. Srovnanim s rovnici (25) plyne,
Ze je g cotg (% arccotg x) = 1g(x + \/x* + 1) + ¢, kde c je konstanta; dosadime-li
x = 0, dostaneme, Ze c¢ = 0. Odlogaritmovanim dostavame pak rovnici
cotg (3 arccotg x) = x + /x% + 1, kterou bychom oviem mohli jednoduseji od-
vodit pfimo.'®)

Nasleduje nékolik pfikladd na metodu substituéni v jednom nebo druhém
tvaru.

dx

Pfiklad 6.[ (a * 0, intervaly(—oo, - 2) a (— é + oo)) Poloime
ax + b a a
ax + b = t, tedy adx = dt,

j x _1 .d_t=l|g|g|=llg|ax+b|.
ax + b ajt a a

P¥iklad 7. Pfedesly pfiklad je specialnim pfipadem integralu [f(ax + b)dx
(a # 0). Substituciax + b = t, a dx = dtdostaneme [f(ax + b)dx = a~"' [f(r)dr.
Zname-li [f(x) dx = F(x), bude tedy

If(ax + b)dx = i—-[f(t) dt = ::F(t) = iF(ax +b).

16) Vlastné jsme toto piimé odvozenti jiZ pfed chvili provedli. Najde to &tenidf?
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Tedy: z integrélu [f(x)dx dostaneme ihned [f(ax + b)dx, piseme-li ve funkci
F(x) = [f(x) dx vyraz ax + b misto x a d&lime-li &islem a. Tohoto obratu se velmi
tasto uZivé a nebudu jej proto pFiité podrobné& uvadét. Napf.

fe¥**3dx = %e”‘” ,  fcos3xdx = §sin 3x,
j—ﬁ— = §arcsin 2x ,
J1—4x?

J(=x+2)7dx=-}(-x+2)°
atd. Ctenaf necht si v tomto a v nasledujicim ptiklad€ sam rozvazi, v kterych inter-
valech uvedené vysledky plati.
Ptiklad 8. Casto se uiva tohoto obratu: If x) dx potitdme substituci f(x) =

=1, f(x)dx = dt,f.ff((x)) dx I ; =lg|] =1Ig |£(x)]. Derivovanim snadno zjis-

time, Ze tento vzorec plati v kaZdém otevieném intervalu, v némz f'(x) existuje
a v némi je stale f(x) #+ 0. Napf.:

2 2
xdx=l 3x dx=§lg|x’+l|;
*+1 3)x3+1

J‘tgxdx =J'smxdx___ -j'——s'-n—fdx= —Ig |cosx|:

COos x COs X

J.colgx dx = J‘c'os Xdx =1Ig |sin x| .
si

nx

Ax + B
(x* + px + q)
+ px + q = 0 necht nema reilnych kofenl, takZe jmenovatel (x* + px + gq)"°
je rizny od nuly pro viechna redlna x. To nastane — jak je vam zndmo ze $koly —
tehdy a jen tehdy, je-li %p’ — q < 0; ostatné si tento vysledek odvodime v kap. IV,
§ 1. Integral budeme hledat v intervalu (—oo, + ). Derivace vyrazu x> + px + q
je 2x + p; upravme tedy dany integral takto:

Piiklad 9. dx; pfitom nechf je n celé kladné a rovnice x* +

_Z_'EL. x =14 2_2x+_t’__d,+
(x* + px + q) (x* + px + q)
(26)
dx
+(B—-1Ap.[—_
#7) (x* + px + g)"

(to je pravda, nebot Ax + B = 34(2x + p) + B — 14p).
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V prvnim integrélu vpravo provedme substituci x> + px + g = t,(2x + p)dx=
= dt, takZe je
2x+P 4. - [ :
(x* + px + q)" "
tento integral dovedeme vypocist.

Druhy integral snaZime se pfevést naJ.(—z—'—l)., ktery téZ umime vypodist
° +

(viz § 3, pfikl. 5). To provedeme takto: prvni dva &leny trojélenu x? + px + g
doplnime na &tverec dvojélenu prvniho stupné, tj. piseme x* + px + ¢ = (x +
+1p)? + g — §p* = (x + p)* + r, kde klademe r = ¢ — 3p%; je oviem r > 0.
Vyraz (x + 3p)? + r se snaZime uvést na tvar rt2 + r = r(t* + 1); toho dosahneme
substituci x + 3p = \/r.¢ (Gli x = /7.1 - 3p), dx = /r.dt (odmocnina nam
nevadi, je#to je r > 0). Dostivime tedy x>+ px + g =rt* + r = r(* + 1)
a tedy

oo - e - e

tim je tedy téZ druhy integral z rovnice (26) pfeveden na integral znamy.

§ 5. Integrace per partes a metoda substituéni pro urcité integraly. Metody integrace
per partes a metody substituéni miZeme uZit také pfimo pro integraly urité. Odvo-
dim dvé pfislusné véty:

Véta 54. Funkce u(x), v(x) necht maji v {a, b) derivace u’(x), v'(x),'?) jeZ jsou
spojité v {a, b). Potom jest

(27) Jou(x) v'(x) dx = u(b) »(b) — u(a) v(a) — [ou'(x) v(x)dx.

Poznamka 1. Rozdil f(b) — f(a), ktery se zde i v dalsim &asto vyskytuje, zna-
ime pro zkraceni téz [f(x)]Z22 nebo jest& kratéeji [f(x)]%: tedy napt. [sin x]3* =
=singn —sin0 =1, [x*]} =22 — 12 =3, [u(x) ox)]2 = u(b) »(b) — u(a) oa).

Dikaz. Z existence derivaci plyne spojitost funkci u(x), v(x) v intervalu (a, b)
(viz pozn.'”)); tedy existuji integraly [2u(x)v'(x)dx, [2u’(x)o(x)dx (viz vétu 38),
a podle véty 24 je

(28) | Jou(x) v'(x) dx + fou'(x) (x) dx = [5(u(x) v'(x) + u'(x) ox)) dx .

17) Znakem u'(x) a slovem ,,derivace* rozumim zde pro x = a derivaci zprava «’,(a), pro
x = b derivaci zleva u’ (), pro a < x < b pak vskutku derivaci «’(x). Podobné pro funkci
v'(x).

Poznamencjme: jeto funkce u(x) ma derivaci v kazdém bodé& intervalu (a, b)) a mimoto
derivaci zprava v bod¢ a a derivaci zleva v bodé b, je podle véty 122 v DI, str. 213, v 4. vyd.
str. 242 funkce u(x) spojita v intervalu (a, ) a mimoto spojita zprava v bod& g a zleva v bodé&
b, tj. u(x) je funkce spojitd v intervalu {a, b). Podobné& funkce v(x) je spojitd v intervalu

{a, b).
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Funkee u(x) o(x) je spojitd v intervalu {a, b) a m4 v kaZdém bod& otevfeného in-
tervalu (a, b) derivaci u(x) v'(x) + u’(x) o(x). Podle véty 39 je tedy

(29) 2 (u(x) v'(x) + w'(x) o(x)) dx = u(b) o(B) — u(a) o) .
Ze vzorct (28), (29) plyne viak okamZit& hledany vzorec (27).
Poznédmka 2. Vzorec (27) plati — za obdobnych pfedpokladd — téZ tehdy,

je-li a > b. Nebot vyménim-li v tomto vzorci a a b, zm&ni ob& strany pouze své
Znameni.

Ptiklad 1. [§ x?sin x dx; poloZme u = x2, v’ = sin'x, u’ = 2x, v = — cOs x;
dostaneme [5 x*sin x dx = [~ x? cos x]§ + 2[5 x cos x dx = n% + 2§ x cos x dx.
PoloZme nyni u = x, v’ = cosx, u’ =1, v = sin x; dostaneme [§xcosxdx =
= [xsinx]5 — [sinxdx = 0 + [cos x]g = — 2. Tedy celkem [3x?sinxdx =
=n? -4 :

Piiklad 2. Polozme I, = [3*sin"xdx(n celé, n 2 0). Pro n > 1 polozme

u=sin""'x, v =sinx, u’ =(n—1)sin""?xcos x, v = — cos x, takZe je
I, = — [sin" ' xcos x]3* + (n — 1) [§*sin"~2 x cos? x dx =
=(n—1)f§sin"?x(1 —sin?x)dx=(n - 1)I,_, — (n - 1)1,,
tedy
nly=(n—-N1,_,, I,="=1p_,.

Z této rekurentni formule plyne ihned pro sudé n > 1 (n = 2m, m celé kladné)
~_2m—-12m-3 2m -5 |
2m 2m-2 2m-4 "2
a pro liché n > 1 (n = 2m + 1, m celé kladné)
2m 2m -2 2m -4 3'
2m+1 2m—12m-3"3""
Tyto dva vzorce nam okamzité davaji I, pro kaZdé celé n > 0, nebot Iy a I, dovedeme
vypodist:
Iy = [dx =[x"=4n, I, = [§*sinxdx = — [cosx]§" =1.
Poznamka 3. Pfiklad 2 nds vede k zajimavému vyjadfeni &isla n. JeZto v inter-
valu (0, %n) jest 0 < sin x £ 1, jest sin" x = sin"*! x a véta 28 dava pro celé m > 1
nerovnosti I3, = I3p4y 2 I3me ), tj. podle (30), (31)
1.3.5...2m—=1) = > 2.4.6...(2m)
2.4.6...2m) 2 3.5.7..2m+1)
> 1.3.5...(2m - 1)(2m + l).f.
2.4.6...2m)2m +2) 2

(30) I,

I,

(31) ’z-nu =




74 KAP, Il

Odtud ihned

'2
nz( 2.4.6...(2m) ) 1 >2m-b-l n

25\1.3.5...2m-1)) 2m+1 " 2m+2"2°

JeZto obé& kfidla maji zde pro m — oo limitu %n, plati téZ (viz DI, v&ta 61, str. 86,

v 4. vyd. str. 91)
2
by tim (246 @m) V1
m- o 135..(2"’—1) 2m + 1

(32)
_ i 2:2:4.4.6.6... 2m.2m
mewo1.3.3.5.5.7...2m—1).2m + 1)’

Naésobim-li zlomek vpravo vyrazem (2m + 2) : (2m + 1), jenZ mé limitu 1, obdrXim

(33) i i 2:2:4.4.6.6... 2m . 2m .(2m + 2)
¥ a0 1.3.3.5.5.7..2m—1).2m+1).2m + 1)

Oba tyto vzorce (32), (33) — jeZ tvofi tzv. Wallisovu formuli — si Ize snadno pama-
tovat takto (chceme-li): napi$me forméln& zlomek

2.2.4.4.6.6.8.8...
1.3.3.5.5.7.7.9...°

ponecham-li zde v ¢itateli i ve jmenovateli n &initeld, dostanu zlomek, jenZ pro
n = co ma limitu 37 (pro sudé n viz (32), pro liché n viz (33)).
Ze vzorce (31) plyne déle

2.4...(2m - 2).2m 1
34 V2m + 1y, = . .
(34) 3L @m=3)2m -1 fam i

Ale &tverec pravé strany mé limitu 3n podle (32); tedy ma prava strana v (34) limitu
v En,"’) tj.
(35) : lim/2m + 11,,,, = /in .

m=*00

Pro sudé n = 2m uZijme nerovnosti

V2mly y 2 2mly, 2 /2m1yp, .
~Zde ma levé i pravé ktidlo limitu \/In (nebo{ napt. /2ml,,_, = /2 2m

m—1

18) Jei a,, > 0, lima,, = &, je lim \/a,, = \/a; viz tieba cvit. 3 v DI, kap. II, § 2, str. 88,
v 4. vyd. str. 93.
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./2m - 11,,_,, a prvni &initel vpravo ma limitu 1, druhy | /-i'n podle (35)) a tedy

lim /2ml,,, = /3n. Odtud a z (35) plyne tedy celkem

(36) lim /nI, = /In.

R-* 00
Pro n — oo konverguje tedy I, k nule, a to asi tak rychle jako n~%.

O substitu¢ni metod& pro urdité integraly jedné tato véta:

Véta 55. Funkce ¢(t) nechf md v intervalu {a, B spojitou derivaci ¢'(t) (pFicem#
slovo ,,derivace** a znak ¢'(t) nechf pro t = « znamend derivaci zprava a prot = f
derivaci zleva).'®) Funkce f(x) necht je spojitd v intervalu (A, B) a pro kaZdé t
intervalu {a, B) budi? A £ ¢(t) < B. PoloZime-li a = ¢(«), b = ¢(p), jest

(37) faf(x) dx = f3flo(1)) @'(s) At .

Poznamka 4. Zde jsme mluvili o intervalu {a, B), takZe jsme pfedpokladali
« < B; ale také pro a > B plati vzorec (37) za pfislusnych pfedpokladd: nebof ve
vzorci (37) vlevo i vpravo miZeme vyménit dolni integra&ni mez za horni a naopak
(nasobime prost& ob& strany &initelem —1).

Poznédmka 5. Vzorce (37) miZeme pouzit bud k vypodtu integralu vievo,
znime-li integral vpravo nebo k vypo&tu integralu vpravo, zndme-li integral vlevo.
Mechanismus je stejny jako u neurgitych integrald, jen musime dat pozor na to, Ze
se také meze méni podle substituce x = ¢(t), totiz a = ¢(a), b = @(B). Zde musime
dat vZdy pozor na to, jsou-li podminky véty spin&ny: u neurgitych integrald mdZeme
se po vypodtu dodate€n& derivovanim pfesv&dcit, zda jsme spravné potitali; u urditych
integrald tuto moZnost zkousky nemame.

Duikaz véty 55. Je¥to funkce f(x) je spojita v intervalu (A4, B), existuje podle
véty 38 integral [} f(u)du. PoloZme

(38) F(x) = f5/(u) du ;

podle véty 36 (a podle poznamky>®) pod &arou k vé&t& 36) je funkce F(x) definovéna
v intervalu {4, B) a m4 v tomto uzavfeném intervalu derivaci F'(x) = f(x) (pfi€em2
oviem znak F’(A) znadf derivaci zprava v bod¢ A4 a znak F'(B) znadi derivaci zleva
v bod& B). JeZto funkce ¢(t) ma derivaci v intervalu (&, #>2°) a jeZto hodnoty funkce
o(f) leZi v intervalu A4, B), ma funkce F(o(t)) podle véty 11 v intervalu {a, B)
derivaci F'(¢(t)) ¢'(t) = f(o(t)) ¢'(t) (v bod& t = « rozumim slovem ,,derivace*
opét derivaci zprava, v bod& ¢t = B derivaci zleva). Funkce F(g(f)) je tedy spojita

19) Funkce ¢(f) je tedy spojitd v intervalu (&, 8); viz obdobnou tivahu o funkci «(x) v pozn. 17)
pod &arou.
T20) vy bod& & zprava, v bodé& § zleva.
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v ntervalu {a, #)>*') a mé v kaZdém bodg otevfeného intervalu (a, B) derivaci f(¢(t)) .
. @'(t). Funkce f(o()) ¢'() je spojitd v intervalu {a, B)??) a tedy existuje integral
12 1((1)) @’(1) dt (podle véty 38). Podle véty 39 je tedy
(39) [2f(o(1)) '(t) dt = F(o(B)) — F(o()) = F(b) - F(a)
(nebot ¢(a) = a, ¢(B) = b). Ale podle (38) je (jezto hodnoty a = ¢(x), b = ¢(f)
lei v intervalu {4, B)) _

F(b) — F(a) = [% f(u)du — [% f(u)du = [2f(u)du ;
dosadime-li z této rovnice do pravé strany rovnice (39), dostavdme rovnici (37),
nebot [2f(u)du = [bf(x)dx.

1
Pfiklad 3.'[ __dx_ ; zkusme substituci /x¥ + 3x + 1 = x + t, tedy

o /% +3x + 1

L |
(40) x2 +3x +1=x% 4 2xt + 12, x=t ,

3 -2t

— 2 —
dx = 2t* + 6t — 2
(3-21)?
Zrovnicet = /x? + 3x + 1 — xplyne:prox = Ojet = I,prox = ljet = \/3—
2 -1

— 1. Zkusme, jsou-li spln&ny viechny pfedpoklady: mame zde ¢(t) = 3 21; to je

v intervalu {1, \/ 5 — 1) funkce rostouci (nebot ¢itatel t* — 1 je nezaporny a roste,
jmenovatel 3 — 2t je kladny a klesd), majici v tomto intervalu spojitou derivaci.

Prot=1jeg(t) =0,prot = /S — 1je o(f) = 5-2/5+1-1 = 1, takZe pro
3-2/5+2

kaZdé ¢ intervalu (1, ﬁ — 1) je 0 < ¢(t) < 1. Funkee f(x) = 1 :\/xi +3x +1

je pak v intervalu (0, 1) spojitd. MiZeme tedy pouZit véty 55.2°) Musime jesté do

——————— 2_
\/x1+3x+1 zavést proménnou ; /x¥ + 3x + 1=x +1=; 21 + 1t =
-2t

— 2 —
3—-2t

! dx _ (B 3-2 -2t + 6t — 2
o +3x+1 J1 —P+3a-1  (3-2)7

21y v,z obdobnou tvahu o funkeci «(x) v poznémee 17) pod &arou.

22) Nebot @(f) je spojits v {x, 8> a nabyv4 jen hodnot intervalu {4, B) a funkce f(x) je spojitd
v {4, B); tedy funkce f(p(t)) je spojitd v <{a, B> podle véty S a funkce ¢’(¢) je spojitd v {«, B)
podle pfedpokladu.

23) Ptipomefime, Ze pro nase hodnoty ¢, x plyne z druhé rovnice (40) prvni rovnice (40) a z této
rovnice odmocnénim rovnice ,/x! + 3x + 1= x 4 ¢ (znameni je totiz sprdvn& voleno,
je2to obé strany jsou kladné); miZeme tedy této rovnice — z niZ jsme vlastn& vySli — skuteZné
pouzit pfi provddéni substituce.
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3—-2t

-18/5/5-2) = lg\/_(\/_—z) lgh%z= lg(l +2‘—5£5)

Piklad 4.2%) J' L_; podle vzoru pHkl. 9, § 4 pifeme x? + x + 1 =

v3-
_2I L& =-2—2[|g|3—z:|]{’"=—1g|3-2 5+2 =

-1" +x +1 _
=(x+1)?+2 a klademe x + 1 =1/31, dx=1/3ds, takze x* +x + 1=

=3 +1).Jet = Z+ late:dyplati:roste-lixod —1do +1,rostetod —1:./3

do /3. Tedy
! dx V34 1 1 2
—_—= -. =f3dt = —[arctg 1]Y} . =
J‘_1x2+x+l 33 P+ 2‘/— \/3[ 80
=2 (r_ (-T2
NEACRNILZVE
xdx

2
Pfiklad S.J ( )*,substxtuce x? 4+ 1 = t; roste-lix od 1do 2, roste té% ¢,

xt +1
a to od 2 do 5; dile je 2x dx = dt a tedy

’_&=1Jd‘ _[_1_]’=L_L
L+ ) 2), 4 N NN

Cvicen{?®)
xu+l +1
. = - -1 = - 1
le"lgxdx "+llgx (n+l)z(pro n+ —1; ptipad n 1 byl vyfeSen
v § 3, ptikl. 6).

2. farctg x dx = xarctg x — 4 1g (1 + x?).

3. farcsin x dx = x arcsin x + /T — *2.
4. Z vysledku § 3, pfikl. 4 odvodte pro celé n > 0

» X! X2 (-1 x
* = * -_— - e _— - " .
‘[x" dr=mnie (u! g ey A THE A
5. Polozme I, = [x" cos x dx, K, = [x" sin x dx; potom je
I,=x"sinx —nK,_y, K,=—x"cosx+nl,_,.

Vypoltéte z té&chto vzorci tieba I.

24y v ptikladg 4 a 5 pfenechdvidm podrobné vySetfenf podminek &tenati.
25) PFi neurditych integrélech necht &tendf sim uvaZi, ve kterfch intervalech uvedené vysledky
plati.



78 KAP. III

6. Pron = 0 polozme I, = 3™ x" cos x dx, K, = [§" x" sin x dx; z vysledku piedchazejiciho
cvi¢eni odvodte vzorce (pro n = 2)
=@ —nn—DI,_,, K,=nin)""'—nn-DK,_,
Odtud napf. pro sudé n > 0
=G0 —nn—1)En"? +
+nn—D@ -2 —-3)ED"* - ...+ (=DM nEn)°.
Odvodte obdobny vzorec pro liché n >0 a téZ pro K, (pfechod ke K, je snadny, nebot pro
n=1je K,=nl,_,).
7. Z § 3, ptikl. 7 znate vzorce
fe*sin x dx = $e* (sin x — cos x) , j'é" cos x dx = 1e* (sin x -+ cos x) .
Polozime-li
I = [x"e"sinxdx, K,= [x"e"cosxdx,

platf
= 3x"e*(sinx - cosx) — ¥n(l,_, — K,_,),

K, = 1x"e*(sinx + cosx) — $nUl,_, + K,_,).
Jezto Iy, K zname, dovedeme vypotist I,, K, pro kaZdé celé » > 0 (provedte to pro n&kter4 n).

8. PoloZzme I,, , = [ sin™ x cos” x dx; odvodime vzorce, kterymi je moZno vypogist I,, 'm,x PTO
viechna celd m, n. PoloZime-li (m + 1) sin™ x cos x = u’, cos"~ ! x = v, m4dme ihned

@) (m+ DI, =sin" ! xcos" P x+(n—1DIpygp-z-

Uzijeme-li vztahu sin® x = 1 — cos? x, mime I,y 43 ,0—3 = Ippp-2 — I o 2 tedy
) (m+ml,,=sin"*1xcos" 'x+(n—11I,,_,.

Piseme-li v (x) m, n misto m + 2, n — 2, mdme

) (M= DIy g pszy=si0""'xcos" ' x+(n+11,,
a odtud podobné jako pfedtim
©®) m+ml,,= —sin™ Y xcos"t! x + (m — D1, .-

Ze vzorcd (B), () plyne: je-lim + n + 0, lze I, , vyjadtit integrlem I, ,_, nebo I, _, s Cteme-li
tyto vzorce pozpétku, vidime: je-lin + 1 + Oresp. m + 1 = 0, lze integrél 1, ,vyjadtit integrdlem
Iy 42 T€SP. Iy 43 . Tedy lze kaZdy integrél I, , vyjdtit onémi integrély /1, ,, kde m a n jsou

rovny nékterému z &isel 0, 1, — 1. Téchto 9 integrald viak dovedeme vypolist, viz nésledujici
cvicenl.

9. Ip o, Ip,1s 1) o zn&me; I; ; = fsin x cos x dx = }sin? x;
I dx 1 dx 1g Jtg x|
= | = | == =lgltgx|;
1.-1 sin x cos x tgxcostx B

1_ dx = lg|tg 3x|;
107 JSinx | 2sin 3x cosdx glts 3x

d
lo,-1 = j.cosx —J. x— = lgtg 3x + §n)|;

sin (4=
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sin x
I, 4= dx= —1 I, ,=|— d =
-1 J- P x g |cos x| ; 1.1 J- x = Ig [sin x].

10. Ze vzorcu cviteni 8 a 9 odvodte

. 6 in? x
1
J‘smax dx=—(sm + sin® x + £ sin3 x+5:mx—5|g|tg(i-x+;n)|)

cos” x 2\ cos? x
o 2,4 1 h’inz"d N s
SiIn” XCos” xdx = N ; x = . - .
o 3T o Costx 3 o costx 3

1
11. Ze vzorce tg" x = tg* "2 x. powe i tg"~2 x plynepron + 1
s2 x

1
J-tg"xdx= ;:-—l—tg"_lx—J‘td"zxdx.

Tento vzorec je obsaZen jako specidlnf ptipad v jednom ze vzorch (&), (8), (%), (8) (cvi&. 8); v kte-
rém?

12. Integral I, , = [sin™ x cos” x dx z cvilenf 8 lze je¥t& jinak politat, je-li aspoﬁ jedno
z dsel m, n liché. Budiz napt. n = 2k + 1 liché. Substituce sin x = 7, cos? x = 1 — ¢? ddv4
fsin™ xcos?¥*! xdx = [1™(1 — *)* ds.

Tim je vypotet pfeveden na vypolet integralu raciondini funkce (je-li oviem m, k celé); integrily
raciondlnich funkci nautime s¢ obecn& politat v kap. 1V, Zvladt¢ jednoduchy je ptipad k = 0.
Provedte obdobnou ivahu pro m liché.

13. Podle metody cvideni 12 vypoltéte

cos? x 1 1
- 6 dx= — - 5 3 _°*
sin® x 5sin® x 3 sin’ x
sin’xd 1 1 1
x = - ,
cos’ x 6cos®x 2cos*x  2cos?x

{sin* x cos® xdx = } sin® x — $sin” x.

14, [ J1 = x¥dx= }x /T — x2 + arcsin x) .

Ndévod: integrujte per partes; v integrdlu vpravo piite

x? 1 + 1
— — —_ X p————1
Jl—x’ Jl—x’
f dx N . 1
18, | ———— = — arcsin |- substltucex=;- .
: x

J x,/x!— 1

(Pfi vypottu dévejte pozor na to, 3¢ je \/a? = |a]; v kterjch intervalech plati odvozeny vzorec?)
rS|e
d —
16. ad = 37 (substituce x — § =7 a potom 7= }./30) .
J-1/4 J z+x—x




I
-
\/

17 | dx ! substitucts2 -
Job- a3 2 +x

2
18. Substituct (2) = ¢ obdr¥ime
x+1

(x* +1)° 1 fa+0®
J'(x’—l)’(x+l)’dx—3_zj. 7 Y=

4 2 2
1 f1{x—-1 x—1 x+1
=== 3 - 61 .
32(2<x+l) * (x+l> (x—l) Tolk )
19. Integraly tvaru

Jx"e® cos (Byx + 4y) ... cos (Bx + A sin (¥, x + 4y) ... sin (¥;x + p) dx

(n, k, ! celad nezdpornd, k 4+ | > 0) miZeme politat takto: pouZijeme-li vzorce cos y cos z =
= -}(cos (¥ + 2) + cos (¥ — z)) a obdobnych vzorcl pro sin y sin z, sin y cos z, miZeme polet
trigonometrickych Cinitela (ktery je roven k + /) sniZovat tak dlouho, dokud se nerovné jedné.
Tim je pfedloZeny integral pieveden na integrily tvaru

Jx"e®* cos (Ax + B)dx, [x"e**sin(Ax + B)dx.

Je-li « + 0, A % 0, vypoiteme tyto integrdly metodou, jeZz byla ve specidlnim pFipad&
a = A= 1, B= 0 vyloZena ve cvi¢. 7; je-lia = 0 nebo 4 = 0, je oviem vypolet je§té jednodus¥f
(podle vzoru cvi¢. 4 nebo pfikl. 7, § 3). Vypoltéte touto metodou

x—1
x+1

fxe3% cos (2x + A) sin? (x + p) dx =

. -7 — 75x
—1,3x( _ - 7" i
2€ ( 625 cos (4x + A4 + 2u) +
24 — 100x 1-3
+ e sin(x + 14 2 + % cos(d — ) +
— 10 4+ 78x — 24 + 52x
_— 2x + A — i D).
+ 155 cos(2x + 4) + 169 sin (2x + ))

20. Vétu 51 jsme dokdzali za pfedpokladu, Ze derivace «'(x), v’(x) jsou spojité v intervalu
(a, b). DokaZte, Ze vétu 51 lze takto zobecnit: v intervalu (a, b) necht existuji derivace «’(x), v’(x)
funkci #(x), v(x); dale necht existuje v intervalu (a, b) integral fu’(x) v(x) dx; potom existuje
v intervalu (a, b) té% integral [u(x) v’(x) dx a plati vzorec (13) (v intervalu (a, b)). (Pfedpoklad
o spojitosti funkci «'(x), v'(x) je tedy nahrazen obecnéj§im pfedpokladem o existenci integrilu
Ju'(x) v(x) dx.)

21. Z nasledujicich dvou rovnic je prvni spravna, druhd nespravna (substituce x = sin 7):

J‘“l6 cos ¢ dt _J‘_llz dx J.“'Is cos t dt _J“”z dx
o 2+3sint J, 2+3x o 2+3sint ), 2+3x

(Viz v&tu 55; sledujte, kterych hodnot nabyva sin ¢ v intervalu <0, =) a kterych v <0, %!z).)

22. Rozvaite, pro¢ je nespravny tento postup: BudiZ f(x) spojitd v intervalu {— 3, 3;
substituce x2 = ¢ dava

PRafdx= 4§35t tar=o0.
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