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130 KAP. VI

Kapitola VI

NUMERICKY VYPOCET URCITYCH INTEGRALU

§ 1. Metoda obdélnikovd a lichob&znikova. Mame-li potitat [®f(x) dx = J (pfi-
¢emZ budiZ a < b a pfedpokladame, Ze tento integral existuje) a nevedou-li nas k cili
metody vyloZené v kap. III, IV, miZeme si vypomoci tim, Ze se vritime pfimo
k definici uréitého integralu, nebo vlastné k v&té 22. Rozdélme interval {a, b) na n
stejnych dilt délky h = 22
n
PoloZme pro kratkost y; = f(x;) a sestrojme soudet

; delici body jsou tedy x; = a + jh(j =0, 1,..., n).

(1) é:lf(xj—n) (Xj' = X;q) = h(yo + ¥y + oo + yay).

Podle véty 22 vime, Ze vyraz (1) ma pro n — oo limitu J; zvolime-li tedy n dosti
veliké, miZeme dosahnout toho, Ze se vyraz (1) lisi od J libovolné malo. Této metodé
k pfibliZnému vypoctu integralu fikame me-

toda obdélnikovd.")
) N Misto hodnoty f(x;_,) = y;-; bychom
oviem mohli vzit téZ hodnotu funkce f(x)
~— v kterémkoliv bodé ¢;intervalu (x;_,, x;>,
\\\‘ napf. v bodé x; tim bychom misto (1) dostali

soudet

n o |
T ) h(yy + y2 + o + )

@ ash as2h av3h avhh=b y e e uiit se stejnym uspéchem.
Obr. 14. Metoda pravé vyloZena spociva v tom,
Ze jsme funkci f(x) v kaZdém intervalu
{x;-1, x;> nahradili konstantou f(x;-,) = y;-, (pfi vzorci (1)) nebo konstantou
f(x;) = y; (p¥i vzorci (2)). Zkusme za druhé nahradit funkci f(x) v kaZdém intervalu
{xj-1, x;> mnohoClenem k;x + q;, jenZ pro x = x;_, nabyva hodnoty y;_,, pro
x = x; pak hodnoty y;.%) Integral [¥_, f (x) dx nahradime tedy integralem

Xj=-1

S,

) Geometricky vyznam je jasny: je-li f(x) nezdporna a spojitd v <(a, b, zna&i J plochu P(a, b,
f(x)) (v ozna&eni kap. V, § 1), kdeZto (1) je soudet ploch obdélniki vyznalenych na obr. 14.

2y Geometricky: kfivku y = f(x) nahradime v kazdém intervalu {xj.q, Xp> UseZkou, jeZ je
na obr. 14 &irkovana.
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o (kpx + ) dx = 3kfx] — x]_) + q(x; = x;-y)
= 30x; = x;-0) (kpx; + g5 + kyx;—y + q))
= 3h(y; + y;-1)
a integral J soudtem
n x5
3) Y [(kx+qg)dx=3h(yo+ yi +y1+ Vot y2+ys+ ...+
Jj=1x5-1
+ yn-l + yn) .
To nés vede k tomu, po&itat misto integralu J soudet (3), tj. soudet
h(yo + y1 + V2 + coo + Yooy + 290)s

ktery se ostatn& rovna aritmetickému priméru soudtd (1), (2) a tedy zrovna tak jako
ony mé pro n — oo za limitu integrdl J. Metod& prav€ vyloZené fikime metoda
lichobéZnikovd.?) Obr. 14 nas vede k domnénce, %e pfi pevn& zvoleném n dava
soudet (3) oby&ejn& (ne oviem vZdy) lepsi pfibliZeni k integralu J neZ soucet (1) nebo
(2). Vysetfime tuto otazku; odpovéd je dana touto vétou:

Véta 61. Budif ddna funkce f(x) v intervalu {a, b); budiZ ddno celé ¢&islo
n > 0. PoloZme :

h = , x;=a+jh, y,=f(x;) 0sjsn);

oznacme
Dy =h(yo + y1 + oo + Yaoy) O,=h(yy +y,+ ... + y)
2= h(‘;‘)’o +t Yyt yst et Yar t %}’u)-
I. Necht md predevsim f(x) v {a, b) omezenou derivaci f'(x), takZe existujf

é&isla my, M, takovd, %e pro vSechna x intervalu {a, b) jest my; < f'(x) £ M,.

Potom jest .
_ )2 b )2
@) %m,.u gff(x)dx—b,ggM, (o=—a)
n , n
II. Nechf md za druhé f(x) v {a, b) omezenou druhou derivaci f"(x), takZe
existuji ¢&isla m,, M, takovd, Ze pro vSechna x intervalu {a, b) je m, _S_f"(x) s
< M,. Potom jest

) %.(L;zﬁ§2—Ibf(x)dx§%.a’:—zay.

Nez pfistoupime k dikazu, odvodime si jednoduchou pomocnou vétu, abychom si
uspofili opakovanf.

3) Geometricky vyznam (aspo#t pro nezipornou spojitou funkci /) je zase patrny z obr. 14:
misto plochy P(a, b, f(x)) po&itAm soudet ploch lichob&2nikii na obrazci vyznaZenych.
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Pomocnd véta. Budte k > 0, | 2 0 celd &isla; budi? F(x) funkce, kterd md
v <a, B) vlastni k-tou derivaci F®(x); budi? F(a) = F'(a) = ... = F*"Y(a) = 0.
Budiz y redlné éislo; potom plati:

I. Je-li F®(x) 2 p(x — «)' pro vsechna x intervalu {a, B), je

(ﬂ - a)k#l
I+D)(I+2)...(0+k°

FB)z u

II. Je-li F¥(x) < p(x — a)' pro viechna x intervalu {a, B), je

, Y
o) sp— =0 .
T+D)(I+2)...(1+k
Dikaz. PoloZme G(x) = F(x) — u (x = """ ; jefto G(a) =
' (+0(0+2..0+48 "
= G'(a) = ... = G*"Y(a) = 0, dava Tayloriv vzorec (viz DI, véta 153, str. 290,

v 4. vyd. str. 333)
up -ttt =B =9 o) — ulx - o)
F(B) - MY G(B) = = (FO(x) — ulx ~ a)) ,

kde @ < x < f. Odtud plynou ihned obg tvrzeni, nebot leva strana ma totéZ znameni
jako zavorka vpravo.

Dikaz véty 61. L Sta&i dokazat, Ze pro kazdé j (j = 1,2, ..., n) jest
(6)  3milx; = xj-1)* S JE S) du = (x; = x;20) f(x;-0) S FMalx; = x,-0)%5

odtud toti s€itanim pro j = 1, ..., n ihned plyne (4) (pamatujme, Z¢ x; — x,_, =
= (b — a) : n). PoloZme

F(x) = I:I-I f(u)du - (x - x]'l)f(xj-!)'

takZe F'(x) =f(x) —f(xj_1), F'(x) =f'(x); tedy F(xj_‘) = F’(x,_,) = 0, m, s
< F'(x) £ M, pro xj-, < x < x;. Podle pomocné véty je tedy (pro a = Xj-1s
B=x,k=21=0)
Imy(x; — x;-1)* S F(xj) S 3My(x; = x;4)%;
ale F(x;) = [¥_, f(u)du — (x; = x;-4) f(x;-1), &imZ je (6) dokézéno.
II. Stadi opét dokazat, Ze pro kazdéj (j = 1, ..., n) je
(7 Sma(x; = x5-0)® S 3(x — x;-) (F(x) + f(x;-,)) =
S S(u) du S HMo(x; — x00)%

-— X1
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odtud totiZ sedtenim pro j = 1, ..., n ihned plyne (5). PoloZme nyni

F(x) = 3(x = x;-0) (f(*) + f(x;-1)) = [, f(u) du,

takZe stfedni &len v (7) je pravé F(x;). Jest (prox;_; < x < x;) F'(x) = 3(x — x;-,) .
(%) = 3(x) + 3 (x;-1), F'(x) = 3(x = x;-1) f"(x), tedy F(x;-,) = F'(x;-,) =
=0, imy(x — x;_;) S F"(x) £ $M,(x — x;_,). Podle pomocné véty (pro a =
= xl-_l, p = xi, k = 2, l = l) je tedy i!i‘mZ(xi - xi_l)s § F(x‘) é %Mz(xj -
— x;_4)* tim je (7) dokézéno.

Poznamka 1. Vidite, o je (3) pfesn&jsi nez (1). Maji-li m,, M, totéZ znamenf
a zrovna tak m,, M,, konverguje rozdil J — O, s rostoucim n k nule asi pravé tak
rychle jako 1 : n, kdeZto rozdil J — £ asi tak rychle jako 1 : n?.

Cviéeni

1. Za stejnych pfedpokladi jako ve vété 61, I plati

2 b b — a)?
1m & "“) gDZ—I/(x)dxg 1m, ¢ n“) )

2. Rozdélme interval <a, 5> na sudy po&et stejnych dild, tj. nsudé,h = (b — a):n,x;=a +
+jh, yj=f(x)) G=0, 1,...,n). V kaZdém intervalu {x;;_3, X5;> nahradme funkci f(x) jeji
hodnotou uprostfed intervaly, tj. hodnotou y,; _ . Tak jsme vedeni k soutu T = 2h(y; + y3 +
+ys+ oo+ Y 1)- Dokazte: za tych? pfedpokladi jako ve vété€ 61, II je

3 b 3
- b —
im, (/) "za) < J‘ fdx— T < M, ( nza) ‘

To je odhad dvakrate horsi naZ pfi £ (pfi témZ n). Ale pfi £ jsme musili po&itat &isla yg, ¥, « s Yp»
tedy celkem n + 1 &isel, kdezto pti T pouze 1n &isel, tedy mén& nez polovinu. Abychom tedy
méli pfi £ stejnou préci jako pfi ¥, musim pfi € vzit misto n &islo 2n — 1, &im% se odhad v (5)
vice neZ &tyfikrite zhorsi: tedy je soudet T vlastné asi dvakrdt vyhodnéjsi (pro vétsi hodnoty n)
nez £. Nivod: PoloZme pro kritkost x,,_, = » a vySetfujte funkci F(v) = I;.".'.';f(u) du —
— 20f(y); jde o hodnotu F(h); jest F'(v) = f(y + v) + f(y — v) — 2/(), F"®) = f'(y + v) —
—f(y —0)=20f"(y + Ov) (— 1< O < 1); nato uZijete pomocné véty pro « =0, f = A,
k=21=1.

§ 2. Simpsonilv vzorec. K souétu £, jsme pfisli tim, %e jsme funkci f(x) v kaZdém
intervalu {x;_,, x;> nahradili mnohoc¢lenem nejvyse nultého stupné (tj. konstan-
tou),*) jenZ mé v bodg x;_, touZ hodnotu y;_, jako funkce f; k souétu £ jsme dosli
tak, Ze jsme funkci f(x) v kaZdém intervalu {x;_,, x;> nahradili mnoho&lenem nej-
vySe pruniho stupng, jenZ ma v obou bodech x;_,, x; tytéZ hodnoty y;_,, y; jako

4) Obecné: slovy ,,mnohoglen nejvyie n-tého stupn&* rozumime kazdy mnohodlen tvaru aox” +
+ alx"" + ... + a, (nevylutujeme pfipad, Ze by né€které nebo i viechny koeficienty byly
rovny nule). Tento vzorec zahrnuje tedy mnoho&len 0 a déle viechny mnoho&leny nultého,
prvniho, druhého, ... a2 n-tého stupné.
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funkce f(x). Je nasnadé my3lenka nahradit funkci f(x) mnohoglenem nejvyse druhého
stupné, jenZ nabyva ve tfech bodech téZe hodnoty jako funkce f. Abychom tuto
my3lenku mohli provést, rozd€Ime interval {a, b) na sudy pocet dili body x; = a +
+ jh, h = (b — a): n (n sudé kladné) a kladme opét f(x;) =y, (j =0, 1,...,n);
v kaZdém intervalu {x,,_,, X, (k = 1, 2, ..., 3n) nahradme pak funkci f(x) mnoho-
&lenem g,(x) = Ax* + Byx + C,°) tak, aby bylo
.‘h(xu—z) = Yak-2, gk(xu-l) = Yak-10 9u*2) = Vx5
mame tedy nalézt 4,, B,, C, tak, aby bylo
Ak"%k—z + Bixyk-y + Gy = yau-2,
(8) Ax3oy + Bixyoy + Gy = yyuoy,
_Akx§k + Bxye + Ci=yu.
Takova trojice &isel A4,, B,, C, vskutku existuje, a to jen jedna; nebof determinant
soustavy rovnic (8) je
- (x2k - ka—z) (sz - x2k—l) (xu—l - xzn—z) +0,

jak budto vite nebo jak snadno vypoitete®*). Vypo&téme

i (Ax® + Bex + C)dx;

X2k -2

piSme pro zkraceni A, B, C misto A4,, B,, C, a dale y misto x5, _,, takZe x,,_, =
=9y — h, x,, =y + h; budeme se snaZit vyjadfit uvedeny integral &isly y,;-,,
Yak-15 Yau- Jest

14 (Ax* + Bx + C)dx =

=34((r + B = (v — h)>) + 3B((y + h)* = (y — h)}) +
+ C((v + h) — (v — h)) = h(24y* + 3Ah* + 2By + 2C) =
= h(%}’u-z + ’;l;}’u + g,Vzk-x):

jak ihned seznate, dosadite-li za y; podle rovnic (8). Tim jsme vedeni k tomu,
nahradit integral J = {3 f(x) dx sou&tem

9) S = 3h(yo + 4y; + 2y, + 4y; + 2y, + 4ys + ... + 4y, 5 +
+ 2}’»—2 + 4yn—l + yn);
pfitom h = (b — a) : n, y; = f(a + jh), n sudé kladné.

5) Geometricky: Oblouk kfivky y = f(x) nahradime obloukem paraboly; pro 4, = 0 je to
oviem misto paraboly pfimka.

53) O feseni soustavy linedrnich rovnic viz napf. VI. Kotinek, Ziklady algebry, v 1. vyd.
str. 295, v 2. vyd. str. 303.
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Abychom odhadli rozdil & — J,5) pfedpokladejme, Ze v (a, b) existuje &tvrta
derivace f*)(x) a Ze pro vSechna x intervalu {a, b) jest my < f®*(x) < M,. Rozdil
& — J je soultem ¢isel

3 X2k-2 X2k-1 X2k)) = Jxam-2J\¥) QU
(10) 3h(f(x2x-2) + 4f (x2-1) + f(x2)) — [2r_, f(w) d
prok=12,... 1n. PiSme zase y = x5, takZe (10) se rovna rozdilu

h(f(y — h) + 4f(v) + f(v + b)) — [1%4 f(u) du .

F(v) = 30(f(y — v) + 4/(0) + f(v + v)) - f”"f(“) du,
takZe F(h) se rovna pravé &islu (10). Piseme-li
Ve flu)du = fo f(y + )de + 3 f(y — 1) dt,7)

obdrZzime pro 0 S v < h

F() = =30 +0) = 30 = 0) + 30) + 30(/'(v + o) = f'(v = ),

F'(v) = -3y +v)+3f(r—v) + lv(f"(y +v) + f'(y — v),

F"(v) = 2o(f"(y + v) — f"(y — v)) = 2*f@(y + @) (-1 <O <1).
Tedy -

PoloZme

F(0) = F'(0) = F"(0) = 0, 3muo? < F"(v) < 2Mv?,
takZe pomocna véta dava (proa =0, 8 = h, k = 3,1 = 2)

2m4h®
3.3.4.5° ~3.3.4.5°

Je#to vyraz (10) se rovna &islu F(h), obdrZime se&tenim pro k = 1,2,...,3n

(b - a)° ’ (b—a)’
1 LY < - dx < M, .
(1) SARRTT ,f (x) dx < M, 180n*

Metoda vyloZena v tomto paragrafu a spocivajici v tom, Ze se integral J nahradi
souétem &, se nazyva Simpsonova (mluvi se oby&ejn& o Simpsonové formuli). O této
metodé jsme pak pravé dokazali tuto vétu:

Véta 62. BudiZ a < b,n sudé,n > 0. Necht f(x) md omezenou étortou derivaci
v {a, b), takZe existuji ¢isla m,, M, takovd, Ze pro vsechna x intervalu {a, b) je
my < f®(x) < M,. Poloftme h=(b—a):n, y;=f(a+jh)(j=0,1,...,n) a
definujme & rovnici (9). Potom plati nerovnosti (11).

6) Vlastn& byly viechny uvahy tohoto paragrafu aZ do tohoto mista zbyte&né: mohl jsem rovnou
napsat soulet S v (9) a vySetfovat rozdil & — J. Chtél jsem viak, aby &tenaf vidél, jak jsme
k vy3etfovani souttu S vedeni.

7) Névod: Rozdélim integrani interval {y — v, ¥ + v> na intervaly <y — v, >, <y,¥ + o).
V prvnim z nich provedu substituci u =y — t, vdruhém u =y + ¢.
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Poznamka 1. PiSeme-li n = 2m, dostaneme v (11) ve jmenovateli 2880m*
misto 180n*; to se Easto psava.

Poznamka 2. Podle analogic s nerovnostmi (4), (5) bychom v (11) &ekali
ve jmenovateli n?, ale je tam dokonce n*: Simpsonova metoda je vyhodnéjsi, nez
bychom na prvni pohled &ekali (viz téZ cvi. 1).

Poznamka 3. Mohli bychom postupovat v naznaceném smyslu dale a nahra-
zovat funkci f(x) mnohocleny vysSich stupiii. K této a k podobnym otazkam se
jesté vratime v druhém svazku Integralniho poctu.

Poznamka 4. ,,Numerickym vypoétem‘* néjakého Cisla a rozumime obycejné
postup, ktery nam dovoluje stanovit koneény desetinny zlomek a, (nebo obecnéji
racionalni ¢islo a,) tak, aby ,,chyba‘ |a - ao] byla mensi neZ jisté predepsané ¢&islo.

V tomto smyslu davaji nam metody této kapitoly prostiedky k numerickému
vypoétu uréitych integrali. Dovedeme-li vyjadfit pfedloZeny integral jednoduchym
zplisobem hodnotami funkci,’ jeZ dovedeme snadno numericky poéitat, jako jsou
napf. funkce

(12) Ig x, €, x? sin x, cos x, tg x, cotg x, arcsin x, arctg x ,

nesdhneme k metodam této kapitoly (napf. numericky vypoget integralu

1
I B )

o/x* 41
Simpsonovou metodou by byl zdlouhavéjsi neZ numericky vypocet &isla Ig (1 + \/5)
metodami vyloZzenymi v DI). Pfipady, kdy dany integral Ize jednoduchym zpisobem
vyjadfit pomoci hodnot funkci (12), jsou vlastn& vyjime&né pfipady.®) Ctenaf se
ovSem nesmi domnivat, Ze v ostatnich pfipadech jsme odkazani jen na metody této
kapitoly; v druhém svazku Integralniho poétu vyloZime jesté jiné mocné prostfedky
k studiu a k vypoltu urgitych integrald (napf. integrovani uZitim nekoneénych
fad,®) metodu integrace a derivace podle parametru atd.).

ZvlastE dileZité jsou metody této kapitoly v aplikacich, kde hodnoty f(x;)
(j = 0,1,..., n) stanovime pozorovanim. Napf. pribéh teploty ¢ b&hem dne je dan
rovnici tvaru t = f(x), kde x znaéi &as méfeny tfeba v hodinach. Tzv. stfedni teplotu

8) Nejdulezitéjsi pripady tohoto druhu byly probriny v kap. 1V a v pfikladech a cvikenich
ke kap. III; nebylo by dobfie, kdyby &tenaf vyznam téchto ptipada pfecefioval (viz k tomu
obecné poznamky v kap. VII, § 1) — vedle své vnitini ceny poskytly ndm v3ak tyto pfipady
hojné latky ke cviéeni.

%) Ostatn&: co znamena napf. rovnice j'(‘, cos x dx = sin 1 pro numericky vypolet tohoto
integrilu? Vlastné jen tolik, Ze vypoclet tohoto integrilu byl pfeveden na vypo&et souétu
fady 1 —1:3' +1:5! — ...
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wyr

dne definujeme rovnici T = 55 [3* f(x) dx. Mé&fim-li teplotu ka¥dou hodinu, nemohu
oviem presné stanovit &islo ; misto n&ho vypodtu &islo 2& = & . 3(f(0) + 4f(1)+
+ 2f(2) + 41(3) + ...).'9)

Cvideni

1. Rozdil ©; — J je roven nule, je-li f mnohotlen stupné nejvyse nultého; rozdil £ — J
je roven nule, je-li f mnohollen stupné nejvyse prvniho; rozdil & — J je roven nule, je-li (coZz na
prvni pohled pfekvapi) f mnohotlen stupné nejvyse tFetiho. (Plyne ihned z (4), (5), (11).)

2. Maji-li my, M, totéZ znameni, ddva (4) nejen odhad pro prostou hodnotu ¢&isla O, — J,
nybrz davd i jeho znaménko. Chceme-li napf. vyloZenymi metodami potitat 1g2 = j'f x"Vdx
a klademe-li n = 10, obdrime 35 < O, = 1g2 < 7%, 35%5 = £ — 182 < 595, 7500000 =
=& — Ig2 < 53559 Vidite, jak O,, £, & d4vaji postupné menii chybu.

10y Je#to neznam prubéh funkce f(x), nemohu oviem odhadnout chybu v — -};@. Zde si mohu
pomoci tfeba tim, Ze vedle &isla %S vypoltu jestd &islo 3@ = 44 . $(f(0) + 41(2) +
+ 2f(4) + 41(6) + ...), odpovidajici pozorovdnim v dvouhodinovych intervalech. Jestlize
se &isla 535S, 54& v mezich pozorovacich chyb sob& rovnaji, d4 se ockavat, Ze dalsi zjem-
néni &asového intervalu (tj. Cast&j§i pozorovani) by uZz nemélo podstatného vlivu na &islo
ziskané Simpsonovou metodou a tedy povazujeme &islo 5%& za postatujici nihradu &isla 7.
Kdyby tomu tak nebylo, konali bychom radéji &ast&jsi pozorovani.
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