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138 KAP. VII

Kapitola VII

UZITi INTEGRALNIHO POCTU K ZAVEDENi ELEMENTARNICH
FUNKCI")

§ 1. Uvod. Ne? pfistoupim k vlastnimu pfedmétu této kapitoly, u€inim nékolik
poznamek obecného razu. Poohlédnéme se trochu po tom, co jsme aZ dosud vykonali,
pfiCemZ si budeme v§imat pouze kapitol I—XIV v DI a kapitol I-IV v této knize
(nepfihlizime tedy zatim ke komplexnim &islim, o nichz byla fe¢ v DI, kap. XV).
Obsah téchto kapitol je mozno roztfidit ve tfi Casti:

A) V pfipravné &asti (kap. I, IL, IV, V v DI) jsme vybudovali zaklady potfebné
k vlastnimu vybudovani diferencialniho a integralniho poctu: Vybudovali jsme
aritmetiku realnych &isel (EtyFi zakladni vykony po&etni a uspofadani realnych gisel
podle velikosti); odvodili jsme zakladni v&tu o supremu a infimu, déle jsme vybudo-
vali teorii posloupnosti a nekoneénych fad a kone¢né jsme zavedli pojmy funkce,
limita funkce, spojitost funkce a odvodili nejjednodussi véty o nich (sem patfi téz
zakladni véty 127—130 o spojitych funkcich z DI, kap. IX a véta 114 o inverzni
funkci z DI, kap. VII).

B) V kapitolach VIII-XIV v DI a v kap. II, III této knihy jsme vybudovali
obecné zaklady diferencialniho a integralniho poctu opfené o vysledky uvedené
v A).

C) Mimo obecné zéklady diferencidlniho a integralniho poltu jsme zavedli
v DI nZkteré funkce specialni: Pfedeviim funkce racionalni;?) dale jsme zavedli
jiz v DI, kap. III obecnou mocninu a logaritmus (sem patfi téZ véta 43 z DI, kap. [
o existenci g-té odmocniny), coZ nas vedlo k zavedeni funkci

(1) €%, 1g x (obecnéji a*, log, x), x* ;
v kap. VI, VII jsme pak zavedli funkce goniometrické
2 sin x, cos x, tg x, cotg x

l) Tak nazyvdme obecnou mocninu, exponencidlni funkci, logaritmus, funkce goniometrické
a cyklometrické, jakoZ i funkce, jeZ z nich lze odvodit &tyimi zakladnimi vykony podetnimi

x
a tvofenim funkci sloZenych, jako je napf. funkce Ig (lg (arctg (e"z) + sin / ——;—1)> .
X

2) K t&m jsme pfimo vedeni tim, Ze na konstanty a na proménnou x uZijeme &ty zdkladnich
vykonui pocetnich.
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a k nim inverzni funkce cyklometrické
(3) arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg x .

Studovali jsme pak spojitost a prib&h téchto funkci, naudili jsme se tyto funkce®
derivovat a n&které z nich integrovat (viz kap. IV a n&které ptiklady a cvigeni v kap.

IIT), n&které z t&chto funkci jsme pak rozvinuli v Taylorovu fadu a ziskali téZ pro-

stfedky k jejich numerickému vypoctu. -

Vsimneme-li si, jak jsme postupovali v DI i v této knize, shledame, Ze jsme
véty uvedené v A), B) dokézali vesm&s bez jakéhokoliv pouZiti funkci (1), (2), (3).
Mohl jsem proto postupovat také tak, Ze bych byl napfed vyloZil obecnou teorii
uvedenou v A), B), a potom bych byl teprve zavedl funkce (1), (2), (3) a studoval
jejich vlastnosti s pouZitim obecnych vét jiZ odvozenych. Tento zplsob by byl snad
dokonce metodicky vhodngjsi neZ zpisob, kterého jsem uZil.?) Ale funkce (1), (2), (3)
poskytuji mnoho pfikladi k procvi€eni latky a tim vhodnou pfileZitost k oZiveni
obecnych tvah, coZ je hlavné pro zadateénika dilezité; proto jsem si se zavedenim
téchto funkci pospisil.

Ale nyni, kdy jiZ celou latku ovladame, miZeme se na ni podivat z hlediska pravé
uvedeného. Pfipomefime napfed, Ze k zavedeni funkci (1), (2), (3) jsme v DI a v této
knize nebyli pfivedeni z vnitfni potfeby diferencidlniho a integralniho poétu, nybrz
spise z vnéjsiho popudu, vyslého odjinud. Tak popud k zavedeni geniometrickych
funkci (2) a k nim inverznich funkci (3) vysel z geometrie (feSeni pravouhlych troj-
thelniki). Kdyby nebylo tohoto popudu, sotva bychom pochopili, pro¢ nas tolik
zajimaji funkce majici ¢tyfi zakladni vlastnosti z DI, kap. VI, § 1, nebo pro¢ nas
tolik zajimaji funkce definované fadami

2 4 3 5
x x ) x x x
(4) cosx =1 —"—-4+—— . sinx="—— 42— ..

2! 4! 1t 3! 5!

Zrovna tak bychom se pfece mohli zajimat tfeba o funkci definovanou fadou

4 6

) ) =1- aF T ar T eEt

vvvvvv

Také popud k zavedeni g-té odmocniny vysel z algebry (feSeni rovnice x? = a);
jakmile pak mame ¢/x a obecngji xP/? = ‘{/;’, vede nas limitni ivaha k mocnin& a®
3) Vzpomerime si, Ze jsme o goniometrickych funkcich za&ali mluvit ji v DI, kap. VI, Ze jsme

viak jejich teorii postavili na pevny z4klad a% v DI, kap. XII, kdy% jsme v obecné teorii ziskali
potiebné pomucky.

) SkuteZné je také tato funkce dileZitd v matematice i v jejich aplikacich: je to v podstat& jedna
z tzv. funkci Besselovych.
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s libovolnym (téZ iracionalnim) mocnitelem b; mimoto potfebujeme a* pro libo-
volné x té% k zavedeni logaritmd, jejich¥ uZitenost zndme odjinud.®)

Zde je snad na misté& tato poznamka.

®  Zatatetnik je &asto naklonén tomu, divat se na funkce racionilni, na funkce

(1), (2), (3) a na funkce, jeZ se daji jednoduie témito funkcemi vyjadfit, jako na funkce
»,ZNamé* a na ostatni funkce jako na ,,neznamé*. Tento ne zcela spravny postoj
vznika patrné tim, Ze se tyto funkce uvadgji jiz v ivodnich partiich vy$$i matematiky
a Ze se do jisté miry probiraji jiZ na ¥kole (coZ oboji jest ospravedIn&no jejich dile-
Zitosti a pomérnou jednoduchosti jejich vlastnosti), kdeZto jiné funkce se vySetiuji
obycejné aZ ve vyssich partiich matematiky. Co to vlastn& znamen4, fekne-li &tenaf, Ze
znd funkci ¢*? Tim minf patrné asi tolik: Pfedné, Ze zna nékteré jednoduché vlast-
nosti funkce e* (napf. e**” = e*¢’, (€)' = e* apod.) a za druhé, Ze fada
2

(6) F=1+= 4+ 4.

1 2
diva vyhodné moZnosti k numerickému vypodtu této funkce. Ale také funkce (5)
ma mnohé jednoduché vlastnosti (a& ne tak jednoduché jako funkce €*) a fada (5)
je téZ vyhodna pro numerické pocitani, pokud |x| neni pfili§ velké. Rozdil mezi
funkcemi (1), (2), (3) a ostatnimi funkcemi neni tedy ani tak zasadni povahy, jako
spiSe stupiiovity: funkce (1), (2), (3) maji vlastnosti jednodussi®) a jsou — aspoft
pfi jednoduchych problémech — dileZitéjsi neZ jiné funkce.

§ 2. Funkce Ig x, €*, a*, x°. Postavime se nyni (ai do konce této kapitoly) na stano-
visko vytené v § 1. PovaZzujeme tedy za znamou celou obecnou teorii, pokud jsme
ji v DI a v této knize dosud probrali; budeme se vsak tvafit, jako bychom vibec
neznali funkce (1), (2), (3) a &isla e, = (jez s tmito funkcemi souvisi) — teorii téchto
funkci si pravé v tomto a v néasledujicich paragrafech novym zptisobem odvodime.
Nejjednodus3i funkce jsou ¢ (konstanta) a proménna x sama; zfejmé& jest

& im€ =S —limo=o,
dx a0 h h~0
I G R) - x

dx a-o h h—0

l'l
e= lim|{1+ -
o n

se jevilo v DI, kap. 1I, § 4, pfikl. 1 na prvni pohled jako uméle zkonstruovany pfiklad,
jehoz dulezitost se ukazala teprve pozdéji.

) Nékterym jednoduchym vlastnostem téchto funkci, jimiZ vynikaji nad viechny ostatni spojité
funkce, je vénovan § 13 v kap. V a § 4 Dodatku mé knihy ,,Diferencidlni pocet II** (2. vyd.,
1956).

5) Také zavedeni ¢&isla e rovnici
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Z konstant a.z proménné x dostdvime &tyfmi zdkladnimi vykony po&etnimi tzv.
racionilni funkce. JeZto zndme pravidla o derivovéni soutu, rozdilu, soucinu a po-
dilu, dovedeme derivovat téZ kaZdou racionélni funkci. Provedme to napfed pro
mocninu. Jest (x2)’ = x’ . x + x.x' =2x,(x*) = (x*)' . x + x* . x' = 2x* + x* =
= 3x? a tplnou indukci (x")’ = nx"~! pro kaZdé celé kladné n; tento vzorec plati

viak i pro celé ziporné n (n = — m, m > 0), nebot
e e 1Y x")  —mx™! .

Tedy (x")’ = nx""! pro cela kladna i zaporna n (pro n < 0 musime oviem vyloudit
hodnotu x = 0). Odtud hned plyne derivace mnohoglenu (aox" + a;x"~! + ...)" =
=napx""' + (n — 1) a;x""? + ... a derivace raciondlni funkce P:Q (P, Q
mnohogleny):

(P(x))’ _ P(x) 0(x) - P(x) 0'(x)
Q(x) (Q(x)y*
Je to opé&t racionalni funkce, takZe derivovani raciondlnich funkci nevede k novym

funkcim.?)

Jak je to nyni s integrovdnim racionlnich funkci? Za¥n&me s mocninou x"
(n celé). Jest (x"*!)" = (n + 1) x"; neni-li tedy n + 1 = 0, jest®)

n+l \/ n+1
(x )=x", tj. j‘x"dx= x (ncelé, n+ —1).

n+1 n+1

Zbyva J- d_x; tento integral existuje podle v&ty 49 v intervalu (— oo, 0) i v intervalu
x

(0, + ). Je snad tento integral raciondlni funkci? Nikoliv, nebot dokaZeme:
Z4dna racionalni funkce

n n=1
ba;)ci +‘l’,l" —x+“' (n,mcela,n20,m20,a, %0, by +0)
o + b x" + ...

O

nema v 2ddném — sebemen$im — intervalu derivaci —.
x

7) Také tvofeni ,sloZenych funkci** nevede k novym funkcim. Nebof jsou-li f, ¢ racionalni
funkce, je funkce f(@(x)) téz raciondlni. Lze totiZ psat

agy" +ay" "'+ ...
boy™ + byy™ ! + ..

fy =

a dosadite-li sem za y racionélni funkci ¢(x), dostanete zfejmé& opét racion4lni funkci.
8) Pro n < 0 nutno oviem vyloudit hodnotu x = 0.
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Dikaz. Nechf funkce (7) ma v jistém intervalu (a, B) derivaci x~*; z toho odvo-
dime spor. Podle pravidla o derivovani podilu obdrZime pro vSechna x intervalu
(a, B) rovnici (vypisuji jen &leny nejvysiiho stupng)

(naox" ™' + ...) (box™ + :..) — (apx" + ...) (mboex™"" + ...)
(box™ + ...)

’

1
X

neboli — odstranénim jmenovatele —
agbo(n — m)x"*™ + ... = bgx¥" + ...

Podle véty C) v kap. IV, § 1 musi se kaZdy soutinitel vlevo rovnat stejnolehlému
soutiniteli vpravo. Kdyby viak bylo n & m, byl by vlevo mnohoélen stupnén + m =+
# 2m; tedy musi byt n = m, ale potom ¢len s x2™ = x"*™ ma vlevo soudinitele 0,
vpravo viak soudinitele b2 # 0. Na§ pfedpoklad vede tedy ke sporu.

Integrace funkce x~! vede nas tedy k nové funkci, jeZ neni racionalni. Jednou
primitivni funkci k funkci x! ~ v intervalu (0, + o0) je podle véty 49 funkce [f ¢! dt;
tuto funkci oznaéme Ig x; ostatni primitivni funkce se z ni dostanou pfi¢tenim ,,in-
tegraéni konstanty*. Definujeme tedy

(8) lgx=J‘ 9prox>0.“)
t
1
Mezi v§emi primitivnimi funkcemi jsme tedy vybrali onu, jeZ pro x = 1 ma hodnotu 0:
9) Igl1 =0.

Je-li x > 0, y > 0, dava substituce t = xv (dt = x dv) rovnici

I i

Volbou y = 1 dostavame z (9), (10)
1
(11) Igx=-1g—,
x

tak¥e (10) lze pfepsat do tvaru

(12) lg(xy)=1gx +1gy.

Odtud plyne 1g(x?) = 2I1gx, Ig(x?) =1gx + lg(x?) = 31gx; uplnou indukci
ihned 1g (x") = nlg x pro n celé kladné. Ale tento vzorec plati podle (9) i pron = 0

9) Intervalem (— o0, 0) se uZ nemusime zvla$té zabyvat, nebof pro x < 0 substituce x = — y
dava
fx ldx=fy tdy=1lgy=1g(- ) =1lg||.
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(x®=1) a pro celé n <0 (n = — m, m > 0), nebot potom podle (11) Ig(x") =
=lg(x™™) = lg% = —1gx"= — mlgx = nlgx. Tedy celkem
(13) lg(x") =nlgx pro x>0, ncelé.

Kone&né: Ig x je primitivni funkci k funkci x™! v intervalu (0, + ), tedy jest

(14) dlgx

dx

=l pro x>0.
X

Funkce 1g x, majic kladnou vlastni derivaci pro x > 0, je spojitd a rostouci v intervalu
(0, + ). Jezto v bodé 1 ma hodnotu 0, je

(15) lgx>0 pro x>1, lgx<0 pro 0<x<1.
Tvrdim, Ze
(16) lim Igx = +o.

x—+ o

Dikaz. Cislo Ig2 je kladné. Je-li tedy K libovolné &islo, existuje pfirozené n
tak, Ze nl1g 2 > K, tj. (viz (13)) 1g (2") > K. JeZto Ig x je rostouci, plati pro viechna
x > 2" nerovnost Ig x > K. Tim je (16) dokazano. Z (16) a z (11) plyne ihned

(17) lim Igx = —o0.

x=0+
Spojita rostouci funkce 1g x zobrazuje interval J, = (0, + o) na jisty interval J,
(viz vétu 130 z DI, str. 238, v 4. vyd. str. 272), jenZ podle (16), (17) neni shora ani
zdola omezen; tedy je nutn& J, = (—oo0, +0c0). Podle véty 114 z DI, str. 200,
v 4. vyd. str. 226 existuje tedy v J, funkce inverzni k g x, kterou oznagime E(x).!?)
Tedy: E(x) je spojitd a rostouci v (—oo, + o) a zobrazuje tento interval na (0,
+ o0). Odtud podle kap. I, § 4 plyne: JeZto E(x) neni v (— oo, + o0) shora omezen4,
je

lim E(x) = +o0;

x=*+wm

jeZto je viak zdola omezen4, je

lim E(x) = inf E(x)=0.
X =00 xe(—o,+ o)
Tedy celkem
(18) lim E(x) = 4+, lim E(x)=0.
x=*+wo X~ -

10y Rovnice E(x) = y znadi tedy toté2 jako x = Ig y. Vime oviem, Ze tato funkce E(x) je totoZnd
s funkci e* z DI. My oviem zatim déldme, jako bychom tuto funkci neznali.



14 KAP. VIl

Derivaci funkce E(x) najdeme podle véty 125 z DI, str. 216, v 4. vyd. str. 245 o derivo-
vani inverzni funkce takto: Jest E’(x) = —— = y (viz (14)), kde y je definovano

(I)

rovnici y = E(x), tj.
(19) E'(x) = E(x) pro kazdé x .

Jest Ig 1 = 0, tedy E(0) = 1. Jsou-li dale x, y dvé libovolna ¢&isla, poloZme E(x) = u,
E(y) = v, takZe x = lgu, y =1gv, x + y = lgu + lgv = Ig (uv) a odtud piecho-
dem k inverzni funkci uv = E(x + y), tj.

(20) E(x + y) = E(x) E(y) .

Odiud E(2x) = (E(x))?, E(3x) = E(2x) E(x) = (E(x))’, a uplnou indukci ihned
E(nx) = (E(x))" pro celé kladné n; dale E(0.x) = E(0) = 1 = (E(x))° a pro celé

zaporné n = — m (m > 0) mame podle (20) E(nx) E(mx) = E(0) = 1, tj. E(nx) =
1
= = (E(x))". Tedy mame celkem
E(mx) (E( )"
(21) E(nx) = (E(x))" pro kazdé celé n ;
pro n = — 1 plyne specialné

(22) E(-x) = —(:)

Je-li a > 0, je podle definice inverzni funkce E(lga) = a (nebof rovnice
E(x) = a je splnéna pro x = Ig a). Podle (21) je tedy

(23) a" = (E(1g a))" = E(nlga) pro celé n.

Jezto mocninu a® méme definovanou dosud jen pro cela b, miZeme ji pro neceld b
definovat jak chceme;'!) pfihliZejice k rovnici (23) definujme

(24) a®* = E(blga) pro a >0 a pro kazdé b;

1Yy prosim &tenafe, aby nepojimal tato slova ve smyslu libov tile, nybrZ spise ve smyslu zndmého
Engelsova vyroku o svobodé& jakoZto poznané nutnosti. My chceme definovat smysl
symbolu a® a studovat potom jeho vlastnosti (viz v daldim vlastnosti 4 a2 G), tj. vybudovat
teorii ,,mocniny*. Nejde ndm vsak o to, podat jakoukoli definici a teorii symbolu a’, nybr2
o to, podat takovou definici, ktera by byla ekvivalentni s definici podanou v DI, kap. IlI,
§ 1. Abychom tohoto cile dosdhli, musime nutné definovat symbol a® rovnici (24) (nebo
néjakym zpusobem s touto rovnici ekvivalentnim). Kdybychom definovali symbol a® na-
matkou néjak jinak, tfeba rovnici

a® = E(blga) + b(b — (b))

(kde [b] znati celé gislo definované nerovnostmi [b] < b < [b] + 1, viz DI, str. 65, v 4. vyd.
str. 66, véta 46), dostali bychom teorii symbolu a®, ktera by sice byla formalné bezvadna,
ale pravdépodobné neplodni; rozhodné bychom vsak nedostali to, co chceme dostat, totiz
definici symbolu a", ekvivalentni s definici z DI, kap. III, § | a pfisluinou teorii.
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pro celé b je tato definice podle (23) ve shodé s definici nim zndmou z aritmetiky
(viz DI, kap. I, str. 59—60, v 4. vyd. str. 58). Odvodme zdkladni vlastnosti této
,,mocniny*‘; pfitom necht jsou x, y libovolna &isla kladna, m, n libovolna ¢&isla.

A) 1" =1, nebot 1" = E(nlg1) ="E(0) = 1; dile x" > 0, nebof vidy jest
E(nlgx) > 0.

B) x"y" = (xy)"; nebot leva strana jest E(nlgx).E(nlgy) = E(nlgx +
+ nlgy) = E(nlg(xy)) = (xy)* (uZivd se rovnic (24), (20), (12), (24)). Odtud

n n n n l
x" (Z) =", tj.<£> =L ,a pro y = 1 plyne (podle A) (l) = —.
X x x" X x"
C) x™x" = x™*"; nebot leva strana jest E(m Ig x) E(n 1g x) = E((m + n)lgx) =
= x™*" (podle rovnic (24), (20), (24)). Odtud x".x™™" = x™, tj. x_" = x""" a pro
x
1

m = 0 plyne x ™" = — (jeZto x° = 1).

x
D) Je-li x <y, n>0, je x" < y". Nebot Igx <lgy, tedy nlgx <nlgy
a tedy — jeZto E je rostouci funkce — také E(nlgx) < E(nlgy), tj. x* < y"

E) Je-li x > 1, m > n, je x™ > x". Nebot podle D) jest x™ ™" > 1™7"; ale leva

strana je in— (podle C), prava je 1 (podle A), tedy X 51a tedy (jezto x" > 0 podle
X x"

A) jest x™ > x".

F) Ig(x") = nlgx.'?) Dikaz: Jest x" = E(nlgx). Podle definice inverzni
funkce je tedy (viz pozn.'®)) nlg x = Ig (x").

G) (x™)" = x™. Nebot leva strana je (podle definice (24) a podle F)
E(nlg(x™) = E(n.mlgx) = x™.

Definice (8) nas vede jesté k této poznamce: Funkce Ig x je spojita a rostouci
v (0, + o0) a zobrazuje tento interval na (— oo, + o0); tedy nabyva funkce Ig x
kaZdé realné hodnoty pravé v jednom bodé& intervalu (0, + oo). Onu hodnotu x,
pro kterou Ig x je roven 1, ozna¢me e, takZe kladné &islo e je definovano rovnici

(25) lge=1, tj. J.‘d—’f= .
1 X
Podle (24) je tedy E(x) = e* a rovnici (19) Ize psat v obvyklém tvaru
(26) (eF) = ¢
Vlastnosti C), G) Ize pro x = e psat takto (misto m, n pii x, y):
=, =7, e *= el—x; (€Y = ev.

12) Nejenom pro celé n (coZ vime jiz z (13)), nybrz pro kaZdé n.

10 — Jarnik: Integrdlni potet
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Rovnice (18) Ize pak psat ve tvaru

27 lim ¢ = + o0, lim e =0.

x++a X=* =

Je#to 1g x je rostouci, Ig1 =0, Ige = 1, jest e > 1. Je#to E(blga) = e*'8°, Ize
definici (24) pfepsat do obvyklého tvaru:

a® = ¢ "% (a > 0, b libovolng) .'3)

Vyraz a® nas vede ke dv&ma dileZitym funkcim: Pfedné mbZeme pfi pevném n
ka?dému x > O pfifadit &islo x"; za druhé miZeme pfi pevném a > 0 prifadit
ka?dému x &islo a*.

Prvni z t&chto funkci, tzv. obecna mocnina, ma tvar x" = ¢" '8 *, Podle (26),
(14) a podle pravidla o derivovani sloZenych funkci jest

(278) d_x=ienl|x=enlgx
dx dx

% I
]
=

(viz C) prvo x > 0. Tato derivace ma totéZ znameni jako n; tedy je funkce x" rostouci
v (0, + ) pro n > 0, klesajici pro n < 0, a oviem konstantni (rovna 1) pro n = 0.
Z rovnice x" = " '** a z rovnic (27), (16), (17) plyne

lim x"= + o0, lim x"=0 pro n>0,

x4+ x=0+
lim x" =0, lim x* =+ pro n<0.'%)
x-+a x-=0+

Je-li q pFirozené é&islo, jest y? rostouci funkce proménné y v (0, + 0); tedy existuje
ke kaZdému x > 0 nejvyse jedno kladné &islo y takové, Ze y? = x. Ale jedno takové
&islo existuje, totiz x'/4, nebot podle G) jest (x!/4)" = x! = x. Toto &islo x!/¢

oznaéme {/x; tim mame zavedenu definici odmocniny a dokazanu vétu 43 z DI.
Podle G) je pak (pro libovolné p) xP/* = (x?)'/4 = 4/x.

13) Je patrno, 2e definice dosud v tomto paragrafu podané jsou ve shodé s definicemi dfivéjimi:
Ig x je ona funkce s derivaci x 1, jeZ pro x = 1 m4 hodnotu 0; e je ono &islo, jehoZ logaritmus
je 1; e* je funkce inverzni k funkci Ig x; konetn& a® jest e® 184,

14) ZkuSeny &tenaf vidi spravnost t&chto rovnic na prvni poﬁled. Chceme-li mit formalné& Gplny

dikaz, miZeme napf. posledni rovnici dokazat takto: BudiZ K libovolné &islo; podle (27)
jest e8> > K, jakmile nlg x > K, kde K, je jisté vhodné &islo; posledni nerovnost lze

K
(je2to n < 0) psat té2lg x < =1 podie (17) je v8ak tato nerovnost spln&na, je-li 0 < x < 6,
n

kde & je jisté vhodné kladné &islo. Ke kaZzdému K existuje tedy 6 > 0 tak, 2e pro viechna x
intervalu (0, d) jest x" = e"8* > K,
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Vysetfujme nyni funkci a* (pfi daném a > 0). Podle (26) a podle pravidla
o derivovani sloZenych funkci je

da* d e

—=—""%"=¢""%" Iga=a"lga.

dx dx
JeZto g a je kladny pro a > 1, zaporny pro 0 < a < 1, je funkce a* v intervalu
(— o0, + o0) spojita (majic tam vlastni derivaci) a pro a > 1 rostouci,pro0 < a < 1
klesajici a pro a = 1 oviem konstantni (1* = 1). Z (27), z rovnice a* = ¢*'** a ze
znameni ¢&isla 1g a plyne ihned

lim a* = + o0, lima*=0 pro a>1,

X + a0 X —a

(28)
lim a* =0, lima*=+ o0 pro 0<a<l1.
x-+ + x- -

Jeito a* > 0, je z (28) vidét: Je-li a + 1 (a oviem stale a > 0), zobrazuje funkce a*
interval (— o0, +o0) na interval, jehoZ infimum je O a jenZ neni shora omezen, tj.
na otevfeny interval (0, + 00)'?) (nikoliv na interval <0, + o), nebot nikdy nenf
a* = 0). Existuje tedy pro a + 1 k funkci a* funkce inverzni, jeZ interval (0, + c0)
zobrazuje na interval (— o, +). Tuto funkci ozna&me log, x. Cislo log, x jest
ono &islo y, pro né% jest a” = x; ale @’ = ¢’ ' a rovnice ¢’ '** = x znamena (jeZto

1g z je inverzni funkci k €°), Ze ylga = Ig x, tj. y = :if Je tedy’
g a

(29) log.x=:g—" pro x>0, a>0, a*1.
g a

Vlastnosti funkce log, x Ize tedy ihned odvodit z vlastnosti funkce 1g x. Uifime tak;
pfitom v nésledujicich tvrzenich jest n libovolné,a > 0,a +# 1, > 0,b + 1,x > 0,
y>0.

Ig a

A) log,a = =— — =
) log, g a 1, log,1=0.

B) log, xy = log, x + log, y; log, 2 = log, y — log, x ;
X

log,-l— = — log, x; log,x" = nlog, x.
x
Déile mame lim log, x = +o00,lim log,x = —c0o proa > 1;pro0 <a <1
x=+ o x=0+

se hodnoty limit vyméni. Viechny tyto vztahy plynou z rovnic (9), (12), (11), (16),
(17) a z F), délime-li &islem 1g a.

C) log, x = log. x; nebot prava strana je lg_x:_l_g_g = lg_x; je#to log, 1 =
log, b Igb:1ga Igb a
= — log,a = — 1, dostaneme specidln& (pro b = 1 : g) log;s x = — log, x.

15y Pro a =1 to oviem nenf pravda.
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D) Z (29), (14) plyne

dx log. x xlga ’
takZe funkce log, x je spojitd v (0, + ), a to rostouci pro a > 1, klesajici pro
0 < a < 1 (takZe napf. proa > 1, x < y jest log, x < log, y). Poznamenejme jeité:
vime, Ze Ig e = 1; podle (29) je tedy log, x = Ig x.

Vidite, Ze jsme na nékolika strankach odvodili vSechny vysledky z DI, kap. III,
dale viechny vysledky z DI, kap. V a kap. VIII o spojitosti a derivacich funkci x",
e*, Igx (a obecndji a*(a > 0), log,x (a > 0, a + 1)), dale vysledek pfikladu 3
v DI, kap. V, §3'®) a oviem rovn&z vétu 43 z DI o existenci g-té odmocniny.'?)
Vse nam $lo daleko rychleji a jednoduseji neZ tehdy; to je pochopitelné, nebot mame
nyni k dispozici daleko vétsi zasobu obecnych vét neZ tehdy.'®)

Poznamenejme jest& vyslovn& (agkoliv to vétsina &tenafd jiZ jisté poznala), Ze
symboly Ig x, e, a®, e*, log, x zavedené v tomto paragrafu maji tyZ smysl jako tytéX
symboly zavedené v DI. Nebot vime pfedng, Ze funkce Ig x z DI mé derivaci x~*!
(pro x > 0) a tedy podle v&t 48, 49 je pro x > 0

Igx = (2 +C,
1 ¢

naleZ dosazenim x = 1 plyne C = 0. Ale to je pravé rovnice (8), kterou jsme v tomto
paragrafu g x definovali. Déle vime, Ze &slo e definované v DI je ono (jediné) &islo,
jehoZ pFirozeny logaritmus je roven jedné. Ale touto rovnici (25) jsme pravé &islo e
v tomto paragrafu definovali. Tedy: symboly Ig x, e maji v tomto paragrafu tyZ smysl
jako v DI Dale jsme v DI definovali symbol a® pro a > 0 a vime, Ze ve smyslu této
definice bylo a = '8 a® = (e'3%)® = ¢* ¥, a %c speci4ln& funkce e* byla inverzni
k funkci 1g x. V tomto paragrafu jsme viak funkci inverzni k 1g x oznatili E(x) (to je
tedy funkce totoZna s funkci e*, zavedenou v DI), naceZ jsme v rovnici (24) zavedli

® = E(blga); je#to E(x) ma tyz smysl jako symbol e* z DI, vidime, Ze symbol
a® ma v tomto paragrafu ty? smysl jako symbol ¢* "¢ v DI, tj. smysl symbolu a*
v tomto paragrafu je tyZ jako v DL Specidlng: JeZto Ige = 1 (viz (25)), je & =
= E(x1g ) = E(x), takZe od neobvyklého symbolu E(x) miZeme ptejit k obvyklému

symbolu e*. Kone¢né vime, Ze ve smyslu DI je log, x = lg x pro x>0, a >0,
Iga
o ef—1
16) Vypotet limity lim == = 1 v DI kap. V, § 5, ptikl. 3 neznamen4 nic jiného nez dikaz
X

d X
rovnice (Tex-) = 1, jeZ jest obsaZena v nali rovnici (26).
x=0

17) Vynechal jsem pouze n&které drobnosti, jez lze doplnit na n&kolika ¥idcich, tak napf.
definici 0" pro n > 0, nebo definici g-t¢ odmocniny z4dporného &isla pro liché g. Uvedme
jestE, Ze véta 71 z DI: ,,Je-li @ > 0, lim z, = z, je lim a*» = a*** plyne ze spojitosti funkce a*.

18y Snad tento fakt ptispéje také k tomu, aby se &ten4f naulil vaZit si obecnych teoril: jsou nejen
nezbytné k pevnému fundovani matematiky, ale také svrchovan€ uZitegné pfi zcela ,,kon-
krétnich*, fekl bych po&etné technickych problémech.
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a # 1(viz vétu 74 v DI, str. 116, v 4. vyd. str. 125—126, bod C), kde misto b piste a,
misto a piite e). Ale log, x zavedeny v tomto paragrafu vyhovuje této rovnici (viz
(29)), pfitemz uZ vime, %e symboly Ig x, Ig a maji v tomto paragrafu ty? smysl,
Jjaky mély v DI. Tedy i symbol log, x m4 v tomto paragrafu tyZ smysl jako v DI

Cviceni
1. V DI, kap. II, § 4, ptikl. 1 jsme definovali &islo e rovnici
l n
30) " e= lim (l + —) .
n—w n

Nyni jsme tuto definici nepotiebovali, jeZto jsme v (25) podali jinou, jednodussi definici &isla e.
Dokazme viak pro uplnost také rovnici (30). Navod: Je-li

1 1
I1srs1+-, jest =-=1
n 1 t
a tedy
ln l+l/nd'
Ig{14+-) =n — =1,
n 1 t
a obdobné
1nn l+1/nd‘
ll1+-)] =@+ — =21,
n 1 4
tedy

]. lu+l n ln
14+-) <e=<|1+- , e. sS{1+-) =se.
n n n+1 n

2. V DI kap. 11, § 4, v piikl. 1, 2 jsme viak dok4zali jeSté vice, totiZ toto: PoloZime-li

s

jelima, = limb, = ¢'%)a dile a, < a,,, b, > b, ,. DokaZme to. Navod:
1\ 1"
gl +-)=-
n n 0 v
1+ -
n
v
(substituce =1+ -), takze vyjde
n

1 L Igb l"+ld 1 1+1=%) 4
a, = —_— = v = v 5
€ °l+2 € n oMt o n+o

n

integrovana funkce se v prvnim piipadé zvétsi, zvétdim-li n (vyima pro v = 0), v druhém pfipadé
se zmensi (vyjma pro v = 1); nato uZiji pozndmky 2 v kap. II, § 5.

19) To plyne u? z cvi€eni 1.
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§ 3. Funkce arctg x, tg x. Pokratujme nyni v otazce, k jakym novym funkcim nas
vede integrace racionalnich funkci. Dovedeme-li rozloZit zlomek P(x): Q(x) (P, Q
mnohocleny) na &aste€né zlomky podle véty 59,2°) redukuje se vypocet integralu
funkce P : Q na vypoget integrald tvaru (viz kap. 1V, § 3)

J‘x"‘dx (m = 0 celé), j.(d—x)(m > 0 celé),
x — o)"

A B
Z—Xj—-—-dx(m >0 celé, jp?—q<0).
(x* + px + g)"
Prvni integral vede k mocning, druhy k mocniné a logaritmu (substituci x — a = ¢
prechazi v integral [t~ dr). Tfeti integral se da substituci x + %p =q - ;' p’.t
Ht + K

————— d1; substituce
(‘2 + l)m

(odmocnina nam nevadi, tu zname jiz z § 2) pfevést na

t? + 1 =u dava
tde _ 1 (_ig
@+n" 2Ju
(tedy zase mocnina nebo logaritmus): zbyva tedy integrélJ‘(zl—lT. jenZ se reku-
t“+ 1)
rentni formuli (viz kap. III, § 3, pfikl. 5) da ptevést na integral

(1) jt’?l )

Vedle integrald znamych z § 2 mame tedy jiZ jen integral (31). Z nekone¢né mnoha
primitivnich funkci k funkci (x> + 1)™* si vyberme tu, kterd pro x = 0 nabyva
hodnoty 0; tuto funkci oznaéme arctg x; definujeme tedy

X
(32 arctg x = j ~ dr pro kazdé redlné x.
o 1P+ 1

To je tedy nova funkece, jejiZ vlastnosti budeme vysetiovat.?!)

20) To znamena v podstat&: dovedeme-li Fesit rovnici Q(x) = 0. To miZe byt uloha podetné
i zdsadné obtiZna, patfi viak do algebry, a my se ji zde nebudeme zabyvat.

Je to skutein& ,,nova‘* funkce? Neda se z raciondlnich funkci a funkci Ig x, e*, x® vytvofit
&tyfmi zdkladnimi vykony pocetnimi a tvofenim sloZenych funkci, jako napf. funkce

Jx
Ig (ls (ef‘ + m)) 2

Tuto otdzku nebudeme felit: my integrdl (32) v tomto tvaru vyjidfit nedovedeme a proto
jsme jej oznatili novym znakem. Cten4f, ktery zna logaritmus komplexniho &isla, moZna
namitne, Ze funkci arctg x lze vyjadfit logaritmem komplexniho ¢&isla; ale my jsme v § 2
zavedli pouze logaritmus kladného &isla; nahlédneme-li do definice logaritmu komplexniho
&isla, vidime ihned, Ze rozifeni definice logaritmu na imaginarni ¢isla je v podstaté totéz
jako zavedeni funkce arctg x (nebo nékteré funkce ptibuzné) pro redlné x.

Zl)
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-X x
Substituce t = — u dava de = — d_u . 4.
o PP +1 o U2 +1
(33) arctg (— x) = — arctg x.
Podle (32) je dale
arctg x)’ = >0,
(34) ( g ) 2 +1

takZe funkce (32) je rostouci v (— oo, + o). JeZto arctg 0 = 0, je tato funkce kladna
pro x > 0, zaporna pro x < 0. Dale staci, omezime-li se na hodnoty x = 0; pro
zaporna x uZijeme pak rovnice (33). Tvrdim, Ze funkce (32) jest omezena v {0, + ).
Nebof pro 0 £ x £ 1 je arctgx < fo dt =x <1, pro x > 1| jest pak arctgx =

J‘ j l _S_j'édt+j",‘t‘2dt=l+l—x"<2; tedy celkem 0 <
+1
1

< arctg x < 2 pro x = 0. Supremum funkce arctg x v intervalu {0, + o) oznaéme
%g; jest @ > 0, nebot funkce (32) nabyva v uvedeném intervalu kladnych hodnot.
Pro kaZdé x = O jest arctg x < 3o, ba dokonce arctg x < 30: nebot kdyby pro néja-
kou hodnotu x, bylo arctg x, = %g, bylo by arctg x > %Q pro x > x4, coZ neni
moZno. Funkce arctg x zobrazuje tedy interval {0, + o) na jisty interval J, jehoZz
infimum je 0, supremum %g; mimoto je arctg 0 = 0, ale nikdy neni arctg x = %g;
tedy jest J = <0, 30). Z (33) je pak patrno, Ze funkce arctg x zobrazuje (— oo, 0)
na (— 3o, 0. Tedy celkem: Funkce arctg x je spojita a rostouci v intervalu (— oo
+0) a zobrazuje tento interval na jisty omezeny interval (— 3o, 30) (¢ > 0).

Funkce inverzni k funkci arctg x — ozname ji tg x — je tedy spojita a rostouci
funkce v intervalu (— 3 20 30)?2) a zobrazuje tento interval na interval (—oo, + o).
Rovnice y = tg x (— 0 <x < 2@) znadi tedy totéz Jako x = arctg y. Tedy jest

tg 0 = 0; ozna&ime-litg x = y, jest x = arctg y,tedy — x = — arctg y = arctg (— ),
tedy — y = tg(— x), tj.
(35) tg(—x)= —tgx.

Derivaci funkce tg x obdrZime podle pravidla o derivovani inverznich funkci takto:
poloZme tg x = y; potom jest

d 1
(36) atg)c:_:l+y2=l+tg2xpro—%g<x<§g.
— arctg
dy Y
Uvedme jesté tyto rovnice:
lim arctgx = %g . lim arctgx = — ~g ,23)
x=*+o X -
(37) lim tgx =+ o0, lim tgx = —o0.
x—0/2— x-—po/2+

22) Dosud je tedy funkce tg x definovana pouze v intervalu (— %Q, %g).
23) Ctenat jiz uhodl, Ze ¢ je zndmé Ludolfovo ¢islo. Nezaved! jsem znak n, aby nenastalo nedo-
rozuméni v § 4, kde &islo n zavedu jingm zplisobem (nagez oviem dokiZi rovnost p = n).
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Dilkaz prvni rovnice: BudiZ ¢ > 0; existuje x, tak, Ze arctg xo > %g — &, nakeZ
Pro x > x, jest 3¢ — & < arctg x < 3¢. Druha rovnice plyne pak z (33). Dikaz
tfeti rovnice: Budiz K > 0; existuje x, tak, Ze — %g < X9 < -;—Q, tg xo > K, naceZ
pro x, < x < %g jest tg x > K. Ctvrta rovnice plyne pak z (35).

Z funkce tg x bychom snadno mohli pfejit k funkcim sin x, cos x, kdybychom
definovali

(38) cosx=—l,“)sinx=tgx.cosx pro -—%g<x<%a.

V1 +tgix

Kdybychom pak definovali cos x, sin x vhodnym zpisobem i pro ostatni hodnoty x,
mohli bychom vybudovat tiplnou teorii funkci goniometrickych a cyklometrickych.
JeZto v3ak definice (38) je trochu nésilna (kdybychom odjinud neznali rovnice (38)
a dilezitost funkci sin x, cos x, sotva by nas napadlo definovat tyto funkce rovnicemi
(38)), nebudu to zde provad&t 2%) a vylozim v §4 jesté jiny zplsob, jak Ize dospét
k teorii funkci goniometrickych a cyklometrickych. Zde jsem chtél jenom doplnit
vyklady § 2 a ukdzat, jak integrace racionalnich funkci vede k zavedeni novych
funkci, totiz funkci (1) (v § 2) a funkei (2), (3) (v § 3). Ze funkce arctg x zavedena
v tomto paragrafu je totozna s funkci definovanou v DI (a oznadenou tam tymz
symbolem), je jasné: obé& tyto funkce maji touZ derivaci 1 : (1 + x?) (viz (34)), lisi se
tedy pouze o konstantu, a tato konstanta je rovna nule, nebot obé tyto funkce pro
x = 0 nabyvaji hodnoty 0 (viz (32)).

Cviceni

1. Funkce

T A2 neni v 24dném intervalu derivaci racionalni funkce (tj. funkce arctg x
x

neni v 2adném intervalu rovna néjaké racionalni funkci). Navod: Necht v jistém intervalu

! = f = f’_(_?_—_l’_Q' kde P, Q jsou polynom; 26y Rozlozim P, Q ve smyslu véty F)
14 x2 “\o/ Q2 ’ ’ Ay v ) y y

v kap. IV, § 1 a zkratim zlomek P: Q. Budiz (1 + xz)" nejvyssi mocnina 1 + x2 obsaZena v Q.
Z rovnice Q2 = (1 + x%)(P’'Q — PQ’) plyne, Z¢ nutné k > 0. Tedy P neobsahuje Zinitele
x2 + 1 a snadno zjistite, ¥e prava strana posledni rovnice obsahuje 1 + x2 pravé v mocniné
k-té, kdeZto leva v 2k-té, coZ je spor, jezto k > 0, a tedy 2k =+ k.

2. Podobnym zpulsobem uka¥te obecnéji: BudiZ P, : Q, raciondlni funkce, jez je v jistém
intervalu derivaci néjaké racionalni funkce; pfitom necht P;, Q, nemaji spole¢né kofeny. Potom
Q, nem4 jednoduchych kofend. Odtud plyne vysledek cviCeni 1 i obdobny vysledek o logaritmu
z§ 2.

24) Takze rovnice (36) nabyva obvyklého tvaru (tg x)’ = (cos x)" 2.

25) Vrétim se viak k tomu v cvideni 1 k § 4.

2‘(’) Myslim stdle oviem redlné racionalni funkce a reilné polynomy. Pro ty, kdo dovedou deri-
vovat komplexni funkce realné proménné (viz kap. X, § 1), poznamenavam: To neni 2adné
omezeni obecnosti; mda-li komplexni raciondlni funkce R v néjakém intervalu derivaci
1+ xz)", rozlozim R = R; + iR,, kde Ry, R, jsou redlné raciondlni funkce, nale2
Ry =01+ xz)", 5 = 0 (takZe R, je konstanta).
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2 Je arct e . T
e arctg x = —— , arc = .
8= ) 14 =) i+e
Chceme nahradit druhy integrdl podobnym, kde viak dolni mez je x. K tomu cili zavedeme sub-
tituci ¢t =22 12k, aby bylo ax + b= 0, — 44 Nesmi byt a= 0, jeto pot
stituci £ = — ak, a ax =0, ——5 = —. Ne a=0, je otom
cu +d vy oy 1+ 2 1142 oM ’ P
by bylo i 5 = 0; miZeme tedy bez Gijmy obecnosti klast a = 1, b = — x, nate% druhd rovnice
— ’ *
po provedeni vypoétu dava ¢ = “ );; odtud u = + x‘ Je-li xy < 1, ma posledni zlomek
ux — Ix

vyznam pro viechna 7 mezi nulou a y, nateZ provedeni substituce dava

(x+y)/I(1—xy) d x+y
arclgy=f T tedy arctg x + arctg y = arctg =’

X

pokud xy < 1. Srovnej DI kap. VII, § 2, cviceni 8. Lze tedy tento ,,aditivni teorém** pro funkci
arctg x odvodit pfimo z integrilniho vyjadfeni této funkce, bez pouziti vlastnosti inverzni funkce
tg x (jak jsme to uéinili v DI).

§ 4. Jiny zpisob zavedeni funkci goniometrickych a cyklometrickych. Zpusob,
kterym jsme v § 3 zavedli funkce arctg x, tg x, byl zcela pfirozeny, ale naznaceny
pfechod k funkcim sin x, cos x rovnicemi (38) by byl snad trochu nasilny. Je pouéno
zavést goniometrické a cyklometrické funkce jesté jinym zphsobem, a to v podstaté
tak, jak se to déla v geometrii: to provedeme v tomto paragrafu. Skrtneme tedy § 3
a budeme se opirat pouze o vysledky § 227) (a oviem o obecné véty uvedené v § 1

iw:éinx
AN
/ V1-x2\
u - ; x
>
[-sin¥-cos¥]
Obr. 15. . Obr. 16.

v bodech A). B)). Na&rtnéme si znamy obrazek. (Viz obr. 15 — osy zna&im u, v,
abych mél znaky x, y volné; ¢tenafi jisté nevadi, Ze osy jsou proti obr. 21 v DI vy-
ménény; ostatné maji obrazky jen orientaéni vyznam.) Vidime, e se musime napfed
zabyvat délkou oblouku jednotkové kruZnice, abychom dovedli oblouk- dané délky
,nanést* od bodu [0, 1]. Nakresleme tedy jesté jeden obrazek, kde vyjdeme od dané
abscisy x bodu @, délku pfislusného oblouku pak oznaéme znakem arcsin x, pfi¢emz

27y Z funkci zavedenych v § 2 budeme dokonce potfebovat jen druhou odmocninu.
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se smluvime, Ze pro zaporna x opatfime délku tohoto oblouku znamenim minus,
pro x = 0 pak klademe (jak je pfirozeno) arcsin 0 = 0. PfidrZime-li se oznaceni pro
délku oblouku, uZitého v kap. V, § 2, maZeme fici: Definujme funkci arcsin x v in-
tervalu (— 1, 1) t&mito rovnicemi:?®)

arcsin x = L(0,x) pro 0<x <1
(39) arcsin0 = 0
arcsinx = — L(x,0) pro —1=<x<0,

jestlize oviem pfisluiny oblouk ma koneénou délku. Jezto pro y = /1 — x? 29)

ihned najdete /1 + y'%2 = \/—1—2 (jestlize |x| < 1), je podle véty 60
1 —x
P de

(40) L(a,ﬁ)=J- S - t<esh<l,
e J1 —1

takZe definice (39) d4va ihned?°)

. * dt
(41) arcsinx =I ———vpro|x| < 1.
0 /1 — 12
Poznamenejme, Ze substituce t = — v dava ihned

J 4 _ '[ T dv

o J1-1¢ o JT=v?

tj.

(42) arcsin (— x) = —arcsinx pro |x| <1,

a Ze podle (41) jest
d . 1

(43) —arcsinx = ——— >0 pro |x]<1.
dx 1 — x?

Chceme jesté dokazat, Ze rovnicemi (39) je arcsin x definovan téZ pro x = + 1,
tj. Ze existuji kone&né délky L(0, 1), L(— 1, 0). K tomu cili stadi podle poznamky 1
v kap. V, § 3 ukazat, Ze existuji vlastni limity

(44) lim arcsin x = lim L(0, x), lim arcsinx = — lim L(x,0),

x—=1- x~=1- x=-1+ x—=-1+

28) Pisi strundji L(a, b) misto L(a, b, /T — x2).
2% Odmocnina nim nevadi, tu znime jizz §2.
3%) v pipadé x < 0 utiji toho, ze — [0 = f5.
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nacez &isla arcsin 1 = L(0, 1), arcsin (— 1) = — L(— 1, 0) se rovnaji t¥mto limitam.>")
Vzhledem k (42) stadi vysetfovat prvni z limit (44); druha se prosté dostane zménou
znameni. Dikaz provedeme takto: Pro 0 <t < 1 jest

0 < 1 - 1 1

JI—8 JT=i. T+t Ji-1
a tedy

* dt * dt *
0= — =< —_—==2|Jl -] =2-2/1 —x <2
.[o J1 —t? J‘o J1 -t [ ]o

pro 0 < x < 1 (primitivni funkce k (1 — #)~*/2 je vskutku — 2(1 — 1)"/2, jak plyne
ze vzorce (27a) v §2). Funkce arcsin x je tedy omezena v <0, 1); supremum této
funkce v tomto intervalu oznaéme 3m; tim je tedy definovano jisté &islo n.%2) Ke
kazdému ¢ > 0 existuje (podle definice suprema) &islo x, (0 < x, < 1) tak, Ze jest
arcsin x, > %n — & JeZto arcsin x je podle (43) rostouci v 0, 1), plati pro

xo < x < 1 nerovnost %7: — e <arcsinx < %n a tedy jest lim arcsin x = %n.
x=1-

Podle toho, co jsme k rovnicim (44) fekli, ma definice (39) smysl i prox = + 1
adava

(45) arcsinl = L(0,1) = 3n, arcssin(—1)= — L(—=1,0) = — jn.

A

Zaroveini je ziejmy geometricky vyznam ¢&isla n: délka ,,&tvrtkruZnice* 0 < x £ 1,
y = /1 — x? je rovna in.

Rovnicemi (39) je tedy definovana funkce arcsin x v oboru { — 1, 1); je to funkce
spojita v {(— 1, 1), jeZ ma ve vnitinich bodech tohoto intervalu kladnou derivaci
(43); tedy je podle véty 135 v DI, str. 247, v 4. vyd. str. 283 rostouci v {—1, 1);
podle (45) zobrazuje pak funkce arcsin x interval {— 1, 1) na interval { — 3=, 7).%%)

K funkci arcsin x tedy existuje inverzni funkce, kterou ozna&me sin x; je to
funkce rostouci a spojita v { — %n, %n), zobrazujici tento interval na interval {— 1, 1).
Rovnice y =sinx je pro — %n £x < %1: splnéna tehdy a jen tehdy, je-li x =
= arcsin y.**) Jsouce vedeni obrazcem 15, zavedme v intervalu {— 3m, in) jedts
jednu funkci cos x rovnici

(46) cosx = /1 —sin*x pro — jn < x < 3n°°)

31) V tomto pripad& bude tedy funkce arcsin x spojité zleva v bod& 1 a zprava v bodé — 1, tedy

spojitd v (— 1, 1> (nebof ve vnitfnich bodech intervalu plyne spojitost z existence derivace

(43)). .

Funkce arcsin x je rovna 0 pro x = 0 a podle (43) je rostouci v (— 1, + 1), tedy je kladnd

pro 0 < x < 1. Tedy je jeji supremum v <0, 1) kladné, tj. = > 0.

33) Nebof jeji nejmensi a nejvétsi hodnota jsou podle (45) — 4, 3. Z (45) zérovei plyne, Ze
(42) platii pro x = &+ 1, tedy v celém intervalu {— 1, 1).

3") Prozatim je tedy sin x funkce v oboru {— 1, 4n); za chvili jeji definici rozditime na viechna

X.

To lze, jezto hodnoty funkce sin x leZi vesmés v intervalu ¢(— 1, 1).

32)

35)
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(ostatn& bychom k této funkci byli pfivedeni za chvilku, pfi po&itani derivace funkce
sin x). Studujme trochu vlastnosti funkci sin x, cos x. Jsou to funkce spojité v { — %1:,
;-7:). Je-li x ¢&islo tohoto intervalu, poloZme y = sin x, tj. x = arcsin y; potom jest
(viz pozn.*?)) — x = arcsin (= y), tj. — y = sin(— x), tedy

(47) sin(— x) = —sinx pro —3n<x<in,

nacez z (46) plyne

IIA

.

N =

(48) cos(—x) =cosx pro —im < x

IIA

Jest sin (— %n) = —1,sin0 = 0, sin %n = 1. Roste-li x od — %1: do 0, roste sin x
od — 1 do 0, takZe podle (46) cos x roste od 0 do 1; roste-li x od 0 do %n, roste
sin x od 0 do 1, takZe cos x klesa od 1 do 0. Jest

(49) cos(— 3m) =cosim =0, cosO=1.

Pocitejme derivaci funkce sin x. Budiz — %n <x< %n a poloZme y = sin x, takZe
— 1 < y < 1. Véta o derivovani inverznich funkci dava podle (43)

c—?;sinx:-l—. = /1 - y* = /1 —sin®x =cos x,
Earcsmy
nadez podle (46)
icosx =-—ﬂ.cosx= — sin x .

dx 1 —sin®x
Tedy celkem mame pro — %1: <x < %n
(50) (sinx) =cosx, (cosx) = —sinx.

Rozsifime nyni definici funkci sin x, cos x tak, aby byly definovany v intervalu
(— o0, + ). Pohlédneme-li na body P, P’ na obr. 15, zd4 se nim G&elnym provést
toto rozsifeni tak, aby pro vSechna x platily rovnice

(51) sin(x + 1) = —sinx, cos(x + m) = — cosx.

Abychom toto rozsifeni provedli, postupujeme takto: ke kazdému &islu x existuje
jedno a jen jedno celé ¢&islo k tak, Ze — %n +kn<x < - %1: + (k + 1) m, nadez
— 1n < x — kn < in, takZe sin (x — kn), cos (x — k) jsou definovany. Definujeme

pak dvé funkce f(x), g(x) rovnicemi
(52) f(x) = (- 1)sin(x — kn), g(x) = (= 1)*cos (x — km) .3°)

36y Jsou to tedy funkce v oboru (— %, + ).



§4 157

Leil-llxvmtervalu(— in + kn, — 3n + (k + 1) m), le%i x + mvintervalu(— 3n +
+(k+1)m —3n+ (k + 2) n),apodledeﬁmce (52)jetedyf(x + n) = (- 1)"+| .
.sin(x + 7 — (k + 1)) =(—1)**'sin(x — kn) = — f(x), a obdobn& g(x +
+ n) = — g(x). Tyto rovnice plati tedy pro kaZdé x. Pro — in < x < 3n jest
k =0 a tedy podle (52) f(x) = sin x, g(x) = cos x; pro x = — in pak jest k =
=-1 3 tedy podle (52) f(- 3n) = —sin} 27: = —1=sin(- 3n), g(— 3n) =

= —cosin =0 = cos(— 3n). Pro —in < x < in je tedy f(x) = sinx, g(x) =

= cos x. Nedojde tedy k nedorozuméni, oznaélm li funkce f(x), g(x) znaky sin x, cos x
pro vfechna x. Tim jsme rozsifili obor funkci sin x, cos x na interval (— 0, + )
a rovnice f(x + ) = — f(x), g(x + m) = — g(x) lze psat nyni ve tvaru (51).
Prosim &tenafe za prominuti, Ze jsem tuto mali€kost probiral tak podrobné; slo mné
o to, aby ¢&tenafi neusla 2adna podrobnost nutna k presnému provedeni této tuvahy.

Pidi-1i v rovnicich (51) x — = misto x, lze je psat ve tvaru sin (x — ) = — sin x,
cos (x — n) = — cos x; odtud a z (51) ihned uplnou indukci plyne
(53) sin (x + kn) = (= 1)*sin x, cos (x + kn) = (— 1)*cos x
pro kaZdé celé k.
Body + 2n, + zn, + ; . rozdéluji mterval (= oo, +oo) na intervaly délky .
Tvrdim nyni: v ka?dém mtervalu Jo={—gn+ kn, — in + (k + 1) ) (k celé) jsou

funkce sin x, cos x spojité. Dikaz: Jest sinx (- 1)“ sin (x — kn) probiha-li x
interval J,, leZi hodnoty spojité funkce x — kn v intervalu J, = {— 2n, 21:) avin-
tervalu J,, je funkce sin y spojita. Podle v&ty 5 (v kap. I) je tedy funkce sin (x — k)
a tedy i funkce (— 1)*sin(x — kn) spojitd v J,. Pro cos x je diikaz tyZz. Odtud je
patrno, Ze funkce sin x, cos x jsou spojité v (— oo, +).7) Vysetfujme jesté derivaci .
funkci sin x, cos x. Je-li bod x uvnitf nékterého intervalu J,, uZijme rovnice sin x =

= (= 1)*sin (x — kn). Bod x — kn leZi v otevieném intervalu (— in, in); jeZto

vzorec (50) plati v tomto intervalu, mdme podle pravidla o derivovani sloZenych

funkci a podle (53)

9 ginx = (- 1)"—d— sin(x — kn) = (= 1)*cos (x — kn) = cos x
dx dx

a obdobng
d . d . .
—cos x = (— 1)* —cos(x — kn) = — (— 1)*sin(x — kn) = —sinx,
dx dx

tj. vzorce (50) plati pro viechna x, vyjma snad pro &isla tvaru 3n + kn (k celé). Budiz
kone&n& x, = 3n + kn (k celé). Je-li0 < |x — xo| < m a zna&i-li K uzavfeny interval

37) Spojitost téchto funkci v kaZdém bodg, lezicim wonitF nékterého intervalu J,, je zfejma.
Zbyvaji body tvaru ¢ = — %7: + kn (k celé). Takovy bod c je poditeénim bodem intervalu
J, takZe nade funkce jsou v ném spojité zprava; soutasné je viak bod ¢ koncovym bodem
intervalu J; _, takZe nage funkce jsou v ném spojité zleva.
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o krajnich bodech x,, x, jsou funkce sin x, cos x spojité v K a maji derivace (50)
v kaZdém vnitinim bod¢ tohoto intervalu. Podle véty o pfirstku funkce je tedy
sin x — sin x, . ,
—— 2 = (sinx),., = cos&,,
X — Xq

COS X — COS X .
7% = (cOS X)og, = —sin¢,,

(54)
X — Xy

pri¢emz &isla ¢,, &, leZi mezi xq, x. JeZto funkce sin x, cos x jsou spojité v bodé x,,

maji pravé (a tedy i levé) strany v (54) pro x — x4 limitu cos xo, popf. — sin xo,

takZe existuji derivace (sin x)}-,, = €os Xo, (COS X);=,, = — sin xo; tj. vzorce (50)

plati pro vsSechna x vibec.

BudiZ nyni y libovolné &islo a vy$etfujme tuto funkci proménné x:

F(x) = (sin (x + y) — sin x cos y — cos x sin y)* +
+ (cos (x + y) — cos x cos y + sin x sin y)*.

Derivace této funkce jest

2(sin(x + y) — sin x cos y — cos x sin y) (cos (x + y) — cos x cos y +
+ sin x sin y) + 2(cos (x + y) — cos x cos y + sin x sin y) .
.(—sin(x + y) + sinxcos y + cosxsiny) =0

(prvni zavorka se aZ na znameni rovna &tvrté, druhéa se rovna tieti). Funkce F(x)
je tedy konstantni v (— oo, + o0); dosadime-li x = 0 (tedy sin x = 0, cos x = 1),
vidime, Ze F(0) = 0, takZe F(x) = 0 pro viechna x. JeZto F(x) je sou¢tem dvou dru-
hych mocnin (tedy &isel nezapornych), musi kazdy stitanec sam o sob& byt roven
nule. Tedy je pro vSechna x, y

(55) sin (x + y) = sin xcos y + cos xsin y,
cos (x + y) = cos x cos y — sin xsin y.

BudiZ dale x libovolné €islo a zvolme celé k tak, Zze — %n < x+ kn < %n; miZeme
tedy uZit vzorce (47), jenZz dava sin(— x — km) = — sin(x + kn), tj. (viz (53))
(= 1)*sin(=x) = — (= 1)*sinx, tj. sin(—x) = — sinx; obdobn& pro cos x.
Rovnice (47), (48) plati tedy pro vsechna x. Nale funkce sin x, cos x maji tedy —
mimo jiné — tyto &tyfi vlastnosti:

1. Jsou definovany pro viechna x.
2. Prolibovolna x, y plati (47), (48), (55).

3. Existuje kladné &islo = tak, Ze sin x je rostouci v (0, %n) a Ze sin %n =1,
mimoto je sin0 = 0.
. sinx . sinx — sin
4. lim 20X _ jjm S0 = Sin 0
x-0 X x—0 x -0

= (sin x);—o = cos 0 = 1.
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Funkce sin x, cos x maji tedy ¢tyfi zakladni vlastnosti z DI, kap. VI, § 1; v DI
jsme pak zjistili, jak lze z té&chto &tyF zakladnich vlastnosti odvodit dalsi; to oviem
nebudu opakovat. Odvodme jenom Maclaurinovu fadu pro funkce sin x, cos x.
Opétovnym uZitim rovnic (50) obdrzime (sin x)*¥ = sin x, (sin x)***" = cos x,
(sin x)“***2 = — sin x, (sin x)***® = — cos x pro kazdé celé k = 0; pro x = 0
jsou tyto hodnoty po fadé 0, 1, 0, — 1. Maclaurintiv vzorec dava tedy pro kaZzdé x

3 5 2n-1
(56) sinx=>-> 4+ _ 4+ % 4R,
n 3 s @n— 1)
kde
2n+1 2n+1
|R,| = |———cosOx| < —IL.")
(2n + 1) (2n + 1)

Tedy je lim R, = 0°°) a z(56) plyne limitnim pfechodem n — oo pro kazdé x rovnice
n—=x

x3 xS x2 x4

sin x = X _ X + — — ... Podobné odvodite rovnici cos x = 1 — — 4+ —— ...
1! 3! 5! 2! 4!

Nase funkce sin x, cos x jsou tedy vskutku totoZné s t&mi, které jsme zavedli
v DI. RovnéZ &islo n, uréené vlastnosti 3 (&islo %n je nejmensi kladné cislo x, pro
néZ sin x = 1), je tedy totozné s &islem m zavedenym v DI (viz vlastnost 3 v DI,
str. 189, v 4. vyd. str. 212). Také nade funkce arcsin x z tohoto paragrafu je totozna
s funkci arcsin x z DI; nebot v obou pfipadech jde o funkci inverzni k funkci sin x
v intervalu {— i, 37) (viz jednak dva odstavce nasledujici za vzorcem (45), jednak
vétu 115 v DI str. 202, v 4. vyd. str. 229).

Poznamka 1. Zpisob, kterym jsme v tomto paragrafu zavedli goniometrické
funkce, dava ndm zaroveii jejich geometricky vyznam, aspoii pro — %n <x= %n;
feknéme to strucné. Roste-li y od 0 do 1, roste funkce arcsin y = L(0, y) od 0 do %n,
takZe tato funkce zobrazuje interval (0, 1) na (0, 37). Ke kaZdému &islu x intervalu
(0, 3y existuje tedy v intervalu (0, 1) pravé jedno &islo y tak, Ze arcsin y = L(0, y)
= X; toto ¢islo y ozna¢ime sin x; je to abscisa onoho bodu P na &tvrtkruZnici 0 £

Susl,v= \/l — u?, jenz je koncovym bodem oblouku, ktery ma pocatedni
bod [0, 1] a délku x; ordinata bodu P jest \/1 — sin? x = cos x (viz k tomu obr. 15).
Podobné je tomu pro — in < x < 0, a% na to, Ze zde se oblouk délky |x| nanasi na
sJdevou*t EtvrtkruZznici —1 S u £0, v = \/l — u?. Je jisté zbyte&né, abych o tom
mluvil podrobnéji.

38) Nebot pro — %n < x =< 1n je nejvétsi hodnota funkce cos x rovna 1, nejmensi 0. Podle (53)
pak jest |cos u| < 1 pro viechna u.
39) Existuje totiz (pki daném x) prirozené &islo p tak, Ze |x| < 1p.Potomjestpro2n + 1 > p

IR|<%_p%_p if 14 __%p
S0 T2 p Tp4+1T T 2141

=7 D"

< (3P . (PP =

posledni vyraz pak mé pro n — oo limitu 0.



160 KAP. Vil

Poznamka 2. Z druhé rovnice (55) plyne pro y = — x vztah cos(x — x) =
= cos x cos (— x) — sin x sin (— x), tj. podle 2. zakladni vlastnosti

(57) cos?x + sin?x = 1.

Funkce cos x je riizna od nuly v intervalu (— %n, %n), ale rovna nule pro x = + %n.
Z (53) plyne, Ze jediné body, pro néZ je cos x rovno nule, jsou body

(58) x =31 + kn (k celé).
Funkce
(59) F(x) = 30X

COS X

je tedy definovdna pro viechna x, vyjma pro hodnoty (58). Z vlastnosti (47), (48),
(53) ihned plyne F(— x) = — F(x), F(x + n) = F(x). Dale jest *°) (viz (50), (57))

>0.

(60) F,(x)=cosx.cosx—smx.(—smx)= 1
cos? x cos? x
Tedy je funkce F(x) rostouci a spojita v (— 3r, 3n) a obecnéji v kazdém intervalu
(= 37 + kn, 3n + kn) (k celé). Dale jest
(61) lim F(x) = + o, lim F(x) = —o0.
x4n - x—=—4n+
Dukaz. Budiz K > 0. JeZto lim sin x = sin %n = 1 (vynechavam znak x —
- %n —), lim cos x = cos %n =0,cosx>0pro0<x< %n, existuje 6 > 0 tak,

. . 1 .
Ze pro %n—6<x<%n1est smx>§, 0 <cosx<§, tedy F(x)>K; tim je

dokazéna prvni rovnice (61), druha pak plyne z rovnice F(— x) = — F(x).

Spojita rostouci funkce F zobrazuje podle (61) interval (— 3n, 37) na interval,
jenZ neni shora ani zdola omezen, tj. na interval (— o, + o). K funkci F(x) Vv in-
tervalu (— 37, 37) existuje tedy inverzni funkce G(x), je je spojita a rostouci v ( - o,
+00) a zobrazuje tento interval na (— 3, 7). Rovnice y = G(x) znadi pro - 37 <
<y< %n toté? jako x = F(y); jezto F(0) = 0, je G(0) = 0. Dile: oznagim-li G(x) =
=y je

, 1 2.
G'(x) —Wy)—cos y;
ale

cos? y B 1 1
cos?y +sinfy 1+ FYy) 1+x

cos?y = 5

40y Vylu€uji oviem hodnoty (58).
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(nebot G(x) = y, tedy x = F(y)), takZe

G'(x) =

1+ x?
Funkce G(x) je tedy ona primitivni funkce k funkci (1 + x2)7!, jeX pro x = 0 ma
hodnotu 0, tj. G(x) = f , takZe funkce G(x) je totoZné s funkci arctg x za-

vedenou v § 3. Tato funkce zobrazuje interval (— oo, + o) na interval, jejZ jsme
v § 3 oznacili ( 2\, 2‘) z tohoto paragrafu viak vime, Ze G(x) zobrazuje interval
(- o0, + o) na(— i, 3n); tedy jest ¢ = m. Inverzni funkci k funkci G(x) = arctg x
jsme v § 3 oznacili tg x; vime vSak, Ze tato inverzni funkce je prave nase funkce F(x)
(uvaZovana ovSem pouze v oboru (— in, 37)). Pro — 3n < x < jnjetgx = F(x) =

= sin x : cos x. NemiZe tedy nastat nedorozuméni, roz§mme-h definici funkce tg x
na viechna x (s vyjimkou hodnot (58)) rovnici

sin x

tgx = .
cos X

Vlastnosti této funkce (59) jsme jiZ do jisté miry studovali. V DI, kap. VI jsme ostatn&
vyloZili, jak lze vlastnosti funkci tg x, cotg x = cos x : sin x odvodit z vlastnosti
funkci sin x, cos x.

Celym ucelem této poznamky bylo ukazat, Ze funkce tg x zavedena v § 3 se da
vyjadfit obvyklym zpisobem pomoci funkci sin x, cos x zavedenych v § 4 a Ze &islo
%g zavedené v § 3 je totoZné s Cislem %n zavedenym obvyklym zpidsobem v § 4.

Poznéamka 3. Otazka po oblouku kruZnice nas vedla k nové funkci

arcsin x = I L Rt
J1 -1
Obdobng: otazka po oblouku elipsy b%x? + a’y? = a?b? 42) (t] y=+ \/ a*—x )
nis vede — vypo&teme-li y'> — k dalsi nové funkci
x [T a2
W2
0 a® —t

nebo (kladu-li ¢t = av, x = ay) k funkci

62) (p(y)—aJ /l—evdv—aj \/(l_‘v‘)i”:”)dv.

") Tato funkce je ,,novd* pouze, jestlife jsme dosud nczavedli funkci arctg x, nebof mezi
obéma funkcemi je jednoduchy vztah; viz cvifeni 2.

42y Predpokldddm 0 < b < agakladue= /aZ — b2:a,tedy0 <& < 1.

11 — Jarnik: Integrélni podet I.



162 KAP. VIl

K této funkci (ktera neni obsaZena mezi funkcemi vySetfovanymi v kap. LV, jeZto
pod odmocninou je mnohoélen ¢tortého stupng) jsme vedeni zcela obdobnou otazkou
jako k funkci arcsin x; pouze je tato funkce ¢ sloZitéjSi — pochopitelné, nebot
elipsa je sloZit&jsi nez kruZnice; pro a = 1, ¢ = 0 (coZ odpovida pravé jednotkové
kruZnici) pfechazi oviem funkce ¢(y) ve funkci arcsin y. Integralu (62) a integralim
pribuznym se podle jejich pivodu fika eliptické integrdly; bliZe viz o nich jednak
v kap. XI, hlavné vsak v II. dile tohoto Integralniho poétu.

Cviceni

1. Soustavnou teorii funkci goniometrickych a cyklometrickych jsme podali v § 4 vychize-
jice od funkce arcsin x; v § 3, kde jsme vysli od funkce arctg x, jsme ji pouze naznadili. Ukaite
nyni, jak lze tuto teorii vybudovat téZz na zdkladé uvah z § 3; pfitom pidme n misto ¢ (nedorozu-
méni je vyloudeno, jezto uvah z § 4 nebudeme uzivat). Navod: Definici (38) dopliite téz pro x =
= % 1= tak, aby funkce cos x, sin x byly spojité v uzavieném intervalu ¢ — 1n, 1n) (napt.z(38),
(37) vyjde lim cosx= 0, lim sin x = 1, definujeme tedy cos 3z = 0, sin 47 = 1). Nyni lze

x=4n— x-in—
vySetfit vzrist a klesani funkci cos x, sin x pro |x| < 3 a dokazat rovnice (47), (48) jako v § 4.
Nato rozgifime definici funkci cos x, sin x na viechna x atd. jako v § 4 az k pozndmce 1. Také
definici funkce tg x roziitime na viechna x, pro néZ cos x + 0, rovnici tg x = sin x : cos x (viz
druhou rovnici (38)) a vypodteme (tg x)’. Podobné bychom mohli zavést funkci cotg x = cos x :
: sin x, jeZ ovem jiZ neposkytuje nic podstatné nového. K funkci sin x (uvazované pouze v inter-
valu (— }‘—n, %n)) existuje spojita rostouci inverzni funkce arcsin x, zobrazujici interval {(— 1, 1>
na {—' 3=, 1a>. Snadno najdete derivaci této funkce pro |x| < I a odtud zjistite, Ze arcsin x =
= [5(1 —1%)~Y2dt pro |x| < 1.0dtud pak jako v § 4 najdete souvislost funkce arscin x s délkou
oblouku jednotkové kruZnice a geometricky vyznam goniometrickych funkci (véc je ted o to
jednodus§i nez v § 4, Ze existence limity lim arcsin x = lim L(0, x) = 3= je jiz zarugena).
x=1- x-1-

2. Vyjdéme z definic

X

dr

X
dr
arcsinx= | ———(lx]< 1), arctgx='[ —_— .
jo \/1 —1? 1+

o

t
SnaZime-li se pfevést prvni integrdl na integral racionalni funkce substituci / m = u, obdrZime

VA-O[A+D gy 1 —x
arcsinx = — 2 —3 = 2| arctg | — arctg
1 1 +u 1+ x

pro |x] < 1, takZe arcsin x lze vyjadfit pomoci funkce arctg. Hez&i vztah viak dostancte, klade-

t
te-li 4 = ———; vyjde
J1=12
J"NI"" du x
arcsin x = —— = arctg ———— (pro |x] < 1).
0 1+ ? \/l —x2
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Tento vztah lze téX psit ve tvaru

arctg x = arcsin ———
\/ 1+ x2
pro kazdé x.

3. Z cviteni 2 a z cviteni 3 k § 3 odvodte

x\/l—y2+y\/l—x2___

Ja= U =) - xy

arcsin x + arcsin y = arctg

= arcsin (x\/1 — y% + y/1 = x?),

- T o
pokud |x| << 1, |y] < 1 a soudasn& xy < J(l — x2) (1 — y?), tj. budto xy < 0 nebo x2 + y% <
< 1. (Srovnejte s DI, kap. VII, § 2, pfikl. 2 a cvigeni 1; pfipady x = + 1, y = + 1, x2+ yz =1
by se snadno doplnily limitni ivahou.)

4. Je jesté jiny zpusob, jak dospét k funkcim sin x, cos x. JeZto funkce e* ma viechny deri-
vace rovny e‘,“) plyne z Maclaurinovy formule snadno

g x %
(63) =14 — 4+=— +=+..

Tato fada konverguje absolutn& nejenom pro viechna redlnd, nybrZ i pro viechna komplexni x
(vezméte si ted k ruce DI, kap. XV). Definujme tedy symbol e* rovnici (63) i pro viechna komplexni
x. D4 se ukazat, Ze pro komplexni x, y jest e**? = e*e” (diikaz viz v DI, kap. XV). Specialng:
je-li z= x + iy (x, y redlna), jest e** ¥ = ¢%¢¥; abychom tedy znali redlnou a imaginérni &ast
&isla e, musime rozlozit ¢’ na redlnou a imaginarni &4st; ty ozna&ime cos y, sin y; tedy e” =
= cos y + isin y, kde

2 4 3 s
» oy oy ¥y
(64) COSy=1——£+z-!‘—..., smy—-l! M +§—...
Zfejmé cos (— y) = cos y, sin (— y) = — sin y a z rovnice e'®*? = ¢i%e¥¥ plynou rozepsinim

na realnou a imaginirni &4st rovnice (55).

Pro 0 < |[y] <1 je podle (63)

e —1 1 1 . e —1
p, —ilspl{==++...), tedy lim =i,

2! 3! y=0 Y
i(x+h) _ Lix . et — 1 )
lim ——% — % lim = jei*;
A=0 h h=0
rozepsanim na redlnou a imaginarni ¢ast plyne
(65) (sinx)’=cosx, (cosx) = —sinx.

“) Uzivdm pouze téch vysledki o funkci e, jeZ byly odvozeny v § 2.

11
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» oyt ¥ P
Z (64) plyne: pro 0 <y <2 jest cosygl—2—|+4—|,siny>0(nebo{—a-+-8-’— < 0,

yxo yll y }'3

- 1_0'- + or <0,..., T'— -3 >0,...) Tedy (viz stile (65)) cos y klesi v €0, 2), cos2 < 0,

takZe cos x = 0 prévé pro jednu hodnotu x = 3z intervalu (0, 2); jest pak sin x rostouci v €0, 1n,

sin0 = 0, sin 37 = 1 (nebof z rovnice e'* . e~ !* = 1 snadno plyne cos? x + sin? x = 1). Ko-
sin

ne¢né lim il = (sinx),=g = cos 0 = 1. Naje funkce maji tedy &tyfi zdkladni vlastnosti
x=0 X

z DI, kap. VI, § 1. V této a v dalSich kapitolich v DI bylo pak ob$irné¢ ukdzino, jak lze z téchto

vlastnosti odvozovat dalsi vlastnosti funkci goniometrickych a s nimi souvisicich funkci cyklo-
metrickych.
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