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Kapitola VIII

UVOD DO TEORIE NEVLASTNICH INTEGRALU

§ 1. Poznamky k definici integralu. V této knize jsme vzali v kap. II zazaklad tzv.
Riemannovu souétovou definici integralu: Je-li f(x) omezena v <a, b), sestrojime
dolni integral [;f(x)dx (supremum dolnich souttd) a horni integral 2 1(x) dx
(infimum hornich souéti). Je-li horni integral roven dolnimu, nazyvame jejich spo-
le¢nou hodnotu Riemannovym (uréitym) integralem funkce f(x) od a do b, znak
j': f(x) dx; pro vétsi zfetelnost piSme — ale jen v tomto paragrafu —

(1) (R)faf(x) dx ")

Jsou vsak i jiné definice integralu; z nich uvedu prozatim jen jednu, kterou bychom
mohli nazvat Newtonovou definici. BudiZ v intervalu {a, b) déna funkce f(x).
JestliZe existuje funkce F(x) takova, Ze v ka?dém bodg intervalu <a, b) je F'(x) =
= f(x) (v bod& a minim derivaci zprava, v bod& b zleva), nazveme rozdil F(b) — F(a)
Newtonovym (ur&itym) integralem funkce f(x) od a do b, znak

) (M)faf(x) dx = F(b) - F(a).?)
Zde je a < b; pro a 2 b definujeme Newtonv integral opé&t jako v poznamce!').
Definice (2) vypada jako néco podstatné jiného neZ definice Riemannova. Mezi
obéma definicemi je viak uzky vztah dany vétou 39, z niZ plyne toto: Existuji-li oba
integraly (1), (2) (Riemanniv i Newtoniv), jsou si rovny.?)
Pece viak nejsou tyto dv& definice (Riemannova a Newtonova) ekvivalentni —
li§i se rozsahem svych existenénich oborl: Existuji totiZ funkce f(x), pro které
Riemanniv integral (1) existuje a Newtoniv integral (2) neexistuje, a existuji také
funkce, u kterych je tomu naopak. Napf. funkce definovana rovnicemi f(x) = 0
pro x # 0, f(0) = 1 nema4, jak plyne z diskuse po vé&t& 48, Newtoniv integril od

1y Zde bylo a < b; dile dcfinujeme oviem: 4 f(x) dx = 0, je-li f(a) definovdno, a pro a > b
definujeme f& = — f2, ma-li integral vpravo smysl.

2) Funkce F, majic v <a, b> derivaci f(x) (v bod& a zprava, v bodg& b zleva), je spojita v <a, bd.
Kazd4 jina funkce G majici také v <a, b) derivaci f(x), se tedy podle véty 8 li§i od F jen o kon-
stantu: G(x) = F(x) -+ C, takZe G(b) — G(a) = F(b) — F(a). Prava strana v (2) tedy nezdvisf
na tom, kterou z téchto funkci (F ¢&i G) vezmeme.

3) Oba tyto integrély existuji napi. tehdy, jestlize f(x) je spojitd v <a, b). Nebot podle véty 38
existuje potom integrél (1) a funkce F(x) = (R) % () dt m4 podle vty 36 a podle pozndmky
38y y kap. II, § 7 v <a, b) derivaci f(x) (v bodé& a zprava, v bodg& b zleva), takZe integral )
také existuje.
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— 1do + 1, ale m4 Riemanndv integril od — 1 do + 1 (majic jen jeden bod nespo-
jitosti — viz v&tu 37). Naproti tomu ma funkce F(x), definovana rovnicemi F(x) =

= x3 sin —pro x # 0, F(0) = 0, derivaci f(x) = 3x?sin — — -3—7[-cos—n-pro x *0,
X ‘

f(0) = o. Tedy funkce f(x) ma Newtondav integral (W) {1 l_f(x) dx = F(1) - F(-1)=
= 0, ale nema Riemanniv integrdl od — 1 do + 1, nebot neni v tomto intervalu
omezena (pro x = + 1:3/n;n = 1,2,3,... je |f(x)| = 323/n).

Podame jest& v této kapitole dalii definici integralu [3f(x) dx (,,zobecnény
Riemanniv integral*); v druhém svazku Integrélniho po&tu se pak setkame s dal3imi
definicemi (Lebesgueovou a Perronovou). U viech t&chto pojmit se setkdme s ana-
logickym jevem: Existuje-li [2 f(x) dx podle dvou z téchto definic, davaji obé definice
touZz hodnotu integralu. Ale jednotlivé definice se lisi svym existenénim oborem —
podobné jako Riemanniv a Newtontiv integral. Tento rozdil se pak velmi podstatné
jevi i v teorii t&hto riiznych druhd integralu. Vezméme tento pfiklad: Budiz f,(x),
fa(x), ... posloupnost funkci, kterd pro kazdé x e {a, b) ma limitu lim f(x) =

L had- 2]

= f(x). Necht dale existuje &islo K tak, Ze pro viechna x € {a, b) a pro viechna
pfirozena n je |f,(x)| £ K. Potom plati (jak dokaZeme v II. svazku této knihy):
Existuji-li integraly
(3) Jofi(x)dx (n=1,2,..)
podle definice Lebesgueovy, existuje i [5f(x) dx podle definice Lebesgueovy a ma
hodnotu 4
fo f(x)dx = lim [} f,(x) dx .
L ind- ]
Ale existuji-li integraly (3) podle definice Riemannovy, nemusi jesté existovat integral
[ f(x) dx podle definice Riemannovy (pfiklad viz v cvigeni 1). Na tomto pfiklad&
(jednom z mnohych) je snad vid&t pfednost definice Lebesgueovy pred Riemanno-
vou. Pfes vétsi obecnost a jednoduchost Lebesgueovy teorie jsem se v této knize
rozhodl pro starsi definici Riemannovu, ktera je pro za&ate¢nika pfistupnégjsi a ktera
také historicky sehrala didleZitou ulohu. Teorie Lebesgueova bude vyloZena v II.
svazku.
PFipojim jest& poznamku k terminologii. Rekli jsme jiZ v kap. III, § 1. poznamka
2, Ze nade oznaleni ,,urdity integral* pro (R)[?f(x)dx a ,,neurgity integral* pro
primitivni funkci je sice obvyklé v elementarnich u&ebnicich (proto jsme se ho
také pfidrZeli), ne viak dosti disledné. Pfipojim proto — jen tak naznakové — jesté
né&kolik poznamek o tom, jak by bylo moZno zavést dasledné&jsi nazvoslovi.
BudiZ napfed f(x) funkce, ktera ma integral (R)[:f(x) dx. Potom (v&a 31)
existuje také

O] ¥(x, y) = (R) [5 f(r) dt
pro kazdé x e{a, b), y €<a, b). A nyni lze zavést toto nazvoslovi: Jsou-li x, y
pevné déna, tfeba x = B, ¥ = a, je integral (R)[4 f(¢) dt jisté éislo, kterému fikime
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ur¢ity Riemannuv integral funkce f od « do B. Zvolim-li y = a pevné, ale necham x
proménné, je Y(x, a) jistou funkci x v intervalu {a, b); oznaéme ji ¢(x):

) o(x) = (RfA(r) & .
Funkci ¢(x) se Fika ,,neurdity Riemannav integral funkce f(x)*“.%)

Podobné miiZeme postupovat pfi Newtonové integralu. Existuje-li ()% f(x) dx,
znamena to, Ze existuje funkce F(x) majici v (a, b) derivaci f(x),%) nacez plati (2).
Potom ovsem také pro kazdé x € {a, b), y € {a, b) existuje integral

(6) (M) [ f(1) dt = F(x) = F(y) = ¥(x. y).
Pfi pevnych x, y (napf. x = B, y = «) je (N)[2 f(t) dt tzv. urdity Newtoniiv integral;
pfi pevném y = a a proménném x dostavame v (6) funkci

(7 ei(x) = (M) dt = F(x) — F(a),

kterou nazveme neurditym Newtonovym integrlem funkce f (nékdy se tak nazyva
také funkce ¥, z (6), viz poznamku*)). Podle (7) je patrno, Ze v <a, b) je ¢i(x) =
= F'(x) = f(x),%) tj. ¢,(x) je v podstaté primitivni funkci k funkci f(x).®) Nedd-
slednost nasi dfivéjsi terminologie byla v tom, Ze jsme urditym integralem v kap. Il
nazvali uréity Riemanniv integral, kde?to neurditym integralem jsme v kap. III
nazvali — a% na nepodstatnou odchylku, viz®) — neur&ity Newtondv integral. Proto
jsem se v kap. III dosti vyhybal nazvu ,,neurdity integral* a uZival radgji nazvu
,»primitivni funkce*. Je oviem t&Zko &ist obvykly znak [f(x)dx jinak neZ ,,integrél
funkce f*, a proto jsem se tohoto ponékud nedisledného, ale tradi¢niho nazvo-
slovi pfidrZel.

V daldim nebudu prozatim vyvozovat disledki z t&chto poznamek a budu

i nadale oznaZovat znakem [ f(x) dx urgity Riemannav integral”) a znakem [f(x) dx
primitivni funkci.

Cviceni

. . . . . k

1. Budiz n pfirozené Cislo. Funkci f,(x) definujme takto: lze-li x psit ve tvaru x = o

n!

(k celé), poloZme f,(x) = 1; pro ostatni x poloZme f,(x) = 0. Funkci f(x) definujme takto: Pro

raciondlni x budiZ f(x) = 1, pro iracion4lni x budiZ f(x) = 0. DokaZte: Pro kazdé x je lim f,(x) =

n-* o0
= f(x); pro ka2dé pfirozené n existuje integral (Riemannav) {§ f,(x) dx = 0, ale f§ f(x) dx
neexistuje. .

4 Nékdy se tento nazev ddv4 také funkci y(x, y) (dvou promé&nnych) ze vzorce (4); mezi ob&éma
funkcemi je v3ak uzky vztah, nebof jednak lze @ vyjadfit pomoci y rovnici ¢(x) = y(x, x),
jednak lze naopak vyjadtit y pomoci ¢ rovnici

vix, ) = 7 — [7=9() — 9.
5) V bodé a minim stale derivaci zprava, v bodé b zleva.
6) Mal4 odchylka proti kap. IIl je v tom, %e tam jsme mluvili o otevieném intervalu (a, b), zde

mluvime o uzavieném intervalu <a, b). Tato odchylka by se dala ostatné snadno odstranit.
7) Hned v nésledujicim paragrafu viak tento pojem ponékud zobecnime.
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§ 2. Definice zobecnéného Riemannova integralu v nejjednoduisich p¥ipadech. Dosud
jsme se zabyvali Riemannovym integralem

(8) fa f(x) dx

(jeho definici pro a < b viz na str. 31, pro a = b na str. 46, pro a > b na str. 53).
Je vhodno tento pojem zobecnit; jedno takové jednoduché zobecnéni provedeme
v této kapitole.

Pozndmka 1. Je-li a < b a existuje-li Riemanniv integral (8), je integral
F(y) = [%f(x) dx spojitou funkci proménné y v intervalu <a, b) (v&ta 36); specialn&
je tedy F(b) = lim F(y), tj.

y=b-

9) lim [ f(x)dx = [} f(x)dx.

y=b-
MiZe se vSak téZ stat, Ze vlastni limita vlevo existuje, i kdyZ Riemanndv integral
vpravo neexistuje. V takovém piipadg rozsiFime definici integrélu (8) tim, e integral
(8) definujeme pravé rovnici (9). Vyslovme to obsirné:

Definice A. Budi? a < b a budiZ ddna funkce f(x) majici pro kazdé y inter-
valu {a, b) Riemanniv integrdl [} f(x) dx.8) Existuje-li vlastni limita
(10) lim [ f(x)dx,
y—=b~-
nazyvdme tuto limitu zobecnénym Riemannovym integrdlem funkce f od a do b
(oznaceni viz v pozndmce 2).

Poznamka 2. Z toho, co jsme fekli na potatku poznamky 1, plyne: JestliZe
existuje Riemanniv integrél (8), potom plati rovnice (9), tj. potom existuje i zobecnény
Riemannilv integral a rovna se Riemannovu integralu (8). Proto budeme bez roz-
paki téZ zobecnény Riemanniv integral funkce f od a do b znagit znakem (8). Nedo-
rozuméni nemiZe nastat: nebof existuje-li Riemanniv integral i zobecnény Rieman-
nlv integral, jsou si oba rovny a proto nevadi, Ze jsou oznadeny tymZ znakem.
Pouze jde-li o existenci integralu (8), musime rozlijovat, jde-li o Riemanndv &
o zobecn&ny Riemanniiv integral (nebot druhy z nich miZe existovat,i kdyZ prvni
neexistuje). Vezm&me nékolik jednoduchych pfikladi.

Ptiklad 1. Funkce f(x) = nema Riemannidv integral od 0 do I.

1 —-x
Pfedné neni viibec definovana pro x = 1; ale i kdybychom definic itéto funkce v bodé&
x = 1 jakkoliv doplnili, nebyla by funkce f(x) v intervalu <0, 1> omezena, nebof

jest lim = + oo. Zkoumejme, zda f(x) méa aspoii zobecnény Riemannidv
=1- /1 — x

8) f(x) je tedy definovano pro a < x < b, kdeZto hodnota f(b) nemusi byt definovéna. Integral
pravé uvedeny je funkci y, definovanou proa < y < b.
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integral od 0 do 1. Funkce f je spojita v polouzavieném intervalu <0, 1), takZ¥e pro

y
kaZdé y tohoto intervalu (tj. pro 0 < y < 1) existuje Riemanniv integré.lJ. dx
o1 —x

y
Tento integrdl dovedeme dokonce vypodist; jest I dx =-2/1-y+ 2
o J1 —x

y
Je#to lim /1 — y =0, existuje lim J. dx = 2; tedy existuje zobecnény

y~1- »1-Jo J1 - x

1
Riemanniv integrélJ. dx = 2: neni to oviem Riemanniv integral, kdeZto
o /1 —x
Uz dx
napf. J. =2 - 2\/; jest Riemanniv integral (a tedy podle poznamky 2
o J1-—x

také zobecnény Riemanniv integral). Probral jsem tento prajednoduchy pfipad jen
proto tak obsirné, abych mél zaruceno, Ze étenaf dokonale porozumél definici A.

neexistuje (ani jako zobecn&ny Riemanniv integral).

Priklad 2.
0 l - X

y

Nebotpro0 < y < ljestJ. _l__dx_ = —1g(1 — y), alimita lim (- Ig(1 — y)) =
ol —X y~1-

= + oo sice existuje, ale je nevlastni.

0

Ptiklad 3. J. cos ! . d—; neexistuje (ani jakoZto zobecn&ny Riemanniv inte-
-1/x X X

grél). Primitivni funkce pro x < 0 je totiZ — sin -1-, takZe pro — ! < y < 0jest
X T

y
J’ cosl.d—f=—sinl+sin(—n)=sin(—l),
x x y

-1/= y

y=0-
_ 1
G+2n)n

y= - 1 (n=1,2,...) jest sin (— l) = sin nn = 0.
nn y

a limita lim sin (— l) neexistuje (vlastni ani nevlastni), nebot napf. pro y =
y

(n=1,2,...) jest sin (— l) =sin(3 + 2n) n = 1, kdeZto pro
Y

y
Pfiklad4.Pro0 < y < 1jest J _dx = arcsin y. Tedy existuje zobecnény
0o /1 —x?

! dx
Riemanndv integrdil | ———— = lim arcsin y = jm.
01 —x% »1-
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Poznamka 3 (obdobna k pozniamce 1). Je-li @ < b a existuje-li Riemanniv
integral (8), je integral G(y) = [} f(x)dx spojitou funkci proménné y v <a, b)
(véta 45); specialn je tedy G(a) = lim G(y), tj.

y—~a+t

(11) lim [3() dx = [21() dx

Mize se viak opét stat, Ze vlastni limita vlevo existuje, i kdyZ Riemanntv integral
vpravo neexistuje. V takovém pfipad& rozsifime definici integralu (8) tim, Ze tento
integrél definujeme pravé rovnici (11). Vyslovme to obsirné:

Definice B. Budi? a < b. Budi? f(x) funkce majici pro kaZdé y intervalu
(a, b) Riemannii integrdl _[,"f(x) dx. Existuje-li vlastni limita

(12) lim f5 f(x)dx,

y—a+
nazyvdme tuto limitu zobecnénym Riemannovym integrdlem funkce f(x) od a
do b (oznaceni viz v pozndmce 4).

Poznamka 4. Existuje-li Riemanniv integral (8), plati (11) a tedy existuje téz
zobecnény Riemannuv integral funkce f od a do b ve smyslu definice B a rovna se
Riemannovu integralu (8). KoneZn&: existuje-li zobecnény Riemannilv integral
funkce f od a do b ve smyslu definice A i ve smyslu definice B, existuji obé limity
(10), (12) (kde integraly jsou Riemannovy); vezmu-li tedy libovolné y intervalu
(a, b), existuji Riemannovy integraly [% f(x) dx, [5 f(x)dx a tedy i Riemanndv integral
(8) (v&ta 30). Podle toho, co jsme dosud fekli v poznamkach 2, 4, je tedy v tomto pfi-
padé zobecnény Riemanniyv integral ve smyslu definice A roven zobecnénému integralu
ve smyslu definice B (oba se totiZ rovnaji Riemannovu integralu (8)). Nevadi tedy,
Ze jsme pro zobecnény Riemanniv integral v definici B zavedli tyZ nazev jako v defi-
nici A a nebude tedy téz vadit. zavedeme-li pro n&j tyZ znak, totiZ znak (8), coZ také
ucinime.

1
Pfiklad 5. Pro 0 <y <1 jestj j—-x_ =2- 2\/_, tedy existuje zobecnény
y X

1
Riemanniiv integral dx _ lim (2 - 2\/y) = 2.

0 X y—=0+
Pfiklad 6. Pro 0 < y < 1 obdrZime integraci per partes

fylgxdx =[xlgx]} — [;dx=—-1+y—ylgy.

Jest lim ylgy = 0 (viz DI pfikl. 1 na str. 279, v 4. vyd. na str. 321) a tedy existuje
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- Ydx A . . . . tdx
Ptiklad 7. | — neexistuje (ani zobecnény); nebot pro 0 < y < 1 jest ==
oX y X
| I 1 . - ,
= — 1+ —alimita lim {-= — 1 ] = + oo sice existuje, ale nevlastni.
y y=0+\y
Probereme jesté dvé dalsi jednoducha zobecnéni Riemannova integralu; budeme
totiZ definovat jest& symboly [ f(x)dx, %, f(x) dx, a to jako limity

(13) lim /() dx.
(19) lim 37 dx.

Obsirné fedeno:

Definice C. BudiZ ddno éislo a a funkce f(x) majici pro kazdé y 2 a Riemanniw
integrdl [’ f(x)dx. Existuje-li vlastni limita (13), nazyvdme ji zobecnénym Rieman-
novym integrdlem funkce f(x) od a do + o a znacime ji [; ®f(x) dx (psiva se té2
oo misto + oo, ale my to nebudeme délat).

Definice D. Budi# ddno &islo b a funkce f(x) majici pro kazdé y < b Riemanni
integrdl [} f(x) dx. Existuje-li vlastni limita (14), nazyvdme ji zobecnénym Rieman-
novym mlegralemfunkcef(x) od — o do b a znaéime ji [, f(x) dx.

Symboly zde zavedené nemohou se nikterak zmast se symboly dfive zavedenymi;
nebot v dfiv&jdich pfipadech se symboly + o, —oo vibec nevyskytly v ,,mezich*
integralu.

y + o
Pfiklad 8. Proy = 1 jest 9—;5 = - 1 + l,takicj d_x_= lim (— L + l) =
1 x y 1 X y=+wo y

y
P¥iklad 9. Jest limj 91 = lim Igy = + o; je¥to tato limita neni
y*+w J; X y=+mo
+®

vlastni, neexistuje —.
l x

Ptiklad 10. fjcos x dx = sin y, ale limita lim sin y neexistuje (vlastni ani

y++w
nevlastnf). Tedy [q ® cos x dx neexistuje.

+o +o to
Ptiklad 11. 4% _ ani X _ neexistuji; ale existuje 1 _
2 x -1 2 X + 1 2

—

y
)dx=lg 3; nebot pro y > 2 jest
x+1 2\ x -1 x41

+ Ig 3 a prvni &len vpravo mé pro y = + oo limitulg1 = ¢,
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-1 -1 -1
Pfiklad 12. Jest‘[ d—: = lim j -d—): = lim (1 +l> =1, alej' -dl
- X y*-wJ, X y=* - y - X
-1
neexistuje, nebof limita lim J. dx = lim (- 1Ig |y|) = — o0 je nevlastni.
y=-=o J, X y——o0

Poznamka 5. Zobecnény Riemannidv®) integral [5f(x)dx (pficem# b miZe
znamenat téZ symbol + oo, a symbol — o0) miZe byt dvojiho druhu: budto tento
integrdl neni/ Riemannovym integrilem (tj. funkce f(x) nem4 Riemannidv integral
od a do b), a potom mu budeme fikat ,,nevlastni Riemannﬁv’) integral*; nebo jest
tento integral Riemannovym integrilem, a potom jej nékdy nazyvdme ,,vlastnim
Riemannovym®) integralem*. ,,Vlastni (Riemanniv) integral* zna&i tedy toté
jako ,,Riemanniv integral®; nevlastni (Riemannovy) integraly jsou pak ony zobec-
néné (Riemannovy) integraly, jeZ nejsou vlastni. Napf. integraly

+
lgxdx, J- d—:,
l x

o= o= L&

to 1 1 “1dx
- dx , bl
2 \x—-1 x+1 o X2

jsou nevlastni (kaZdy integral s mezi + co nebo — oo jeat oviem nevlastni); naproti

5 1
tomu integraly J‘ \/; dx, J. arctg x dx, J‘

0 - Jxt+1
§ 3. Definice zobecnéného Riemannova integrilu v obecném pfipadé. Pfi integralu

1 1-¢
I dx nam prekaZela jen horni mez (integral '[
1-x o 1 —x

————— jsou vlastni.

(e > 0) je vlastni);

-1 -1 d
podobné& pfi integralu J' E vadila jen dolni mez (integral J‘ —: (A4>1)je
o X2 a4 X
vlastni). Jsou viak mozny i sloZit&jsi pfipady a t&mi se nyni budeme zabyvat. Jaky
smysl bychom asi méli dat symbolim

Todx J e dx 0
3 —o 3/x¥(x = 1) (x = 2)

Pii symbolu I leZi ,,nepfijemny* bod O uvnitf, ne na kraji. Je tedy nasnadé tato
myslenka: Rozdélim interval { — 1,1) bodem O na intervaly { — 1, 0), <0, 1) a zkusim,
zda existuje integral od — 1 do 0 (ve smyslu definice A)'°) a integral od 0 do 1 (ve

I =

) Slovo ,,Riemannav** budeme &asto vynechévat, jezto zde jiné nez Riemannovy a zobecnéné
Riemannovy integraly nepfichézeji.
10) Tedy zobecné&ny integril. Vibec slovem ,,integrdl* budu minit v tomto paragrafu zobec-
nény integral, pokud oviem nefeknu vyslovné ,,vlastni integral*.
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smyslu definice B). Existuji-li oba tyto integraly, je pfirozeno definovat symbol I

rovnici
1 dx o 1
[Tl
—13 X -1 o

(vynechavam, jako &asto v daliim, integrovanou funkci). Ale pro 0 < & < 1 jest

fP=30 =3, [4=33=e=3-1) tedy f§ =3, [° =3,
takZe bychom definovali I = 6.

U symbolu J nam pifekaZeji body O, 1, 2, a oviem ob& meze — o0, + o0. Je
tedy nasnad& tato myslenka: Zvolime libovoln& body a,, a,, a;, a, tak, aby bylo
a,<0<ua,<1<ay<2<a, a zjistime, zda existuji (zobecn&né) integraly
(ve smyslu definici A aZ D)

ay 0 a2 1 a3 2 as + o
(15) - a * 0 az® 19 as 2 fﬂl .

Existuji-li vSechny tyto integraly, budeme symbol J definovat jako soudet integrali
(15); neexistuje-li n&ktery z integrald (15), budeme fikat, Ze integral J neexistuje.
Ale zde se naskytuje tato obtiZ: NemiZe snad existence integrald (15) a hodnota
jejich souétu zdviset na volbé &isel a,, a,, a,, a,? Tuto otdzku musime napfed zodpo-
védét a teprve potom miiZeme pfistoupit k pofadné definici.

Abychom nemusili rozliSovat pfipad kone¢nych a nekoneénych mezi, zavedeme
tuto imluvu: k mnoZiné vSech reilnych &isel pfidime jest& dva prvky, jimZ budeme
fikat ,,nevlastni realna &isla“, totiz symboly — oo, + 0. JeZto jsme dosud nedefino-
vali vyznam symbolu a < b, je-li a nebo b nevlastni, miZeme jej definovat jak
© chceme;'®") uginime to oviem uZeln, a to takto: je-li a libovolné (,,vlastni*)
realné &islo, budeme psit — o0 <a, a < + ©, — o < + oo. (Jinak Fedeno,
symbol a < b zna&i: Budto jsou a, b vlastni a jest a < b v obvyklém smyslu (DI,
kap. I), nebojea = — o0, b + — oo, neboje b = + 0, a ¥ + .)

BudiZ din ngjaky interval (a, b)'') a funkce f(x). Budeme fikat, Ze interval
(a, b) je ,;vhodny* (pro funkci f), jestliZe plati jeden z té&chto dvou vyroki:

I. Budto pro ka¥dé b’ e (a, b) (tj. pro a < b’ < b) existuje vlastni integral
1) dx.
II. Nebo pro ka?dé a’e(a, b) (tj. pro a < a’ < b) existuje vlastni integral

J% f(x) dx.'2)

102y Ch4pejte slova ,,jak chceme** ve smyslu poznidmky 1!) na str. 144.

1) Smf byt té2 a = — o nebo b= + co.

12y Nizvy ,,vhodny interval® a pozdéji ,,vhodné rozdéleni‘* nejsou obvyklé; zavddim je jen pro
pohodli a jen na chvili. VSimnéte si, Ze v pfipadé I je &islo a nutné vlastni, v pfipadg II je b
vlastnf.
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Je-li interval (a, b) ,,vhodny*, vime podle def. A aZ D v § 2, co znamena symbol
faf(x) dx. Tento zobecn&ny integral existuje v pfipadé I (resp. v pfipadé II) tehdy
a jen tehdy, existuje-li limita'?)

b'l-i.x;n_ IY f(x)dx = A'*) (resp. lim [y f(x) dx = A'%)),

’

a’—=a+

naleZ klademe |? f(x) dx = A.
1. pomocn4 véta. Budi? ddn interval (a, b) a jeho ,,rozdéleni*
a=ay<a;<..<a,.,<a,=b(nz1).

Je-li (a, b) ,,vhodny* (pro funkci f), je té kazdy z intervali (a;_, a;) (j = 1,2, ...
<o+ 1) 5,vhodny*;'$) integrdl'”)

(16) P f(x)dx
existuje pak tehdy a jen tehdy, existuji-li integrdly'”)
(17) fo_ f(x)dx(j =1,2,...,n),

naceZ integrdl (16) je roven souétu integrdli (17).

Dikaz. Necht plati napf. vyrok I (pro 1I je dikaz obdobny). Je-lia,_, < b’ <
< a,, plati tato rovnost mezi vlastnimi integraly:

fo=fa++ o+

Odtud je patrno, Ze viechny intervaly (a;_y,a;) (j = 1,2, ..., n) jsou vhodné; dale
je patrno, Ze limita levé strany pro b’ — b — (tj. integral (16)) existuje tehdy a jen
tehdy, existuje-li limita posledniho &lenu vpravo (nebot ostatni &lenové nezavisi
na b’), nade? je zfejmo, Ze limita pravé (a tedy i levé) strany je rovna souctu integrald
(17).

BudiZ opét déin interval (a, b) a funkce f(x). Budiz
D: a=ay<a;<..<a,=b(nz1l)

n&jaké ,,rozd&leni intervalu (a, b). Rikejme, Ze toto rozdéleni je ,,vhodné* (pro
funkci f), je-li kazdy interval (a;_,,a;) (j = 1,2, ..., n) ,,vhodny*“. Rikdme (jako
v kap. II), Ze rozd&leni
D,: a=by<b, <...<b,=0b

13) Slovem limita rozumime v tomto paragrafu vlastni limitu.
14y Viz definice A, C. V pfipad& b = + oo &i b’ — + o misto b’ = b —.
15) Viz definice B, D. V ptipad® a= — o &ti @’ = — o misto @’ = a +. Existuji-li ob&

napsané limity, jsou si rovny (viz poznamku 4 v § 2 a text mezi definici D a pfikl. 8 v § 2).
16) Tedy: ka2dy &astedny interval vhodného intervalu je rovnéZ vhodny.
17) Minim stéle zobecn&ny integral ve smyslu definici A a2 D.
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je zjemnénim rozdéleni D, jestliZe se kaZdy bod a; vyskytuje mezi body by, b,, ..., b,
Z poznamky'®) je patrno, ¥e kaZdé zjemnéni ,,vhodného** rozdéleni je rovné&z
,,.wvhodné*,

2. pomocna véta. BudiZ ddn interval (a, b), funkce f(x) a dvé ,,vhodnd** rozdéleni
D,: a=a,<a;<..<a,=b,
D,: a=by<b <...<b,=b.

Tordim: Integrdly')

(18) fu f)dx  (i=1,...,n)
existuji tehdy a jen tehdy, existuji-li integrdly'?)
(19) e f(x)dx (k=1,...,m),

nacez soucet vsech integrdlii (18) se rovnd souctu viech iategrdli (19).

Dukaz. %) BudiZ pfedné D, zjemnénim rozdéleni D,. Vezmu libovolny inter-
val (a;_,, a;); existuji tedy r, s tak, Z¢ a;_, = b,, a; = b, (r < s). Podle 1. po-

mocné véty existuje j':j_, tehdy a jen tehdy, existuji-li integraly

bre1 ibr+2 bs X aj
oty Jarsr.., feel,, nateZse [o

rovna souctu téchto integrald. Provedu-li to pro kazdé j (1 < j < n), dostanu
Zadany vysledek.
*8) Budte nyni D,, D, libovolna ,,vhodna** rozdé&leni. Sestrojme rozdé&leni

D,: a=c0<cl<...<cp'=b,

jeZ je jejich spoleénym zjemnénim (za body c, vezmu napf. viechny body a; i b,).
Tedy D; je také ,,vhodné“. Podle ptipadu ) existuji integraly (18) tehdy a jen
tehdy, existuji-li integraly '

(20) Ja . (=12..,p),

a (20) existuji — opét podle %) — tehdy a jen tehdy, kdyZ existuji integraly (19),
nadeZ — opét podle A) — soulet integralii (20) se rovna souctu integrali (18) a rovnéz
souctu integrald (19). Tim je dikaz 2. pomocné véty proveden.

Kratce feCeno: Existence integrald (18) ani hodnota jejich sou&tu nezavisi
na tom, které ,,vhodné* rozdé&leni intervalu (a, b) vezmeme. To nas opraviiuje k této
definici:

Definice zobecn¢ného Riemannova integrélu. BudiZ (a, b) interval, f(x) funkce.
Jestlize existuje ,,vhodné* rozdéleni intervalu (a, b) (pro funkci f), vyberme jedno
takové vhodné rozdéleni

a=ay<a;<...<a,=b;
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jestliZe existuji zobecnéné integrdly (18) (ve smyslu definic A a2 D z § 2), budeme
soucet integrdlii (18) nazyvat zobecnénym Riemannovym integrdlem funkce f
od a do b, znacka [2f(x) dx.

Neexistuje-li Zddné ,,vhodné‘‘ rozdéleni nebo neexistuje-li pfi zvoleném ,,vhod-
ném* rozdéleni néktery z integrald (18), fikime, %e zobecnény Riemanniv integral
§2 f(x) dx neexistuje. AZ do konce tohoto paragrafu budeme slovem integral rozumét
(nepfipojim-li vyslovn& pfivlastek ,,vlastni®) zobecnény Riemanniv integral ve
smyslu této definice.

Je patrno, Ze pfipady A, B, C, D z § 2 jsou specidlnimi pfipady této definice.
V téchto pfipadech je totiZ uZ interval (a, b) sam ,,vhodny* (v pfipadé C je b =
= + oo, v pfipadé D je a = — ), takZe a = a, < a, = b je ,,vhodné* rozdéleni,
takZe [, podle nasi nové definice znaii toté? jako [2! (tj. [2) podle n&které z definic
A ai D.

Pfiklad 1.V integralu I na zadatku tohoto paragrafuje — 1 < 0 < 1,,vhodné*
rozdgleni. N43 tehdejii vypolet (vyslo I = 6) je tedy ve shod& s nasi definici. Rovn&z
to, co jsme fekli u integralu J.

Ptiklad 2. BudiZ f(x) = O pro racionalni x, f(x) = 1 pro iracionalni x. Pro
zadnou dvojici @, B (¢ < B) neexistuje vlastni [? f(x)dx (viz kap. IL, § 2, pfikl. 2).
Tedy Zadny interval neni ,,vhodny*, Zadné rozdéleni neni ,,vhodné*. Tedy ani
zobecnény integral této funkce neexistuje. V

1
Pfiklad 3. VySetfujme integral J =I ‘E.‘s) ,»Vhodné‘ rozdéleni je napf.
-

—1 <0< 1 Integrail (0 <e < 1)
J'ldx
— =—lge
. X

ma pro & — 0 + pouze nevlastni limitu + co. Tedy neexistuje [, tedy ani f2,.
Zde je snad pou¢na tato poznadmka: Integral J by existoval, kdyby existovaly vlastni
limity

1 -
21) lim j' dx limJ. dx
=0+ J, X e—0+ J_, X

Ty sice neexistuji, ale za to existuje limita soudétu:

1 —-e
22) nmq d—x+J d—"‘>=o,
) e—0+ e X -1 X

18) Zde vadi jedin& bod 0.
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jeito

Vdx “*dx
— = —lge, — =lge.
e X 1 X

K existenci integrilu J nestai tedy existence vlastni limity (22), nybrZ musily by
existovat obé vlastni limity (21), a ty neexistuji.

Pfiklad 4. VySetfujme

J _ + dx
e (X2 1)(x? + 4) )
,»»Vhodné* rozdéleni je napf. — co < 0 < + oo. Rozklad dava

1 1111
P+1)(x*+4) 3 x24+1 3 x*4+4’

primitivni funkci je
F(x) = arctgx — } arctg 3x .
Pro A > 0je

f6 = F(4), [l4= - F(- A) = F(4)

(funkce F je lichd). Dale lim F(4) = §.3n — L. in = &, tedy
A=+

+ 0 1 1
0o = I‘Q =137, tedy =gn.

Ptiklad 5. BudiZ a < b < c. Potom integral J = [ f(x)dx existuje tehdy
a jen tehdy, existuji-li oba integraly J, = [?f(x)dx, J, = [§f(x)dx, a je potom
= "l + Jz.

Dukaz. I. Necht existuje J. Zvolme ,,vhodné* rozdéleni a = gy < a, < ...
... < a, = ¢, pfitemZ b miZeme mezi ty body a; pfidat; budiZ tfeba b = a,(0 < k <
< n). Potom jest podle definice

J=(fa+ o+ fa)+ (ot + o+ o

kde integraly vpravo jsou vzaty ve smyslu definic A aZ D, § 2. Ale existence téch in-
tegrald v prvni (druhé) zavorce fika, Ze existuje J, (J2), pfiemZ J, je soudtem in-
tegrald v prvni zavorce, J, je souétem integrald v druhé zavorce. Tedy J = J, + J,.

II. Necht existuji J,, J,. BudiZ
a=ay<a;<..<a==>b
,.vhodné* rozdéleni intervalu (a, b) a budiz
b=a,<a4, <...<a,=¢

12 — Jarnik: Integrdini pocet I.
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,»vhodné* rozdéleni intervalu (b, c). Potom
(23) Jy = I::J +...+ J‘ak 1 J2 = f::” +...+ a,.-i ’

kde integraly na pravych stranach je tieba brat ve smyslu definic A aZ D, § 2. Ziejmé
jeag < a; <... < a,,vhodné* rozdéleni intervalu (a, c), a z (23) plyne, Ze existuje
J; se€tenim rovnic (23) pak plyne J = J, + J,.

Dodatek k definici zobecnéného Riemannova integrilu. Zobecnény Riemanniv
integrdl (3 f(x) dx klademe vZdy roven 0. Pro b < a definujeme zobecnény Rieman-
niv integral (5 f(x)dx rovnici [of(x)dx = — [;f(x)dx, existuje-li zobecnény
Riemanniw integrdl vpravo.

Poznamka 1. Také zde, podobné jako ve specidlnich pfipadech v § 2, nazy-
vame zobecn&ny Riemanniv integral [? f(x) dx nevlastni, neni-li vlastnim, tj. neexistu-
je-li integral [3 f(x) dx ve smyslu kapitoly II.

Cviceni
1. BudiZ b & 0. Potom je

4o a + o b
T cos bx dx = —— , T sinbxdx = ——
fo e x dx Z1 0 J.o e in bx dx e

pro a > 0; pro a < 0 integrily neexistuji.

2. T dx *eo xdx 1 te x% dx n
= — -——J[; =——_;
0 x*+1 \/— ° x* + 4 ° x4+ 1 2\/z

neexistuje .

_ I
s [

+ o 2
dx xdx
3. = 3n n —3—— neexistuje .
. P11 37 J_ J. ncxlsuje
L
4 ! dx J. dx tui
. —_—_ == neexistuje .
.-1\/1—xz —11_"2
s [+ dx 2n te x dx istui
3 - —————— neexistuje .
Jow®+x+1 3 Ce X2t x+ 1 !
] *+ dx . J'+oo dx i
. —_— =%, ———— neexistuje ;
J1 x,/xz -1 0 x\/xz +1

+ o0 dx + o dx
——=1g(14,/2); J- ———— neexistuje .
J‘l x x5+ 1 V2 1 JXE+1
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7. Je-liay < ay <... < a, existuje J = [47 f(x) dx tehdy a jen tehdy, existuji-li integraly
Jy=[a_,prok=1,...,naje potom J=J, + ... + J,. (Dikaz vplnou indukcf z p¥ikl. §
na str. 177.)

8. Nechf existuji {5 f(x) dx, f© g(x) dx; budiZ ¢ konstanta. Potom existuji integraly 4 ¢ f(x) .
Ldx = efb f(x) dx, 2 (f(x) + g(x)) dx = [ f(x) dx + [4g(x) dx, kdeZto [bf(x) g(x) dx nemusi
existovat. Navod: K funkcif + g: Jestlize pro ob& funkce f, g nastdva pfipad I (uvedeny na str. 173
pfed 1. pomocnou vétou) nebo jestlize pro ob& funkce f, g nastava pfipad II, je dikaz snadny.
V obecném pﬁpédé rozdélim interval (a, b) tak, aby v ka¥dém &4ste¢ném intervalu nastival jeden
z-uvedenych pfipadi. Diikaz pro cf je obdobny, ale snazsi. Pfiklad pro fg: f§ x~1/2 dx, [§ x~3/4 dx
existuji, 3 x~5/%dx neexistuje.

9. Jsou-li ¢y, ..., c, konstanty a existuji-li integrdly J, = _[3 Si(x) dx (k = 1, ..., n), existuje
téz
e fi0+ .. + e, (N dx= ¢y Jy + ouo + o,

10. Z definice v § 3 a z definic 4, B, C, D je vidét, Ze j",’ f(x) dx (a < b) muZe existovat,
i kdy? f(x) neni definovadna v koneéném poltu bodu integra¢niho intervalu. DokaZte: Je-li f(x) =
= g(x) viude v (a, b) a% na kone¢ny polet bodi ¢, c,, ..., c,,w) a existuje-li L': f(x) dx, existuje
té2 % g(x) dx = [ f(x) dx. N4vod: Sestrojte vhodné ,,vhodné* rozdéleni (promiiite!), v némz za
délici body vezmete téZ cy,cy, ..., ¢;-

11. Budte a, b vlastni &isla, budiz f(x) funkce omezend v <a,b). Nechf pro kaidou
dvojici &isel a’, b’, vyhovujici nerovnostem a < @’ < b’ < b, existuje vlastni integral || f,; S(x) dx.
Potom existuje téZ vlastni integral f5 f(x) dx. Ndvod:

T Td > | b b o’ b (]
Ia=.‘-a +.fa'+_[b’; a=_!a +J‘a‘+lb’
(v&ta 29). Limitnim pfechodem a’ = a +, b’ — b — snadno obdrzite J5 = (5.

12. Nechf existuje zobecnény integral J = [ f(x) dx (a < b), a nech( plati toto:

1.a> —o, b < + . 2. fjedefinovana a omezend v {a, b).
Dokazte: Potom integral J je vlastni. Navod: Je-li (a, b) ,,vhodny* interval, plyne to z cvieni 11;
v obecném ptipadé provedte ,,vhodné‘* rozdéleni. Poznamenejme: Neni-li nékterd z podminek
1, 2 spinéna, je J jisté nevlastni. Toto cviCeni tedy Fesi uipln€ otdzku: Kdy je zobecnény integral
vlastni, kdy nevlastni.

19) V bodech ¢ ; nemusi tedy rovnost f(x) = g(x) platit: budto proto, %¢ n&€ktery ze symbold
S(c;), g(cj) neni definovén, nebo proto, Ze je f(cp) =+ g(cy).

12¢
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