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208 KAP. XI

Kapitola XI

INTEGRALY TVARU [R(x, \/a,x" + a,x""' + ... + a,) dx

§ 1. Dopliky k rozkladu a integraci racionilnich funkci'). V tomto paragrafu
podam predevsim dalsi dvé metody k vypoétu soucinitel

(l) AnAr—l"“’Als A;’r A;--l,..., A;v
ve v&té 57 a realnych soucinitelt
(2) A,y AL Ay AL o M N o M N M N,

ve vété 59; podotykam, Ze véta 59 se tykala redlnych racionélnich funkci, kdeZto
ve vété 57 pfipoustime i neredlné racionalni funkce. Za¢néme s vétou 59; metoda,
kterou nyni vyloZim, a ktera téz vZdy vede k cili, spogiva na druhé formulaci (II) na
str. 97; vime, Ze existuji redlna &isla (2) takova, Ze rovnice (29) z kap. IV plati pro
viechna x viibec; jak tato &isla (2) nalezneme? Pfedeviim snadno najdeme é&islo 4,;
dosadme do rovnice (29)%) x = «; leva strana je P(a) : ao, na pravé stran& vsichni
s¢itanci vyjma prvni obsahuji ¢initele x — a, jenZ pro x = a se rovna nule; zbude nim
tedy rovnice )

(3) P(x):ao = Afa — &) ...(a® + pa + q) (2> + p'a + )y ...;

jeZto &islo a neni kofenem Zadného &initele v rovnici (24) (v kap. 1V) vpravo s vy-
jimkou ¢&initele x — a, je sou€initel pfi 4, v rovnici (3) riizny od nuly a délime-li jim,
dostaneme A4,.%) Pfedpokladejme, Ze uZ zname &isla 4,, 4,_,, ..., A,_ (-1 a Ze chce-
me pocitat nasledujici &islo 4,_,. Rovnice (29) plati pro viechna x, tedy specialné
také pro viechna realna x; derivujeme-li tedy obé& strany rovnice (29) k-krate, dosta-
vame vlevo i vpravo mnohoclen a tyto dva mnoho€leny se ovSem sobé& rovnaji pro
viechna reilna x,*) tedy pro nekone&n& mnoho hodnot x a tedy podle véty C) v kap.
IV, § 1 rovnaji se sob& tyto mnohogleny vithec pro viechna (komplexni) x. Tedy:
derivujeme-li obg strany rovnice (29) k-krate, dostaneme rovnici, ktera plati nejen

1) Tento paragraf mizZe &ist i zal4te¢nik, jestliZe si pfedetl § 1 z kap. X.

2) V celém tomto paragrafu minim stile rovnici (29) z kap. IV.

3) Zaroven je vidét, Ze &islo A, je jednoznacné stanoveno.

4) Nebof jsou-li si dvé& funkce rovny pro viechna redlni x a maji-li v§ude derivaci, jsou si i jejich
derivace rovny pro viechna realna x.
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pro vdechna redlna, nybrZ i pro viechna komplexni x. Jak vypad4 rovnice (29)?
Znéme-li &isla A4,, A,_y, ..., A,_-,), tvofi prvnich k &lend pravé strany rovnice
(29) mnohotlen jiz tupln& znimy, jejz oznatme tieba R(x); potom pfijde &len
Ap(x —af(x — ) ... (x> + px + qf(x* + p'x + q')°... a po ném dalii
&leny, z nichZ se da vytknout (x — «)**!, takZe rovnice (29) ma tento tvar:

a—lo P(x) = R(x) + A,_y(x — a)f(x — ') ...

(4) e (x + px + qF(x* + p'x + @) .o + (x — )t S(x),

kde mnohotleny P, R ji uplné zname; mnohodlen S(x) oviem obsahuje popf.
sou€initele je3t& neznimé. Derivujeme-li posledni rovnici k-krate, dostaneme — jak
&tenar snadno zjisti — tento vysledek:

L p(x) = RO(x) + k1 A, _(x — oY ...
0

(5) (X px + @ + Px + q) i+ (x = @) T(x),
kde T(x) je opét mnohotlen.®) Dosadme do rovnice (5) x= a; dostaneme

1_ P(k)(a) - R(k)(a) =

ao
(6) = k' A,_y(x — &) ... (a2 + pa + q)(e® + p'a + q') ...

Leva strana je znama; &initel u A,_, je razny od nuly, jak jsme uZ pfi rovnici (3)
zjistili, a tedy mdZeme A,_, z rovnice (6) vypocist (opét je 4,_, jednozna&né& stano-
veno). Timto zpisobem vypoéteme tedy po fadé 4,, 4,_,, ..., A; a obdobn& 4.,
Ap gy een A, ..

Zbyva vypodist &isla M, N, M,_,, N,_,, ..., M;, N, ... Postup je obdobny,
jen o né&co slozZit&jsi. Mnohotlen x? + px + q ma dva kofeny o =y + di, 1 =y —

5) Stadi uvatit toto: je
((x = )™ f(x) = mlx — )"~ f(x) + (x — )™ f'(x);

derivovanim takového souéinu (x — &)™ f(x) tedy dostaneme dva ¢&leny; v jednom se mocnitel
u x — & o jednotku snizi, v druhém se nesnizi. Tedy: derivuji-li k-krate vyraz (x — «)**! §(x),
zGstane tam jisté ¢initel x — o. Derivuji-li pak k-krate vyraz

A _x—afx—a) o P+ px + @ 2+ px+ ) .,

dostanu jednak druhy ¢len pravé strany rovnice (5) (kdyZ totiz po k-krite derivuji mocninu
Cinitele x — &), jednak fadu dalSich ¢lend, v nichZ se v§ak mocnitel u x — &« sni%il o méné&
neZ k, takZe ze viech t&chto ¢lend lze jesté x — o vytknout.

1 4 — Jarnik: Integrilni poget I.
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— 6i (7,0 redlna, 6 + 0); pro x =6 a pro x = 7 je tedy x> + px + q = 0, ale
Zadny jiny &initel na pravé strané rovnice (24) v kap. IV se nerovna nule ani pro x = o
ani pro x = 1. Dosadme do rovnice (29) x = ¢; jeZto viichni &lenové vpravo, obsa-
hujici &initel x2 + px + ¢, sc rovnaji nule pro x = ¢, dostaneme

1

(7 - P(o) = (Mo + N) (6 — o) (0 — &) ... (6* + p'a + q') ...;

Cinitel u Mo + N, je znamé &islo rizné od nuly, takie mbZeme z rovnice (7)
vypotist Mo + N, = C, kde C je jisté znamé komplexni &islo, C = D + Ei (D, E
realnd). My chceme vSak stanovit redlnd Cisla M, Ny; k tomu cili dosadme do
posledni rovnice ¢ = y + 8i a dostaneme My + 6i) + N, = D + Ei; tato
rovnice bude spravna tehdy a jen tehdy, budou-li si rovny redlné i imaginarni Casti
na obou stranach, tj. bude-li M;6 = E, M,y + N, = D; tyto dvé rovnice maji sku-
te¢né feseni, a to jediné: M, = E :§ ‘(pamatujme, e je 6% 0),N,=D - My =
= D — Ey:é. Tim je My, N, vypo&teno.®) Piedpokladejme nyni, Ze zname jiz
gisla M, N ,M,_,,N,_y,..., Mg_4_yy Ns_i-y) a Ze chceme vypoCist Cisla M, _,,
N,_,. Rovnice (29) vypada nyni takto: onéch k ¢lend, v nichZ se vyskytuji koefici-
enty My, N;, M,_,, N._y, ..., My 41y, No_—y), tvofi jisty mnohodlen R(x) jiz
uplné zndmy; potom pfijde ¢len -

(My_px + N,2)) (x — o) (x — o) ...
(P px+ g+ px +q) ...

a potom dalsi ¢leny, z nichZ se da vytknout (x? + px + g)**!, takZe rovnice (29)
vypada takto:

L px) = R(x) +

4+ (Mgopx + No_p) (x — o) (x — o) ...
(P px + (P + P+ q) .+
+ (x% + px + q)**' S(x),

kde mnohoéleny P, R jiZ uplné zname; mnohotlen S(x) oviem obsahuje popf. soudi-
nitele jesté neznamé. Derivujeme-li posledni rovnici k-krate, dostaneme — jak ctenaf
snadno zjisti — tento vysledek (platny, jak vime, pro viechna komplexni x):

1 )
— PW(x) = RO(x) + (M _;x + N,_;) . k!'(2x + p)*.(x — a)".

ao
(8) Ax =Y (24 pix + @) s + (x4 px + q) T(x),

) Opét je vidét, Ze Cisla M., N jsou jednoznaéné stanovena.
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kde T(x) je op& mnohoclen.”) Dosadme do rovnice (8) x = ¢ = y + &i; ¢&initel
2x + p nem4 koten ¢ (nebof ma jediny kofen x = — %p, a ten je relny) a ostatni
initelé x — a, x — o', ..., x> + p’x + ¢q’, ... také nemaji kofen o, kdeZto oviem
o2 + po + q = 0. Dostaneme tedy
L p®o) = R®(0) + (M,s0 + N,_,) G,
ao
kde P®(c), R®¥(c), G jsou znama &isla (obecné komplexni), G + 0. JeZto G #* 0,
Ize z posledni rovnice vypolist M;_,0 + N,_, = C, kde C je jisté znamé komplexni
&islo, C = D + Ei (D, E realn). Z rovnice M,_,(y + éi) + N,_, = D + Ei stano-
vime pak — jako dfive — realna isla M,_,, N,_,; musi totiZ byt M,_;y + N,_, = D,
M, ;6 =E, tedy M,_, =E:5, N,_, =D — Ey:4.%) Dovedeme tedy stanovit
&isla M, N,, M,_,, N,_,, ..., My, N, a obdobné oviem ¢&isla M,, N, ...

Mame tedy celkem tento pfedpis: do rovnice (29) dosadime za x po fad& vSechny
kofeny mnoho&lenu Q(x) (pfi€emz zde i pii dal3ich krocich stagi, kdyZ ze dvou kom-
plexné sdruZenych kofenti dosadime vZdy jen jeden); tim vypo&teme &isla A4,, 4,, ...
cees My, Nyy M, Ny, ... Jsou-li viechny kofeny jednoduché, je tim vypodet hotov.
Nejsou-li viechny kofeny jednoduché, derivujeme rovnici (29) (do niZ jsme za 4,,
Ay, ..., My, Ny, My, Ny, ... dosadili hodnoty jiZ vypodtené) a do této derivované
rovnice dosadime po fadé za x vSechny aspofi dvojndsobné kofeny mnohoclenu
Q(x) a vypolteme &isla A,_y, AL _4, ..., Ms_y, Ny;_y, My_y, Nio_y, ... (pokud se
oviem vibec vyskytuji; je-li napf. r = 1, odpada A4,_,). Potom derivujeme rovnici
(29) po druhé a do rovnice tak vzniklé dosadime po fad& za x vicchny aspoii troj-
ndsobné kofeny mnoho€lenu Q(x) atd., aZ viechny hledané koeficienty (2) jsou vy po-
&teny. Zaroveit mame tento vedlejii vysledek: &isla (2) jsou jednozna&né stanovena;
tj. realna &isla (2) lze urcit jen jednim zpisobem tak, aby rovnice (25) ve v&t& 59
platila pro viechna x, pro n&Z je Q(x) # 0.

Ptiklad 1.

2 -1 a
x2 4+ x RN

b cx+d ex + f gx + h
x?(x? + 2P x x

+
(x2+2?* (x*+2)?* x*+2

7) Stagi uvazit toto: je
(2 +px + Q") = (* + px + @™ m2x + p)f(x) + (6 + px + Q" f'(x); deri-
vovanim takového soucinu dostanu tedy dva &leny: v jednom se mocnitel m o jednotku sniZil
(a pribyl jesté &initel m(2x 4+ p)), v druhém se nesniZil. Tedy: derivuji-li k-krite vyraz (x? +
+ px + q)"+l S(x), ziistane tam jesté Cinitel x2 + px + g. Derivuji-li pak k-krdte vyraz

(My_yx + Ny_p)) (x —a) (x —a)" ... (22 + px + "G + p'x + ) ...,
dostanu jednak druhy ¢&len pravé rovnice (8) (kdyz totiZ po k-krite derivuji vidy mocninu

Cinitele x2 + px + q), jednak fadu dal3ich &leni, v nichz se v§ak mocnitel u x2 + px + ¢
snizil o méng& neZ k, tak’e ze viech t&hto clent Ize je§té x> + px + g vytknout.

8) Opét vidime, Ze &isla M, _,, N,

's—k jsou jednoznaZné stanovena.

14°
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a tedy
x4+ x —1=a(x? +2) + bx(x* + 2)> + (cx + d) x* +
+ (ex + f) x*(x? + 2) + (g9x + h) x*(x* + 2)*.

Kofeny jsou 0 (dvojnasobny), + iﬁ (trojnasobné). Dosadme x = 0; dostaneme

— 1 =8a,a= — 3. Dosadme x = iﬁ;dostaneme -2+ iﬁ -1=- 2(ciﬁ+
+d),c=— ;-, d = : Nyni budeme 0 dosazovat jesté do rovnice jednou derivované,
iﬁ do rovnice jednou a dvakrate derivované. Derivujme, dosazujice za a, c, d:

2x + 1= — 3.3(x* + 2)>.2x + b(x* + 2)> + b.3(x* + 2)*.2x% —
— 3x% + 3x + ex?(x? + 2) + (ex + f) (4> + 4x) +
+ gx*(x* + 2> + (gx + h).2x . (x> + 2)* +
+ (gx + h).2x* . 2(x* + 2).
Dosadme x = 0: 1 = 8b, b = }; dosadme x = i/2 (tedy x2 + 2 = 0): 2i /2 +
+1=3+3i/2+(ei/2 +f)(—-8i/2+4i/2): tedy 1 =3 + 8e, :

e = — z;
2/2=3/2-47/2, f =1
Derivujme jeste jednou (dosazujice za b, e, f) pamatujice, Ze do vysledku budeme

dosazovat jen x = i,/2 (tedy x* + 2 = 0), takZe &leny nasobené Cinitelem x2 + 2
nevypisuji:

2=—-3x+3-5.2x>-4x®* +3x = 2x + 1 + 8(gx + h).x* + ...;
.prox=iﬁ vyjde

2=-3i /2+3+i/2+8i/2-6-2i/2+1+

+ 32(gi /2 + h);

tedy
2=3-64+1+32h h=1%;
=-3/2+/2+8/2-2/2+329 /2, g=-1.
Tedy celkem
2 — — — —
x2+x 1=__1_+_l_+ x+3+ x+l+ x+l.
x}(x? + 2) 8x2  8x 2(x* +12)  4x*+2)?* 8(x*+2)

Ptiklad 2. Metoda pravé vyloZena je zvlasté jednoducha, jsou-li kofeny mnoho-
Elenu Q(x) vesmes jednoduché; potom totiZ neni tfeba derivovat. Napf.

X +x+1 _
x(x =1)(x+1)(x=-2)(x*+1)

a b c d ex + f
24 + + + .
x x—1 x4+41 x-2 x*+41




$1 213

2+ x+1=alx—-1)(x+1)(x—-2)(x*+1)+
+bx(x + 1)(x —2)(x* + 1) +
+oex(x = 1)(x —2)(x* + 1) +
+dx(x = 1)(x + 1)(x* + 1) +
+(ex +)slx — 1) (s + D (x = 2).

Dosazuji pofadé x = 0,1, — 1,2, iadostanu: 1 = 2a,a = %;3 = — 4b,b = —%;
1=—12c,c=—%;7=30d,d=—373; —1+i+1=(ei+f)i.(-2)(i-2),
i=2i—4e+2f+4fi;—4e+2f=0,2e+4f=1f=2,10e=1,e=5,
r=%

Téze metody, kterou jsme pravé vylozili, miZeme pouZit k stanoveni souiniteltt
A Ay A AL ALy .oy AL -

z véty 57; vynasobime-li rovnici (19) z v&ty 57 vyrazem Q(x) : ao, dostaneme rovnici

@ =Ax—a) ...+ A,_y(x —a)(x — )y .+

+ot A(x—a) M (x—) o+,

zcela obdobnou rovnici (29) z kap. IV, oviem o to jednodussi, Ze v ni Clenové s M,
N,, M}, Ny, ... odpadaji; Cisla 4;, 4], ... ovSem nemusi nyni byt redlna.

Ctenati, kterému nejsou b&Zna pravidla o derivovani komplexnich funkci jedné
redlné proménné, neni ovSem mozZna na prvni pohled jasno, zda pravidla, podle nichZ
jsme derivovali rovnici (29) z kap. 1V, plati i pro komplexni 4, 4},...,a, &, ...%)
Abychom se presv&diili, Ze tato pravidla plati, uvaZme toto (zkusené&jsiho &tenafe
prosim za prominuti): Pravidla o derivovéni souétu, rozdilu, sou€inu a podilu plati
i pro komplexni funkce; také pravidlo (cf(x))’ = ¢ f'(x) (viz kap. X, §1,
poznédmka 3). Odtud je pfedev§im patrno, Ze vzorec

(aox" + ayx™"' + ... + @y yx + a,) = nagx""' +
+(n-1ax""?+..+a,,
(n celé kladné) plati i pro komplexni a;. Z pravidla o derivaci souginu plyne indukci
(wguz...u,) = ujuy ... u, + wgusus .o Uy + oo+ Uy .U, qu,,

existuji-li ve vySetfovaném bod& vlastni derivace u;. PoloZime-li zde vSechna u,
rovna téZe funkci u, obdrzime vzorec (u")’ = nu"~'u’, platny pro celé kladné n
(v kaZzdém bodg, v némZ existuje vlastni derivace u’). JestliZe viak ve vysetfovaném
bodé je mimoto u + 0, plati tento vzorec i pro cela ziporna n, coZ je patrno takto:

%) Pfitemz? &initelé tvaru x2 + px + ¢, x> + p’x + ¢, ... nyni odpadaji.
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Budiz n = — m, m celé kladné a uZijeme vzorce (—) = —: (viz kap. X, § 1, po-
v v
znamku 3); vyjde
. v 1y (u™y u™ "y .
u") = (u =(—) = - =-m——=nu"""u".
( ) ( ) (um) (um)z uZm

Specialn&: téZ pro neredlné « jest (x — «)" = 1, tedy je pro kazdé realné x a pro
kazdé celé n (kladné, ziporné i nule rovné) ((x — a)")’ = n(x — «)*~" (p¥i realném
« a zaporném n jsme musili vyluovat hodnotu x = «; ale pfi neredlném o neni
x = a pro Zadné reilné x). Tim jsme v3ak i pro komplexni P(x), a,, %, &', ... d okazali
viechny deriva¢ni vzorce, jichZ jsme pfi hledani &isel (2) uZili (viz poznamku?®)).

Poznamka 1. Zdiraznéme jesté, Ze jsme dokazali, Ze soucinitelé (1) (tykajici se
véty 57) a soucinitelé (2) (tykajici se v&ty 59) jsou jednozna&ng urceni, tj. existuje jen
jeden systém ¢&isel (1) popf. (2), jenz vyhovuje podminkdm udanym ve vét& 57,
popi. 59.

Poznamka 2. Uvedme tuto mali¢kost: Plati-li néjaka rovnice mezi racionalnimi
funkcemi pro nckone¢né mnoho x, plati pro viechna komplexni x, jeZ nejsou kofeny
jmenovatell; podrobnéji: Jsou-li Py, Q,, ..., P,, @, mnohocleny, a plati-li rovnice

) Pifx) + ...+ Plx) _ g
Ql(x) 0.(x)
pro nekone&né mnoho hodnot x, plati tato rovnice pro viechna x, vyjma pro kofeny
rovnice Q,(x) Q,(x) ... @/(x) = 0.
Dikaz: Nasobim-li rovnici (9) mnohoélenem Q, ... Q,, zméni se leva strana

v mnoho¢len, jenZ se rovna nule pro nekoneéné mnoho x, tedy (véta C na str. 83)
pro viechna x. Délim-li nyni op&t mnoho¢lenem Q, ... @,, dostanu tvrzeni.

Poznamka 3. Z jednoznaénosti rozkladu (19) ve vét& 57 plyne v pfipadé
redlnych mnoho&lent P, Q: Je-li a redlné, jsou &isla A; (j = 1, ..., r) redlnd; je-li
o =a(atedyr' =r),jest Aj=A;proj=1,..,r.

Dukaz. Pro viechna komplexni x'°) jest
(10 Px) A, a, a L A

Q(X)_(x—i)’ m+x—a+(x_a')'+"‘ ;c—_o"z'+'“

Nebot pro redlna x'°) je prava strana v (10) komplexné sdruZena s pravou stranou
v rovnici (19) z kap. IV, tj. je komplexn& sdruZena s redlnym &islem P(x) : Q(x)
a tedy se rovna tomuto &islu. Podle poznamky 2 plati tedy (10) pro vSechna komplexni
x.19) Je-li & realné, tedy @ = «, je v rovnici (19)'") vpravo &len A;(x — a)~/, v rovnici

10) S vyjimkou kofenii rovnice Q(x) = 0.
11y A% do konce tohoto paragrafu minim stale rovnici (19) z kap. IV.
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(10) pak &len A (x — a)~/; tedy (jednoznagnost, viz poznamku 1) A; = A;. Je-li
a’' = &, je v rovnici (19) ¢len A)(x — &)™/, v rovnici (10) pak &len A(x — a)~J, tedy
A} = A;. Tato poznamka nidm &asto (oviem pro redlné mnoholleny P, Q) zkrati
vypocty. ’

VyloZim jesté jeden zplsob, jak vypocist soulinitele A4,, 4,_,, ..., A, 4,, ...
ve vét¢ 57. Pisme Q(x) = (x — a)" Q,(x), takZe Q,(a) + 0, a potitejme 4,, A,_,, ..
..., A;. K tomu cili sta&i stanovit &isla 4,, ..., 4, tak, aby bylo'?)

Px) _ _ 4, A4,y A Py(x)
(1) ox) (x—ay (x—a! Tt x —a+ Q,(x)’

kde P,(x) je mnohotlen;'3) nebot kdybych potom dale rozklddal zlomek P, : @,
dostal bych pravé rovnici tvaru (19); naopak, z rovnice (19) plyne okamZit& rovnice
tvaru (11). Abychom stanovili &isla A4,,..., A;, poloZme x =a + y, x —a =y,
takZe (11) ma tvar

P

12y Pe+y) P+ y) A’_';+...+ﬂ+———P‘(°‘+”).
Q@+y) yQux+y) y y Qe +y)

Pisme P(x + y) =bo + byy + byy* + ..., Qi@+ y)=c¢co + 1y + 29* + ...

(co = Qi(x) * 0), takZe nam jde o to, stanovit 4,, ..., 4, tak, aby platila (pro y + 0)
rovnice

A
y

A A
(13) b0+b1y+b2y2+...=(y—r’+...+71)(c°y' +Cly'+l+

+ eyt 4+ )+ y Py,

kde P,(y) = P,(«x + y) je mnohodlen. K tomu cili postupuji zpisobem obvyklym
pfi déleni: stan¢vim napfed A, tak, aby ve vyrazu

A
(14) bo+b,y+...—-y—:(coy’+c,y"+l +..)

byl prosty &len roven nule, tj. A, = by : ¢o; tim vyraz p¥ejde ve vyraz tvaru by +
+ bjy* + ...anynistanovim A4,_, tak, aby soudinitel pfi y! ve vyrazu

’ ’ A'- r r
(15) by + b3y + .. = =1 (coy” + ey + L)
byl roven nule (tj. 4,-, = bj : c,); vyraz (15) mé potom tvar b3y* + b3y® + ...
Tak postupuji dale; po r krocich dospéji k mnoho&lenu tvaru by" + by *! + ...,
tj. k vyrazu tvaru y” P,(y), kde P, je mnohoglen.

12) Omezuji se oviem na ona x, pro n&z Q(x) + 0.
13) Je3to ve viech ostatnich zlomcich v (11) m4 &itatel ni23f stupeil neZ jmenovatel (nebo je nula),
ma4 téZ P, niZ¥f stupeil nez Q, (neni-li Py nula).
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Podetni mechanismus jest uplné& stejny jako pfi déleni mnohodlend; pouze se
mnohodleny misto podle klesajicich mocnin y srovnaji podle rostoucich mocnin y.
Zaroveil je postupné patrno: A, zavisi jen na by, co; 4,-, jen na by, b,, co, ¢, atd.;
kone¢n& A, jen na bg, by, ..., by, Cos €15 ooes Crmy.

Stali tedy, vypiSeme-li pfi d&leni v P(« + y) pouze &leny aZ do mocniny y"~*,
v Q(a + y) pouze &leny aZ do mocniny y* ™!, v obou pfipadech tedy r &lend. Chci-li
dile pogitat soudinitele (jednoznatn& stanovené) A4, ..., A}, vySetfuji podobnym
zpisobem zlomek P(«’ + y): Q(«’ + y) atd. Pfislusny po&etni mechanismus zajisté
nejlépe objasnime pfikladem.

Ptiklad 3. Podle v&ty 57 a podle poznamky 3 je

XB—x3—x*+x*+1_  a + b +
(x = 1)* x*(x* 4 1)? (x=1)2 (x—-1)?
st 4, S 9 f g

x—1 x* x (x —i x—i (x+iF x+i

K uréeni é&isel a, b, ¢ kladme x = 1 + y, ponechme v ¢&itateli i ve jmenovateli tfi
¢leny a délme:

C+y)P -+ =+ +(M+y)P+1=1+y+ 13y +...,
YA+ y)(1+ 1+ 2y + p?)? =4y + 16y + 28y° + ...,

Q+y +13y2+...):(4y’+l6y‘+28y5+...)=z!—3—;3'2-+%+
1+ 4y + 7y + ...
-3y + 6y* + ... a=4b=-3c=2
-3y —12y? + ...
+ +
18y% + ....

Abychom stanovili d, e, provedeme pfimo déleni (mé&li bychom totiZ klist x = 0 +
+ y), ponechavajice dva &leny:

M+0.x+..):(—x2+3x>+..) = —L—§+...;
x?  x
1-3.x+...
- 4+ d=—1,e= —3.
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Kone&n& kladme x = i + y ponechdvajice dva &leny:
i+y)°,=(+y)> -+ +(+y)+1==i-(5+2)y+...,

-1+ > +y)Qi+y)>y*=B+8i)y*+(24—-48i)y* +...,
(mi—=(G+2)y+..):(8+8i)y* +(24 - 48i)y* +..) =
—i+(=2+3)y+..

+ -
(-3=-3)y+...
__l+i 4+3i 14)
16y? 16y ’
1+ 4+ 3i 1—i  _ 4-3i
f= T 16’f" T 16

Po predchazejicich poznamkach tykajicich se rozkladu raciondlnich funkci
pfipojme jest& n&kolik poznamek o jejich integraci.
V kap. IV, § 3 jsme se zabyvali vyhradné integraci redinych racionalnich funkci
a vychazeli jsme pfi tom z rozkladu véty 59; nyni promluvime o integraci libovolnych
raciondlnich funkci, vychazejice oviem z véty 57. Na str. 213 jsme zjistili (piSeme
nyni n + 1 misto n): pro ka?dé celé n a ka?dé reilné x + « plati rovnice

%(X - a)'H'I =(n + 1)(x —a)", tedyJ‘(x —a)"dx - (i%):“

neni-lin = — 1, a to at je « redlné nebo ne.'?)
Tim je provedena integrace viech zlomkd v (19) vpravo, s vyjimkou zlomkd

tvaru

L. d .
. Pro realné « je, jak vime, '[ = g |x — al v intervalu (- oo, &)
x—a Xx—a

i vintervalu (¢, + o0). Pro nereélné a = y + 8i (y, 6 redlna, & + 0) lze pak psat
1 1 _ xX—=y+06i
x—a x-—(p+08) (x-9y)?+8"

ale integraly
x -y é
_ dx, _ dx
(x —9)* + & J.(x—y)z+62
14y pogitdm oviem: '
—i_ —1i _ —i(l — i) _'—l—i
8+8 81+ 81+id(-—i) 16

a podobné
4 + 3i
16

135) Pro nereilné « neni tedy tieba vyluZovat 24dné redlné x; pro redlné « je tteba vylouéit hod-
notu x = « jen tehdy, je-li n zdporné, tj. n = —2, —3, ...

(-3-3):@+8)=—
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dovedeme potitat (vyj'dou jednak &leny s 1g ((x — ¥)* + 6%), jednak &leny obsahujici

arctg -
5 )

Poznimka 4. Ten, kdo zna logaritmus komplexniho ¢&isla a jeho derivaci,

miZe ostatné pfimo psétj. = Ig(x — a) a rozepsat potom logaritmus na real-

nou a imaginarni &ast.'®)

Poznamka 5. Zpisobu pravé vyliéenéﬁo Ize ovSem uZit i k integraci redlnych
racionalnich funkci, a to asto vyhodnéji neZ zpisobu vyli¢eného v kap. IV, § 3.
Poznamenejme: Jsou-li P, Q v (19) realné, a je-li napf. «' = @, sdruZuji se integraly
pfislusné k témto kofeniim v dvojice tvaru

(16) J.(x%Ja)f dx + ® ?"&)j dx

Jezto integrované funkce jsou (pro realnd x) komplexné sdruZené, jsou téZ oba in-
tegraly pfi vhodné volbg integragnich konstant komplexn& sdruZené (nebot f(g(x) +
+ i h(x)) dx = fg(x)dx + ifh(x)dx); soudet obou integrali v (16) rovna se tedy
dvojnasobku realné &asti prvniho z nich; to vede k tispofe vypo&tu.

v

Piiklad 4. Pocitejme integral

xB—xS—x*+x2+1
(x = 1)} x*(x? + 1)?

Rozklad jsme provedli v pfikl. 3. Prvnich pét €leni dovedeme okamZité integrovat;
Sesty dava

J =

1+ il+i__(1+i)(x+i)_ x—1
(x - 1)2 16 x —i 16(x? + 1) 16(x? + 1)
(imaginémi &ast nevypxsup). Sedmy ¢&len dava
_ 1 4+31 _ (4+31)(x+1)d
16 ) x—i x2 +1
4x - 3 1 3
= - — X+ ..=—-lg(x* + 1)+ —arctgx + ...
16 ) x2 + 1 8 8 ( ) 16 8

16) Ctenste jisté nezarazi, %e pro redlné o« dostaneme timto zpusobem v intervalu (— o, a)
dx
vzorec J.: = Ig (x — o) = Ig|x — «| + =i lidici s od obvyklého redlného vzorce in-

tegratnf konstantou .
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Celkem tedy
1 + 3
8(x — 1)>  4(x-1)

x -1 1 3
+ —— ——lg(x*+ 1) + Zarctg x .
1) aBXT D+ garc

Vysledek plati v intervalech (— oo, 0), (0, 1), (1, + o0).

J=—

+21g|x—1|+1—31g|x|+
2 X

Cviceni

1. Vypottéte

f dx ! (arctg(xﬁ+ 1)+arctg(x\/i—_l)+

::‘—-szﬁ
+ 318G+ J2x + 1) = $1g(x — J2x + 1));

pfitom postupujte tak, Ze rozloZite

1 o a + + a,
41 x—a, 7 x—ay

(kde a4, ..., x4 jsou komplexni kofeny rovnice P 1= 0) a potom integrujete pfimo tyto
komplexni funkce a;: (x — «j). (Budto tak, jak to bylo provedeno v pfikl. 4 nebo — zndte-li
logaritmus komplexniho &isla — tak, jak bylo nazna&eno v pozndmce 4.) TouZ ,,komplexni*
metodou pocitejte i nasledujici cviteni.

2 dx x+1 +larct(+l)
. = - X .
P +2x+ 22 Al +2x+ 2 200

dx 1 1
3. =-1 1| —-1gx? 2
J.(xz+x+2)(x+l) JlElr Il —ZleG +x+2+

+—l—ziu'<:tgzx_*-l
N AN

4. Uvedenou metodou vypoitéte je§té jednou integrdly z kap. IV, cviCeni 4 (druhy integral), 8.

Mnohé vzorce tykajici se mnoho&lent (a obecnéji racionédlnich funkci) 1ze psat v pfehledném
tvaru, zavedeme-li pojem derivace funkce f(x) podle komplexni promé&nné x. Ta se zavadi v teorii
tzv. analytickych funkci definici

) = tim LEF P =S
h—-0 h

pfi¢emz2 h znali komplexni proménnou. Tato definice by tedy vyZadovala definici limity v kom-
plexnim oboru, kterou jsme v této knize nezavedli. Ctenéf ji miZe nalézt napf. v mém Diferen-
cidlnim poétu II, viz potitedni ivahy v kap. XI a definici 41 v kap. XI, § 1. Pokud jde v3ak
o polynomy (a obecnéji o racionilni funkce), je moZno tuto derivaci zavést té% &istd algebraicky,
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bez uZiti pojmu limity. To provedeme v ndsledujicim cvidenf; v dalSich cvitenich pak odvodime
pravidla pro politanf s derivaci takto zavedenou.

5. Derivacf polynomu
an X(x)=apx" + a;x" "' + ... +a,_,x + a,
(a; komplexnf &isla, x komplexni prom&nnd) nazyvdme polynom
X(x)=nagx" ' +(n—Dax "t + ... +a,_,.'")
Derivaci polynomu X’ zna¢ime X” atd. Stanovte obecn& X("’(x).
6. DokaZte: Jsou-li X, Y dva polynomy, jest (X + Y)' = X' + Y’, (XYY = X'Y + XY".

Indukci odvodte odtud pravidla pro (X; + X, + ... + X)), (X, . X, ... X;)" (specidln& pro
@), (.

7. BudiZ X polynom stupn& nejvy$e n-tého, dany rovnicf (17); budiZ « komplexni &islo.
Piete-li v (17) x* = ((x — &) + «)* a rozvinete podle binomické poutky, obdrZite po Gpravé
vzorec

xX—x ” (J:—a;)2
TR T

+ oo + XP)

x—a)f
(18) X(x) = X(&) + X'(=) —

Utitim tohoto vzorce na polynom X’ obdrZite

_ n—1
bt X E T

(19) X'(x) = X'(x) + X"(a) TR

X —o
1!
Podobn& pro X*)(x).

8. Z (18) ihned plyne: BudiZ k > 0 celé. Potom &islo x je k-ndsobnym kofenem polynomu X
tehdy a jen tehdy, je-li X(o) = X'(a) = ... = X* V() = 0, XP(x) + 0.

9. Budte P(x), Q(x) mnohotleny; necht Q(x) m4 vesmés jednoduché kofeny «,, ..., x,, takZe

P(x) u Aj

— =Y 4 H@,
Q(x) ,-gl x —ay

kde 4; jsou konstanty, H(x) polynom.

Potom jest

(20)

P
A = '(aj) .
Q'(x ])
Navod: Stati provést pro j = 1. Ndsobim-li rovnici (20) polynomem Q(x) = bo(x — ) ...
... (x — ), dostanu rovnici, kterd plati pro viechna x (i pro x =a; — prot?). Dosazenim
x = oy vyjde

Ploy) = Abo(xy —xj)...(xy — ) = 4;0(x,) .
10. Derivaci raciondlni funkce P(x) : Q(x) = R(x) (P, Q polynomy) definujeme rovnici

(P(x))’ _ P 0m — P QG

Q(x) 0%(x) ’

17) Tato definice m4 vyznam hlavng& v algebfe, které je pojem limity celkem cizi. Také ji asi
mnohy &tendf z algebry znd. Ctenaf, ktery ji nezn, naudi se v t&chto cvidenich n&kterym
vzorcum, které budeme v dalSim potfebovat.
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je-li @ = 1 (tedy R = P polynom), je to ve shod& s definici v cvitenf 5. Ale k oprdvnénosti této

definice je tfeba je§t& dokdzat, 2e nezdvisi na tvaru, v jakém piSeme racionilnf funkci R(x) (napl‘.

x2—x
funkci _x_l 1ze psét té% ve tvaru o apod. ). Pfesn& vyjddfeno, midme dokézat toto:
x —

—2x+ 1
Jsou-li P, Q, T, S polynomy, a plati-li rovnice

Pw _ T

@n 20 ~ 5

pro viechna x, pro né je Q(x) + 0, S(x) + 0, potom pro viechna tato x plati té% rovnice

P'(x) Q(x) — P(x) Q'(x) _ T'(x) S(x) — T(x) S'(x)
Q%(x) S%(x) )

22)

Navod: Z (21) plyne PS = Q T pro viechna x bez vyjimky a tedy (derivuji) P’'S + PS’ = Q'T +
+ QT’. Nasobim-li tuto rovnici polynomem QS a uZiji rovnice PS = QT, snadno obdrZim (22).

l.l. Budte R, = P;:Q,, R, = P,:Q,, kde P,, P,, Q,, @, jsou polynomy. DokaZte
(s pouzitim cviéeni 6) vzorce
R, RiR, — R,R,
(R, + R)Y = Ry + Ry, (R,R)Y = R{R; + R,R;, <_'.) R L i
R, R3
PiQy+ PyQ,
0,0,
a ukéZete, Ze se rovnd soultu derivaci funkci P, : Q; a P, : Q,, sestrojenych podle cviceni 10;
podobné u dalsich dvou rovnic.)

(Prvni rovnici dokaZete oviem tak, e pomoci cvieni 10 a 6 sestrojite derivaci funkce

12. Vzorec v cviCeni 9 se tykal pouze pfipadu, 2¢ mnohoélen Q mél vesmés jednoduché
kofeny. Odvodime nyni obecny vzorec. Budte P, Q polynomy; nechf Q mi k-nasobny kofen «,
takZe Q(x) = (x — a)" Q(x), Q,(x) #= 0 (k > 0). Rozklad funkce P: Q m4 tvar

£(X_)_ Ak Ag_l Al
0x) (x—oa)f  (x—a)! t+ .. +X—a+""'

pfi¢emz ostatni &lenové neobsahuji jiz x — a ve jmenovateli. Odtud

P(x) ) R
0,0~ Mt A F A Al —at 4 (x —a)t 'Q:(x)' .

kde P, je polynom. Derivuji-li r-krite (0 < r < k& — 1) a dosadim pak x = «, vypadnou vpravo
viechny ¢leny aZ na &len s 4, _, a vyjde

P 5
riAg—, = dx' Q[(x) -a'
o

d
Pfitom oviem d—a f(x) — pravé tak jako £(®) (x) — zna¥ f(x).
x
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Pro k = 1 lze tento vzorec psét téX ve tvaru

P(x)

4= o

— tedy tyZ vzorec jako v cviteni 9.

§ 2. Redukce integrili tvaru [R(x, \/aox" + ¢, x""' + ... + a,_yx + a,) dx.

V tomto paragrafu budiZ déna racionalni funkce dvou proménnych R(x, y)
(obecn& s komplexnimi koeficienty) a mnohotlen X(x) = aox" + a;x"~' + ... +
+ a,(ao # 0,n 2 0). Pojem racionalni funkce dvou proménnych byl zaveden na
za&atku § 4 v kap. IV. O mnohodlenu X budeme pfedpokladat, Ze ma redlné soudi-
nitele; budeme viak pripbustét i takové realné hodnoty x, pro n&Z jest X(x) < 0.

Abychom i pro takové hodnoty x méli definovan ./X(x), definujme obecng& \/ a

pro a < 0 vzorcem /a=i,/—a, tedy napt. /— 4 =2i (a nikoliv — 2i).
Pro X(x) < 0 klademe tedy \/X(x) = i/ — X(x).'®)

Poznamka 1. (Jen pro ty &tenafe, ktefi znaji zaklady teorie analytickych
funkci jedné komplexni prom&nné). Omezeni na realné polynomy X jsme uéinili
pouze proto, abychom se nepoustéli pfili§ hluboko do teorie komplexnich funkci.
Mimoto se omezujeme na reidlné hodnoty x. Ale &tenaf, ktery znd poné&kud teorii
analytickych funkci jedné komplexni proménné, nemusil by &init ani prvni ani druhé
omezeni. V celém zbytku této kapitoly jde pouze o primitivni funkce (tj. o funkce
s danou derivaci). Viechny tyto ivahy — vyjma ty, v nichZ se pfimo mluvi o realnosti
né&kterych &isel nebo funkci — by platily i tehdy, kdybychom pro koeficienty poly-
nomu X i pro prom&nnou x pfipoustéli téZ komplexni hodnoty (rozuméjice potom
oviem slovem ,,derivace derivaci podle komplexni promé&nné). Pfi komplexnich
hodnot4ch proménné x by oviem &ten4f musil dat pozor na ,,v&tve mnohozna&nych
funkci, které se pfitom vyskytuji. — Cel4 tato poznamka vlastné pfekra&uje ramec
této knihy; &tenaf si nemusi nic délat z toho, jestliZe ji neporozumél.

Cilem tohoto paragrafu jest odvodit vzorce pfevadéjici (,,redukujici‘) integral

(23) S R(x, \/X(x)) dx
na nékolik jednoduchych integrald tohoto druhu. Je-li n = 0, je integral (23) prost&
integral racionalni funkce; je-lin = 1 nebo n = 2, je to integral typu vySetfovaného

18y poznamenejme, e i pro ty redlné hodnoty x, pro n&% je X < 0, plati vzorec

d X’

nebot
1 X’
(— Xy = -

d
— (S =0=i. . R
dx( n=1 2 /-Xx 2 /—Xx

(derivuje se zde komplexnf funkce red/né proménné x).
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v kap. IV, § 4, 5; je-li n = 3 nebo n = 4, fikdme integralu (23) integrél elipticky,
je-li n > 4, fikdme mu integral hyperelipticky. Poznamenejme, Z¢ miZeme pfedpo-
kladat, ¢ mnohollen X ma pouze jednoduché kofeny, nebof druhou mocninu
kaZdého kofenového &initele 1ze odmocnit,”) ¢imZ docilime kone¢né toho, Ze pod

odmocninou zistane kaZdy kofenovy &initel pouze jedenkrate. JeZto (\/)_()2 =X
je mnohotlen, lze psat (P,, P,, ... jsou mnoho&leny)

R(x, /) = Py + Py /X _ (Py+Py/X)(Py—Py/X) _Ps N P,JX

P3+P4\/7 Pg_XPi P6 P6 '

posledni zlomek ma pak tvar

PX _ P
Pe/X QJX

Vysetfovany integral 1ze tedy pfevést na soudet integralu funkce racionélni a integrilu
tvaru

(24) P(x) dx

o(x) /()

RozloZime-li P : Q na Caste¢né zlomky podle véty 57 a poloZime-li pro kratkost

(25) 1,(2) = j(x — a2

(P, @ mnohotleny, Q neni 0) .

Vv (X)
(m=0, +1, +2, +3,...),1,0) =1,

je patrno, Ze integrél (24) je linearni kombinaci integrald tvaru

(26) I, Iy, 1o, o5 Toy(0), I-5(2), I-5(a), ...,

kde a probiha kofeny mnohoélenu Q.
Pro integraly (26) sestrojime vzorce reduk&ni. Pro libovolné celé r je

d v o Mx =) X 4+ Yx —a) X'
(@) P CERVe B . B LA 4
x \/}
abychom dostali vztah mezi integraly (26), rozvifime &itatele podle mocnin x — «
a potom integrujme. Jest, jak znimo napf. z algebry?°),

X(x) = X(a) + %X’(a).(x —a)+ ...+ %!X(’"(a)(x -a),

19) U nerealnych kofeni vezmu sou&asné s kazdym kofenovym &initelem té% kofenového &initele
komplexné sdruZzeného.

2% Neni-li « re4lné, znati symboly X“(x), X"(x), ... derivace polynomu X(x) podle komplexni
proménné x v bod¢ a. Komu tyto véci nejsou b&2né, nechf si probere cviteni 5—12 v § 1;
viz hlavné cviteni 7.
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(n—1)

X'(x) = X'(a) + %X'(a).(x —a)+ ...+ X™a) (x — a)*~".

Polo2ime-li pro kratkost

28)  X(@) = A4, % X'(@) = Ayeyy oo % X®(a) = Ay (Ao = ag),

plyne z (27)

d r /| 1, x — g)ttr-t
a(("—“) \/X)-ﬁ(("*'z)f‘o( ) +

+(r+3n—1)A(x—a)* 2 4.+ (r+3) Auy(x —a) +

+ rA(x — a7,
nade? integraci

(29) (r + 3n) Aolus,—y(@) + (r + Xn — 1)) 41,4, 5(a) +
Font (r+ DA 1(a) + rAL_(0) = (x — @) /X

Pfedpokladejme nyni n > 0. Z (29) je pak pfedn& patrno: Je-li r > 0, lze I,4,-,()
vyjadfit pomoci integréld I,(«) s niZ3imi nezipornymi indexy k (nebot 4, = a, #+ 0).
Tim se dajf viechny integraly I,(«) s nezdpornymi m prevést na integraly Io(a),
I,(«), ..., I,_4(«). PoloZime-li dale r = 0, odpadne v (29) posledni &len vlevo a dosta-
vame jesté I,_,(«) vyjadfen pomoci integrald I(«) s indexy k =0,1,..., n — 2.
(Pro n = 1 jest oviem I,_,(&) = Io(a) rovnici (29) pfimo uréeno; ostatng jde v tomto
pfipad& o trividlni integral.)

Vsimn&me si za druhé integrald I,(a) se zdpornym k. JestliZe a neni kofenem
mnoho&lenu X, jest A, = X(«) + 0 a rovnice (29) vyjadfuje kaZdy integral I,_,(«)
se zépornym r (tedy r — 1 < — 2) pomoci integrald I,(«) s v&t3imi indexy; tim se da
kaZdy integral I («) (m < 0) pfevést na integraly I(a) sindexy k = — 1,0,1,2,3,...
Je-li viak a koFenem (a tedy jednoduchym kofenem) mnohoclenu X, jest A, =
= X(«) =0, 4,_; = X'(«) % 0 a rovnice (29) dovoluje vyjadfit I(«) pomoci in-
tegrald Iy(«) s v&3imi indexy (nebof (r + 1) 4,_, + 0); tim se da kaZdy integral
I(«) (pro X(a) = 0) pfevést na integrély I,(«) s nezipornymi indexy.

Viimnéme si kone&né, Ze pro m > 0 lze integral I,(x) vyjadfit integraly I, I, ...,
... I, (sta&i, rozvineme-li v (25) &initele (x — )™ podle binomické poutky). Madme
tedy celkem tento vysledek: BudiZ X realny mnohoclen stupné n > 0 s kofeny vesmés
jednoduchymi; potom ndm vzorec (29) umoZiiuje vyjadfit integral (24) pomoci
integrala

(30) I Iy, oo Tuo2, ) I_(a),
kdeZ a probiha ony kofeny mnoho€lenu @, jeZ nejsou kofeny mnohoélenu X.

21y Tyto integraly odpadnou pron= 1.
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Poznamka 2. Je-li n = 1 nebo n = 2, dovedeme integraly (30) vypocist podle
metod vyloZenych v kap. IV, § 4, 5. Tim ziskdvidme novy zpisob pro vypolet in-
tegrald (23) v pfipadech n = 1,2. Misto abychom hned uZili metod z kap. IV,
§ 4, 5, rozloZime integral (23) na integral raciondlni funkce a integrély tvaru (30)
a teprve na tyto integraly uZijeme substituce z kap. IV, § 4, 5, kterou popf. jesté
né&jakym vhodnym zpisobem pozménime. V néasledujicich dvou ptikladech to uka-
Zeme trochu podrobnéji.

Priklad 1 (n = 1). V pfipadé n = 1 jde pouze o integraly tvaru

(1)

(apx + ay #+ 0,a0 + 0).

-[(x—a)\d/tm

Je-li a reélné, kladme aox + a, = t3, t > 0 (pokud aox + a,; > 0; jde-li o interval,

v némZ jest aox + a, <0, piSi \/apx + @, = iy/— apx — a,, — apx — a; = 1%,

¢t > 0); tim dostaneme integral
2d:
1 —agx —a,

jehoz vypocet je snadny. Je-li « neredlné (¢ = y + 6i,6 + 0,7, 6 reélné), pi¥me

1 x—y+0i
x—a (x—7y)P2+6
takZe jde o integraly typu
(32) (Ax + B) dx

(x* + px + ) Jaox + a, '

kde 3p* — ¢ < 0 (p, 4, A, B reilna). Stejna substituce jako svrchu vede k integra-
Idm tvaru

C 2
(32a) I ﬂ% dt (1P* — Q < 0; C, D, P, Q reélni).

Metodou neurditych soudiniteld snadno ziskite reilny rozklad 1* + P12 + Q =

=@+ u+p)(P+Xt+p) kdep=p=/0,1=—-2=/2/Q - P, na-

&% potitate integral (32a) obvyklym zpisobem.

Ptiklad 2 (n = 2). V pfipadé n = 2 jsme integral I, jiz poditali; jde jeste
o integral
dx

3) 1) = I(x —a)/ax? + bx + ¢

(@ #0,ax® + ba + ¢ # 0)
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(pi3i a, b, ¢ misto ag, a,, ;). Je-li a redlné, vede substituce x = - + a k integralu
t

tvaru

J’ dt
JAZ ¥ Bt + C
Neni-li « realné, pfevedeme integral (33) jako v piikl. 1 na integrély typu

(34) (Ax + B)dx 22
(mx* + px + gq) Jax* + bx + ¢

kde ip* — gm < 0(m, p, q, A, B realné). Abychom tento integral zjednodusili,
pokusime se pfevést jej vhodnou substituci na integral téhoZ typu

(35) (A’y + B')dy
(m'y* + Py + q')Ja'y* + b’y + ¢

v némZ viak p’ = b’ = 0. Podafi-li se to, bude integral (34) pteveden na integrély
typu

(36) A'ydy B' dy )
(m'y?* + q)Ja ¥ + ¢ (m'y* + q")Ja'y* + ¢

Prvni z t&hto integrild se substituci®?) a’y? + ¢’ = % 1*(t > 0) pfevadi na integrél

typu L; druhy se substituci y = ! pfevadi v podstaté na prvni.
H* + K

¥4
Jde jest& o substituci pfevadgjici integral (34) v integral (35), kde p’ = b’ = 0.
Jeeli 2 = 2, stadf substituce x + 2= = x + & = y, jak je ihned patrno. Budiz
a m 2a 2m
tedy ap — bm =+ 0; substituce
37 X = ry+s
(37) y+1

pfevadi integral (34) zfejmé v integrél typu (35), pfitem2

(38) P'=2mrs + p(r + s) +2q, b =2ars+ b(r +s)+ 2.

Jde tedy o to, zda lze nalézt redlna &isla r, s tak, aby bylo p’ = b’ = 0, r % s (pod-
minka r # s je nutni k tomu, aby se z (37) dalo naopak vypotist y pomoci x; pro

22y Vlastn& vyjde m = 1; pi8i obecn& m pro v&tsi symetrii.
23) Pro a’ + O; ptipad a’ = 0 by byl trividlni.
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r = s a pro viechna y + — 1 by totiZ (37) davalo x = r). Rovnice p’ =0, b’ =0
jsou podle (38) dv& rovnice pro r + s, rs, jejichZ feSent jest
—aq + cm bg —cp .

r+s=2——m4m— | rs = ;
ap — bm ap — bm

tj. r,s maji byt kofeny kvadratické rovnice (ap — bm)¢&? + 2(ag — cm) & +
+ (bg — cp) = 0a jde o to, zda tyto kofeny jsou realné a riizné, tj. zda vyraz

(39) 4 = (aq — cm)? — (ap — bm) (bq — cp)

je kladny. Kofeny mnohodlenu mx? + px + g jsou a,a; kofeny mnohoélenu
ax? + bx + ¢ oznaéme A, u; podle predpokladu jsou &isla 4, u rizna a té? rizna
od &sel a, a. Je#to p = — m(a + &), g = mad, b = — a(d + p), ¢ = ady, vyjde
dosazenim do (39)

4=a’m*((ax — Ap)> +(A+p—a—a)(A +p)ax — A« + a))).
Snadno zkontrolujeme, Ze

(40) 4=a*mi(x—)(@x—A)(x—u)(@-py).

Jsou-li 4, u redln4, je zde prvni zadvorka komplexné sdruZena s druhou, tfeti s &tvrtou;
jsou-li viak 4, u komplexné& sdruZen4, je prvni zdvorka komplexné sdruZena s &tvrtou,
druha s tfeti. JeZto sou¢in komplexné sdruZenych &isel (¢ + in) (£ — in) = &2 + n*> 2
2 0 je nezaporné ¢&islo a jeZto Zadna zavorka v (40) nenf rovna nule, je vskutku
4>0.

PFi konkrétnich vypodtech divejte pozor na znameni pfi odmociiovani.

Cvideni

1. BudiZ 0 < k < 1. Vyjadfete

a- kz)J. dx
(a0 — k3% Ja = 5% 1 = k%)

integraly Iy, I, I3.2*) Vysledek: vyraz se rovnd I, — k21, — k2x [T — x¥: /1 — k222,

2 .
! = x“ dx

2 '[——dx 1 1+J. dx
szxz+2x—l x xfx*+2x—1 \/;‘+2x—l-
.
—— d
S.J‘ ud dx=§xe‘+l—§I ud

1 JEFL

2‘) Integrél /; by se oviem substituct x? = tdal pfevést na integrél typu vySetfovaného v cvideni
16, 17 ke kap. IV.
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dx 1 x+2 -
4. =— x*+2x+2+
J‘(x2+l)z\/xz+2x+2 041V

3 (x +2)dx
2+ /Fram+2z

8. Posledni integrdl v cviteni 4 vypoltéte metodou, udanou v pfikl. 2; derivovidnim se
pfesv€d&te o spravnosti vypodtu.

§ 3. Redukce vySetfovanych integrili racionflnimi operacemi. Metody kapitoly IV
a prvnich dvou paragrafi této kapitoly spotivaly pfedeviim na rozkladu racio-
nélni funkce P(x) : Q(x) podle v&ty 59 nebo 57. Ale tyto rozklady dovedeme provést
jen tehdy, dovedeme-li fesit rovnici Q(x) = 0, coZ je ukol, ktery pti rovnicich vy$siho
stupné miiZe pisobit obtiZe jak po&etniho, tak i zdsadniho razu, jak je zndmo z algebry.
Je proto vhodno viimnout si, jak daleko je moZno se dostat v rozkladu racionalnich
funkci a v otazkach integrilniho podtu s tim spojenych (viz prvni dva paragrafy
této kapitoly) bez feSeni rovnice Q = 0, pouze s pouZitim racionilnich operaci.
(Racionélnimi operacemi rozumim s&itani, odgitani, nésobeni a d&leni.) To nyni
u¢inime, musime viak pfedtim pfipomenout nékteré v&ci z algebry. Ctenaf je asi zn4;
proto je vétSinou nebudu zde odvozovat, nybr? pfedklddim je &tenéfi jako cvideni
(s dostateng obsirnym ndvodem), takZe si je &tenaf miZe zopakovat, popf. — pokud
je neznd — se jim naudit.

Budte F(x), F,(x) dva mnohogleny, z nichZ 24dny neni 0.2%) Podle v&ty G v kap.
1V, § 2 existuji mnohogleny G,, F; tak, 2¢ F, = G,F, + F,, kde F; je budto 0
nebo ma stupefi niZsi neZ F,. Neni-li F; nula, jest obdobn& F, = G3F; + F,, kde
F, je budto nula nebo mé stupeii niZ$f neZ F,; tak miiZeme pokrafovat dile; jeZto
stupn& mnoho¢lend F,, F,, F,, ... klesaji, musi se postup jednou zastavit, tj. nakonec
dojdeme k mnohotlenu F, ., (k + 1 = 3), jenZ je 0. Dostavame tedy soustavu rovnic

(41) Fl =GzF2+F3, Fz=G3F3+F4,...,Fk_2=Gt_le_| +F.,
Fy-y = GyFy.

Odtud je pfedn& patrno, Ze F, je délitelem mnohoglenu F,_,, tedy (podle pfedposledni
rovnice) délitelem F, _, atd., a¥ kone&n& vychézi, ¥e F, je spoleénym délitelem mnoho-
¢élentt Fy, F,. Naopak, kaZdy spole¢ny délitel mnohoélenit F,, F, je (podle prvni
rovnice) délitelem mnohoglenu F,, tedy (podle druhé) délitelem F, atd., a% kone&né&
vychazi, Ze je délitelem mnohoélenu F,. KaZdy mnohoélen majici tyto dvé& vlastnosti
(vytistEné leZat¥) se nazyva nejvEtiim spolenym délitelem nebo nejvétsi spoletnou
mérou mnoho&lend F,, F, (viz cvi®eni 1). Tento nejv&t3i spoleny delitel je aZ na
konstantniho &initele jednozna&n& ur&en; stanovim-li napf., Ze soudinitel pfi nejvyssi
mocniné x mé byt roven 1, je tim jiZ nejvétsi spole&ny délitel uplné& stanoven; tohoto
nejvétiiho spole€ného dilitele mnohotlend F,, F, ozna&me (F,, F,). Mnoho&leny

25) Nevadilo by, kdyby F, byl polynom 0. Podrobn&ji viz cvitenf 1.
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F,, F, se nazyvaji nesoudélné, je-li jejich nejvétsi spoletny délitel roven 1. V tomto
pfipadé lze nalézt mnohoéleny H,, H, tak, Ze je identicky

(42) 1 = H,(x) Fy(x) + H,(x) Fy(x)

(viz cvieni 2, 3). Mnohotleny H,, H, Ize stanovit budto z rovnic (41) nebo metodou
neurditych souciniteli.
Je-li
Fy(x) = ag(x — a,))* (x — a3)™...,
Fy(x) = bo(x — a,)™* (x — a5)™ ...

(kde r;, s; jsou cela nezaporna &isla, a,, a,, ... navzijem riznd &isla, a, + 0, by + 0),
je (Fy, F)) = (x — a,)" (x — a;)"* ..., kde t; = Min(ry, s,), t; = Min(rs, s3), ...
Rovnice (Fy, F;) = 1 znadi, %e rovnice F,(x) =0, Fy(x) = 0 nemaji spoletného
kofenu (viz cvi&eni 4).

Je-li (F;, G,) = 1 pro viechna j (1 < j < m)avSechna k(1 £ k < n), je téz

(FIFZ cee Fm, GIGZ eee G,,) = 1 (Cviécni 5) .

Ma-li rovnice F(x) = 0 kofen a pravé r-nasobny (r > 0), mé rovnice F'(x) = 0
kofen « pravé (r — 1)-nasobny (cvi€eni 8 v § 1; slova ,,rovnice F’ = 0 mé kofen «
nulnasobny* zna&i oviem, Ze rovnice F’ = 0 vibec nemé kofen a). Mnohotlen
F, = (F, F') ma tedy za kofeny pravé viechny aspoii dvojnasobné kofeny mnoho-
¢lenu F, a to kaZdy s nasobnosti pravé o jednotku niZsi; mnohoélen G, = F: F,
ma tedy tyté? kofeny jako F, ale vesmés jednoduché. Dale: Mnohotlen F, = (F,,

1) mé za kofeny pravé viechny aspoii trojndsobné kofeny mnohoclenu F, a to
kaZdy s nasobnosti o dvé€ mensi neZ F, mnohoélen G, = F, : F, ma tedy za kofeny
— a to vesmé&s jednoduché — pravé viechny aspoii dvojnasobné kofeny mnohoclenu
F. Mnohotlen X; = G, : G, ma tedy za kofeny — a to vesmés jednoduché — prave
viechny jednoduché kofeny mnohoélenu F. Postupujeme-li takto dale, miZeme
rozloZit F ve tvar F = X, .X3.X3}..., kde X, je mnoho&len majici za kofeny
(a to jednoduché) viechny j-ndsobné kofeny mnohoglenu F; jest oviem (X, X,,) = 1
pro j # m (viz podrobn&ji cvieni 8).

Poznamenejme je§té: Z rovnice (42) plyne

L _H

F\F, F, F,
tedy
P  PH, + PH,

F\F, F, F,

26) Napisi-li takovou rovnici mezi racionilnimi funkcemi, rozumim tim, Ze je splnéna pro
viechna x, jeZ nejsou kofeny jmenovateld; k tomu sta&i (viz pozn. 2 v § 1), je-li splnéna pro
nekoneéné mnoho x.

1S — Jarnik: Integrdini polet I.
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pro kaZdy mnohoglen P. Odtud uplnou indukci: Je-li (F;, F}) = 1prol1 Sj<k <
< m, existuji ke kaZdému mnoho¢lenu P mnohoéleny P,, ..., P,, tak, Ze je
P P, P, P,

(43) —— =y 2+
F,F,...F, F, F, F

(viz podrobnéji cvigeni 6, 7).

Nyni pfistoupime k vlastnimu pfedmé&tu tohoto paragrafu. Budte ddny mnoho-
¢leny P(x), Q(x), X(x)*") (vesmes stupné& 2 0); ptdme se, na jaké jednodussi integrdly
je moZno redukovat integrdl
(44) P(x) dx

o(x) /X (x
pouhymi raciondlnimi operacemi (tedy bez feseni rovnic @ = 0, X = 0). Pfedeviim
chceme z X odstranit mnohonasobné kofeny; to dovedeme provést: RozloZime
X =U,U3U3 ..., kde (U;,Uy) = 1 pro j + k a mnohotleny U; maji pouze jedno-
duché kofeny; to lze psat téx

= (U,U, UV, ...). (U3U3ULUSUSUS ),
a druha zavorka se d4 odmocnit. Budeme pFedpoklddat, Ze jsme tuto vipravu ji¥
provedli, tj. e X nemd mnohondsobné koreny. Potom rozloZzime obdobng
Q(x) = T,T2T3..., (T, T) = 1 pro j + k.?®)

U kaZdého T; najdeme Y; = (X, T}) a piSeme T; = Y;. Z;; jest pak jiZ (Z;, X) = 1
(nebot T; ma vesmés riizné kofenové Cinitele, a ty, které ma spoletné s X, jsme dali
do Y)). Tak méme Q(x) = Y,Z,Y2Z}Y3Z3... a kterékoliv dva z mnoho&lenil
Yy, Z,, Y2, Z3, ... jsou nesoudéIné. Podle rozkladu (43) lze tedy na% integral pfevést
na soulet integrald tvaru

(45) P; dx R; dx

Zx InE”

kde (X, Z;) = 1, kde#to Y, je délitelem mnohotlenu X.
Jde tedy o integraly tvaru

;» Rj mnohotleny) ,

A dx (A4, B, X mnohogleny, j celé kladné),
BJ /

kde B, X maji pouze jednoduché kofeny, a vedle toho budto L. jest (B, X) = 1 nebo

II. B je dé&litelem mnoho¢lenu X.

27y ptedpokladam, %e X je realny mnohodlen.

28) predpokladejme, Ze stupeit Q je kladny. Kdyby byl roven nule, dal by se integrél (44) ihned
vyjadfit integraly Io, Iy, I, ... z § 2.
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V ptipad€ I jest (B, X) =1, (B, B’) = 1, tedy (B'X, B) = 1. Tedy existuji
mnohotleny M, N tak, ¢ MB + NB'X = 1, nade%

A ___AM +ANJ')?B'
B /X B-'J/X B/

Pro j > 1 je viak

( AN /X ) _ AN /XB' , (ANYX + ZANX’

(1-j)B~! B (1-j)B X’
a tedy :
46 A _(_aNJX \ A,
“ B'X ((l—j)B"‘) N4

kde A4, je mnohotlen, takZe

Iid_x_ ANVX [ A dx

B /x (1-jB™! B! /x

Postupujeme-li podobné dile, dostaneme kone&né rovnici tvaru

(47) Jid_x CY/X D dx

(proj >1).

B /x B! B /X'
kde C, D jsou mnoho&leny.
V piipadg II jest X = BY, kde (Y, B) = 1 (je#to X m4 jen jednoduché kofeny);
jeZto té% (B, B') = 1 a tedy (B, YB') = 1, existuji mnohotleny M, N tak, ¢ MB +
+ NYB' = 1, nale? .

(48)
Jest viak?®)
( ANY >'=(l _j)ANB'_Y_l ANYX' (ANYY ]
B /X B /X 2B-'x /X B /X
V druhém ¢&lenu vpravo dosadime X = BY, X’ = B'Y + BY' a obdrZime
ANY .

( )'= (1 _ ]) ANBY | Ay
B /x) \2 B /X B-'JX’

AM ANB'Y

A
= — + — .
B /X B-'JX BJX

1Y 1 X
29) 1 pro z4porné X platf vzorec (——) = — -

R T
(- )T

nebot

15¢
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kde A, je mnohoglen, nake¥ z (48) plyne (4, je rovn&Z mnohotlen)
®) A _ < ANY ) A
B/x \Q-j)Btyx/) BJX

Na rozdil od vzorce (46) plati (49) i pro j = 1. Integraci obdrZime reduk&ni vzorec
a opakovanim tohoto postupu dosp&jeme k vzorci

L= = D —,
BJx BJyx J JX

kde C, D jsou mnoho¢leny. Nasobime-li v prvnim €lenu vpravo &itatele i jmenovatele
/X a dosadime pak do jmenovatele X = BY, miZeme misto (50) psat té2

(50) J‘A dx CY + dx

J' dx
X +|p=X.
> S TR ROV -

Integraly (45) Ize tedy pfevést na tvar (C;, D;, F;, G; jsou mnohogleny)

(51) C;/X (D, dx FiJX (g 9%

z! Ziﬁ, Y] l\/}.

Sestrojime-li soudet t&hto vyrazii a uvedeme jednak &leny integrované, jednak
funkce za znamenim integradnim na spoleéného jmenovatele, vidime, Ze integral
(44) 1ze ptevést racionalnimi operacemi na tento tvar:*°)

(52) @_@i=P1(x)\/Y+jP2(") dx
N AN I R NG

(Py, P3, Q,, Q; jsou polynomy). Pfitom Q, ma kofeny vesmés jednoduché; kofeny
Q. jsou ony kofeny Q, jez nejsou kofeny X.3!') Mnohotlen Q, ma tyto kofeny:
Pfedn& ony kofeny mnohotlenu Q (a to ve stejné nasobnosti), jeZ jsou téZ kofeny X;
za druhé ony mnohonasobné kofeny Q, jeZ nejsou kofeny X, a to s nasobnosti
o jednotku niZ3i.

J"Adx CJ/X

V celém tomto paragrafu jsme pfipoustéli téZ pripad, Z¢ X mai stupeit 0; tak
dostavame pro integrél racionalni funkce P : Q tento rozklad:

dx ;

(53) P(x) dx = Py(x) + Py(x)
0(x) 04(x) 0,(x)
30) pfedpoklddim, e X nemi mnohondsobné kofeny.

3‘) Neé&které z téchto kofenlt mohou chybét (je-li napf. v (51) néktery mnoho&len D; nula),
ale mohu je tam dostat tim, Ze zlomek P, : Q, vhodn& roziifim.



§3 233

zde oviem jest Y, = 1. Tedy: Q, ma za kofeny pravé viechny mnohonasobné ko-
feny Q, a to s nasobnosti o jednotku niZii; @, mé pak tytéZ kofeny jako Q, ale vesmés
jednoduché. Provedeme-li dé&leni

P_2=R+i

Q2 Q2
a integrujeme-li polynom R, vidime, Ze v (53) smime pfedpokladat, Ze P, je budto
nula nebo mé stupeii niZ$i neZz Q,. Rovnice (53) dava rozklad integralu na ,,racio-
nalni &st* P, : Q, a na integral funkce P, : Q,, ktery — kdybychom provedli
cdx

rozklad na &aste€né zlomky — by se vesmés skladal z ¢lent tvaru J‘ (uZivdm
X —a

rozkladu z véty 57).

Rozklad dany rovnici (53) dovedeme — jak bylo obecnéji zdirazné&no pfi rov-
nici (52) — provést pouZitim racionélnich operaci na polynomy P, Q (k nimZ pfi
rovnici (52) jest& pfistupuje polynom X) — tedy specidln& bez feSeni rovnice Q = 0.
Vé&c se &tenafi jisté jesté pribliZi, probere-li pfipojena cvi€eni.

Cviceni

Cviteni 1—8 jsou urtena k tomu, aby si ¢tendf zopakoval z algebry to, co jsme v tomto
paragrafu potfebovali. Jsou stylizovidna tak ob$irné, Ze ten, kdo tyto v&ci neznd, se jim zde
muZe naudit. Mluvim-li v t&chto cvi¢enich o rovnici mezi mnoho&leny nebo obecnéji mezi racio-
nélnimi funkcemi, rozumim tim rovnici identicky platnou, i kdyZ to vyslovné neteknu.32)

1. Spolenym délitelem dvou mnohotlenu F,, F, nazyvdm ka?dy mnohoclen G, ktery je
délitelem mnohotlenu F; i mnohodlenu F, (tj. G neni mnohotlen 0 a plati rovnice tvaru Fy =
= GH,, F, = GH,, kde H,, H, jsou mnoho¢leny; viz definici pojmu ,,délitel** v kap. 1V, § 2,
poznimka 2). Mnoho¢len G nazyvame nejvétsim spolecnym délitelem nebo nejvétsi spoleénou
mérou mnohollendt Fy, F,, ma-li tyto vlastnosti: Pfedné je spoleénym délitelem mnohotleni
F,, F,; za druhé kaZdy spole¢ny délitel mnohollent F,, F, je délitelem G. Jsou-li G, G, dva
nejvétsi spolecni délitelé mnohotlenti Fy, F,, je G délitelem G, a téZ naopak, odkud G = ¢G,,
kde c je konstanta. Existuje tedy aZ na konstantniho Cinitele nejvyse jeden nejvétsi spole¢ny délitel
mnohotlent Fy, F,. Ze pak jeden takovy nejvétsi spoleény délitel existuje, pokud neni F 1 ani F,
identicky roven nule, plyne z rovnic (41), jak bylo ukdzano na str. 228. Je-li pak napf. F; rovno
identicky nule, F, pak nikoliv, je zfejm& F, nejvétsim spolenym délitelem. Je-li F; = F, = 0,
neexistuje oviem nejvétsi spoletny délitel (pro?). Onoho nejvétsiho spoletného délitele,
v némZ soucinitel pfi nejvy$si mocniné x je roven 1, oznaéme jako na str. 228 znakem (F;, F,).

2. Z rovnic (41) odvodte: Existuji mnohotleny H,(x), H,(x) tak, e je identicky (Fy, F,) =
= H,F, + H,F,. Budte nyni dény F;, F,, K. Ptime se: kdy je moZno nalézt mnohotleny H,, H,
tak, aby bylo identicky K= H,F, + H,F,? Odpovéd: tehdy a jen tehdy, je-li X nasobkem
mnohotlenu (Fy, F,) (tj. je-li (F, F,) délitelem K).

3. Specidln&: K mnoholenim Fy, F, existuji mnohotleny H,, H, tak, Ze je identicky
I = H\F, + H,F,, tehdy a jen tehdy, je-li (F,, F,) = 1. Maji-li F,, F, kladny stupei, lze

*2) O mnohotlenech Fy, Fy, F,, ..., K, L, Ky, K, ..., danych v cvitenich 2 a% 8, pfedpokladim,
Ze nejsou identicky rovny nule.
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(tim, 2e od H, odelteme vhodny ndsobek F, a k H, ptitteme tyZ ndsobek F;) docilit toho, Ze
H, ma4 stupeii niZ3i nez F, a H, m4 stupeii ni23i nez F,.

4. Mnohotlen K je délitelem mnohotlenu L tehdy a jen tehdy, plati-li toto: KaZdy koten
mnohoé&lenu KX (r-nisobny) je téZ kofenem mnohollenu L, a to asposi r-ndsobnym. Odtud plyne
vyjadieni nejvétsiho spole&ného délitele podané na str. 229, f. 10 shora. Specialng: Je (Fy, F;) = 1
tehdy a jen tehdy, nemaji-li F,, F, spole¢ného kofenu.

5. Je-li(Fj, Kj)) = lproi= 1, 2,..,mj=12,..mjeté: (F\F,...F, KK, ... K,) =
= 1.

6. Budte F,, F,, K mnohotleny, (F;, F;) = 1. Potom existuji mnohotleny K, K, tak,
%e jest identicky N

K _ K &y k=xF+KF

FF, F R’ T hnaTRh
(to plyne z cvileni 3). Maji-li F,, F, kladny stupefi a ma-li K nizsi stupefi ne2 F, F,,1ze dosahnout
toho, Ze proj = 1, 2 je X; budto nula nebo ma niZdi stupefi nez Fj. _

7. Uplnou indukci odvodte: Je-li (Fj, F)=1 pro 1 =i <j <n a je-li KX mnohollen,
existuji mnohotleny X, ..., K, tak, Ze jest identicky

K _K,+x,+ +l(,,
F,F,..F, F, F, '~ ' F

Maji-li viechny F; kladny stupefi a mé-li X niXi stupeii neZz F,F, ... F,, lze je$t¢ dosihnout
toho, Ze proj = 1, 2, ..., n je K; budto nula nebo ma stupeii niZi nez F;.

8. Budiz din mnohotlen Fy; definujme Fy = (Fy, Fg), F; = (Fy, Fy), ..., Fy = (Fy_,,
F{_{),... Z cviteni 8 v § 1 plyne: F; ma za kotfeny prav& viechny aspoil dvojnasobné kofeny
mnohotlenu F,, a to s ndsobnosti o 1 mensi. Indukci: Fy ma za kofeny pravé viechny aspoit
(k + 1)-ndsobné kofeny mnohotlenu F,, a to s nisobnosti 0 k meni. Odtud: Gy = Fy_, : F
ma4 za kofeny pravé viechny aspoit k-ndsobné kofeny mnohotlenu Fgy, a tyto kofeny jsou jedno-
duchymi kofeny mnohollenu G,. A koneéné: X, = G, : Gy, (k= 1,2,...) md vesmds jedno-
duché kofeny, a jsou to prav& viechny k-ndsobné kofeny mnohoclenu F,. Existuje oviem ¢&islo
mtak, 2¢ G, .y = 1; potom jest oviem X} = 1 pro k > m. Mnohotlen F; Ize pak psit ve tvaru
Fo= X, X}X3 ... X3. Mnohotleny X; jsou po dvou nesoud&Iné (tj. (X;, X) =1prol Si<j<
< m) a maji vesmé&s jednoduché kofeny.

9. Podle nédvodu cviteni 8 rozlozte mnohodlen x° — 2x® + 5x7 — 9x% + 10x> — 13x* +
4+ 12x3 — 8x% + 8x — 4. Vyjde (x% + x + 1D (x? + 22 (x — 1)>.
10. Podle navodu tohoto paragrafu (a s uZitim cviteni 9) provedte rozklad (kladouce X =
=0 +20%+1)
6x% + 7x7 + 17x% — 3x* + 195° — 8x% + 2x — 4 dx
x% — 2x® 4 5x7 — 9x% + 10x® — 13x% + 1zx3—8x1+8x—4'ﬁ‘

-2+ -1 Jx

11. Polozme Q(x) = x% — 2x° + x* — 2x3 + 6x — 6x + 2; zjistdte, 2e Q(x) = (x — 1)*.
. (x‘ — 2x + 2) (podle ndvodu cvikeni 8) a provedte rozklad

—2a* 4+ x> +3x—4 x+l+ x dx
(x

o) dr =T D —2x+2
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