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203SOBOTKOVO ØE©ENÍ APOLLONIOVY ÚLOHY
Tomá¹ Zu¹èák1. ÚvodObe
nou Apolloniovou úlohou rozumíme úlohu sestrojit kru¾ni
i,která se dotýká daný
h tøí kru¾ni
. Krása problému spoèívá mimo jinév jednodu
hosti zadání, které vybízí k øe¹ení. Tì
h vzniklo v historiiopravdu mnoho. Apolloniovou úlohou se zabývala øada význaèný
h ma-tematikù novovìku. Jmenujme napø. Vi�eta, Fermata, Newtona, Eulera,Plü
kera, Caseye. Jeden ze zpùsobù øe¹ení, který pøedstavuje tento èlá-nek, po
hází od prof. Jana Sobotky. Sobotka ¾il v lete
h 1862 a¾ 1931 apatøil mezi význaèné èeské geometry. Známé jsou pøedev¹ím jeho prá
ea uèebni
e z oblasti deskriptivní a diferen
iální geometrie. Jedno z jehoøe¹ení vý¹e zmínìné úlohy nalezneme v èlánku O nìkterý
h rela
í
h me-tri
ký
h a jeji
h u¾ití k analyti
kému øe¹ení problému Apolloni
kého [1℄.Pro úplnost uvádím, ¾e tento zpùsob je odli¹ný od toho, které je jakoSobotkovo øe¹ení vylo¾eno v [2℄ a které je spe
iálním dùsledkem obe
-nìj¹í
h úvah o problému koule dotýkají
í se ètyø daný
h koulí.2. Nìkteré poznatky vyu¾ívané Sobotkou pøi øe¹eníZavedeme pojem 
yklu. Ch
eme-li narýsovat kru¾ni
i, mù¾eme kru-¾ítkem otáèet buï ve smìru, nebo proti smìru hodinový
h ruèièek. Tatojednodu
há pøedstava nás vede k my¹len
e, aby
hom libovolné kru¾-ni
i pøisoudili jeden ze dvou mo¾ný
h smyslù otáèení (kladný pro pohybproti smìru hodinový
h ruèièek, záporný pro smysl opaèný). Vzniknetak tzv. orientovaná kru¾ni
e (
yklus). Polomìr orientované kru¾ni
e jev absolutní hodnotì roven polomìru pùvodní kru¾ni
e a je kladný prokladnou orienta
i 
yklu a naopak. V dal¹í
h úvahá
h budeme oznaèovat
yklus o støedu S a pomìru r symbolem �!k (S; r), pøíp. �!k .V libovolném bodì 
yklu je mo¾né sestrojit orientovanou teènu. Jejíorienta
e je urèena orienta
í 
yklu, jak ukazuje obrázek. V pøípadì,¾e se dva 
ykly dotýkají, musí být shodná i orienta
e jeji
h spoleènéteèny v bodì dotyku. Dva 
ykly stejného smyslu mohou proto mít pouze
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Obr. 1 Obr. 2a Obr. 2bvnitøní dotyk, 
ykly rùzného smyslu pouze vnìj¹í. V¹e mù¾e být názor-nìj¹í, pøedstavíme-li si 
ykly jako otáèejí
í se soukolí nìjakého stroje.1Máme-li dány dva 
ykly, které se dotýkají, platí pro vzdálenost jeji
hstøedù jednodu
hý vztah: jS1S2j = jr1 � r2j (1)Dva 
ykly �!k 1(S1; r1) a �!k 2(S2; r2), kdy jeden le¾í vnì druhého, majíprávì dvì spoleèné orientované teèny. Mají-li 
ykly stejný smysl, jednáse o dvoji
i vnìj¹í
h teèen, mají-li opaèný smysl, jsou to teèny vnitøní.I zde si pomù¾eme názornou pøedstavou dvou otáèejí
í
h se kol spojený
høemenem. Oznaèíme-li body dotyku jedné z teèen a 
yklù T1; T2, platínezávisle na orienta
i 
yklù:jT1T2j2 = jS1S2j2 � (r1 � r2)2 (2)

Obr. 3a Obr. 3bNyní si uká¾eme, jak je mo¾né 
yklù pou¾ít ke stanovení maximálníhopoètu øe¹ení obe
né Apolloniovy úlohy. Pøedpokládáme, ¾e ka¾dá z da-ný
h kru¾ni
 le¾í vnì zbývají
í
h. Oznaème 
ykly jimi urèené �!k1 ;�!k2 ;�!k3 .1Jednodu
hou úvahou by
hom se pøesvìdèili, ¾e není mo¾né pøiøadit ¾ádnou pøí-pustnou orienta
i troji
i vzájemnì se dotýkají
í
h kru¾ni
. Neexistují proto tøi vzá-jemnì se dotýkají
í 
ykly.
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h» 
yklus �!k1 je orientován kladnì. Symboli
ky naznaème mo¾né ori-enta
e daný
h 
yklù: + + +;+ + �;+ � +;+ � �. K urèité zvolenévolbì smyslù existují právì dvì øe¹ení { 
yklus s kladným a zápornýmsmyslem. Vý¹e uvedené poznatky o doty
í
h dvoji
e 
yklù pou¾ijeme pøiúvaze o druhu dotykù øe¹ení a zadaný
h kru¾ni
. Napø. pro volbu ++�platí, jestli¾e bude mít hledaný 
yklus �!k + kladný smysl, musí mít s �!k 1(kladnì orientovaná) vnitøní, s �!k 2 (kladnì orientovaná) vnitøní a s �!k 3(zápornì orientovaná) vnìj¹í dotyk. U zápornì orientovaného øe¹ení �!k �by tomu bylo právì naopak. Obdobnou úvahu je mo¾né provést i prodal¹í tøi uvádìné orienta
e 
yklù �!k 1;�!k 2;�!k 3. Jak snadno nahlédneme,získáme 
elkem osm rùzný
h øe¹ení obe
né Apolloniovy úlohy. Pokudby
hom zvolili zápornou orienta
i prvního 
yklu, ¾ádné nové øe¹ení ji¾nenalezneme. O 
ykle
h mù¾e ètenáø nalézt ví
e napø. v [5℄.

Obr. 4Pøedpokládám, ¾e jsou ètenáøi známy pojmy mo
nost bodu ke kru¾-ni
i, 
hordála dvou kru¾ni
 a potenèní støed. Mo
nost bodu X ke kru¾-ni
i k(S; r) je rovna èíslu m = jSXj � r2. Ne
h» je kru¾ni
 k dána vezvolené kartézské soustavì souøadni
 rovni
íK(x; y) = (x�m)2 + (y � n)2 � r2 = 0;kde souøadni
e støedu S jsou [m;n℄. V dal¹ím textu budeme èasto ztoto¾-òovat kru¾ni
i k a její rovni
i K(x; y) = 0, struènì té¾ K = 0. Mo
nostm bodu X[x0; y0℄ ke kru¾ni
i K(x; y) = 0 urèíme snadno:m = jSXj � r2 = (x0 �m)2 + (y0 � n)2 � r2 = K(x0; y0) (3)
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h» jsou dány dvì kru¾ni
e: k1(K1 = 0) a k2(K2 = 0). Pak bodX[x0; y0℄ je bodem 
hordály 
 tì
hto dvou kru¾ni
 právì tehdy, kdy¾K1(x0; y0) = K2(x0; y0). Získáváme tak rovni
i 
hordály:
 : K1(x; y)�K2(x; y) = 0 (struènì K1 �K2 = 0): (4)Jestli¾e mají kru¾ni
e k1 a k2 dva spoleèné body A a B, 
hordálatì
hto kru¾ni
 je toto¾ná s pøímkou AB. Pøedpokládám, ¾e je té¾ známakonstruk
e 
hordály dvou kru¾ni
 vyu¾ívají
í pomo
né kru¾ni
e, jako¾ ikonstruk
e potenèního støedu tøí kru¾ni
. Jinak odkazuji ètenáøe napøí-klad na literaturu [3℄.3. Vlastnosti svazku pøímekNa tomto místì uvádím vlastní modi�ka
i Sobotkova postupu odvo-zení jisté rela
e platné ve svazku pøímek, která je základem vlastního øe-¹ení Apolloniovy úlohy. De�nujme dìlí
í pomìr tøí rùzný
h kolineární
hbodù A;B;C. Rozumíme jím takové èíslo d, ¾e �!AC = d��!BC. Znaèíme jej(ABC). Dvojpomìrem ètyø rùzný
h kolineární
h bodù A;B;C;D rozu-míme pomìr dìlí
í
h pomìrù (ABC)(ABD) . Oznaèujeme jej (ABCD). V dal¹ímtextu vyu¾ijeme následují
í úmluvy: je-li U1 nevlastní bod pøímky AB,klademe (ABU1) = 1. Z toho vyplývá (ABCU1) = (ABC).V na¹i
h úvahá
h budeme té¾ vyu¾ívat dìlí
ího pomìru a dvojpo-mìru de�novaného na svazku pøímek. Ne
h» a; b; 
; d jsou libovolné rùznépøímky tého¾ svazku se støedem S 2 a \ b. Ne
h» p je pevnì zvolenápøímka tého¾ svazku rùzná od a; b; 
. Oznaème �!a
 velikost orientova-ného úhlu polopøímek SA a SC daný
h prùnikem pøímek a; 
 s jednoupolorovinou urèenou pøímkou p. Pak dìlí
ím pomìrem (ab
) pøímky 
vzhledem k pøímkám a; b rozumíme èíslo (ab
) = sin�!a
sin�!b
 . Dvojpomìrem(ab
d) pøímek a; b; 
; d nazýváme podíl dìlí
í
h pomìrù (ab
) a (abd).(ab
d) = (ab
)(abd) = sin�!a
 � sin�!bdsin�!b
 � sin�!ad :Souvislost dvojpomìru bodù na pøím
e a dvojpomìru pøímek svazkuvyjadøuje následují
í vìta.Vìta 1: Jestli¾e A;B;C;D jsou ètyøi rùzné body pøímky p; S bodnele¾í
í na pøím
e p, a = SA; b = SB; 
 = SC; d = SD. Pak(ABCD) = (ab
d):Tuto vìtu pone
háme bez dùkazu, který v¹ak není nijak obtí¾ný.
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Obr. 5Vìta 2: Ne
h» A;B;C;D jsou ètyøi rùzné kolineární body. Pak(ABCD) + (ACBD) = 1:Na pøím
e zvolíme soustavu souøadni
, v ní¾ A[a℄; B[b℄; C[
℄;D[d℄.Pak (ABC) = 
� a
� b (ABD) = d� ad� b(ABCD) = (
a�)(d � b)(
� b)(d� a) (ACBD) = (b� a)(d � 
)(b� 
)(d � a)Jak se snadno pøesvìdèíme, skuteènì (ABCD) + (ACDB) = 1.Dùsledek: Ne
h» a; b; 
; d jsou rùzné pøímky tého¾ svazku. Pak(ab
d) + (a
db) = 1: (5)Tvrzení je zjevnì dùsledkem pøed
hozí
h dvou vìt. V¹imnìme si blí¾evztahu (5) sin�!a
 � sin�!bdsin�!b
 � sin�!ad + sin�!ab � sin�!
dsin�!
d � sin�!ad = 1:Dal¹í úpravou, pøi uvá¾ení, ¾e sin�!a
 = � sin�!
a, získáme vztahsin�!ab sin�!
d + sin�!b
 sin�!ad + sin�!
a sin�!bd = 0: (6)Od tohoto místa ji¾ budu sledovat opìt Sobotkùv pøístup k øe¹ení.Ne
h» jsou dány ètyøi rùzné pøímky tého¾ svazku, sestrojme kru¾ni
ik se støedem S ve støedu svazku. Zvolme libovolnou pøímku p tého¾svazku. Oznaème A;B;C;D prùseèíky pøímek a; b; 
; d s kru¾ni
í k le¾í
ív jedné z polorovin urèený
h pøímkou p. Jestli¾e spojíme bodyA;B;C;D
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i k, který le¾í v opaèné polorovinì urèenépøímkou p, pøímkami a1; b1; 
1; d1, platí:sin��!a1b1 sin��!
1d1 + sin��!b1
1 sin��!a1d1 + sin��!
1a1 sin��!b1d1 = 0:Proto¾e ��!a1b1 = 12�!ab; � � � , je té¾:sin �!ab2 sin �!
d2 + sin �!b
2 sin �!ad2 + sin �!
a2 sin �!bd2 = 0: (7)

Obr. 6 Obr. 7Pokud by
hom kru¾ni
i k0 prolo¾ili støedem svazku, její prùseèíkys pøímkami a; b; 
; d oznaèili A;B;C;D, pro spojni
e tì
hto bodù se støe-dem S0 kru¾ni
e k0a2; b2; 
2; d2 bude platitsin��!a2b2 sin��!
2d2 + sin��!b2
2 sin��!a2d2 + sin��!
2a2 sin��!b2d2 = 0:Proto¾e ��!a2b2 = 2�!ab , jesin 2�!ab sin 2�!
d + sin2�!b
 sin 2�!ad + sin 2�!
a sin 2�!bd = 0:Nebylo by ji¾ tì¾ké ukázat, ¾esin(2k�!ab) sin(2k�!
d) + sin(2k�!b
 ) sin(2k�!ad) + sin(2k�!
a) sin(2k�!bd) = 0;kde k 2 Z.4. Vlastní øe¹ení Apolloniovy úlohyVý¹e uvedené výsledky jsou základem Sobotkova øe¹ení. Nejprve jebudeme aplikovat na ètyøi kru¾ni
e dotýkají
í se páté kru¾ni
e. Poté
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 k Apolloniovì úloze. Odvozené vztahyuká¾í pomìrnì jednodu
hou konstruk
i bodù dotyku hledané kru¾ni
e azadaný
h kru¾ni
.Uva¾ujme kru¾ni
e k(S; r); k1(S1; r1); � � � ; k4(S4; r4) takové, ¾e se kru¾-ni
e k1; � � � ; k4 dotýkají kru¾ni
e k. Dále ne
h» ka¾dá z kru¾ni
 k1; � � � ; k4le¾í vnì zbývají
í
h. Oznaème dále a1; � � � ; a4 polopøímky SS1; � � � ; SS4.Pak pro vzdálenost støedù Si; Sk kru¾ni
 ki; kk (i; k = 1; 2; 3; 4) platípodle kosinové vìtyd2ik = jSiSkj2 = jSSij2 + jSSkj2 � 2jSSij � jSSkj 
os��!aiak:Uvá¾íme-li nyní namísto kru¾ni
 takové 
ykly, ¾e jeji
h orienta
e od-povídá ji¾ uvedeným podmínkám o doty
í
h, získáme vztahyd2ik = (r � ri)2 + (r � rk)2 � 2(r � ri)(r � rk) 
os��!aiak;d2ik = ((r � ri)� (r � rk))2 + 2(r � ri)(r � rk)(1� 
os��!aiak);d2ik = (ri � rk)2 + 4(r � ri)(r � rk) sin2 ��!aiak2 :Uva¾me dále délku úsekù spoleèný
h teèen 
yklù �!k 1; � � � ;�!k 4:t2ik = jTiTkj2 = d2ik � (ri � rk)2 = 4(r � ri)(r � rk) sin2 ��!aiak2 :Odtud j sin ��!aiak2 j = ���� tik2p(r � ri)(r � rk) ����:Dosadíme-li tyto vztahy do rela
e (7), získáme vztah vyjadøují
í tzv.Caseyovu2 vìtu: t12t34 � t23t14 � t13t14 = 0 (8)Zdùrazòuji, ¾e pøi odvození tohoto vztahu bylo nezbytné pou¾ití
yklù. Proto tik oznaèuje buï délku úseku vnìj¹í teèny kru¾ni
 ki akk (pøi souhlasné orienta
i pøíslu¹ný
h 
yklù), nebo délku úseku vnitøníteèny kru¾ni
 k1 a kk (pøi nesouhlasné orienta
i pøíslu¹ný
h 
yklù). Jed-nodu
hou úvahou zjistíme, ¾e souhlasnì jsou orientovány takové dva
ykly, které le¾í buï oba vnì, nebo oba uvnitø 
yklu �!k .2John Casey (kvìten 1820 { 3. 1. 1891), irský matematik, zabýval se pøedev¹ímteorií algebrai
ký
h køivek.
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h» kru¾ni
e k1; k2; k3 jsou dány rovni
emiK1(x; y) = 0; K2(x; y) = 0; K3(x; y) = 0(K1 = 0, K2 = 0, K3 = 0). Ne
h» se kru¾ni
e k4 redukuje v bod S4. Tenpodle pùvodního pøedpokladu le¾í na kru¾ni
i k, jinak v¹ak mù¾e býtjeho poloha libovolná. Proto ne
h» bod S4[x; y℄ je libovolným bodemkru¾ni
e k. Pøedpokládejme dále polohu kru¾ni
 k1; k2; k3 takovou, ¾eka¾dá z ni
h le¾í vnì ostatní
h. Bod S4 je v¾dy vnìj¹ím bodem tì
htokru¾ni
 a délka úseku spoleèné teèny napø. t14 se redukuje na délkuúseku teèny vedené z bodu S4 na k1. Potom ov¹em t14 = pm1, kde m1je mo
nost bodu S4 ke kru¾ni
i k1. Podle vztahu (3) je t14 =pK1(x; y).Dosazením do (8) získáme:t12pK3(x; y)� t23pK1(x; y)� t13pK2(x; y) = 0:Tuto rovni
i mù¾eme zapsat struènì:t12pK3 � t23pK1 � t13pK2 = 0: (9)Po umo
nìní obdr¾íme té¾ rovni
i:t423K21 + t413K22 + t412K23 � 2t213t223K1K2 ��2t212t213K2K3 � 2t223t212K1K3 = 0: (10)Tato rovni
e není závislá na volbì znamének jako rovni
e (9). Musíji splòovat ka¾dý bod nále¾ejí
í kru¾ni
i k. Bylo by tøeba dále dokázat,¾e ji nesplòuje ¾ádný jiný. To v¹ak pøesahuje zamìøení tohoto èlánku.Ukazuje se, ¾e rovni
e (9) a (10) jsou rovni
emi páru kru¾ni
, které jsouøe¹ením Apolloniovy úlohy urèené kru¾ni
emi K1 = 0;K2 = 0;K3 = 0pøi jisté pøípustné volbì smyslu 
yklù �!k1 ;�!k2 ;�!k3 pøiøazený
h tìmto kru¾-ni
ím. Pro volbu jeji
h orienta
e existují ètyøi mo¾nosti, ka¾dá z ni
h urèíjinou kombina
i délek t12; t23; t13. Získáme tak 
elkem ètyøi rùzné rov-ni
e tvaru (9), resp. (10). Tyto rovni
e nejsou snadno øe¹itelné, jedná seo rovni
e 4. stupnì o dvou neznámý
h. Pro analyti
ké øe¹ení Apolloniovyúlohy nejsou tedy pøíli¹ výhodné, nebo» existují øe¹ení jistì jednodu¹¹í as
hùdnìj¹í (jedno z ni
h je uvedeno napø. v [3℄). Pøesto tyto vztahy vedouk zajímavým závìrùm, které umo¾ní 
elou úlohu vyøe¹it konstruktivnì.Uva¾ujme dvoji
i øe¹ení k; k0, odpovídají
í urèité zvolené orienta
i
yklù �!k1 ;�!k2 ;�!k3 . Oznaème Ui; Vi body dotyku kru¾ni
 k; k0 s kru¾ni
íki. Souøadni
e bodù Ui; Vi vyhovují rovni
i Ki(x; y) = 0. Souèasnì v¹ak
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i (10). Pro souøadni
e bodù U1; V1 platí K1 = 0 arovni
e (10) pøe
hází v rovni
it413K22 + t412K23 � 2t212t213K2K3 = 0;která je ekvivalentní rovni
it213K2 � t212K3 = 0: (11)Není tì¾ké ukázat, ¾e pokud t213 6= t212, jedná se o rovni
i jisté kru¾-ni
e. Oznaème ji k23. Upravme rovni
i (11):t213K2 � t212K3t213 � t212 = 0: (12)Rovni
e (12) je samozøejmì opìt rovni
í kru¾ni
e k23, je v¹ak vý-hodnìj¹í, proto¾e koe�
ienty u x2 a y2 jsou rovny 1. Body U1; V1 jsouprùseèíky kru¾ni
 k1 a k23. Le¾í tedy na 
hordále tì
hto kru¾ni
. Rovni
e
hordály a tedy i pøímky U1V1 je podle (4):U1V1 : K1 � t213K2 � t212K3t213 � t212 = 0:Pokud tuto rovni
i dále upravíme:U1V1 : t213(K1 �K2)� t212(K1 �K3) = 0;nebo té¾: U1V1 : K1 �K2t212 � K1 �K3t213 = 0: (13)Pokud t213 = t212, je rovni
e (11) rovni
í pøímky. Jedná se tedy pøímoo rovni
i pøímky U1V1. Po úpravì:U1V1 : K2 �K3 = 0; té¾ (K1 �K2)� (K1 �K3) = 0:Tuto rovni
i vydìlíme t213 = t212:U1V1 : K1 �K2t212 � K1 �K3t213 = 0:Tato rovni
e je toto¾ná s rovni
í (13).Oznaème P potenèní støed tøí daný
h kru¾ni
. Bod P le¾í na 
hordálekru¾ni
 k1 a k2 s rovni
í K1 � K2 = 0, i na 
hordále kru¾ni
 k1 a k3
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í K1�K3 = 0. Proto souøadni
e bodu P vyhovují i rovni
i (13).Z toho plyne dùle¾itý poznatek.Spojni
e bodù U1; V1 pro
hází potenèním støedem daný
h kru¾ni
 P .Pro dvoji
e bodù U2; V2 a U3; V3 platí toté¾ a rovni
e jeji
h spojni
e jeobdobou rovni
e (13).U2V2 : K2 �K3t223 � K1 �K2t212 = 0U3V3 : K1 �K3t213 � K2 �K3t223 = 0:Uva¾ujme nyní v souladu se Sobotkou rovni
e K1 = 0 kru¾ni
 ki vetvaru: x2 + y2 � 2aix� 2�iy + pi = 0:Jestli¾e umístíme poèátek kartézské soustavy souøadni
 do bodu P ,je jeho mo
nost ke kru¾ni
i ki rovna Ki(0; 0) = pi. Z de�ni
e bodu Pplyne p1 = p2 = p3 = p. Napi¹me rovni
i pøímky U1V1 = l1 u¾itímvztahu (13):l1 : (�1 � �2)x+ (�1 � �2)yt212 � (�1 � �3)x+ (�1 � �3)yt213 = 0:Dále vyjádøíme rovni
e 
hordál p12 (kru¾ni
 k1 a k2), p13 a p23:p12 : (�1 � �2)x+ (�1 � �2)y = 0p13 : (�1 � �3)x+ (�1 � �3)y = 0p23 : (�2 � �3)x+ (�2 � �3)y = 0Ztoto¾níme pøímku p23 s osou x, proto �2 = �3. Oznaème oriento-vané úhly ��!p23l1 = �, ���!p23p12 = �, ���!p23p13 = 
. Potomtan� = � �1��2t212 � �1��2t213�1��2t212 � �1��3t213 ; tan� = ��1 � �2�1 � �2 ; tan 
 = ��1 � �2�1 � �3 :Ukazuje se vhodnìj¹í pou¾ít funk
i kotangens:
ot� = � �1��2�1��2 t213 � �1��3�1��2 t212t213 � t212 = t213 
ot � � t212 
ot 
t213 � t212 :Postupnou úpravou tohoto vztahu získáme:t213(
ot�� 
ot �) = t212(
ot�� 
ot 
);
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os� sin� � 
os � sin�sin� sin� = t212 
os� sin
 � 
os 
 sin�sin� sin
 ;t213 sin(� � �)sin� = t212 sin(
 � �)sin
 : (14)Vrátíme-li se k pùvodnímu oznaèení:� � � = ���!p23p12 ���!p23l1 = ��!l1p12;
 � � = ���!p23p13 ���!p23l1 = ��!l1p13:Poté mù¾eme vztah (14) psát ve tvaru:t213 sin��!l1p12sin���!p23p12 = t212 sin��!l1p13sin���!p23p13 :Po úpravì: sin��!p12l1 sin���!p13p23sin��!p13l1 sin���!p12p23 = t212t213 : (15)Levá strana vztahu (15) je zjevnì dvojpomìr pøímek p12; p13; l1; p23.Analogi
ky mù¾eme urèit i rela
e pro pøímky l2 = U2V2 a l3 = U3V3.(p12p13l1p23)= t212t213(p23p12l2p13)= t223t212 (16)(p13p23l3p12)= t213t223Tyto vztahy ji¾ umo¾òují sestrojit pøímky l1; l2; l3. Vedeme-li libovol-nou rovnobì¾ku q s pøímkou p23, protnou ji pøímky p12; p13; l1 po øadìv bode
h Q12; Q13; Q1. Pøímky p23 a q mají spoleèný nevlastní bod U1.Pak platí podle vìty 1 (Q12Q23Q1U1) = t212t213 ;neboli (Q12Q23Q1) = t212t213 : (17)



214 Tomá¹ Zu¹èákK urèení pøímky l1 staèí sestrojit na pøím
e q bod Q1, urèený dìlí
ímpomìrem tak, jak ukazuje (17). Je-li tento dìlí
í pomìr kladný, le¾í bodQ1 vnì úseèky Q12Q13. V bode
hQ12 a Q13 vztyèíme kolmi
e a v pøípadìkladného dìlí
ího pomìru (17) na ni
h sestrojíme ve stejné polorovinìurèené pøímkou q body Q012 a Q013 tak, abyjQ12Q012j : jQ13Q013j = t212 : t213:Pøímka Q012Q013 protne pøímku q v bodì Q1. Hledaná pøímka l1 je spoj-ni
í bodu Q1 a potenèního støedu P . Prùseèíky pøímky l1 s kru¾ni
í k1jsou body dotyku hledané dvoji
e kru¾ni
 k; k0 a kru¾ni
e k1.Obdobnì sestrojíme pøímky l2 a l3 a body U2; V2 a U3; V3. Není ji¾obtí¾né sestrojit kru¾ni
i k pro
házejí
í body U1; U2; U3 a k0 pro
há-zejí
í body V1; V2; V3. Dal¹í øe¹ení získáme jinou volbou smyslu 
yklù�!k1 ;�!k2 ;�!k3 , 
o¾ povede k jiné hodnotì alespoò jednoho z èísel t212; t213; t223,jak ji¾ bylo uvedeno vý¹e.

Obr. 8Na obr. 9 je takto sestrojena jedna dvoji
e øe¹ení pøíslu¹ejí
í orienta
i
yklù �!k1 ;�!k2 ;�!k3 : + + �. Pøi øe¹ení bylo potøeba sestrojit (napø. u¾itímvztahu (2)) délku úseku vnìj¹í teèny t+12 kru¾ni
 k1 a k2, dále délku úsekuvnitøní teèny t�13 kru¾ni
 k1 a k3 a koneènì délku úseku vnitøní teènyt�23 kru¾ni
 k2 a k3. Pøi konstruk
i bodu Q1 sestrojujeme dvoji
i úseèektak, aby jeji
h délky byly v pomìru t212 : t213. Obr. 8 ukazuje vyu¾itíEukleidovy vìty o vý¹
e k sestrojení takový
h úseèek. Zøejmì platíx = t+122t�13 = t+122t�132 t�13;



Sobotkovo øe¹ení Apolloniovy úlohy 215neboli x : t�13 = t+122 : t�132. Na obr. 9 nejsou ji¾ provedeny obdobnékonstruk
e bodù Q2 a Q3. Pouze jsou narýsovány pøímky l2 a l3. Jestli¾eznáme body dotyku hledané kru¾ni
e, z
ela jednodu¹e sestrojíme i støedtéto kru¾ni
e.

Obr. 95. ZávìrV úvodu jsem se zmínil o velkém mno¾ství zpùsobù øe¹ení Apollo-niovy úlohy. Zde uvedu 
o nejstruènìj¹í pøehled nìkterý
h z ni
h. Jebezpøedmìtné pokou¹et se je zde popsat, zájem
e odkazuji na [2℄. Pouzeprovedu struèné srovnání s øe¹ením, které pøedstavil tento èlánek. Ka¾déz ní¾e uvedený
h øe¹ení a. { d. je star¹í ne¾ Sobotkovo.



216 Tomá¹ Zu¹èáka. Øe¹ení u¾itím kruhové inverze. Toto øe¹ení je známé témìø ka¾-dému, kdo studoval vysoko¹kolskou matematiku. Není potøeba za-vádìt pojem 
yklu, je v¹ak konstrukènì nároèné. Øe¹itele provázívelké mno¾ství èar, které výraznì sni¾ují pøehlednost. Ve srovnánís ním se Sobotkovo øe¹ení jeví jako velmi jednodu
hé a pøehledné.Vìt¹ina konstruk
í má pomo
ný 
harakter a je mo¾né provést jemimo samotné zadání úlohy.b. Øe¹ení u¾itím ku¾eloseèek. Jeví se opìt jako nároèné na konstruk
is mno¾stvím krokù. Ve srovnání s uvádìným øe¹ením je proto vý-raznì slo¾itìj¹í.
. Gergonnovo øe¹ení. Toto øe¹ení vy¾aduje hlub¹í studium 
eléhoproblému, výsledek je v¹ak elegantní. Podobnì jako Sobotkovo øe-¹ení vyu¾ívá pojmu 
yklu a sna¾í se nalézt spojni
i bodù dotykupáru hledaný
h kru¾ni
 a potenèního støedu. Nevyu¾ívá v¹ak pøitom metri
ký
h vztahù. Konstruk
e není pøíli¹ slo¾itá. Je nutnépouze sestrojení støedù stejnolehlosti daný
h tøí 
yklù, jeji
h spoj-ni
e a pólù této spojni
e vzhledem k daným 
yklùm. Pøímky l1; l2a l3 pro
házejí potenèním støedem a pøíslu¹ným pólem. Toto øe¹eníse mi zdá výhodnìj¹í ne¾ v tomto èlánku rozpra
ované øe¹ení.d. Gaultierovo a Fou
héovo øe¹ení. Tato øe¹ení navazují na øe¹ení Ger-gonnovo a jsou také jednodu
há. Je mo¾né je pova¾ovat za výhod-nìj¹í ne¾ pøedkládané Sobotkovo.e. Sobotkovo øe¹ení. V dal¹í
h svý
h pra
í
h Sobotka mimo jiné zdo-konalil Gergonnovu konstruk
i. Toto øe¹ení je jednodu
hé a ele-gantní.Zatím jsem se ve svém hodno
ení zamìøil pouze na nároènost a ele-gan
i konstruk
e. Existují star¹í i novìj¹í øe¹ení, která jsou jednodu¹¹íne¾ zde pøedstavené øe¹ení. I ve své dobì se jistì nejednalo o významnýobjev. Øe¹ení má v¹ak svoji urèitou krásu v tom, jak Sobotka doká¾eèistì analyti
ký
h vztahù (v jeho dobì ji¾ známý
h) vyu¾ít k nalezenípomìrnì jednodu
hého konstrukèního øe¹ení. S touto metodou se mù-¾eme setkat i v jeho dal¹í
h pra
í
h. A to bylo 
ílem i tohoto èlánku.Sna¾il jsem se ukázat, jak je mo¾né netriviální
h analyti
ký
h úvah vy-u¾ít k nalezení synteti
kého øe¹ení jedné z klasi
ký
h úloh.
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