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SOBOTKOVO RESENI APOLLONIOVY ULOHY
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1. Uvod

Obecnou Apolloniovou tilohou rozumime tlohu sestrojit kruznici,
ktera se dotyka danych tii kruznic. Krasa problému spoc¢ivd mimo jiné
v jednoduchosti zadéani, které vybizi k teseni. Téch vzniklo v historii
opravdu mnoho. Apolloniovou tlohou se zabyvala rfada vyznac¢nych ma-
tematiki novovéku. Jmenujme napi. Vieta, Fermata, Newtona, Eulera,
Pliickera, Caseye. Jeden ze zptisobt feseni, ktery predstavuje tento ¢la-
nek, pochazi od prof. Jana Sobotky. Sobotka zil v letech 1862 az 1931 a
patiil mezi vyznacné Ceské geometry. Znamé jsou predevsim jeho préce
a ucebnice z oblasti deskriptivni a diferencidlni geometrie. Jedno z jeho
feseni vyse zminéné tlohy nalezneme v ¢élanku O nékterych relacich me-
trickych a jejich uZiti k analytickému Feseni problému Apollonického [1].
Pro uplnost uvaddim, Ze tento zptsob je odlisny od toho, které je jako
Sobotkovo feSeni vylozeno v [2] a které je specidlnim diisledkem obec-
néjsich tvah o problému koule dotykajici se ¢tyt danych kouli.

2. Nékteré poznatky vyuzivané Sobotkou pri reseni

Zavedeme pojem cyklu. Chceme-li narysovat kruznici, mizeme kru-
Zitkem otacet bud ve sméru, nebo proti sméru hodinovych ruéiéek. Tato
jednoduché predstava nis vede k myslence, abychom libovolné kruz-
nici ptisoudili jeden ze dvou moznych smysli otac¢eni (kladny pro pohyb
proti sméru hodinovych ruéicek, zaporny pro smysl opa¢ny). Vznikne
tak tzv. orientovand kruznice (cyklus). Polomér orientované kruznice je
v absolutni hodnoté roven poloméru pivodni kruznice a je kladny pro
kladnou orientaci cyklu a naopak. V dalsich ivahach budeme oznacovat
cyklus o stiedu S a poméru r symbolem % (S,r), prip. 7.

V libovolném bodé cyklu je mozné sestrojit orientovanou tec¢nu. Jeji
orientace je uréena orientaci cyklu, jak ukazuje obrazek. V pripadé,
ze se dva cykly dotykaji, musi byt shodna i orientace jejich spoleéné
teény v bodé dotyku. Dva cykly stejného smyslu mohou proto mit pouze
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Obr. 1 Obr. 2a Obr. 2b

vnitini dotyk, cykly rizného smyslu pouze vnéjsi. Vse mutize byt nazor-
néjsi, predstavime-li si cykly jako otécejici se soukoli n&jakého stroje.'

Méame-li ddny dva cykly, které se dotykaji, plati pro vzdalenost jejich
stredi jednoduchy vztah:

|S1S2| = [r1 — 2| (1)

Dva cykly ?1(5’1, r1) a ?2(52, r9), kdy jeden lezi vné druhého, maji
pravé dvé spole¢né orientované teény. Maji-li cykly stejny smysl, jedna
se o dvojici vnéjsich tecen, maji-li opacny smysl, jsou to tecny vnitini.
I zde si pomiizeme nazornou predstavou dvou otacejicich se kol spojenych
femenem. Oznacime-li body dotyku jedné z tecen a cyklu 77,75, plati
nezavisle na orientaci cykli:

T\ To|* = |$1.82)* = (r1 — 12)? (2)

Obr. 3a Obr. 3b

Nyni si ukdzeme, jak je mozné cykli pouzit ke stanoveni maximéalniho
poctu FeSeni obecné Apolloniovy tlohy. Predpokladdame, Ze kﬁdé_)z (E—
nych kruznic lezi vné zbyvajicich. Ozna¢me cykly jimi uréené ky, ko, k3.

! Jednoduchou @vahou bychom se presvédéili, ze neni mozné piifadit Zadnou p¥i-
pustnou orientaci trojici vzijemné se dotykajicich kruznic. Neexistuji proto tfi vza-
jemné se dotykajici cykly.
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Necht cyklus k_f je orientovan kladné. Symbolicky nazna¢me mozné ori-
entace danych cykla: + + +,4+ + —,+ — +,+ — —. K uréité zvolené
volbé smysli existuji pravé dvé reSeni — cyklus s kladnym a zdpornym
smyslem. Vyse uvedené poznatky o dotycich dvojice cykli pouzijeme pti
uvaze o druhu dotykt feSeni a zadanych kruznic. Napt. pro volbu + + —
plati, jestlize bude mit hledany cyklus £  kladny smysl, musi mit s & ;
(kladné orientovand) vnitini, s ko (kladné orientovand) vnitini a s k'3
(zaporné orientovand) vnéjsi dotyk. U zaporné orientovaného feseni k _
by tomu bylo pravé naopak. Obdobnou uvahu je mozné provést i pro
dalsi t¥i uvadéné orientace cykla k1, k 2, k 3. Jak snadno nahlédneme,
ziskdme celkem osm ruznych FeSeni obecné Apolloniovy ulohy. Pokud
bychom zvolili zapornou orientaci prvniho cyklu, zadné nové reSeni jiz
nenalezneme. O cyklech muZe ¢tenaf nalézt vice napf. v [5].

Obr. 4

Predpokladam, Ze jsou ¢tenafi zndmy pojmy mocnost bodu ke kruz-
nici, chordala dvou kruznic a potenc¢ni stred. Mocnost bodu X ke kruz-
nici k(S,r) je rovna éislu m = |SX| — r2. Nechf je kruznic k déna ve
zvolené kartézské soustavé soutradnic rovnici

K($7y) = (Jj _m)2+ (y_n)2 —’)”2 = 07
kde soutradnice stiedu S jsou [m, n]. V dalsim textu budeme casto ztotoz-
novat kruznici k& a jeji rovnici K (z,y) = 0, stru¢né téz K = 0. Mocnost

m bodu X|[zg,yo] ke kruznici K(z,y) = 0 ur¢ime snadno:

m=|SX|—r>=(zg—m)>+ (yo —n)> —r* = K(zo,50)  (3)
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Necht jsou dany dvé kruznice: k1 (K, = 0) a k2(K2 = 0). Pak bod
X[zo,y0] je bodem chordaly ¢ téchto dvou kruznic pravé tehdy, kdyz
Ki(zo,y0) = Ka(xo,y0). Ziskdvame tak rovnici chordaly:

c: Ki(z,y) — Kao(z,y) =0 (struéné K; — Ky =0). (4)

Jestlize maji kruznice k1 a ko dva spoleéné body A a B, chordila
téchto kruznic je totozna s primkou AB. Predpokladam, Ze je téZ znama
konstrukce chordaly dvou kruznic vyuzivajici pomocné kruznice, jakoz i
konstrukce potencniho stfedu tii kruznic. Jinak odkazuji ctenafe napii-
klad na literaturu [3].

3. Vlastnosti svazku pirimek

Na tomto misté uvadim vlastni modifikaci Sobotkova postupu odvo-
zeni jisté relace platné ve svazku primek, ktera je zakladem vlastniho re-
seni Apolloniovy tlohy. Definujme délici pomér ti raznych kolinedrnich
bodit A, B, C. Rozumime jim takové &islo d, 7e AC = d- BC. Znatime jej
(ABC). Dvojpomérem ¢tyf riznych kolinearnich bodt A, B, C, D rozu-
mime pomér délicich poméri %. Oznacujeme jej (ABCD). V dalsim
textu vyuzijeme nasledujici amluvy: je-li U nevlastni bod piimky AB,
klademe (ABU®°) = 1. Z toho vyplyva (ABCU®) = (ABC).

V nasich tvahidch budeme téz vyuzivat délictho poméru a dvojpo-
méru definovaného na svazku piimek. Necht a, b, ¢, d jsou libovolné rtizné
piimky téhoZ svazku se stfedem S € a N b. Necht p je pevné zvolend
piimka tého# svazku riizna od a,b,c. Ozna¢me a¢ velikost orientova-
ného thlu polopfimek SA a SC danych prinikem piimek a,c s jednou
polorovinou ur¢enou piimkou p. Pak délicim pomérem (abc) pfimky c
vzhledem k pfimkim a,b rozumime ¢islo (abc) = %@; Dvojpomérem

(abed) primek a, b, ¢, d nazyvame podil délicich poméri (abe) a (abd).
(abed) (abc)  sinaé - sin bd
abed) = = .
(abd)  sin bé - sinad
Souvislost dvojpoméru bodu na primce a dvojpoméru primek svazku
vyjadiuje nasledujici véta.
Véta 1: Jestlize A, B,C, D jsou ctyri rizné body primky p,S bod
neleZici na primece p, a = SA, b= SB,c = 5C,d = SD. Pak

(ABCD) = (abcd).

Tuto vétu ponechdme bez dilkazu, ktery vsak neni nijak obtizny.
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Obr. 5

Véta 2: Necht A, B,C, D jsou ¢tyFi rizné kolinedrni body. Pak

(ABCD) + (ACBD) = 1.

Na primce zvolime soustavu soufadnic, v niz A[a], B[b], C|c], D|[d].
Pak

c—a d—a

(ABC) = 3 (ABD) = 7%
~ (ca—)(d =) _ (b—a)(d—c)
(ABCD) = —(c D) —a) (ACBD) —(b — 9 —a)

Jak se snadno piesvédéime, skutecné (ABCD) + (ACDB) = 1.
Dusledek: Necht a, b, ¢, d jsou ruzné piimky téhoz svazku. Pak
(abed) + (acdb) = 1. (5)

Tvrzeni je zjevné disledkem ptedchozich dvou vét. VSimnéme si blize
vztahu (5)

sin@-sin&i} sin%-sina _1

sin be - sinad smc_d)-smad

Dalsi pravou, pii uvazeni, 7e sin aé = — sin ¢d, ziskame vztah
sin ab sin ed -+ sin be sin ad + sin @@ sin bd = 0. (6)

Od tohoto mista jiz budu sledovat opét Sobotktuv pristup k feSeni.
Necht jsou dany ¢tyfi rtzné primky téhoZ svazku, sestrojme kruZnici
k se stredem S ve stifedu svazku. Zvolme libovolnou primku p téhoz
svazku. Oznacéme A, B, C, D priseciky primek a, b, ¢, d s kruznici k lezici
v jedné z polorovin urcenych primkou p. Jestlize spojime body A, B, C, D
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s libovolnym bodem na kruznici k, ktery lezi v opa¢né poloroviné urcéené
ptrimkou p, pfimkami a1, b1, c1,dy, plati:

L . — L . — . N 24
sina1by sincydy +sinbic; sinajdy + sinciaf sinb;d; = 0.

e sy
Protoze a1b; = %%, e, je téz:

b . ad @ . b

sin%sin%—i—sin?&n?—i—sin?sin?:0. (7)

Pokud bychom kruZnici k' prolozili stfedem svazku, jeji priseciky
s pfimkami a, b, ¢, d oznaéili A, B, C, D, pro spojnice téchto bodii se stie-
dem S’ kruZnice k'as, bo, c2, ds bude platit

sinLKbQ> sinCQ—dQ> + sinl?c; sincvdg) + sinéab siandQ> =0.
Protoze c;b; = 2%, je
sin 2% sin 2@} + sin 2b_c> sin 2&7 + sin 2¢d sin 2@ =0.
Nebylo by jiz tézké ukazat, ze
sin(Zk%) sin(Zkai)) + sin(Zkb_g) sin(chﬁl) + sin(2¥cd) sin(ka) =0,

kde k € Z.

4. Vlastni feSeni Apolloniovy ulohy

Vyse uvedené vysledky jsou zakladem Sobotkova feSeni. Nejprve je
budeme aplikovat na c¢tyfi kruznice dotykajici se paté kruznice. Poté
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prejdeme sniZenim poc¢tu kruznic k Apolloniové 1iloze. Odvozené vztahy
ukazi pomérné jednoduchou konstrukci bodt dotyku hledané kruznice a
zadanych kruznic.

Uvazujme kruznice k(S,r), k1 (S1,71), -+ , k4(S4,74) takové, Ze se krui
nice k1, - - , k4 dotykaji kruznice k. Dale necht kazd4 z kruznic ky, - - - , ky
lezi vné zbyvajicich. Oznac¢me déale a1, - - - ,aq polopfimky SSi,--- ,5854.

Pak pro vzdalenost stfedt S;, Sy kruznic k;, kp (i,k = 1,2,3,4) plati
podle kosinové véty

d2, = |S:Sk|> = |SSi|> + |SSk|? — 2|SS;| - |SSk| cos azar.

Uvazime-li nyni namisto kruznic takové cykly, ze jejich orientace od-
povidé jiz uvedenym podminkdm o dotycich, ziskdme vztahy

di, = (r—mri)’+ (r—re)? = 2(r —ri)(r — ry) cos a;at,
di = ((r—r) = (r—r))* +2(r —r;)(r — rg)(1 — cos @maf),

2 = (r; —rp)? +4(r —r)(r —ry) sin® —C?.
Uvazme déle délku tseki spoleénych teden cyklts % q,--- , ka:

t?k = |TZ-T;€|2 = d%k — (r; — rk)2 =4(r —r;)(r — i) sin

Odtud
aal, Lik

| = .
2 2/(r —ri)(r — rg)
Dosadime-li tyto vztahy do relace (7), ziskdme vztah vyjadiujici tzv.
Caseyovu? vétu:

| sin

t1ot34 &= togtig = t13t14 = 0 (8)

Zduraznuji, ze pri odvozeni tohoto vztahu bylo nezbytné pouziti
cykli. Proto t;, oznacuje bud délku tseku vnéjsi teény kruznic k; a
kx (pfi souhlasné orientaci prislusnych cykli), nebo délku tseku vnitini
teény kruznic kq a ki (pfi nesouhlasné orientaci ptislusnych cykli). Jed-
noduchou uvahou zjistime, Ze souhlasné jsou orientovany takové dva
cykly, které lezi bud oba vné, nebo oba uvnitf cyklu & .

2John Casey (kvéten 1820 — 3. 1. 1891), irsky matematik, zabyval se predeviim
teorii algebraickych krivek.
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Necht kruznice ki, ko, k3 jsou dany rovnicemi
Kl(xay) :07 K?(xay) :07 K3($7y) =0

(K1 =0, Ko =0, K3 =0). Necht se kruznice k4 redukuje v bod S4. Ten

podle pivodniho predpokladu lezi na kruznici k, jinak vSak mutze byt
jeho poloha libovolna. Proto necht bod S4[z,y| je libovolnym bodem
kruznice k. Predpokladejme dale polohu kruznic ki, ko, k3 takovou, zZe
kazda z nich lezi vné ostatnich. Bod Sy je vzdy vnéjsim bodem téchto
kruznic a délka tiseku spoleéné teény napr. t14 se redukuje na délku
tseku tecny vedené z bodu Sy na ki. Potom ovSem t14 = \/m1, kde m;
je mocnost bodu Sy ke kruznici kq. Podle vztahu (3) je t14 = /K1 (z,y).
Dosazenim do (8) ziskdme:

12\/K3(£E,y) + t23\/K1(17,y) + t13\/K2(£IZ,y) = 0

Tuto rovnici mizeme zapsat strucné:

tlQ\/Kg:l:th\/ K1 :|:t13\/ K2 = 0. (9)

Po umocnéni obdrzime téZ rovnici:

Tato rovnice neni zavislad na volbé znamének jako rovnice (9). Musi
ji spliovat kazdy bod nélezejici kruznici k. Bylo by tieba dale dokazat,
Ze ji nespliuje zadny jiny. To vSak piesahuje zaméieni tohoto élanku.
Ukazuje se, Ze rovnice (9) a (10) jsou rovnicemi paru kruznic, které jsou
feSenim Apolloniovy tlohy urcené kruznlceml Ki=0,Ky =0,K3 =0
pfi jisté pripustné volbé smyslu cykli kl, ks, k_g prifazenych témto kruz-
nicim. Pro volbu jejich orientace existuji ¢tyti moznosti, kazd4 z nich urci
jinou kombinaci délek ti9, t23,t13. Ziskame tak celkem ¢tyrfi riizné rov-
nice tvaru (9), resp. (10). Tyto rovnice nejsou snadno fesitelné, jedna se
o rovnice 4. stupné o dvou neznamych. Pro analytické feseni Apolloniovy
tlohy nejsou tedy prili§ vyhodné, nebot existuji FeSeni jisté jednodussi a
schidnéjsi (jedno z nich je uvedeno napt. v [3]). Pfesto tyto vztahy vedou
k zajimavym zavérum, které umozni celou tlohu vyresit konstruktivné.

UvaZUJme dvojici feSeni k, k', odpovidajici ur¢ité zvolené orientaci
cykla kl, ky, k3. Oznacéme U;, V; body dotyku kruznic k, k" s kruznici
k;. Soutadnice bodu U;, V; vyhovuji rovnici K;(z,y) = 0. Soucasné viak
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vyhovuji i rovnici (10). Pro soufadnice bodu Uy, V; plati K3 = 0 a
rovnice (10) pfechdzi v rovnici

ti3 K3 + 11 K3 — 275173 Ko K3 = 0,
ktera je ekvivalentni rovnici
2 2 _
t13K2 - t12K3 — 0 (11)

Neni t&7ké ukazat, ze pokud #2; # t2,, jednd se o rovnici jisté kruz-
nice. Oznaéme ji kog. Upravme rovnici (11):

113K — 11K

= 0. (12)
tts — tl

Rovnice (12) je samoziejmé opét rovnici kruznice ko3, je vSak vy-
hodnéjsi, protoze koeficienty u z? a y? jsou rovny 1. Body U;,V; jsou
prisecéiky kruznic k1 a ks3. Lezi tedy na chordéle téchto kruznic. Rovnice
chordély a tedy i pfimky U1V} je podle (4):

Uit Ky
t1y =ty

=0.

Pokud tuto rovnici dale upravime:
Ur Vi 2 t34(K1 — Ka) — t25 (K1 — K3) = 0,

nebo téz:

= 0. (13)

Pokud 2, = t2,, je rovnice (11) rovnici pifmky. Jedn4 se tedy piimo
o rovnici ptimky U;V;. Po tpravé:

Ur\Vi: Ky — K3 =0, té7 (K, — Ka) — (K1 — K3) =0.

. . v17 2 . 2 .
Tuto rovnici vydélime t7; = t{,:

Tato rovnice je totoZna s rovnici (13).
Oznac¢me P potencni stfed t¥{ danych kruznic. Bod P lezi na chordale
kruznic ki a ko s rovnici K; — K9 = 0, i na chordile kruznic k; a k3
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s rovnici K — K3 = 0. Proto souradnice bodu P vyhovuji i rovnici (13).
7 toho plyne dilezity poznatek.

Spojnice bodt Uy, V; prochézi poten¢nim stfedem danych kruznic P.
Pro dvojice bodt Us, V5 a Us, V3 plati totéz a rovnice jejich spojnice je
obdobou rovnice (13).

UsVy . 5 — 5 =0
t23 t1o
K, - K3 Ky—K;g
UV : —— 5 0.
ti3 t23
Uvazujme nyni v souladu se Sobotkou rovnice K; = 0 kruZnic k; ve

tvaru:
2%+ y* — 2a;2 — 2B,y + pi = 0.

Jestlize umistime pocatek kartézské soustavy souradnic do bodu P,
je jeho mocnost ke kruznici k; rovna K;(0,0) = p;. Z definice bodu P
plyne p1 = p2 = p3 = p. NapiSme rovnici ptimky UV} = [; uzitim
vztahu (13):

Déle vyjadiime rovnice chordél pio (kruznic k1 a ko), p13 a pas:

pr2: (o0 —a2)z + (81 — f2)y =0
p13: (1 —az)z + (b1 — B3)y =0
pa3 : (e —az)x + (B2 — B3)y =0

Ztotoznime piimku po3 s osou z, proto as = as. Oznacme oriento-
vané thly pesli = o, pa3p13 = B, p23p1s = 7. Potom

Ql—ap a1 —az

_ tis tis L2 B ) o — o
tan o = 61262 TR tan 8 = 55, tany BBy
t12 t13

Ukazuje se vhodnéjsi pouzit funkci kotangens:

Bi1=PB2,2 _ B1—Bs ;2 9
cot @ = — -2 t a1 —Q2 t — t13 cot B t12 cot 7
t13 - t12 t - t12

Postupnou tpravou tohoto vztahu ziskame:

t25(cot a — cot B) = t35(cot o — cot ),
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13 = 119

.2 cos asin 8 — cos sina ;2 Co8 @SNy —cosysina
sin a sin 8

sin asin -y

o sin(f—a) 12 sin(y — 04)‘

= 14
37 Gin 3 27 Gny (14)
Vratime-li se k ptivodnimu oznaceni:
—
B — a = paspis — paslt = lipra,
—  —
v — o = Paapis — pashy = hipis.
Poté mizeme vztah (14) psat ve tvaru:
N .
5 sinlipio _ 2 sinlipi3
Bsinpaapis ' sinposprs
Po tpravé:
LT .
sin p12l] sin pi3pas _ ti (15)

sinpisli sinprapas  ti3

Levéa strana vztahu (15) je zjevné dvojpomér piimek pi9, p13, 1, po3.
Analogicky mtizeme uréit i relace pro pfimky Iy = UsV; a l3 = UsVs.

2
(pr2p13lipas) =2

2
(P23P1212p13)=t§—3 (16)
12
tis
(p13p23l3p12)=t7
23
Tyto vztahy jiz umoznuji sestrojit primky l1, 2, [3. Vedeme-li libovol-
nou rovnobézku ¢ s pfimkou ps3, protnou ji primky pi2,p13,l1 po radé
v bodech @19, Q13, Q1. Piimky po3 a ¢ maji spoleény nevlastni bod U°.
Pak plati podle véty 1

2
(Q12Q23Q1U™) = ;ﬁa
13
neboli
t2
(Q12Q23Q1) = 32 (17)
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K urcéeni primky [y staci sestrojit na primce ¢ bod )1, uréeny délicim
pomérem tak, jak ukazuje (17). Je-li tento délici pomér kladny, lezi bod
Q1 vné tsecky Q12Q13. V bodech Q12 a Q13 vztycime kolmice a v pripadé
kladného déliciho poméru (17) na nich sestrojime ve stejné poloroviné
urcené primkou ¢ body Qf, a Q)5 tak, aby

1Q12Q'5] ¢ |QusQhs| = 34 : 125

Pfimka Q,Q]3 protne piimku ¢ v bodé Q. Hledana pfimka [; je spoj-
nici bodu @)1 a potencéniho stfedu P. Priseciky piimky [y s kruZnici kq
jsou body dotyku hledané dvojice kruznic k, k" a kruznice k.

Obdobné sestrojime primky Iy a l3 a body Us, Vo a Us, V3. Neni jiz
obtizné sestrojit kruznici k prochézejici body Uy, Us,Us a k' proché-
ngi(i) bg}iy V1, Vo, V3. Dalsi feseni ziskdme jinou volbou smyslu cyklia
k1, kg, k3, coz povede k jiné hodnoté alespon jednoho z &isel t2,, ¢35, 125,
jak jiz bylo uvedeno vyse.

Obr. 8

Na obr. 9 je takto sestrojena jedna dvojice feseni prislusejici orientaci
cykli k_f, k_2>, k_3,>: + + —. Pfi feSeni bylo potfeba sestrojit (napf¥. uzitim
vztahu (2)) délku tiseku vnéjsi teény ¢, kruznic k1 a k2, déle délku tseku
vnitini tecny ¢); kruznic ki a k3 a konecné délku tseku vnitini tecny
195 kruznic ko a k3. Pii konstrukei bodu @ sestrojujeme dvojici tisecek
tak, aby jejich délky byly v poméru t3, : t%,. Obr. 8 ukazuje vyuziti
Eukleidovy véty o vysce k sestrojeni takovych tsecek. Zirejmé plati

th? h?

_ Y12 4—
- 2t13v

t;3 t13
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neboli z : t|; = tEQ : tf32. Na obr. 9 nejsou jiz provedeny obdobné
konstrukce bodu Q2 a Q3. Pouze jsou narysovany primky ls a 3. Jestlize
zname body dotyku hledané kruznice, zcela jednoduse sestrojime i stred
této kruznice.

Obr. 9

5. Zavér

V tvodu jsem se zminil o velkém mnoZstvi zpisobt feSeni Apollo-
bezpiedmétné pokouset se je zde popsat, zdjemce odkazuji na [2]. Pouze
provedu stru¢né srovnani s feSenim, které piedstavil tento élanek. Kazdé
z nize uvedenych Feseni a. — d. je starsi nez Sobotkovo.
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Reseni uzitim kruhové inverze. Toto feSeni je znidmé témer kaz-
dému, kdo studoval vysokoskolskou matematiku. Neni potieba za-
vadét pojem cyklu, je viak konstrukéné naro¢né. ReSitele provazi
velké mnozstvi ¢ar, které vyrazné snizuji prehlednost. Ve srovnani
s nim se Sobotkovo feSeni jevi jako velmi jednoduché a piehledné.
Vétsina konstrukci ma pomocny charakter a je mozné provést je
mimo samotné zadani ulohy.

Reseni uzitim kuzelosecek. Jevi se opét jako naroéné na konstrukci
s mnozstvim krokt. Ve srovnani s uviddénym feSenim je proto vy-
razné slozitéjsi.

Gergonnovo feSeni. Toto TfeSeni vyzaduje hlubsi studium celého
problému, vysledek je vsak elegantni. Podobné jako Sobotkovo te-
Seni vyuziva pojmu cyklu a snazi se nalézt spojnici boda dotyku
paru hledanych kruznic a potenc¢niho stiedu. Nevyuziva vSak pii
tom metrickych vztahti. Konstrukce neni p#ilis slozitd. Je nutné
pouze sestrojeni stredi stejnolehlosti danych tii cykli, jejich spoj-
nice a poli této spojnice vzhledem k danym cykltim. Primky /4, s
a 3 prochazeji potenénim stifedem a prislusnym poélem. Toto feSeni
se mi zda vyhodnéjsi nez v tomto ¢lanku rozpracované feseni.

Gaultierovo a Fouchéovo feseni. Tato feSeni navazuji na feSeni Ger-
gonnovo a jsou také jednoducha. Je mozné je povazovat za vyhod-
néjsi nez predklddané Sobotkovo.

Sobotkovo feseni. V dalsich svych pracich Sobotka mimo jiné zdo-
konalil Gergonnovu konstrukci. Toto feseni je jednoduché a ele-
gantni.

Zatim jsem se ve svém hodnoceni zaméril pouze na narocnost a ele-
ganci konstrukce. Existuji starsi i novéjsi feseni, kterd jsou jednodussi
nez zde predstavené reSeni. I ve své dobé se jisté nejednalo o vyznamny
objev. ReSeni m4 vSak svoji uréitou krasu v tom, jak Sobotka dokaze
¢isté analytickych vztahi (v jeho dobé jiz zndmych) vyuzit k nalezeni
pomérné jednoduchého konstrukéniho feseni. S touto metodou se mi-
zeme setkat i v jeho dalsich pracich. A to bylo cilem i tohoto ¢lanku.
Snazil jsem se ukazat, jak je mozné netrividlnich analytickych tvah vy-
uzit k nalezeni syntetického FeSeni jedné z klasickych tloh.
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