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GEOMETRICKE PRACE KARLA ZAHRADNIKA II.

Nejpocetnéjsi skupina védeckych a odbornych praci K. Zahradnika je véno-
vana tematice racionalnich kfivek. Tento druh kfivek lze definovat formalné
ryze algebraickym zptisobem, nicméné pro ¢tenafe bude pristupnéjsi spojo-
vat algebraicky vyklad s nazornou geometrickou interpretaci objektt formulo-
vanych analytickym zptisobem, jenz je pro Zahradnikiv styl charakteristicky.
Jednoduchost a informativni hodnota algebraického vyjadieni se vice proje-
vuje pii pouzivani homogennich souradnic, jez jsou pfi praci v projektivni ro-
viné vhodnéjsi, avsak jejich nevyhoda spociva v tom, Ze jsou nepouzitelné na
vyjadieni metrickych a podobnostnich vlastnosti a relaci, které tvotfi podstat-
nou ¢ast Zahradnikovych vysledktt o rovinnych algebraickych kiivkach. Pte-
chod od homogennich soufadnic k nehomogennim a obracené necini ¢tenari
obeznamenému se zaklady analytické metody v projektivni a algebraické geo-
metrii zadné potize, ovSem predpokladat tuto znalost v dnesni dobé, kdyz
algebraickd geometrie tfebas i v elementarni klasické podobé (téméf) vymizela
z programu vysokoskolského vzdélavani matematikii jakékoliv specializace, je
nerealné.

Pro porozuméni Zahradnikovym ¢lankim bude proto ucelné uvést nékolik
zakladnich informaci o analytickém vyjadieni rovinnych algebraickych kfivek,
jejich prvki, vlastnosti a vztahi k jinym objekttim projektivni roviny. VSechny
udaje budou uvedeny v homogennich projektivnich souradnicich. Vyjadieni
v nehomogennich soufadnicich, vhodné pro vlastni ¢ast rozsitené euklidovské
roviny, 1ze ziskat jednoduchym procesem dehomogenizace rovnic a jinych zapistu
v homogennich soutadnicich.

Neékolik obecnych poznamek o rovinnych algebraickych kiivkach
v projektivni roviné

Ambientni rovinou je realna projektivni rovina P?(R), v nutnych piipadech
rozsifena komplexifikaci do komplexni projektivni roviny P?(C').

Ireducibilni algebraickou kiivkou stupné n (n € N, n > 1) v projektivni
roviné se nazyva mnozina vsech bodi projektivni roviny vyhovujicich rovnici

f(xo, 21, 22) =0,

kde f(xo,x1,22) je nenulovéd ireducibilni homogenni polynomickd funkce t¥
proménnych zg, 1, z2 stupné n nad polem redlnych éisel. (Pro zdiraznéni se
dodéva piivlastek redindg (kiivka).)

Je-1i homogenni polynomicka funkce f stupné n reducibilni a jeji rozklad na
ireducibilni ¢initele ma tvar

f=r 0

kde f;, i = 1,...,r, je ireducibilni homogenni polynomicka funkce stupné n;
ni e Ny, n; > 1) ar € Nyr, >1; i =1,...,k, ireducibilni kiivky dané
rovnicemi

fi(l‘o,Il,CEQ):O, ’L:].,,k,
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se nazyvajl ireducibilni komponenty c; rozkladu kfivky ¢ dané rovnici

f(Io,IE1,I2) =0

a ¢isla r;, ¢ = 1,...,k, se nazyvaji ndsobnosti komponent ¢; (i = 1,...,k)
v rozkladu kfivky c¢. Kazdému bodu r-nasobné komponenty se prisuzuje nd-
sobnost > r.
Je zifejmé, ze plati:
n=ring+- - +rgng.

Dalsi tivahy se budou tykat vyluéné ireducibilnich kiivek.

Stupen krivky oznacuje maximalni mozny pocet priseciku kiivky s primkou.
Priseciky krivky s primkou jsou urceny koteny jisté algebraické rovnice stup-
né n. Je-li ndsobnost kotfene urcujiciho prisecik rovna k, mluvi se o bodu jako
k-nasobném pruseciku. Pocet spoleénych bodi ireducibilni kiivky stupné n
s ptimkou se zapoc¢itanim nasobnosti je roven n.

Bod kiivky se nazyva r-nadsobnym, je-li alesponi r-nasobnym prisecikem
kfivky s kazdou prfimkou, jez bodem prochézi. Pfimka, pro niz je nésob-
nost pruseku v r-nasobném bodé kiivky veétsi nez r, se nazyva tecnou kiivky
(v daném bodé). Bod nésobnosti 1 se nazyva jednoduchym bodem a teéna
kiivky v ném obycejnou te¢nou. Bod nasobnosti » > 2 se nazyva singuldrnim
bodem kiivky. V bodé nasobnosti 2 mtze mit krivka dvé rtizné teény anebo
jedinou — dvojnasobnou te¢nu. V prvnim pripadé se bod nazyva uzlovym bo-
dem, ve druhém pripadé bodem vratu.

Rovnici kfivky stupné n lze napsat sestupné podle mocniny neznamé x, ve
tvaru

f(zo, 21, 22) = upwy + ul(xl,xg)ngl + -t up(z,22) =0,

kde ug je konstanta a u;(z1, z2),7 = 1,...,n, je bindrni homogenni polynomicka
funkce proménnych x1, x5 stupné i. Bod Og je pravé tehdy r-néasobnym bodem
kiivky (r € N, r > 1), jsou-li koeficienty wg, ui(x1,x2), ..., up_1(21,22)
identicky rovny nule. Mnozina vSech tecen v r-nasobném bodé je dana rovnici

up(21,22) = 0.

Homogenni bindrni polynomickd funkce u,(21,z2) stupné r v proménnych
r1, T2 je nad polem redlnych ¢isel rozlozitelna na soucin linedrnich homogen-
nich polynomickych faktori a ireducibilnich homogennich kvadratickych fak-
tort. V krajnim pripadé jsou faktory rozkladu linedrni a navzajem ruzné, coz
geometricky znamena: V r-nasobném bodé kiivky existuje nejvyse n vzajemné
riznych tecen.

Vyskytuje-li se v rozkladu funkce wu;(21,z2) tentyz linedrni ¢initel h-krat
(1 < h < r), nazyva se tefna jim urcend h-nasobnou te¢nou kiivky (v r-
ndsobném bodé). Ireducibilni kvadratické ¢initele rozkladu funkce w;(xy,x2)
urcuji v komplexifikaci realné projektivni roviny dveé sdruzené imaginarni tecny.



159

Kiivka stupné n, jez ma v bodé Og uzlovy bod s te¢nami o1, 02 (0sy soustavy
soufadnic; jejich rovnice jsou x; = 0 a x5 = 0), resp. bod vratu s te¢nou oy,
ma rovnici

T1wxl 24 =0,
resp.
rizg % 4 = 0.

Po dehomogenizaci vzhledem k zy a oznaceni ;—; =z, ;—3 = y nabyvaji rovnice
tvaru

zy +ug(z,y) + - =0,
resp.

2?4+ uz(z,y) +--- =0.

(Levé strany rovnic jsou zapsany jako soucet homogennich slozek vzestupné
podle stupné.)
Nekolik ¢iselnych vztaht:

Pocet koeficientti v rovnici ireducibilni rovinné algebraické kiivky stupné n:

("+")
57 ).
Pocet jednoduchych podminek nezavislych pro urcéeni ireducibilni kiivky stup-
né n:

(n+2) i n(n + 3)

2 2 °

Maximalni pocet dvojnasobnych bodt ireducibilni kiivky stupné n, jez nema
singularni body vétsi nasobnosti:

(n—1)(n-2)
5 .
Rod (geometricky) ireducibilni kiivky, jez ma préavé d dvojnasobnych bodu
a zadné dalsi singularni body:

(n—1)(n—2)

—d.
2

g =
Ekvivalence r-nasobného bodu s poc¢tem s dvojnasobnych bodti:

r(r—1)
—

S =

Pocet vsech spoleénych bodu dvou ireducibilnich kiivek stupné n, resp. m, se
zapo¢tem nasobnosti priseku: nm (Bézoutova véta).

Pliickerovy vzorce

Tridou kfivky se nazyva maximalni mozny pocet jednoduchych tecen kiivky
prochéazejicich danym bodem. Dotykové body tecen k dané kiivce, jez procha-
zeji danym bodem, jsou ty priseciky kiivky s prvou polarou bodu vzhledem ke
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kiivce, jez jsou reguldrnimi (tj. nesinguldrnimi) body kiivky. M&-1i ireducibilni
kfivka stupné n za jediné singularity u uzlovych boda a k& bodu vratu, z vlast-
nosti, ze prvni polara bodu vzhledem ke k¥ivce n-tého stupné ma stupen n —1,
plyne pro tiidu m krivky z Bézoutovy véty o poctu spolecnych bodd dvou
ireducibilnich kiivek vztah:

m=n(n—1) — 2u — 3k.

To je prvni Pliickertiv vzorec.

Pro tplnost budou uvedeny i dalsi Pliickerovy vzorce, ackoliv je Karel Za-
hradnik ve svych pracich témét nevyuziva.

Oznacime-li pro danou kiivku jeji stupen n, jeji tfidu m, pocet uzlovych
bodu u, pocet bodu vratu k, pocet inflexnich bodi ¢ a pocet dvojnych tecen 7
(te¢ny se dvéma riznymi body dotyku), za predpokladu, Ze kiivka nema dalsi
singularity a vyznac¢né body anebo tecny, plati 2. az 4. Pliickertiv vzorec:

2. 1 =3n(n—2) — 6u — 8k,
3. n=m(m-—1)—27 -3,
4. k=3m(m —2) — 67 — 8.

Posledni dva vzorce jsou dualni k prvnim dvéma.

Jelikoz dualita u kfivek neni pfedmétem Zahradnikova zkouméni (s malo
vyjimkami), pouziti poslednich dvou vzorct se v jeho pracich vyskytuje ojedi-
néle.

Ireducibilni kfivka tfetiho stupné méa nejvyse jeden singuldrni bod, a to
dvojnasobny — uzlovy bod nebo bod vratu. Ma-li kiivka tifetiho stupné dvoj-
nasobny bod, musi to byt bod redlny. Kazda primka roviny kfivky prochézejici
timto dvojnasobnym bodem s vyjimkou tecen (teény) v tomto dvojnasobném
bodé protinad krivku jesté v jednom bodé. Je tedy svazek primek se stie-
dem v dvojnasobném bodé kiivky s vyjimkou jedné piimky nebo dvou primek
(podle toho, je-li dvojnasobny bod bodem vratu nebo uzlovym bodem) bijek-
tivné ekvivalentni se soustavou bodt kiivky s vyjimkou dvojnasobného bodu.
Tato bijekce je v homogennich souradnicich vyjadfena zapisem t¥l promén-
nych souradnic bodu kfivky ve tvaru homogennich polynomickych funkei téhoz
stupné se dvéma homogennimi parametry x; = @;(to,t1), i = 0,1,2. V neho-
mogennich soufadnicich jsou soufadnice proménného bodu ktivky vyjadieny
jako raciondlni funkce jednoho nehomogenniho parametru: @ = ¥(t), y = x(¢).
Kiivka tohoto tvaru se nazyva raciondlni krivka.

Hloubéji a podrobnéji je mozno se s teorii algebraickych krivek seznamit
v knize [1].

Racionalni kfivky v dile Karla Zahradnika

a) Racionalni k¥ivky

Riizné partikularni problémy tykajice se rovinnych racionalnich kiivek tvori
jadro védeckych praci K. Zahradnika. Znacna ¢ast téchto praci ma stejné nebo
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podobné schéma, v némz mimo vlastnosti kiivek dilezité misto zabiraji jisté
skupiny bodu a tecen krivky, jakoz i korespondence v soustavach bodu a tecen.

V chronologickém poradi je prvni praci této skupiny Zur Theorie der Curven
dritter Ordnung und dritter Classe (K teorii kiivek tf¥etiho fadu a tteti tfidy)
[Z6]. M&-1i ireducibilni kiivka tfetiho stupné (v préaci je stupen oznacovan
nézvem 7dd) v pravoihlé kartézské soustavé soufadnic v rozsifené euklidovské
roviné pocatek soustavy soutadnic za bod vratu a je-li te¢nou v tomto bodé
soufadnicova osa z, ma kiivka rovnici

az® + bx?y + cxy® + dy® = ey?,

kde a, b, ¢, d, e € R, a # 0, e # 0. Parametrické vyjadfeni soutadnic bodu
kfivky méa po jisté transformaci soustavy soufadnic tvar

du d

= = eR.
aud +bu+c 4 aud +bu+c v

Nasleduje vyjadfeni seény a teny ktivky. Parametry trojice priseciki kiivky
s pfimkami svazku jsou vazany trilinedrni rovnici, symetrickou vzhledem k pa-
rametrum téchto pruseciki. To znamend, Ze parametr kteréhokoliv z téchto tii
pruseciki je uz jednoznac¢né urcen parametry ostatnich dvou. Tato korespon-
dence je v ¢lanku nazyvana kubickou involuct.

Dale je ukézano, ze bodem roviny v nespecialni poloze prochazi Sest normal
kiivky a obalka vSech normal kiivky je racionalni k¥ivka Sesté t¥idy a desatého
stupné.

Druhé prace Zur Theorie der Curven dritter Ordnung und vierter Classe
(K teorii kiivek tfetiho fddu a ¢tvrté t¥idy) [Z7] je variaci tématu predeslé prace
s tim rozdilem, Ze objektem zkouméni je tentokrat kiivka tfetiho stupné (v ori-
gindlu tfetiho 7ddu) s uzlovym bodem, coz ma za nésledek podle 1. Pliickerova
vzorce, ze je ¢tvrté tridy.

V kartézské soustavé souradnic (obecné kosothlé), v niz je uzlovy bod po-
¢atkem a teCny v ném souradnicovymi osami, mé kfivka rovnici

az® + bz’y + cxy® + dy® = hay,
kde a, b, ¢, d, h € R, a # 0, h # 0; jeji parametrické vyjadieni ma tvar

hu hu? cR
xr = = u .
a+ bu + cu? + dud’ y a+ bu + cu? + dud’

Jsou nalezeny nutné a postacujici podminky pro parametry tii bodd kiivky
incidujicich s jednou primkou. Dalsi vlastnosti bodu kiivky popisuji véty:

Dotykove body dvojic tecen incidugicich s regularnimi body krivky tvori kva-
dratickou bodovou involuci na kiivce. Tato involuce se promitd z dvojndsob-
ného bodu krivky involuci ve svazku primek, jejiz samodruzné primky jsou tecny
krivky v dvojndsobném bode.
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Dotykove body dotycnic vedenych bodem krivky, prisecik téchto tecen a pri-
secik krivky se spojnici dotykoviych bodi tvori harmonickou ctverici.

Dvojice pruseciki krivky s primkami svazku se stredem na krivce tvori bo-
dovou involuci. Jeji samodruzné body jsou dotykové body tecen incidujicich se
stredem svazku.

Vsechny spojnice dvojic dotykovych bodi tecen vedenych vsemi body krivky
obalugi kuZelosecku — tzv. involucni kuZelosecku dané kubiky.

Primky svazku se stfedem mimo kubiku protinaji kubiku v trojicich bod,
jez vyhovuji jedné kubické rovnici. Korespondence v této trojici je v praci
nazyvana kubickou involuci.

Obecnou teorii aplikuje Karel Zahradnik na Descartiv list o rovnici
3+ 13 — 3axy = 0, a€R, a#0,

v parametrickém vyjadreni

3au 3au?

= —) = —, cR.
. 1+us y 1+ us Y

Specifickymi otédzkami jsou hledani inflexnich bodt, asymptot a vypocet ob-
sahu.

Podobné otazky jsou feseny také u strofoidy, jez ma rovnici
3 2 2y
> +ay+a(z®—y*) =0, a€R, a#0,
v parametrickém vyjadreni

2 2
w:a(u2—1)’ y:au(u —1)7 wER.
u?+1 u?+1

Kruznice mé se strofoidou ¢tyfi pruseciky. Dotyka-li se strofoidy, dva z prise-
¢iki se vzajemné rovnaji. Dotyka-li se kruznice strofoidy ve dvou bodech,
spojnice téchto dotykovych bodu tvofi involuci ve svazku piimek. Stfedem
svazku je pdl krivky. Mnozina stfedt vSech kruznic dvojnasobné dotykajicich
se strofoidy je parabola, jez mé ohnisko v pélu strofoidy.!

Dale jsou prozkoumany trojice oskulac¢nich kruznic prochézejicich jednim
bodem strofoidy a trojuhelniky oskula¢nich bodi (tzv. oskula¢ni trojihelnik)
a je uveden vypocet obsahu ¢asti roviny ohranic¢ené strofoidou.

Recenzent dr. F. August z Berlina v referativnim ¢asopisu Jahrbuch iber
die Fortschritte der Mathematik® konstatuje, Ze prace nepiinasi nic podstatné
nového, nicméné muze slouzit zacateénikiim na nacvik urcitych metod analy-
tické geometrie.

1 Pojem pdl krivky bude vysvétlen v teorii kisoiddl.
2 Viz Jahrbuch {iber die Fortschritte der Mathematik 5(1873), str. 366.
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Clanek Theorie k¥ivek raciondlnich treti t¥idy [Z16] je dualizaci elemen-
tarni teorie racionalnich kiivek tietiho stupné. V primkovych nehomogennich
souradnicich je pfedstavena krivka jako mnozina vSech tecen, z nichz jedna ma
s bodovou obalkou této mnoziny spole¢né dva rtzné body anebo jeden dvojna-
sobny bod. Uplné rovnice kiivky tietiho fadu (v dnesni terminologii stupneé)
v rozsitené euklidovské roviné ma v nehomogennich piimkovych soutradnicich
u, v tvar

au® + bu*v + cuv? + dv® + eu® + fuv + g + hu+ kv +1=0,

kde vsechny koeficienty jsou realna cisla a aspon jeden z koeficientti Cleni
tfetiho stupné je rtizny od nuly. Nevlastni pfimka roviny mé soufadnice u = 0,
v = 0. Nutnd a postacujici podminka, aby byla tecnou ktivky, je l = 0. Rovnice
dotykového bodu nevlastni ptimky zni hu + kv = 0. Je-li dédle h =0, k =0, je
nevlastni pfimka roviny dvojnasobnou tec¢nou krivky a souradnice dotykovych
bodi jsou dany rovnici

eu’® + fuv + gu® =0,

jez ma dva realné koreny, jeden dvojnasobny kofen anebo dva sdruzené ima-
ginarni kofeny podle toho, zda je diskriminant f? — 4eg kladny, roven nule
anebo zaporny. Dva podstatné rozdilné pripady jsou: dotykové body dvojna-
sobné te¢ny jsou riizné anebo dotykovy bod dvojnasobné tecny je dvojnasobny
prusecik te¢ny s bodovou obalkou, tj. je inflexnim bodem obéalky a dvojnasobna
tecna je tudiz inflexni tecnou.

Vhodnou volbou uréujicich prvki soustavy soufadnic lze tecnovou rovnici
kiivky v tomto pripadé zjednodusit na tvar

au® + bulv + cuv? + dv® = ev?,

v némz inflexni te¢na ma rovnici v = 0. Z kazdého jejiho bodu lze vést jedinou
dalsi tecnu, jejiz parametrické vyjadieni ma tvar
e e
u = , v = ,
aX® +bX\2+ch+d aX® +bX2+ch+d

Toto vyjadieni pfimkovych soufadnic tecen kfivky racionalnimi funkcemi para-
metru A je divodem nazvu raciondlni krivka.

AER.

Dalsi postup vysetrovani kiivky je dualizaci schématu vySetfovani racional-
nich kiivek tfetiho stupné v pracich [Z6] a [Z7]. Hledaji se parametry tii te¢en
incidujicich s libovolnym bodem mimo obalku tecen a dalsi vztahy mezi te¢nami
z riznych bodi, pfimkové rovnice dotykovych bodid tecen, vzajemna zavislost
parametrt t¥i tecen prochézejicich jednim bodem. Zavislost tii tecen incidu-
jicich s jednim bodem je obdobné jako u bodové kfivky nazyvana kubickou
involuci. Déle je ukéazano, ze krivka tfeti tfidy s dvojnasobnou tecnou, jez je
inflexni tec¢nou, je kiivkou tretiho stupné.

V pripadé, kdyz body dotyku dvojnisobné tecny s obdalkou jsou riizné,
rovnici kiivky lze uvést na tvar

au® + bu*v 4+ cuv? + dvd = euv, a#0, d#0, e #0,
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a v parametrickém vyjadreni na tvar

eA eN?

f— = )\ R.
art e 1dd T arbtevtdd €

Vyjadreni tii tecen incidujicich s jednim bodem, vztahy mezi trojicemi in-
cidujicimi se dvéma riznymi body pfimkové rovnice dotykovych bodt a kubicka
involuce jsou odvozeny stejné jako v pripadé inflexni tecny. Dale je dokézéano,
ze tato kiivka tieti tfidy je kfivkou ¢tvrtého stupné, tj. primka v roviné kiivky
protina obalku vsech tecen obecné ve ¢tyrech bodech.

S dotykovym bodem jednoduché teény s bodovou obéalkou vSech tecen kiivky
inciduji dalsi dvé teCny, zvané sdruzené. Dvojice sdruzenych tecen pro vsechny
body obalky protinaji dvojnasobnou tecnu ve dvojicich bodu, jez vytvareji na
této tecné kvadratickou bodovou involuci. Jejimi samodruznymi body jsou
dotykové body dvojnasobné tecny s obalkou.

Teény 't, 2t sdruzené k teéné ¢ se protinaji v bodé, jimz lze vést dalsi tecnu
t' kiivky. Ctvefice teen v potradi 't, ¢, t, ¢ je harmonicka. Z toho plyne,
7e i dvojice prusecikil teden t, ¢’ s dvojndsobnou te¢nou tvori kvadratickou
bodovou involuci s tymiz samodruznymi body, jako ma vySe uvedena involuce.

Priiseciky vSech dvojic sdruzenych tecen vytvareji kuzelosecku zvanou Wey-
rova involucni kuZelosecka.?

Parametry trojice tecen kfivky vedené vsemi body primky, jez neni te¢nou
kiivky, vyhovuji kubické rovnici zavislé pouze na soutadnicich této piimky.
Korespondence trojic teCen urcena touto rovnici se nazyva kubickou involuct
prislusnou k pfimce.

V zavéru prace jsou jesté feSeny dva specialni problémy tykajici se harmo-
nickych a ekvianharmonickych étveiic tecen.

Rozséhla trojdilnd prace Rationale ebene Curven dritter Ordnung (Racio-
nalni rovinné k¥ivky tfetiho fadu) [Z13] je systematickym shrnutim, doplnénim
a rozsifenim praci [Z6] a [Z7].

Préace zac¢inad rovnici kubiky s dvojnasobnym bodem v pocatku pravouhlé
kartézské soustavy soufadnic v rozsirené euklidovské roviné. Bez dalsich tprav
ma tato rovnice tvar

az® + by + cxy® + dy® + ex® + fay + gy> =0

s realnymi koeficienty a,...,g; a # 0, g # 0. V polarnich soufadnicich (r, p),
kde z = rcosp, y =rsing (r > 0,9 € (—00,0)), mé rovnice kiivky tvar

3 (acos® ¢ + beos? psin ¢ + ccos psin’ p + dsin® ) +

+ 7“2(6(:05290—&—fcos<psin<p—|—gsin2 ) =0.

3 Kuzelosecka je pojmenovana podle Emila Weyra.
4 O této praci neni v zakladnich referativnich casopisech zadny zadznam.
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Tec¢ny kiivky v pocatku soustavy soufadnic jsou urceny rovnici
ecos2<p—|— fcos<psin<p+gsin2ap =0,
neboli v soutadnicich z, y rovnici
ex? + fry 4+ gy? = 0.

Rovnice davd dvé rtzné tecny (redlné anebo sdruzené komplexni), kdyz je
diskriminant f2? —4eg # 0, a dvojnasobnou, kdyz je f2 —4eg = 0. Prvni piipad
znamena, ze dvojnasobny bod je uzlovym bodem, v druhém piipadé je bodem
vratu. V pripadé, kdyz pocatek soustavy soufadnic je bodem vratu a dvo-
jnasobnou tecnou v ném je osa x soustavy soutfadnic, rovnice kiivky nabyva
tvar

az® +bx’y + coy? +da® =ey®; a#0, e #0.

V prvni ¢asti prace je pojednan tento pripad.

Kazda polopfimka s pocatkem v pocatku soustavy souradnic svird s kladnou
poloosou osy z tihel velikosti ¢ tak, ze pro kazdy bod [z, y] polopfimky rtizny
od pocatku plati

x =uy, kdeu= cotgp.

Kazda primka incidujici s poc¢atkem, rizna od osy x, protina krivku kromé
bodu vratu jesté v jednom bodé [z,y], jehoz soufadnice vyjadfené pomoci
parametru u maji tvar

eu e
T a3+ bu+eu+d y_au3+bu2+cu+d’

u € R;

to je parametrické vyjadieni souradnic vSech reguladrnich bodt kiivky ve tvaru
raciondlnich funkci jednoho parametru u (viz [Z26]).

Podle Pliickerova vzorce je tfida vysetfované kiivky rovna ¢islu 3. Nékteré
vlastnosti kfivky a vztahy k dalsim dtvartim roviny popisuji véty jako napft.:

Protinagi-li dvé rizné primky p, p' kubiku v bodech Ay, Az, As, resp. B,
By, Bs, pak protinaji primky A;B; (i = 1,2, 3) kubiku v bodech C; (i = 1,2,3),
jez incidugi s jednou primkou.

Specidlne: Jsou-li t7i kolinedrni body reguldrnimi body krivky a sestroji-li
se temito body dalst tecny rizné od tecen v téchto bodech, jsou dotykové body
techto dalsich tecen opét kolinedrni.

Kuzelosecka v obecné poloze protind kubiku v Sesti bodech. Jelikoz kuzelo-
secka je jednoznacéné urcena péti body (v ,obecné“ poloze), jsou parametry

Sesti prusecikil kubiky s kuzeloseckou vazany urcitou rovnici mezi parametry.
Plati:

Necht Ay, As, ..., Ag je Sest priseciki requldrni kuZelosecky s vysetrovanou
kubikou C'. Necht +» A1AsNC = By, ..., + AgA1NC = Bg je Sest priseciki
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krivky s nositelkami stran Sestivhelniku A1, Ao, ..., Ag vepsaného krivce. Body
Bio, ..., Bg1 lezi na kuZelosecce.

Necht A1A4 NnC = D14, <~ A2A5 NnC = D25, <~ A3A6 NnC = D36, jSOU
pruseciky krivky C' se spojnicemi protilehlych vrcholi Sestivhelnika vepsaného
krivce. Body D14, Dos, Dsg jsou kolinedrni.

Dale jsou vysetfovany seCny, tecny a normaly kfivky. Pmym vypoctem
se potvrzuje, ze kubika je t¥eti t¥idy, a zjiStuje, Ze bodem roviny (v ,obecné*
poloze) prochézi Sest normél kubiky.

Primky svazku primek, jehoz stfed neni bodem kubiky, protinaji kubiku
v trojicich rtznych bodia s vyjimkou pfimky prochazejici bodem vratu; tato
pfimka protind kubiku v jediném dalsim bodé. Trojice boda kubiky lezici na
primkéch svazku tvoii kubickou involuci (v dnesni terminologii korespondenci),
jejiz dvojné body jsou bod vratu kubiky (spoleény pro vSechny involuce uve-
deného druhu) a dotykové body tefen prochézejicich stiedem svazku piimek.

V kazdém reguldrnim bodé M kubiky existuje tecna m, jez ma tento bod
za dotykovy. Kromé toho prochézi jim tecna ¢, jez méa dotykovy bod T rizny
od M. Obalka vsech primek T'M pro vsechny regularni body M kubiky je
kiivka tfetiho stupné a tfeti t¥idy (rfiznd od zdkladni kubiky), jez méa bod
vratu dané kubiky za sviij bod vratu.

Pro evolutu kubiky, tj. obalku vSech normél kubiky nebo ekvivalentné
mnozinu vSech stfedu kfivosti, nejsou uvedeny explicitni rovnice, nybrz pouze
vychozi rovnice, z nichz lze eliminaci ziskat zadouci vyjadieni.

Jako pouziti prezentované teorie o kiivce tfetiho stupné s bodem vratu uvadi
Karel Zahradnik aplikaci na Dioklovu kisoidu. Jeji algebraickou rovnici uvadi
ve tvaru

x

y=ux

a—z
bez explicitniho vymezeni existen¢nich podminek. Rovnici tfetiho stupné od-
tud dostaneme umocnénim obou stran rovnice na druhou, coz — jak znamo —
neni ekvivalentni iprava. Parametrické rovnice maji tentyz tvar jako v para-
grafu predeslé kapitoly. Jsou vySetfeny nevlastni body kisoidy, dalsi tecny
prochézejici danym bodem a rovnice asymptot. (Ze t¥i asymptot je jedna
redlnd a dvé sdruzené imaginarni s redlnym prisecikem.) Bodem v roviné
kisoidy prochézeji ¢tyti normaly této kiivky.

Kruznice bez specialni polohy ke kisoidé ma s kisoidou spole¢né ¢tyti body.
Podle Bézoutovy véty je sice pocet spolecnych bodu véetné nasobnosti Sest, ale
dva z nich jsou spolecné pro vSechny kruznice roviny: jsou to kruznicové body
— sdruzené imaginarni body na nevlastni pfimce, jimiz prochézi i kisoida. Ctyti
body kisoidy lezi na jedné kruznici praveé tehdy, kdyz soucet jejich parametrii
je roven nule.

7 piehlednych algebraickych vztahtt mezi parametry ¢tyt kocyklickych bod
kisoidy (tj. ¢tyf bodt kisoidy, jez inciduji s jednou kruznici) plyne pro nékolik
dalsich od kruznice odvozenych ctveric bodu kisoidy, ze jsou kocyklické.
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Dale je odvozena rovnice oskula¢ni kruznice v reguldrnim bodé kisoidy;
bod oskulace je trojnasobnym spole¢nym bodem kisoidy a oskulaéni kruznice.
Je nalezen polomér kiivosti a stfed kiivosti (tj. stfed oskula¢ni kruznice).
Mnozina vSech stfedt kiivosti kisoidy — evoluta kisoidy — je racionalni kiivka
¢tvrtého stupné. Lze ji ziskat také jako obalku vsech normal kisoidy.

Paty normal libovolného bodu teény vratu (kromé bodu vratu) ke kisoidé
lezi na jedné kruznici. Prozkouméany jsou pripady, kdyz je ¢tverice pat normal
na kisoidé ¢tverice harmonické, resp. ekvianharmonicka. Mnozina vSech bodi,
pro néz ¢tverice pat normal ma prvni, resp. druhou vlastnost, je kiivka tretiho
stupné, resp. parabola.

Zavérem je proveden vypocet obsahu rovinného tutvaru zéasti ohraniceného
kisoidou, jakoz i délky oblouku kisoidy.

Prvni pokracovani ¢lanku zac¢ind kompletni dualizaci teorie racionalni kiivky
tfetiho stupné s bodem vratu. Podrobnymi kroky dualizace je vybudovana
teorie kiivky tfeti tfidy jako mnoziny tecen, v niz existuje jedina inflexni tecna.
V pfimkovych soutradnicich &, n 1ze te¢novou kiivku napsat v te¢novém tvaru

a&® + bén® + en® = di?,
v parametrickém vyjadfeni s parametrem u ve tvaru

du d

_ — = 0, ueR.
¢ aud +bu+c n aud +bu+c a0, u

Mechanické tvorba vét dudlnich k vétam z teorie kiivek tretiho stupné s bo-
dem vratu pro dudlni tecnovou kiivku tfeti tiidy s inflexni te¢nou mé jedno
uskali, jez si K. Zahradnik zcela nevyjasnil: v rozsifené euklidovské roviné,
jez je pro néj (jedingm) modelem bodové projektivni roviny, neni dualita mezi
mnozinou vSech bodf a mnozinou vSech pfimek bezproblémové, nebot existuje
nekone¢né mnoho nevlastnich bodt incidujicich s jedinou nevlastni pfimkou,
ale jedind nevlastni piimka incidujici se vsemi nevlastnimi body.® Nekorekt-
nost mechanického pristupu k dualizaci je zesilena pouzivanim dobové némecké
terminologie, v niz za dudlni objekt k nekonecné vzddlenému bodu (unendlich
ferner Punkt) je proklamovana nekoneéné vzddlend primka (unendlich ferne
Gerade), coz podle litery dualizace mé byt pfimka incidujici s jednim nevlast-
nim bodem. To vsak je rozsirend vlastni pfimka, o niz prohlaseni za nekonec¢né
vzdélenou (od ¢eho?) nedavé smysl.

Nicméné dualizace vét o bodové kiivce tretiho stupné s bodem vratu pro
kiivku tfeti t¥idy s inflexni doty¢nici ve vétSiné pripada smysl dava a prispiva
k charakterizaci tohoto typu kfivky.

Hlavni slozkou této druhé ¢asti ¢lanku (tj. prvniho pokracovéni) je teorie
ireducibilnich kfivek tfetiho stupné s uzlovym bodem. Zvoli-li se uzlovy bod za

5 Samoduélnost projektivni roviny jako mnoziny vsech jejich bodu a vsech jejich piimek je
zalozena v jeji axiomatizaci; v ni vSak neni zadné zminky o déleni prvki na vlastni a nevlastni.
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pocatek a tecny v uzlovém bodé za osy kosothlé kartézské soustavy souiadnic,
nabude rovnice kiivky tvar

az® + bz’y + cxy® + dy® = hay,

kde vsechny koeficienty jsou realna cisla, a # 0, d # 0, h # 0; parametrické
vyjadieni ma tvar

hu hu?
T = = .
Y a+ bu + cu? + dud

a+ bu + cu? + dud’

Podle prvniho Pliickerova vzorce je trida kiivky rovna c¢islu 4.

Soudin parametru t¥i bodu kfivky incidujicich s jednou pifimkou je roven
konstanté. Tento vysledek je specialnim pfipadem Weyrovy véty: Soucin pa-
rametrd vSech 3n bodi, jez méa racionalni kiivka stupné tfi spolec¢né s kiivkou
stupné n, je roven konstanté.

Jsou odvozeny rovnice secen a tecen. Kazdym regularnim bodem kiivky
kromé tecny v tomto bodé prochézeji jesté dvé tecny s dotykem v jinych dvou
riznych bodech kiivky, nebot tiida kiivky je rovna &islu 4. Dotykové body
téchto dalsich dvou tecen se nazyvaji sdruzené body. Dvojice sdruzenych bodu
vytvareji na kubice s uzlovym bodem kvadratickou involuci, jejiz samodruzné
body jsou dalsi dotykové body dvou ruznych tecen kiivky v uzlovém bodé. Pary
sdruzenych bodt kubiky se z uzlového bodu promitaji involutornimi dvojicemi
pfimek svazku se stfedem v uzlovém bodé. Samodruzné piimky této involuce
jsou teény kubiky v uzlovém bodé. Spojnice dotykovych boda Uy, Uy dalsich
dvou tecen incidujicich s bodem U krivky protina kubiku ve tfetim pruaseciku
U’, jenz je body Uy, Us od bodu U harmonicky oddélen. To znamen4, Ze dvojice
U, U’ vytvaieji na kubice kvadratickou involuci. Protoze méa tytéz samodruzné
prvky jako predchozi involuce, je s ni totozna.

7 pocetnych dalsich podobnych vlastnosti kubiky jsou zajimavé:

Spojnice sdruzenych bodu kubiky obaluji kuzelosecku, jez se podle Emila
Weyra nazyva involucni kuzeloseckou. Oznacime-li sdruzené body Uy, Us a bo-
dy k nim nélezejici U, U’, obaluji spojnice UU’ tutéz involutorni kuzelosecku.
Tvrzeni kromé analytického diikazu provedeného Zahradnikem plyne jiz z to-
toznosti involuci {(Uy,Uz2)} a {(U,U’")}.

Korespondence mezi trojicemi bodii, v nichz kfivku protinaji piimky jed-
noho svazku, je opét — jak je ve vSech Zahradnikovych pracich obvyklé —
nazyvana involuci. Samodruznymi body korespondence jsou dotykové body
tecen prochazejicich stfedem svazku piimek. Jelikoz je kiivka ¢tvrté tfidy, exi-
stuji pro bod mimo kubiku ¢tyfi tecny, tudiz i ¢tyri samodruzné body uvedené
kubické involuce ptislusné k bodu.

Poslednim vysledkem druhé c¢asti je zjisténi, ze bodem mimo kiivku prochézi

obecné sedm normaél kiivky a Ze obalka vSech normél kubiky s bodem vratu je
kfivka sedmé tiidy a dvanactého stupné.
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Treti ¢ast prace, tj. druhé pokracovani tvodni prace, je plné vénovana
rozsdhlym aplikacim obecnéjsi teorie kubiky s uzlovym bodem na Descartiv
list a strofoidu.

Descartuv list je uveden v kosothlé kartézské soustavé souradnic v rozsirené
euklidovské roviné rovnici tvaru

234+ 9% —3axy =0, a#0.

Pocatek O soustavy soutadnic je uzlovym bodem kfivky a osy soustavy sourad-
nic jsou tecnami kfivky v dvojnasobném bodé. Parametrické vyjadieni kiivky

mé tvar

3au 3au?

TEire YT ire SR

Geometricky vyznam parametru v euklidovské roviné je nasledujici: Je-1i U bod
kiivky s parametrem u, je

u = tg(|OU, +z[o),

kde OU je privodi¢ bodu U (tj. orientovana tsecka s pocateénim bodem
O a koncovym bodem U) a |OU,+x|, je velikost orientovaného thlu, jehoz
pocatecni rameno je kladna poloosa x a koncové rameno je polopfimka — OU.

Soucin parametru tii kolinearnich bodu kfivky je roven —1. Ze tii inflexnich
bodu kfivky je jeden realny, dva jsou sdruzené imaginarni body, vSechny jsou
nevlastni, tudiz inflexni te¢ny jsou asymptoty.

Pojednani o secnach a tecnach kondi zjisténim, ze tiida kiivky je rovna
¢islu 3, a rovnicemi asymptot.

Involuéni kuzelosecka Descartova listu je hyperbola, jejiz asymptoty jsou
te¢ny ktivky v jejim uzlovém bodé.

Vysetfovani normal a evoluty konkretizuje obecné vysledky o stupni a tridé
evoluty parametrickym vyjadfenim mnoziny vsech stfedt kiivosti.

Jako ukazka teseni klasické problematiky kiivek je uveden vypocet obsahu
obrazce ohrani¢eného krivkou a jeji redlnou asymptotou.

V rozsdhlém paragrafu Construction des Blattes (Konstrukce listu) jsou po-
psany dvé konstrukce bodu krivky. Prvni je provadéna ryze elementarnimi eu-
klidovskymi prostfedky. Druha, tzv. projektivni konstrukce dava body kiivky
jako druhé pruseciky kuzelosecek svazku

22 —by+M2=0, MeR,

a primek svazku
y—Ax =0, NeR,

korespondujicich v projektivnosti obou svazkt, dané prifazenim kuzelosecky
a primky s tymz parametrem A. Jelikoz stied svazku prfimek, jimz je pocatek
soustavy soufadnic O, je bazovym bodem svazku kuzeloseéek, protind kazda
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primka svazku korespondujici kuzelosecku jesté v jednom bodé, jenz je regu-
larnim bodem krivky, a bod O, spole¢ny vSsem kuzeloseckam svazku a korespon-
dujicim primkam svazku piimek, je dvojnasobnym bodem kiivky. Parametrické
vyjadreni pruseciki korespondujicich utvart méa tvar

A o
14N Y= 1w

Konstrukce bodi Descartova listu v pravotihlé kartézské soustavé souradnic je
popsana uplné a podrobné.

Obdobneé je konkretizovana teorie strofoidy. Jeji rovnice je uvedena ve tvaru
2 +ay? +az?—y?) =0, a€R, a#0;
v parametrickém vyjadfeni ma tvar

2 2
a(u® —1 a(u® —1)u
I R U R
u® 41 ut +1
Strofoida je cirkularni kubika, tj. prochdzi (nevlastnimi) kruznicovymi body
roviny. Jeji tfeti nevlastni bod je inflexni. Podle obecného vysledku je strofoida
krivkou ¢tvrté tiidy; jeji tecnové parametrické vyjadieni ma tvar

4u _1—4:u2—u4

v _ Y LeR
a(u? —1)2 1 a(u? —1)2 “

Strofoida ma tii inflexni tecny, z nichz jedna je realnd a dvé sdruzené imagi-
narni inflexni teény se protinaji ve vlastnim redlném bodé. Redlna inflexni
tecna mé dotykovy bod nevlastni, je tudiz asymptotou ktivky.

Vlastnim bodem strofoidy prochazeji vzdy dvé pevné normdly incidujici
s kruznicovymi body roviny, takZe normély strofoidy vlastnim, specifickym
zpusobem pfitazené k vlastnimu bodu, s nimz inciduji, jsou ¢tyfti.
Specifickymi vysledky pro normaly strofoidy jsou:

Paty normal strofoidy prochézejicich bodem osy y lezi na jedné kruznici.

Mnozina vSech bodt, jejichz paty normél tvori ekvianharmonickou ctvefici,
je singularni kuzelosecka rozlozitelna na dvé razné primky.

Evoluta strofoidy je krivka ¢tvrté tfidy, jejiz tecnové vyjadieni ma paramet-
ricky tvar

—4u 1—4u? —u?t

f— = R.
4a(u? —1)(u? +3)’ K ve

¢ o — D@2 +3)’

Prechodem k bodovym soutradnicim se ukéze, ze je to raciondlni kiivka
Sestého stupné.

vvvvvv

body, jejichz parametry jsou vazany rovnici. Ma-li kruznice se strofoidou dvoj-
nasobny dotyk, promitaji se body dotyku z uzlového bodu vzajemné kolmymi
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primkami. Spojnice dotykovych bodu strofoidy s kruznicemi dvojnasobné se
dotykajicimi strofoidy prochazeji pevnym bodem — pdlem strofoidy. Tyto
dvojice dotykovych bodi tvori tak stfedovou involuci. Mnozina stfedd vsech
kruznic dvojnasobné se dotykajicich strofoidy je parabola, jez ma pdl strofoidy
za své ohnisko.

Existuje kruznice, jez protind vSechny kruznice dvojnasobné se dotykajici
strofoidy pod pravym thlem. Strofoidu pak lze povazovat za obéalku soustavy
vSech téchto kruznic.

Jako uz dfive, jsou vySetfovany oskulacni trojice bodu, tj. bodu, jez jsou
body oskulace se tfemi kruznicemi prochazejicimi spole¢nym ¢tvrtym bodem
strofoidy. Vypocétem soutadnic stfedi kiivosti je zjiSténo, Ze evoluta strofoidy
je racionalni kiivka Sestého stupné a ¢tvrté tridy, jak uz bylo stanoveno diive.

V zavéru je uveden vypocet obsahu strofoidy integralni metodou a popsany
CtyTi postupy konstrukci — z¢asti elementarnich — bodu strofoidy.

Recenze prvni ¢asti prace sepsana profesorem A. Brillem z Mnichova a druhé
a tfeti ¢asti sepsané profesorem F. Augustem z Berlina® stru¢né a vécné infor-
muji o obsahu prace.

Kratsi prace Vytvary jednoznacné prislusnych prokd dvou raciondlnich rovin-
nych krivek [Z20] je spiSe nez praci zaméfenou na konkrétni vysledky piehled-
nym metodickym prispévkem, jenz objasnuje vztahy mezi nékterymi zaklad-
nimi ¢iselnymi charakteristikami rovinnych kiivek a uvadi paralely dualnich
objektil a dualnich operaci.

Nejdrive je spolecnou symbolikou zaveden zapis soufadnic bodd, resp. tecen
racionalnich kfivek pomoci racionédlnich funkci jednoho parametru, pak tymz
formalnim zptsobem jsou popsany piimka jako spojnice bodi a bod jako
prusecik primek. Prfifazeni korespondujicich prvkid generujicich atvart je vy-
jadieno bilinearni rovnici mezi parametry téchto prvka. Jako mnozina spoj-
nic korespondujicich bodi dvou racionalnich kiivek stupné m a n vznikne tak
te¢nova kiivka t¥idy (m + n). Dudlné ze dvou raciondlnich te¢novych kiivek
stupné n, resp. m vznikne z pruseciki korespondujicich tec¢en dvou tec¢novych
kiivek t¥idy n, resp. m bodova kfivka stupné n+m. Obecné vysledky jsou spe-
cializovany pro racionalni kiivky tfetiho stupné, resp. tteti tfidy a dale pro pfi-
pad, kdy jsou generujici kiivky identické. Stupen, resp. t¥ida vytvoru se tehdy
zmensi o 2; kupf. spojnice korespondujicich bodt téze kuzelosecky neobaluji
kiivku stupné 2 4+ 2 = 4, nybrz 2, tedy opét kuzelosecku. Znamené to tedy:
Racionalni rovinné kfivka stupné n je (obecné) kiivkou t¥idy 2(n — 1). Ttidu
snizuje podle Pliickerova vzorce vyskyt a povaha singularnich bodd. Dualni
véty plati pro vytvory generované te¢novymi kiivkami.

Je-li generujici pribuznost bodi bodové kiivky stupné n involuci, vytvorem
je racionalni kiivka t¥idy (n — 1). Plati i véta dudlni.”

6 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 6(1874), str. 418; 7(1875), str. 417;
9(1877), str. 502.
7 Recenze &lanku nebyla uvefejnéna.
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Velmi rozsahla dvojdilna prace O krivuljah u ravnini (O rovinnych kiivkach)
[Z52] je svoji podstatnou ¢asti systematickym vykladem zdkladii teorie rovin-
nych kiivek a dalsich privodnich kiivek tradicné pfidruzenych k zdkladnim
krivkam. Hrubou informaci o obsahu prace dava prehled paragrafi: Tecnové
souradnice p, «; tecnové souradnice u, «; Délka te¢ny, normaly, subtangenty,
subnormély; Rektifikace; Transformace osy x; Polomér kiivosti; Body vratu
krivky; Uréeni k¥ivky pomoci relaci, jez plynou z daného tvaru rovnic kfivky;
Kiivka proménné kiivosti; Radiila; Kvadratura; Upatnice; Nékteré vlastnosti
upatnic; Rektifikace tipatnice; Kvadratura tpatnic; V1iv pélu na obsah tpat-
nice; O polu nejmensi tpatnice; Posloupnost tpatnic; Dalsi vlastnosti posloup-
nosti upatnic; Rektifikace n-té Gpatnice; Kvadratura n-té ipatnice; Negativni
upatnice; Kosouhlé tupatnice; Kiivky odvozené inverzi; O kiivkach polarné
reciprokych; Ridici kiivky (direktrisy); Paralelni kiivky; Rektifikace paralel-
nich kiivek; Kvadratura paralelnich kiivek; Obsah opsany polomérem kiivosti;
O krivkach zahrnujicich paralelni kiivky jako zvlastni ptripady; O evolutach;
Kvadratura evoluty; O posloupnych evolutach; O evolventach; Véta Bernoulli-
Whewellova; O kiivkach danych vztahem mezi posloupnymi evolutami; O slo-
zenych kiivkach.

Préce, jez je znacné rozsahlym a podrobnym zpracovanim sirokého tématu
prezentovaného ve dvou prednaskach na zasedanich matematicko-prirodovéd-
ného oddéleni Jihoslovanské akademie véd a uméni v letech 1882 a 1884, je
svou povahou monografii, jejiz troven odpovidéd priblizné dnesnim nérokdm
na zakladni pfirucku doktorandského studia, specializovanou na teorii kiivek
v euklidovské roviné. Ackoliv nepfindsi nové teoretické vysledky oné historické
doby, metodickym zpracovanim, peclivosti a podrobnosti vykladu a zejména
mnozstvim prikladt, jez skytaji ctenari dikladné informace o vétsiné rovin-
nych kiivek antické doby i pocatkt novodobé matematiky 16. az 18. stoleti,
jakoz i o metodéach jejich vySetfovani, mohla byt ve své dobé velmi cennym
pravodcem v jedné oblasti diferencidlni geometrie — v teorii rovinnych kiivek.
Obsahem, pestrosti metod, systemizaci i naro¢nosti textu a stylu prace zajisté
znacné prevysuje troven dobovych vysokoskolskych ucebnic a nehledé na né-
které archaismy, mohla by i dnesnimu c¢tenafi poskytnout mnoho zajimavého
a hodnotného materialu.®

V kratkém, ale obsahem hutném clanku Uber die Krimmungscurve des Ba-
sispunktes eines Curvenbiischels n-ter Ordnung (O kiivce kiivosti bazového
bodu svazkt kiivek n-tého ¥ddu) [Z39] jsou odvozeny parametrické rovnice
a nékteré vlastnosti kiivky, kterd je mnozinou vsSech stiedu kiivosti prislusnych
k bazovému bodu svazku kiivek n-tého stupné vzhledem ke vsem kiivkam
svazku.

Ma-li rovnice svazku kiivek n-tého stupné (n € N, n > 2) tvar
f=p—X =0, AeR; f, o1 — polynomické funkce v x,y stupné n,

soufadnice stfedu kruznice kiivosti [z,y] bodu [£,7n] libovolné kiivky svazku
jsou hodnoty racionalnich funkei v bodé [€, 7], jejichz Citatel i jmenovatel ob-

8 Zadna recenze prace neni k dispozici.
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sahuje prvni a druhé derivace funkce f; to jsou vSechny cleny, jez pochazeji
z puvodnich ¢lent funkce f stupné > 3. Svazek krivek lze nahradit svazkem
kuzelosecek, jejichz rovnice maji levé strany rovny souctu linearnich a kvadra-
tickych ¢lenii v levych stranach rovnic kiivek svazku. Pak je pocet bazovych
bodii svazku roven ¢islu 4 (véetné piipadné nasobnosti).

Vypoctem je dokdzano, ze mnozina vSech stfed krivosti poc¢atku sousta-
vy soufadnic O (jako bazového bodu svazku kuzelosecek) vzhledem ke vSem
kuzeloseckdm svazku je raciondlni kiivka tfetiho stupné, jez ma bod O za
dvojnasobny bod. Asymptoty této kubiky jsou kolmé na spojnice bodu O
s ostatnimi tfemi bazovymi body svazku kuzelosecek.

Recenzent dr. E. Toeplitz z Breslau (Wroctaw, Vratislav)? stru¢né a vystizné
informuje o podstatnych metodach a vysledcich prace.

Préce Prilog k teoriji krivulja trecega stupnja i trecega razreda (P¥ispévek
k teorii kiivky tfetiho stupné a t¥eti t¥idy) [Z71] je v chorvatském jazyce ob-
ménou nékterych jinojazycénych ¢lankt o této tematice. Predmétem vyzkumu
je kubika s bodem vratu. Nicméné ve srovnani s predchozimi pracemi jsou
v tomto ¢lanku sledovana i jind témata. Jednim z nich je rekurentni kon-
strukce nekonec¢né posloupnosti sdruZengch primek konstruovanych vzestupné
nasledujicim zpiisobem: Ve tfech prisecicich primky p s kubikou jsou sestro-
jeny teény kubiky. Tteti pruseéiky téchto tecen s kubikou (dotykové body jsou
dvojnéasobné pruseciky) lezi opét na jedné piimce r;. Opakovani postupu na
ni vede k primce ro atd. Pro n — oo pfimka r, konverguje k tecné v bodé
vratu. Pfimka 7, se nazyva n-tou sdruzenou primkou s primkou p. Obracenym
postupem lze k primce p konstruovat posloupnost pfimek s_q, s_o, ..., v niz
kazda primka je prvou sdruzenou ptrimkou pfimky nasledujici. Primka s_,, se
nazyvad (—n)-tou sdruzenou pfimkou pfimky p. Pro —n — —oo pfimka s_,,
konverguje k te¢né v bodé vratu.

Prirazeni p — r; vazané na danou kubiku je reguldrni projektivni koli-
neace roviny, jejiz samodruzné primky jsou tec¢na vratu, inflexni tecna a spoj-
nice bodu vratu s inflexnim bodem. Jelikoz kolineace je projektivni, je jeji
zazeni na primku projektivni zobrazeni pifimky na jeji obraz, tudiz v pti-
padé, ze piimka a jeji obraz v kolineaci jsou rizné pfimky, projektivni zo-
brazeni dvou nesoumistnych bodovych fad, jez spojnicemi korespondujicich
bodu generuje tecnovou kuzelosecku. Analogicky, svazek primek je kolineaci
zobrazen na svazek projektivni a v pripadé nesoumistnych svazk pruseciky
korespondujicich pfimek vytvareji bodovou kuzelosecku. V obou pripadech
jsou samodruzné pfimky kolineace te¢nami kazdé takové kuzelosecky (teénové
a bodové).

Jsou-li pfimky p teény paraboly II, plati pLlr; a primky 7; obaluji také
parabolu; oznaéme ji II’. MnoZina vSech vrcholdl pravych thli, jejichZ ramena
obaluji paraboly II, II’, je raciondlni kiivka ¢tvrtého stupné, jeZ ma samodruzné
body kolineace za dvojnasobné body. (Maximalni pocet dvojnasobnych bodu
kiivky ¢tvrtého stupné je roven éislu 3.)

9 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 11(1879), str. 494.
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Necht pfimka p mé piimkové soutadnice &, 7, pfimkové souradnice piim-
ky r1 sdruzené s pfimkou p oznacme &1, 11 a bodové soufadnice priiseciku
T = pNry oznacme z, y; pak souradnice &, n jsou vyjadieny pomoci kvadratic-
kych raciondlnich funkci v x, y. Obracené lze ke kazdému bodu T pfimky p
prifadit pfimku ¢, jez prochézi timto bodem a jeho obrazem T’ v kolineaci
na pfimce r1. Soufadnice x, y bodu T jsou pomoci primkovych soufadnic
&, n primky t¢ vyjadieny opét raciondlnimi kvadratickymi funkcemi v &, 7.
Tyto dvé racionalni kvadratické transformace jsou vzajemné reciproké a spolu
reprezentuji kvadratickou biracionalni korespondenci. Korespondujici prvky
— piimka [, 7] a bod [z,y] maji soufadnice svizany rovnici éx + ny + 1 =
0. Fundamentdlnimi body této transformace jsou samodruzné body uvazované
kolineace a nasledné ireguldrnimi (v pavodni terminologii hlavnimi) varietami
jsou samodruzné primky kolineace.

Touto kvadratickou biracionalni transformaci se primka zobrazuje na kiivku
druhé tfidy dotykajici se iregularnich pfimek, a bodu jako stfedu svazku pfimek
odpovida touto transformaci k¥ivka druhého stupné incidujici s fundamental-
nimi body.

Jelikoz zobrazeni r,_1(An—1Bn-1Cn-1...) = rn(AnB,C,y, . ..) jako zZeni
regularni projektivni kolineace je projektivnost bodovych fad na r,_1, 7, je
projektivnosti i zobrazeni p(ABC'...) — r,(A,B,C, ...). Tato projektivnost
je zuzenim kolineace roviny, v niz jsou obrazy piimek {p} ptimky {r, }. VSechny
tyto kolineace pron = 1,2, ... maji tytéz samodruzné primky: tec¢nu vratu, in-
flexni te¢nu a spojnici inflexniho bodu s bodem vratu zékladni kubiky (s bodem
vratu).

Body prifazené kvadratickou biracionalni transformaci pfimkam rq,7s, ...,
Tn, ... sdruzenym k p¥imce p vzhledem k zékladni kubice lezi na kfivce tretiho
stupné a tteti tfidy, tedy opét na kiivce vlastnosti projektivné shodnych s vlast-
nostmi zakladni kubiky.

V zéavéru prace je ukazano, jak lze v homogennich projektivnich souradnicich
pomoci (1,2)-korespondence mezi dvéma svazky piimek v projektivni roviné
generovat bodovou krivku tfetiho stupné s bodem vratu.

Po néavratu k tématu vztaht primky p k posloupnosti r1,7r2,..., 1y, ... je-
jich sdruzenych primek je dokazano, ze vSechny ptrimky sdruzené s primkou p
vzhledem k zakladni kubice se dotykaji kubiky s bodem vratu projektivné ekvi-
valentni se zékladni kuzeloseckou.

Paragraf je jeden z mala priklad Zahradnikova rutinné bezvadného ovladani
metody homogennich projektivnich soufadnic.'®

Clanek Contribution d la théorie des cubiques cuspidales (P¥ispévek k teorii
kubik s bodem vratu) [Z84] je piekladem piedeslé prace [Z71] do francouzského
jazyka. Za zaznamendni stoji oznaceni sdruzenych primek vystiznéjSim pii-
vlastkem privodni (satellite).

10 Prace neni recenzovana v zadném ze znamych referativnich ¢asopist.
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Préci recenzoval profesor E. Wolffing ze Stuttgartu.!! Jeho recenze uvadi
relativné podrobné vSechny podstatné informace o obsahu a vysledcich prace.

Préce Beitrag zur Theorie der rationalen Kurven dritter Ordnung (P¥ispévek
k teorii raciondlnich kiivek tietiho fadu) [Z87] se zabyva vlastnostmi obrazu
primky v jisté biracionalni transformaci tietiho stupné, jez je v rozsifené eukli-
dovské roviné definovana nazornym elementarné-geometrickym zptisobem.

Necht je déna v rozsifené euklidovské roviné pravouhld kartézska soustava
soutadnic {O; z,y}. Bodu M|z, y] je ptifazen bod M;[z1,y1] nasledujicim zpi-
sobem: Bod M promitneme kolmo na osu 2 do bodu A[x, 0] a kolmo na osu y do
bodu BJ0,y]. Pak patu kolmice z bodu O na pfimku AB oznac¢ime M;[z1, y1].
(Obr. 1)2 Zavislost soufadnic z1,y; bodu M; na soutadnicich z,y bodu M
a obracené — zavislost soutadnic =,y bodu M na souradnicich z1,y; bodu M;
— jsou vyjadieny vztahy (1), (2).

N *f“—v
B M
.
M,
o] A4 *x
Obr. 1
2 2
zy 7y
-7 =7 1
1 $2+y27 A0 .’L'2+y27 ()
oo MUl _ Tttt @)
T1 Y1

Prifazeni M — M, definované pro skoro vSechny body M, vyjadiené vztahy
(1), jez jsou raciondlni funkce t¥etiho stupné, je racionédlni zobrazeni v (rozsife-
né) euklidovské roving; zobrazeni k nému inverzni, vyjadiené vztahy (2), jez

1 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 30(1899), str. 525.

12 Na tomto misté by v duchu modernich pozadavki mély byt analyzovany vsechny
specialni polohy bodu M a nasledné vSechny specialni, pfip. i nejednoznacné polohy pfimky
AB. To chybi v analyze vSech podobnych a analogickych situaci, v nichz se vzdycky uvazuje
prvné jakysi ,obecny* pripad.
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jsou rovnéz raciondlni funkce t¥etiho stupné, je také raciondlni zobrazeni v (roz-
Sifené) euklidovské roviné. Jednd se tedy o pfifazeni M <« M; pro skoro
vSechny body M a skoro vSechny body Mji, jez je biraciondlni korespondenct
tietiho stupné v (rozsifené) euklidovské roviné.

Dnesni ¢tenaf si lehce nalezne ptipady, pro néz dvojice x1,¥y1, resp. x,y
neni definovana. Autortim 19. stoleti tyto pfipady necinily potize, jednoduse
je deklarovali jako pripady nevlastnich bodi, anebo v pripadé biracionalnich
transformaci jako tzv. hlavni body, v nichz zobrazeni nebylo definovano. Upfes-
néné terminologie konce 19. stoleti a prvnich desetileti 20. stoleti znéla nasle-
dovné: bod, v némz zobrazeni nebylo definovano, se nazyval fundamentalni;
mnozina vSech vzoru fundamentalniho bodu v inverznim zobrazeni se nazyvala
hlavni varietou. Zariského terminologie ze 40. let 20. stoleti zni: bod, v némz
zobrazeni neni definovano, se nazyva fundamentaln?; mnozina vsech vzori fun-
damentalniho bodu se nazyva ireguldrni varieta; jeji body (s vyjimkou funda-
mentélnich, jez obsahuje) se nazyvaji iregularni; bod, v némz je definovano
zobrazeni (pfimé) a jenZ je obrazem v inverznim zobrazeni, se nazyva bire-
gularni; ika se také, ze zobrazeni je v takovém bodé bireguldrni.

Karel Zahradnik vysetfoval v zobrazeni M; +— M obraz pfimky p dané
rovnici
ary +by; +¢=0, a+#0mnebod#D0.

Timto obrazem je k¥ivka dana rovnici
(az + by)zy + c(2® +4%) = 0, (3)

coz je racionalni kfivka tretiho stupné s dvojnasobnym bodem v pocatku sou-
stavy souradnic, v némz jsou tecny urceny rovnici

22 +y? =0.
V dobové interpretaci jsou to imaginarni te¢ny urcené rovnicemi
rz+iy =0, r—iy = 0.

Takovy bod se nazyva izolovangm bodem kubiky (3). Asymptoty kubiky (3)
jsou vesmeés realné.

Piimka m =+« AB je urcena jednozna¢né kterymkoli bodem z dvojice
(M, My). Probihé-li bod M; pfimku p;, obaluje pfimka m =<« AB parabolu II,
pro niz je ohniskem pocatek soustavy souradnic a Fidici pfimkou primka p.

Priklady kubik s @ = 0 anebo b = 0 jsou uvedeny jako zvlastni ptripady
s odvolanim na autorstvi G. de Longchampsa.

Parametrické vyjadieni kubiky ve tvaru
(1+t%)c (14 t*)e

=3+ Trre =T teR,
T Ty at +b
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slouzi na jednoduché vyjadreni asymptot linearnimi rovnicemi i parametrickym
tvarem jejich pfimkovych souradnic.

Autor se potom vraci k oblibenému tématu trojuhelniki konstantniho ob-
sahu néjakym zpusobem asociovanych s kfivkou. V tomto pfipadé se jedna
o tzv. asymptotické trojuhelniky, jejichz strany lezi na asymptotach. Jelikoz
kazda kubika je v raciondlnim kubickém zobrazeni obrazem néjaké primky p,
jez prislusi jednoznac¢né k bodu M, formulace problému mé v tomto piipadé
nésledujici znéni:

a) Zjistit mnoZinu vSech ptimek p, jejichz obrazy v daném raciondlnim ku-
bickém zobrazeni maji asymptotické trojihelniky konstantniho obsahu.

b) Zjistit mnozinu vSech bodt M, k nimz p¥islusné piimky p jsou danym
racionalnim kubickym zobrazenim zobrazeny na kubiky s asymptotic-
kym trojihelnikem konstantniho obsahu.

Odpovédi na problém a) je mnozina vSech tecen racionalni kfivky Sesté tiidy,
feSenim problému b) je lemniskéata s dvojndsobnym bodem v pocéatku soustavy
soufadnic.

V tomto paragrafu je jesté uvedeno nékolik zajimavych kfivek, riznym zpt-
sobem asociovanych se zdkladnim tématem. Jedné se vesmés o kiivky zmino-
vané v proslulém Loriové kompendiu [2].

Vv

trojuhelniku a zjisténo, Zze mnozina vSech primek, jejichz obrazy jsou kubiky,
pro néz asymptotické trojuhelniky maji opsané kruznice konstantniho polomeé-
ru, obaluje kfivku osmé tfidy. Mnozina vSech bodu pfislusnych k témto prim-
kéam je kiivka Sestého stupné, jejiz rovnice ma tvar

(22 +y2)° — r2a%y? = 0;

to je tzv. ¢tyflistd rodonea.'?

Rozsahla cast prace je vénovana vysetfovani atvart sdruzenych s kubikami,
jez jsou obrazy svazku piimek vzniklého otidcenim pifimky p kolem jednoho
jejiho pevného bodu P. Ke kazdé primce tohoto svazku pfislusi: vrchol S
piislusné paraboly II (viz text vySe); prusecik S asymptot obrazové kubiky
totického trojuhelniku; stfed C' kruznice opsané asymptotickému trojihelniku.

Pti otaceni pfimky p kolem bodu P € p

— vrcholy Sy parabol II probihaji kruznici, jejiz pramérem je tsecka PO
(O — pocétek soustavy soutadnic);

— bod S probihé hyperbolu, jejiz asymptoty jsou rovnobézné s osami sou-
stavy souradnic a jejimz stfedem je bod P;

— mnozina vSech bodu C je kiivka ¢tvrtého stupné a ¢tvrté tiidy s jednim
izolovanym dvojnasobnym bodem a souradnicovymi osami jako te¢nami
vratu v nevlastnich bodech os;

13 Nazev kiivky je odvozen od jména ostrova Rhodos.
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— treti asymptoty az kubik obaluji racionalni kfivku tfeti t¥idy a ¢tvrtého
stupné; tato kfivka ma t¥i body vratu, z nichz jeden je realny a dva
jsou sdruzené imaginarni; tuto kiivku lze vytvorit jako mnozinu vSech
prusecikit dvojic korespondujicich kuzelosecek dvou projektivnich svaz-
ku kuzelosecek.

— Je-li S” bod, jemuz je v zdkladni konfiguraci ptifazena asymptota as
jako odpovidajici pfimka, pfi otaceni pfimky p kolem jejiho bodu P
méni asymptota as svou polohu, nasledkem ¢eho bod S” opisuje racio-
nalni ktivku ¢tvrtého stupné s trojnasobnym bodem v pocatku soustavy
souradnic.

V dalsim paragrafu je uvedena konstrukce kisoidéalni kiivky pomoci kuzelo-
secky a primky; tato konstrukce, jejiz fidici prvky jsou analyticky zavislé na
vychozich prvcich zadkladni transformace, dava vysledek identicky s kubikou
jako obrazem pfimky v biracionalnim zobrazeni.

V zavéru c¢lanku je popsana kubika jako obraz primky a nékolik dalsich
objektt s ni asociovanych (v polarni soustavé soufadnic).

Clanek recenzoval profesor R. Miiller ze Schonebergu.!4

hlavni kroky konstrukce a zdkladni vysledky obrazu primky.

Strucné popsal

Jednim z prvnich témat, jimiz se K. Zahradnik zabyval a k nimz se opakované
vracel v nékolika obdobich své védecké tvorby, byla zobecnénd idea konstrukce
jistého druhu kfivek, jejichz pfedobrazem je Dioklova kisoida. Jedna se o druh
kiivek souhrnné nazyvanych kisoidalami. Jejich tematika je predmétem ¢lanku
Cissoidalcurven (Kisoidalni kiivky) [Z10].

Zobecnéni Dioklovy kisoidy spoc¢iva v nahrazeni kruznice libovolnou regu-
larni kuzeloseckou a te¢ny kruznice libovolnou primkou v roviné kuzelosecky.
Pevny bod kuzelosecky je tfetim fidicim prvkem vytvoru kiivky. V textu za-
mlcend podminka pozaduje, aby zvolend pfimka neprochézela fidicim pevnym
bodem.

Necht tedy je dana kuzelosecka ¢ a v jeji roviné primka p. Necht O je pevny
bod kuzelosecky, kterym pfimka p neprochazi. Kartézska soustava souradnic
je zvolena tak, ze bod O je jejim poc¢atkem. Bod O je stfedem svazku piimek.
Kazda primka tohoto svazku s vyjimkou teény kuZelosecky v bodé O protina
kuzelosecku ¢ jesté v jednom bodé Ms[za,ys] a piimku p v bodé Mi[z1, y1].
(Ambientni rovina je rozsifena euklidovska, takze kaZdd piimka svazku se stie-
dem O pfimku p protind.) Nanese-li se tsecka OMs od bodu M; ve sméru
k bodu O, ma druhy krajni bod Mjs[xs,ys], piicemz OMs = M3M; a tsedky
s vyznacenym poradim bodu maji souhlasnou orientaci. Kazdé primce svazku
(véetné tecny kuzelosecky v bodé O) odpovida jednoznacné bod Mj. Mnozina
vsech bod M3 se nazyva kisoidalni krivkou. Po provedeni rutinnich vypocta
se obdrzi parametrické vyjadreni kiivky ve tvaru

P d+ eu
m+nu  a+bu+ cu?’

14 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 35(1904), str. 601.
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y:(_ P d+eu

, eR.
m -+ nu a+bu+cu2)u Y

VylouCenim parametru u a tipravou nabyva rovnice k¥ivky tvar
a1z® + b’y + crwy® + diy® + era® + frey + g1y® =0, (I)

odkud je vidét, ze se jedné o kubiku s dvojnasobnym (uzlovym) bodem. Podle
prvniho Pliickerova vzorce je ¢tvrté t¥idy. Analyzou rovnice kisoidalni kfivky
a rovnice kubiky s uzlovym bodem lze zjistit, ze kazda kiivka tfetiho stupné
a ¢tvrté tridy je kisoidalni krivka. Ma tii riizné realné asymptoty, dvojnasobnou
realnou asymptotu, jez je vlastni pifimkou anebo jednu readlnou asymptotu a dvé
sdruzené imaginarni asymptoty podle toho, je-li fidici kuzeloseckou hyperbola,
parabola anebo elipsa.

Spojnice bodu O s priseciky fidici kuzelosecky c s fidici piimkou ¢ (existuji-
1i) jsou tecny kisoidalni kfivky v jejim dvojnasobném bodé O. Kisoidélni kiivka
mé bod vratu (a nasledné teénu vratu) pravé tehdy, je-li pfimka g tecnou
kuzelosecky c.

Kisoidélni kiivka se stdva Dioklovou kisoidou praveé tehdy, kdyz v rovnici (I)
jea=1,0=0,c=1,d=—a,e=0,n=0, % = —a; rovnice Dioklovy kisoidy
ma tedy tvar

x
y=x )
a—x
v parametrickém vyjadieni
au? au?
r=-—-7: y=-—7.
1+ u?’ 1+ u?

Recenze dr. A. Maynze z Ludwigslustu podéava obsirnou informaci o obsahu
prace bez jakéhokoliv naznaku hodnoceni.'®

Mirou zobecnéni se od mnoha dalsich ¢lanku 1isi prace Einheitliche Erzeu-
gung der bekannten rationalen Kurven dritter Ordnung als Zissoidalen (Jed-
notny vytvor znamych raciondlnich kiivek tfetiho fadu jako kisoiddl) [Z93].
V jejim tivodu je dan predpis, jimz se v nékolika krocich zobecnuje konstrukce
bodt Dioklovy kisoidy. Kfivky zobecnénym zptisobem sestrojené nesou nazev
kisoidaly.

Necht jsou dany regularni kuzelosecka ¢, piimka ¢ a na kuzelose¢ce bod O.
Kazda ptimka m incidujici s bodem O je bud te¢nou kuZelosecky, anebo ji
protind v dalsim bodé A. Pfimku ¢ protina piimka m v bodé B. Pro kazdou
pfimku m je sestrojen bod, pro ktery plati: body O, A, B, M jsou kolinearni
a OM = OB — OA (odcitani usecek) (obr. 2). Mnozina vSech bodi M se
nazyva kisoidala s Fidicimi prvky ¢, g, 0. MnozZina vSech bodt M’, jez jsou
s body O, A, B kolinearni a pro néz plati: OM’ = OB + OA (s¢itani tsedek),
se nazyva pravodni krivkou kisoidaly (v némeckém origindlu Begleitkurve).

15 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 6(1874), str. 443.
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Je-li bod O zvolen za pocatek pravouhlé kartézské soustavy soufadnic, ma
kuzelosec¢ka ¢ rovnici
c:uy+us =0,

kde u;(x,y) je homogenni polynomickd funkce stupné i (i = 1,2) proménnych
T
Necht rovnice piimky g mé tvar

g:ar+by+c=0; (a,b) # (0,0), ¢ #0.
Rovnice kisoidaly mé pak tvar
(ax + by + c)ug — (ax + by)uy =0 (1)
a rovnice pruvodni kiivky je

(az + by + c)us + (azx + by)u; = 0. (2)

Obr. 2

Zéaména kuzelosecky ¢ kuzeloseckou ¢’ soumérné sdruzenou s kuzeloseckou ¢
podle stfedu O a konstrukce kisoidaly z Fidicich prvki ¢/, g, O dava jako kisoid4lu
privodni k¥ivku kisoidély (¢, g, O) a jako pruvodni kiivku kisoidély (¢, g, O)
kisoidélu (¢, g, 0). Jsou tedy ve dvojici (kissoiddla, privodni k¥ivka) obé kiivky
vzajemné rovnocenné a jejich prirazeni lze chapat jako jisty druh strukturdlni
involuce.

Kisoidéla (¢, g, O) a jeji privodni kiivka jsou raciondlni kfivky t¥etiho stupné
s dvojnasobnym bodem v bodé O, spoleénym bodem na pfimce g, jez je
prisecikem této primky s tecnou kuzelosecky v bodé O, a spole¢nou asympto-
tou, jiz je pfimka g. Dalsi dvé asymptoty této kubiky jsou rovnobézné s asymp-
totami zakladni kuzelosecky c.
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Uvedenym zptisobem lze zkonstruovat vSechny racionélni kiivky tietiho stup-
né ([Z4], [Z10]) kromé téch, jez maji nevlastni pifmku za inflexni te¢nu.'6

Je-li prfimka g asymptotou kuzelosecky ¢, anebo v pripadé, ze ¢ je parabola,
je-li tato primka osou paraboly, kisoidala i jeji privodni krivka se rozpadaji
na primku rovnobéznou s pfimkou g a na kuzelosecku stejnolehlou s kuzelosec-
kou c.

V dalsich ¢astech prace je uveden velky pocet priklada, jak lze z rovnic
jistych typu racionalnich kfivek tretiho stupné nalézt generatory, pomoci nichz
je kubika vytvorena jako kisoidala. Takovym zptisobem jsou vysSetfeny mnohé
znamé kubiky, o nichz se pak zjistuje, ze jsou kisoidaly.

Napriklad racionalni kubika o rovnici tvaru

US(x7y) + u2(x,y) = 07

kde wu;(x,y) je homogenni funkce stupné i (i = 2,3) proménnych z,y, s dvoj-
nasobnym bodem v pocatku pravouhlé kartézské soustavy souradnic a asymp-
totou g o rovnici

g:anx+byy+c, =0

(nejméné jedna asymptota kiivky tfetiho stupné je redlnd), mé za generujici
prvky kisoidaly identické s touto kubikou bod O, asymptotu g a kuzelosec-
ku ¢ o rovnici

Olnx2 + ﬂnmy + ’Ynyz +op + eny =0,

v niz koeficienty «,,...,&, jsou urc¢eny z puvodni rovnice kubiky a z rovnice
jeji asymptoty — za predpokladu, ze bod O inciduje s kuzeloseckou — metodou
,neurcitych® koeficient.!”

Ma-li sestrojend kisoidala vSechny tfi asymptoty realné, generujici kuzelo-
secka je hyperbola, v pripadé jedné realné asymptoty a dvou sdruzenych imagi-
narnich asymptot je generujici kuzelosecka elipsa, a ma-li zkonstruovana kisoi-
dala jednu vlastni redlnou asymptotu a jako dalsi dvojnasobnou asymptotu
nevlastni pfimku, je generujici kuzelosecka parabola.

Jako dalsi typ analyzuje Karel Zahradnik cirkuldrni racionalni krivku tretiho
stupné. Rovnice kiivky ma tvar

(az + by)(2® + y*) + 12> + may + ny® =0, (a,b) # (0,0),

pocatek soustavy souradnic O je dvojndsobnym bodem. Generujici prvky ki-
soidaly, jez je identicka s danou krivkou, jsou bod O, pfimka g o rovnici

axr+by+c=0

16 Viz G. de Longchamps: Sur les cubiques unicursales, Nouvelle correspondence mathé-
matique, 1878.
17 Néazev neodpovida dnesni terminologii — koeficienty jsou nezndmeé.
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a kruznice o rovnici
? +y* + oz + By =0,
kde «,  jsou uréeny metodou neurcitych koeficient.

Primka g je realnou asymptotou kisoidaly, dalsi dvé asymptoty jsou sdruzené
imaginarni. Jejich prusecik P se nazyva pdlem kubiky, také stfedem neboli
zvlastnim ohniskem kubiky. Je soumérné sdruzeny se stiedem S generujici
kruznice podle singularniho bodu O.

Je-li OS Ly, vznikéd kolmd (primd) cirkularni kisoidéla, v opacném piipadé
kosd (gikma).
Lezi-li pdl na cirkularni kisoidale, vznika fokala, a to v tomto pfipadé kosd
strofoida. Opét, plati-li OS Lg, vznikd kolmd strofoida.
Pomoci proménného parametru v rovnici strofoidy je vytvorena linearni rada
strofoid. Je zajimavé vySetfovat pro tento objekt
a) mnozinu stfedd vSech generujicich kruznic jednotlivych strofoid fady;
b) obalku generujicich pfimek vsech strofoid fady;
¢) obélku generujicich kruznic vSech strofoid fady.
Odpovedi jsou:

a) Kruznice.
b) Kiivka ¢tvrtého stupné a tieti t¥idy — Steinerova hypocykloida.
¢) Kardioida.

Mnohé ktivky tfetiho stupné jsou specialnimi pripady kolmé cirkuldrni kisoi-
ddly. Jejimi Fidicimi prvky jsou pocatek O soustavy soufadnic, kruznice k se
stfedem S lezicim na ose = soustavy soufadnic a incidujici s bodem O a piimka
g kolméa na osu x. Necht rovnice kruznice k a pfimky g po fadé jsou

k:a2?4+y*—2az =0,

g:x—b=0.

Kisoidala méa pak rovnici

(z —b)(2? + y?) +2az* =0

. /b—2a—x
y= x—b

V duchu dobovych zvyklosti neni v textu zadné diskuse o podminkach exis-
tence vyrazu na pravé strané.

neboli v explicitnim tvaru

Privodni krivka kisoiddly ma rovnici

b+2a+x
Y=\ ——7.
z—0b
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To je vsak Slusova konchoida; Ze je opét kolmou cirkularni kisoidalou, plyne
z faktu, Ze jeji fidici prvky jsou tytéz jako v predchozim ptipadé, pouze kruzni-
ce k je nahrazena kruznici ¥’ soumérné sdruzenou s kruznici k& podle pocéatku
O soustavy soutadnic.

Pro b = a je kisoidala kolmou strofoidou o rovnici
vz +y*) +a(z? —y*) =0
a jejl pruvodni krivka je Jerdbkova krivka o rovnici
z(z? + %) — a(32® +y*) = 0.

Jerabkova kfivka je Slusovou konchoidou, v niz pfimka g prochazi stfedem S
fidici kruznice k a je kolma k pfimce OS.

Je-li b = 2a, je kisoidala Dioklovou kisoidou o rovnici

T

y=2 20 — x

a jejl pruvodni kfivka, zvana pruvodni krivkou kisoidy, ma rovnici

Jsou-li fidici prvky kisoidaly pocatek O pravouhlé kartézské soustavy soutrad-
nic, kruznice k o rovnici

k:a?4+y*—4ax =0
a primka g o rovnici
g:x—a=20

vznikne Maclaurinova trisektriz, jejiz rovnice ma tvar
2, 2y _ 202 2.
w(@x” +y7) = a”(y” - 327);

tudiz je tato kfivka specidlnim piipadem kolmé cirkularni kisoidaly pro a = 2b.

Pro
k:a?+y?+2rz =0,

g:x+r—101=0

a pevny bod O vznikd Cramerova trisektrix jako piiklad kolmé cirkularni kisoi-
daly, jenz zahrnuje Maclaurinovou trisektrix jako specialni ptipad pro r = —2a
al=—a.

Pro kruznici

k:x2+y2+gx:0
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a primku
-0
- - =
975

vznikd Peanova viziéra, jejiz pravodni krivka mé rovnici
a a
(s-3)@ 47 - 52* =0

To je ovSem taky prtvodni kiivka Dioklovy kisoidy, v niz primér fidici
kruznice mé délku 3.

7 dalsich znamych kiivek, jez jsou kisoidalami, je uvedena ofiurida o rovnici
2 2 _
x(z® +y°) —y(bx — cy) = 0.
Jeji tidici prvky jako kisoidaly jsou kruznice k o rovnici
k:a®+y? +by+cx=0,
pfimka g o rovnici
g:x+c=0
a samoztejmé — jako ve vSech pripadech — bod O (pocétek soustavy soutradnic).
Rovnice kisoidély s témito fidicimi prvky mé tvar
(z +c)(2? +y?) — x(by + cx) = 0,
coz je rovnice identickd s rovnici vyse uvedenou. Patrné je ofiurida kosou cir-

kularni kisoidalou.

Dalsi zajimavou kiivkou této skupiny je de Longchampsova trisektrix, jejiz
rovnice ma tvar
2 2 2 2y _
x(z® = 3y°) + r(z° +y°) =0.

Konstrukce jejich boda je nasledujici: Na kruznici k£ s prumérem AB, kde
|AB| = 2r, se vyberou dva body D, E tak, ze délka oblouku AD je dvojna-
sobkem délky oblouku BE. Prusecik tecen kruznice v bodech D, E je bodem
trisektrisy. Ridicimi atvary trisektrisy jsou po¢atek O soustavy soufadnic, kte-
rakoliv asymptota g; ze tii redlnych asymptot kiivky, naptiklad

g1 T —

a hyperbola hy o rovnici

4
x? — 3y — grm =0.

Obménou poslednich dvou tatvaru fidici trojice jsou dvojice slozené z asymp-
toty go, resp. g3, a prislusné hyperboly hs, resp. hs.
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Rovnici kiivky lze potom psat ve tvaru

4
919293 + 2*77“3 =0,

coZ mimo jiné znamena, ze asymptoty trisektrisy jsou jejimi inflexnimi te¢nami
v jejich nevlastnich bodech.

Descartuv list dany rovnici
23+ = 3azy =0

1ze konstruovat jako kisoidalu s fidici elipsou o rovnici

2 —ay—y? —alzr+y)=0
a tidici primkou o rovnici
r+y+a=0.

Cesarova krivka dand rovnici
(x +y)(2? — 2kay +v*) = 2(1 + k)axy, k€ER,

je kolmou strofoidou v pfipadé k = 0 a Descartovym listem v piipadé k = %

Jeji Fidici atvary (kromé bodu O) jsou piimka g a kuzelosecka ¢, dané rovnicemi
g:rz+y+a=0,

c:a® —2kxy +y? +alz+y)=0.

V piipadé, Ze c je hyperbola (tj. k? > 1), mé4 kiivka tii realné asymptoty,
v ptipadé, Ze je elipsou (tj. k% < 1), existuje jedind asymptota a tou je piim-
ka g.

Nasledujici kisoiddly maji nevlastni pfimku roviny za tec¢nu.

Prvni z nich je uvedena v Loriové monografii [2] rovnici

2y%(px — [+ Bly) = (2px — o) (2pz — Py).

Je konstruovand nasledovné: Nechf jsou dany parabola a piimka r. Libovolna
primka (rtizné od osy paraboly) incidujici s bodem O paraboly protina parabolu
jesté v jednom bodé O’ a piimku r v bodé P. Na této pfimce je sestrojen jesté
dalsi bod P’ tak, ze tsecky OO’, PP’ maji spole¢ny stied. MnoZina vSech bodt
P’ je uvedend kiivka.

Tvrzeni se potvrdi pomoci vhodného zapisu ridicich prvka v soustavé sourad-
nic. Parabola je dana parametricky ve tvaru

/\2
r=—, y=2A MNER,
2p
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a pfimka je urcena jako spojnice dvou bodu paraboly s parametry «, 8. Dalsi
vypocty vedouci k rovnici kisoidaly identické s danou rovnici jsou zalezitosti
standardni technické rutiny.
Pro a = 3 se uzlovy bod kfivky méni na bod vratu a rovnice kiivky nabyva
tvar
2 2 _
xy” —aly — max)* = 0.

Ridicimi prvky kiivky jako kisoidaly jsou piimka g o rovnici
r—a=20
a kuzelosecka o rovnici
y? + am?z — 2amy = 0.

Piimka ¢ je te¢na paraboly a jeji dotykovy bod je [a,am]. Pro m = 1 vznika
Rollova krivka o rovnici
zy —a(z +y) =0,

neboli v estetickém symetrickém tvaru

Y

1 1 1
4+ ==
T Yy a

v polarnich souradnicich mé tvar

a a

cosp sing’
Tim se ukazuje, ze kiivka je specidlnim pripadem Lamého krivky.
Z rovnice Cesarovy kiivky pro k = 1 vznika rovnice specialni k¥ivky o rovnici
(z +y)(z —y)? = dazy.
Ridicimi ¢arami jsou p¥imka g a kuzelosecka c o rovnicich
g:z+y+a=0,
c:(z—y)?+alx+y) =0.

Otocenim os soustavy soufadnic o tihel velikosti 7 a volbou & = 1 nabyva

Cesarova krivka rovnici a
2

2 2
ry® = —(z° —y*).
y \/i( ¥
Jejimi fidicimi prvky jako kisoidaly jsou primka g o rovnici

z+ =0

Sl
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a parabola o rovnici
v’ + L a=0
vz
V zavéru prace je uvedena piehledna tabulka vSech uvedenych kisoidél s ida-
ji o Tidicich prvcich a s ndzvy znamymi z klasické teorie.

Praci recenzoval profesor K. Petr z Prahy.'® Jeho vystiZna recenze zni
(preklad): Poté, kdyz autor obecné dokazal pro kazdou raciondlni kiivku t¥eti-
ho tadu, jejiz tfi asymptoty nejsou vesmés vzajemné rovnobézné, ze muize byt
sestrojena jako kisoidéla, vysetiuje specialné celou fadu kiivek, jez se vyskytuji
v matematické literatufe. Zvlasté nachazi, ze kruznici lze pouzit jako pomoc-
nou kuzelosecku u téchto kiivek: kolmé cirkularni kisoidédla, Slusova konchoida,
kolma strofoida, Jerabkova kiivka, Dioklova kisoida, Peanova viziéra, Maclau-
rinova trisektrix, Cramerova trisektrix, ofiurida.

Vyssi troven zobecnéni ve srovnani s vétsinou Zahradnikovych ¢lankt ma
i prace Konstruktion der rationalen Kurven dritter und vierter Ordnung, re-
spektive Klasse vermittels der kollinear incidenten Elemente (Konstrukce racio-
nalnich kfivek tretiho a ¢tvrtého fadu, resp. tiidy prostfednictvim kolinearné
incidujicich prvki) [Z95]. Problematika vychézi z jednoduché geometrické si-
tuace: Od regularni kolineace soumistnych bodovych a primkovych poli v pro-
jektivni roviné je zavedeno zobrazeni, v némz obrazem libovolného bodu roviny
je spojnice tohoto bodu s jeho obrazem v dané kolineaci. Obracené, libovol-
né pfimce je prifazen bod, jenz je prusecikem této primky s jejim obrazem
v kolineaci. O kolineaci se predpoklada, ze mé tfi rtuzné silné samodruzné
body a tudiz i tfi rizné silné samodruzné primky — spojnice dvojic silné samo-
druznych bodi.!?

Zvoli-li se silné samodruzné body za vrcholy homogenni projektivni soustavy
souradnic — tudiz osami této soustavy jsou silné samodruzné primky — rovnice
kolineace bez dalsich podminek maji tvar

/ I .
A2, = a; %, puy = aju;, 1 =1,2,3;

)‘7 ,a1,az2,a3 € R7 )\/1/0/10/2a3 7é 0,

pro bod (x) = (21, z2,23) a jeho obraz (z') = (z, 2%, x%), resp. piimku (u) =
(u1,u2,us) a jeji obraz (u') = (uf, ub, uf).

Rovnice definovaného piitazeni P(xq, w2, 23) — p(ui,us,us) a inverzniho
zobrazeni p(uq,us, us) — P(x1,x2,x3) maji tvar

b; b;
ou; = 17 or; = ’Lv i:172u37

18 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 37(1906), str. 612.

19 Ctenaf si zajisté uvédomi, ze kazdy bod silné samodruzné piimky s vyjimkou jejich dvou
silné samodruznych bodi je slabé samodruzny, a analogicky, kazda pfimka svazku pfimek se
stfedem v silné samodruzném bodé s vyjimkou dvou silné samodruznych ptimek je slabé
samodruzna.
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kde b; = az —as, by = a3z — a1, b3 = a1 —az; 0 #0, 0 # 0.

V souladu s dobovou terminologii nazyva Karel Zahradnik toto zobrazeni
kvadratickou korelaci; v dnesni terminologii bychom mluvili o kvadratické bira-
cionalni korespondenci mezi (redlnou) projektivni rovinou a rovinou k ni duélni.

Jako ziejmé znadmé (bez explicitni zminky) K. Zahradnik pfipomina (v dnes-
ni formulaci):

Obrazem kiivky n-té t¥idy jako obalky piimek p je bodovéa kiivka stupné
(v originalu 7adu) 2n jako mnozina vSech bodu P incidujicich v kolineaci s pfim-
kami p.2° Vrcholy soustavy soufadnic jsou n-nidsobnymi body této kiivky.
Obraceneé, kiivka stupné n jako mnozina vsech bodid P mé v pfimé transfor-
maci za obraz kfivku t¥idy 2n jako obalku pfimek p transformaci pfifazenych
k bodim P. Pro tuto kfivku jsou soufadnicové osy n-nasobné tec¢ny.

V dalsim jsou vysetfovany piipady rtznych mnozin bodd P, resp. piimek p,
a obrazy téchto mnozin. Zvlastni pozornost je v nékterych pripadech vénovana
singularitdm, pripadné piipad@m specialni polohy vyznac¢nych bodd nebo pii-
mek.

Jako prvni pfipad je vySetfovan obraz svazku primek p se stfedem svazku S.
Je-li p = (u1,us9,us), S = (y1, Y2, ys), incidence pfimky p a bodu S je vyjadiena

rovnici
E ugy; = 0.

Probihé-li piimka p svazek pfimek se stfedem S, jsou soufadnice uy, ug, usg
proménné a je-li P(x1,x9,x3) obraz pfimky p v kvadratickém racionalnim
zobrazeni, incidence pfimky p a bodu P je vyjadfena rovnici

Z%yz =0,

kde b;, y; jsou konstanty a x; proménné neznamé. Odstranénim jmenovatele
vznikne homogenni kvadraticka rovnice s neznamymi x1, z2, x3 vyjadiujici ku-
zelosecku projektivni roviny opsanou vSem vrcholtim soustavy soutadnic. Bod S
je bodem kuzelosecky, je roven svému obrazu S’ v kolineaci, ++ SS’ je tecna
kuzelosecky. Lezi-li bod S na ose soustavy soufadnic a je ruzny od vrcholi
soustavy soutradnic na této ose, kuzelosecka se rozpada.

Tvori-li pfimky p mnozinu vSech tecen kiivky druhé t¥idy, je obrazem této
mnoziny v dané racionalni kvadratické transformaci kiivka ¢tvrtého stupné, jez
mé dvojnasobné body ve vsech vrcholech soustavy soufadnic.?! JelikoZ maxi-
mélni pocet dvojnasobnych bodt kiivky ¢tvrtého stupné je roven ¢islu 3 (pro
kiivku stupné n je toto ¢islo rovno %, coz pro n = 4 dava 3—22 =3)
a toto ¢islo je v pripadé dané kiivky dosazeno, je rod kfivky roven 0 a kiivka

20V definici tohoto kvadratického zobrazeni piimka pfifazena bodu inciduje s bodem
a jeho obrazem v kolineaci. Ctenaf s hlub$im zidjmem o biracionalni korespondence by se
mohl pokusit sam o zjisténi fundamentalnich bodu a iregularnich variet pfimé transformace
a fundamentalnich pfimek a ireguldrnich variet inverzni transformace.

21 Tyto body jsou fundamentalnimi body transformace.
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je tudiz raciondlni. V odstavci jsou jesté podrobné analyzovany podminky,
za kterych dvojnasobné body krivky jsou uzlovymi body, body vratu nebo
izolovanymi body.

V zavéru této Casti je poznamka o konstrukcich v pripadé, kdyz zakladni
kolineace ma ze tii silné samodruznych bodid dva body sdruzené imaginarni.
Obraz kuzelosecky je i v tomto pripadé kiivka ¢tvrtého stupné.

Prochéazi-li te¢nova kuzelosecka, jejiz obraz v kvadratické transformaci je
hledan, fundamentalnim bodem transformace (v celém ¢lanku je to vzdy vr-
chol soustavy soufadnic), tj. je-li dotykovym bodem nékteré tecny kuzelosecky
fundamentalni bod, je obrazem kuzelosecky nadéle kiivka ¢tvrtého stupné,
jez ma fundamentalni bod za bod vratu a je paté tfidy. Prochéazi-li te¢nova
kuzelosecka dvéma fundamentalnimi body, ma jeji obraz — coz je opét krivka
¢tvrtého stupné — v téchto bodech body vratu a je ¢tvrté tiidy. V pripadé inci-
dence tec¢nové kuzelosecky i s tfetim fundamentalnim bodem mé korespondujici
kiivka ¢tvrtého stupné tii body vratu a je tfeti tfidy. Vsechny tfi tecny vratu se
protinaji v jednom bodé. Primka, jez je jeho obrazem ve zkoumané kvadratic-
ké transformaci, je Pascalovou primkou pro redukovany Pascaliv Sestitthelnik
tvoreny tecnami kuzelosecky ve vrcholech soustavy soutradnic.

Dale jsou zkoumény ptipady rozpadu kiivky ¢tvrtého stupné, jez je obrazem
tecnové kuzelosecky v kvadratické transformaci. Je-li osa 01 soufadnicové sou-
stavy tecnou tecnové kuzelosecky, rozpada se obraz tecnové kuzelosecky na
tuto pfimku a kiivku tfetitho stupné. Je-li souradnicovy vrchol Oz dotykovym
bodem tecny o1 s kuzeloseckou, je fundamentéalni bod Oy uzlovym bodem nebo
izolovanym bodem a kubika, jez je spolu s pfimkou 0, obrazem kuzelosecky, je
kfivkou ¢tvrté tridy.

Prochézi-li kuzelosecka (jako mnozina vsech dotykovych boda tecen teénové
kuzelosecky) navic bodem O;, mé obraz kuzelosecky, tj. kiivka tfetiho stupné
(spolu s pfimkou 01) v bodé Op bod vratu, a je tudiz k¥ivkou tieti t¥idy.

Jsou-li dvé osy soustavy soufadnic tecnami tecnové kuzelosecky, napt. o;
a os, rozpada se jeji obraz, jimz je kfivka c¢tvrtého stupné, na dvé primky
o rovnicich z1 = 0, x3 = 0 a kuzelosecku.

Nakonec, jsou-li vSechny t¥i osy soustavy soufadnic te¢nami tecnové kuzelo-
secky, je obrazem kuzelosecky kfivka ¢tvrtého stupné slozend ze vSech tii os
soustavy soutradnic a dalsi primky.

Z uvedené analyzy plynou konstrukce racionalnich kiivek ¢tvrtého a tretiho
stupné.

Racionalni kfivka c¢tvrtého stupné je urcena tfemi dvojnasobnymi a péti
dalsimi jednoduchymi body. (Poéet uréujicich jednoduchych podminek pro

urceni kfivky n-tého stupné je roven cislu N = M Pro n = 3, resp. 4,
je toto ¢islo 9, resp. 14. Zadani r-ndsobného bodu kiivky (r < n) je ekviva-
lentni se zadédnim ") jednoduchych bodi v ,obecné* poloze. Ve uvedens

mnozina bodu pro ur€eni kiivky ¢tvrtého stupné tedy znamena Lg?’) +5=14
jednoduchych podminek, jimiz je kfivka za predpokladu ,,obecné“ polohy jed-
noznaéné urcena.) Myslenka konstrukce kfivky z téchto prvkl se zakladd na
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urceni kolineace roviny z téchto prvkid, urceni tecnové kuzelosecky a nasledné
konstrukci jejtho obrazu v redukovaném racionalnim zobrazeni.

Kolineace se urc¢i nasledovné:

Dvojnéasobné body kiivky se zvoli za silné samodruzné body kolineace (za-
roven za vrcholy soufadnicové soustavy) a k libovolnému bodu zvolenému za
jednotkovy bod soustavy soufadnic se pritfadi libovolny bod jako jeho obraz.
Tim je kolineace jednoznac¢né urcena.

Obrazy péti jednoduchych bodu v kvadratické transformaci je pét primek
nezavislych pro urceni reguldrni tecnové kuzelosecky. V inverzni racionélni
kvadratické transformaci je obrazem této tecnové kuzelosecky bodova kiivka
¢tvrtého stupné, jez ma danou mnozinu t¥i dvojnasobnych a péti jednoduchych
bodu za své prvky pozadovanych vlastnosti.

Konstrukce necini vétsi potize ani v pripadé, kdyz dva z dvojnasobnych bodu
jsou sdruzené imaginarni body.

TFida bikvadratické krivky, jez je obrazem tecnové kuzelosecky, se snizuje
o hodnotu 1 kazdou podminkou dotyku tecny tecnové kuzelosecky s kuzelosec-
kou v dvojnésobném bodé.

V této Casti je jesté zminka o feSeni dudlni ulohy — konstrukci kiivky ¢tvrté
tridy, kdyz jsou dany jeji tfi dvojnasobné tecny a pét jednoduchych tecen.

Hodné pozornosti je v praci vénovano situaci, kdyz dva silné samodruzné
body jsou nevlastni. Kolineace se v tom pfipadé méni na afinitu a projektivni
invarianty jsou nahrazeny invarianty afinnimi. Analogicky jsou pak vySetfova-
ny pfipady s riznymi incidenénimi vztahy urcujicich prvka k nevlastni primce
a jejich dusledky pro zdkladni ¢iselné invarianty i dalsi vlastnosti obrazové
bikvadratické kiivky. Rovnéz jsou feSeny ptipady, kdyz vzorova kuzelosecka
ma specialni tvar.

Tedy zvoli-li se osa souradnicové soustavy oz za nevlastni pfimku, ma dva
silné samodruzné body O1, Oz, jez byly pred volbou silné samodruznymi
body kolineace. Zvoli-li se bod O3 za pocatek kosouhlé soustavy souradnic
s osami = 0014, y = 002, a prifadi-li se libovolnému nespecidlnimu bo-
du J jako jednotkovému bodu nespecialni bod J’ jako jeho obraz, je kolineace
soumistnych poli jednoznacné urcena. Jelikoz nevlastni primka o3, je silné
samodruznd, je tato kolineace afinitou. Obraz P’ bodu P se urci z nésledujicich
rovnosti dvojpomeéru ¢tveric primek svazku se stiedy O1o0, O200:

(OlooOa 010002007 Olooja OlooP) = (OlooOa OlooOQOoa Oloojlv OlooP/)7

(O2ooO> 020001007 O2oo=]7 O?oop) = (020007 02000100; OQooJ/7 O2ooP/)~

Oznaci-li se dolnim indexem 1, resp. 2, prumét do osy = rovnobézné s osou v,
resp. prumeét do osy y rovnobézné s osou z, vzniknou ¢tvefice bodu téhoz
dvojpomeéru, jako byl dvojpomér promitacich primek:

(OYOOJQPQ) = (OYooJéPé)a

(OXooJ1P1) = (OX o J]P)),
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kde X, resp. Y, oznacuje nevlastni bod osy z, resp. y. Z toho plati pro
délici poméry

(O P1) = (0J1P),  (OJ2P,) = (OJF;),

z ¢ehoz o
orP = —"L.0p, i=1,2.
v 0J; !
Polozi-li se 0J'
a;:m,i:LQ

K3

all=uw 2=y, i—:l =1, f—% =1y’ (x3 # 0) pro vSechny body mimo pfimku
3 3

03 o rovnici 3 = 0, objevi se rovnice afinniho zobrazeni ve tvaru
/ /
=z, Y =ay; a1 #0, ax#0, a1 #as.

Pfimka plu,v] pfifazend afinitou k bodu P[z,y] (jako pfimka PP’) mé neho-
mogenni soufadnice
1-— (%) 1 a1 — 1 1

uzi.f’ V= —m —— + —,
Qg — Q1 T Qo — Q1 Y

Obrazem bodu J[1,1] v afinité je bod J'[avy, as].
Kdyz ptimka p[u,v] probihd svazek pfimek se stiedem S[a, 5], ma rovnice
kazdé takové primky tvar
au+pv+1=0

a rovnice mnoziny bodd M incidujicich s témito prfimkami, obsahujicimi rovnéz
afinni obrazy bodu M, ma tvar

2zy — ay — Bx = 0.

Jak je vidét, je to rovnice kuzelosecky obsahujici pocatek soustavy souradnic
a v rozsifené afinni roviné rovnéz nevlastni body soutadnicovych os z, y. Je to
tudiz hyperbola obsahujici bod S a majici stfed C' tsecky SO za svuj stied.

Lezi-li bod S na soufadnicové ose, kuzelosecka se rozpadd na tuto osu
a ptimku rovnobéznou s druhou osou soustavy soutadnic prochézejici sttedem
usecky SO.

Jsou-li nevlastni samodruzné body kolineace kruznicové body, je prislusna
kuzelosecka kruznici.

Zobrazeni stredové tecnové kuzelosecky racionalni kvadratickou transformaci
odvozenou z afinniho zobrazeni probihd analogickym zptsobem jako v projek-
tivnim pfipadé. Jako obrazy vznikaji nékteré znamé i méné znamé kiivky
4. stupné v afinni, resp. euklidovské roviné.

Je-li kiivka ¢tvrtého stupné déna tfemi dvojnasobnymi body O, X, Yoo,
jez jsou silné samodruznymi body kolineace, a dalsimi péti jednoduchymi body
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A, B, C, D, E v nespecialni poloze vzhledem k urceni kfivky, predstavuji
vSechny tyto body spolu 3 -3 + 5 = 14 jednoduchych podminek nezavislych
vzhledem k urcéeni ktivky ¢tvrtého stupné. To je pravé plny pocet podminek
urcujicich jednoznacné kiivku c¢tvrtého stupné. Krivku lze konstruovat jako
obraz te¢nové kuzeloseCky v biracionalni kvadratické transformaci: K bodum
A, B, C, D, F se pritadi po radé piimky a, b, ¢, d, e incidujici s témito body
v dusledku kolinedrniho zobrazeni. (Pfimka a je spojnice bodu A, A’, kde A’ je
obraz bodu A v kolineaci atd.) P¥imky a, b, ¢, d, e jednozna¢éné urcuji teénovou
kuzelosecku. Kazdé tecné t odpovida v biracionalni kvadratické transformaci
bod T krivky c¢tvrtého stupné, jenz je stfedem tsecky ohranicené na tecné t
jejimi pruseciky s osami soustavy soufadnic. Druh dvojnasobného bodu O na
k¥ivce ¢tvrtého stupné (tj. zda je uzlovy bod anebo bod vratu) je uréen jeho
polohou k mnoziné dotykovych bodi tecen teénové kuzelosecky. Analytické vy-
jadreni necini potize ani v pripadé, kdyz jsou dva ze silné samodruznych bodu
kolineace sdruzené imaginarni body.

Ma4-1li byt krivka ¢tvrtého stupné ireducibilni, nesmi byt zadna soufadnicova
osa tecnou tec¢nové kuzelosecky. Je-li souradnicova osa x jako silné samodruzna
pfimka tecnou tecnové kuzelosecky, rozpada se krivka c¢tvrtého stupné jako
obraz kuzelosecky v biracionalni kvadratické transformaci na osu z a racionalni
kfivku tfetiho stupné, jez ma nevlastni bod osy z za sviij dvojnasobny bod.

Ma-li stfedova kuzelosecka vrchol v pocéatku O soustavy souradnic a je-li
soufadnicova osa x te¢nou kuzelosecky v tomto vrcholu, rozpadé se jeji obraz
na osu = a kfivku tfetiho stupné, pro niz dvé asymptoty splyvaji s osou y
jakozto teCnou vratu v nevlastnim bodé a jez ma osu = za inflexni doty¢nici.
Je-li vzorova tecnova kuzelosecka hyperbolou, je kubickd komponenta jejitho
obrazu Schiitzbogen, specialné verziéra anebo pseudoverziéra.??

M3-li vzorova te¢nova kuzelosecka nevlastni pfimku za tecnu, tj. je-li para-
bolou, rozpada se obrazova kiivka ¢tvrtého stupné na nevlastni primku a racio-
nalni kiivku tretitho stupné, jez je kisoidalou, kterd ma za generujici prvky
bod O, hyperbolu incidujici s timto bodem a pfimku. Tato kifivka ma tfi realné
asymptoty, z nichz jednou je generujici primka a dalsi dvé jsou rovnobézné
S osou x, resp. y.

Jsou-li nevlastni silné samodruzné body sdruzené imaginarni body, je uve-
dené kubika cirkularni kisoidalou, jez je v specidlnim pripadé kolmou stro-
foidou.

Krajné specialni pripad nastane, kdyz se nevlastni pfimka dotyka tec¢nové
kuzeloseCky v nevlastnim bodé osy y. Generujicimi prvky kubické kisoidaly, jez
je komponentou obrazové kvartiky, jsou parabola a pfimka rovnobézné s osou z.

V zavéru prace jsou uvedena parametricka vyjadfeni vzorové tecnové kuzelo-
secky a vsech typt racionalnich kvartik, jez vznikaji jako obrazy kuzelosecky
v biracionalni kvadratické transformaci.

22 Neékteré némecké nazvy kiivek nemaji odpovidajici ndzvy v esting, napt. Kreuzkurve,
Kohlenspitzkurve, Schiitzbogen.
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Praci recenzoval profesor St. Jolles z Hallensee.?> Po stru¢né informaci
o zavedeni kvadratické biracionéalni korespondence T. Reyem hodnoti Zahrad-
niktv pfinos jako analytické odvozeni konstrukci raciondlnich kiivek tretiho
a ¢tvrtého stupné.

b) Soustavy bodu na kfivkach a nékteré korespondence

V této skupiné se nachéazeji ¢tyii prace ponékud rtzného tematického za-
méfeni, jejichz zakladni myslenkou je zkoumani soustav bodt na kiivkach
charakterizovanych jistou vlastnosti. V posledni praci je jista biracionalni
transformace roviny pouzita na konstrukci znamych rovinnych k¥ivek a na odvo-
zovani jejich vlastnosti.

Prvni prace Ueber harmonische Punktsysteme auf rationalen Curven drit-
ter und vierter Ordnung (O harmonickych soustavidch bodd na racionélnich
kiivkach tfetiho a ¢tvrtého fadu) [Z8] pojednéva nasledujici problém: Je dana
rovinna racionalni k¥ivka tfetiho stupné a ctvrté t¥idy, tj. kiivka tietiho stupné
s uzlovym bodem. Obecné kazdym bodem roviny prochézeji ¢tyfi tecny této
krivky. Dotykové body téchto tecen s kiivkou se promitaji z dvojnasobného
bodu ctverici primek svazku pfimek se stfedem v dvojnasobném bodé. Co je
mnozinou vSech bodt roviny, pro néz uvedena ctverice primek je harmonickd?

Uloha je feSena vyhledanim parametrii dotykovych bodt hledanjch tecen
pro dané parametrické vyjadfeni kubiky. Hledanou mnozinou bodi je kiivka
tfetiho stupné incidujici se tfemi inflexnimi body dané racionalni kubiky; tyto
body jsou kolinearni. Z deviti pruseciki dané raciondlni kubiky s odvozenou
kubikou tfi jsou uvedené kolinearni inflexni body, tudiz zbylych Sest lezi na
kuzelosecce.

Uloha je pak pozménéna pro pifpad ekvianharmonické ¢tvefice piimek pro-
mitajicich z uzlového bodu dané racionalni kubiky dotykové body kfivky s tec-
nami prochazejicimi jednim bodem roviny. Mnozina vSech bodti roviny s touto
vlastnosti je singulédrni kuzelosecka reprezentovana dvojnasobnou primkou.

Dale je tloha dualizovana pro te¢novou ktivku vyjadienou v piimkovych
souradnicich rovnici tfetitho stupné. Pro tuto kifivku je nevlastni pfimka dvoj-
nou te¢nou a dalsi teény v jejich bodech dotyku (kromé dvojné tecny) jsou sou-
fadnicové osy; jejich prisecik je pocatek soustavy souradnic. Po této tprave
neni slozité dualizovat pro teénovou kubiku oba predeslé vysledky zformulované
pro bodovou kubiku. — V ¢lanku jsou uvedeny s plnym zdivodnénim.

Jako posledni je analyzovan pfipad dudlni kiivky ¢tvrtého stupné a tieti
tf¥idy incidujici s kruznicovymi body roviny. Je ukdzano, Ze paty normal
z kazdého bodu jisté primky lezi na jedné kruznici. Pak plati:

I. Mnozina vSech bodi, jejichz paty normal tvori harmonickou ¢tvefici, je
ktivka tfetiho stupné.

II. Mnozina vSech bodti, pro néz paty normal tvotri ekvianharmonickou
¢tverici, je kiivka tretiho stupné.

23 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 39(1908), str. 616.
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Préci recenzoval dr. A. Maynz z Ludwigslustu.?* Vystizné charakterizuje
formulaci tloh i vysledky véetné poslednich dvou pro paty normal.

Clanek Harmonische Punktsysteme auf rationalen Curven dritter und vierter
Ordnung (Harmonické soustavy bodii na racionélnich k¥ivkach tfetiho a ¢tvrté-
ho ¥adu) [Z14] je identickou verzi (az na nékolik zanedbatelnych jazykovych
odchylek) predeslé prace. Recenzent dr. H. Schubert z Hamburgu cituje v ¢a-
sopisu Jahrbuch tber die Fortschritte der Mathematik®® prvni vétu o mnoziné
bodd, pro néz dotykové body tecen jimi vedenych jsou z dvojnasobného bodu
kiivky promitany harmonickymi ¢tveficemi pfimek. O dalsich vysledcich kuse
konstatuje, ze jsou na tento vysledek navazany.

V préci O jistém geometrickém vztahu vznikagicim kiivkami tretiho stupné
a treti tridy [Z19] je feSen problém, casto se opakujici v nékolika Zahrad-
nikovych pracich v rtznych drovnich obecnosti, pro konkrétni kiivku — kisoidu
(Dioklovu). Jelikoz tato kiivka tfetiho stupné ma bod vratu, je kiivkou tfeti
tfidy, a tudiz kazdym bodem v ,obecné“ poloze vzhledem ke kiivce prochézeji
tfi te¢ny kiivky. Jejich dotykové body s kiivkou tvori tzv. trojuhelnik styku.
Pritazeni ,bod“ — ,trojuhelnik styku“ je obecné jednoznac¢né a tudiz je jedno-
znacné i prifazeni ,bod“ a ,tézisté trojuhelniku styku“. Hlavni vysledek prace
(mirné upraven podle dnesni terminologie) zni: Probihd-li téZisté S trojihel-
niku styku pri kisoidé kfivku stupné m, probihd prislusny pdl P (tj. prasecik
ti'i tecen kisoidy ve vrcholech trojihelniku styku) kiivku stupné 2n, kterd md
v kruznicovych bodech roviny n-ndsobné body.

Eduard Weyr v referativnim casopisu Bulletin des science mathématiques
(et astronomiques) uvedl pouze pieklad ndzvu prace; zddnou recenzi vSak ne-
napsal.?6

Clének Uber eine geometrische Verwandtschaft in Bezug auf Curven drit-
ter Ordnung und dritter Classe (O jisté geometrické piibuznosti vzhledem ke
kiivkdm tietiho Fadu a tteti t¥idy) [Z30] je némeckou verzi piedeslého ¢lanku
[Z19]. Jeho nédzev byl uveden v referativnim casopisu Bulletin des sciences
mathématiques (et astronomiques), ale skuteéna recenze nebyla otisténa.?”

V rozsahlé praci O jisté birationdlni kubické transformaci a jejim upotiebeni
v theorii kiivek [Z89] se K. Zahradnik vraci k biracionalni kubické transformaci
rozsifené euklidovské roviny definované v clanku Beitrag zur Theorie der ratio-
nalen Kurven dritter Ordnung [Z87]. V pfifazeni M[x,y] — Mi[z1,y1] podle
obr. 3, jez méa analytické vyjadreni

B ny B x2y
T = ma Y1 = W;
inverzné
_wityf _wityf
B 1 ’ B Y1 ’

24 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 7(1875), str. 357.
25 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 6(1874), str. 439.
26 Viz Bulletin des science mathématiques (et astronomiques) I1-3 (1879), 2. &ast, str. 160.
27 Viz Bulletin des science mathématiques (et astronomiques) I1-2 (1878), 2. ¢ast, str. 234.
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lze pokracovat pritazenim M;[x1,y1] — Ma[z2, y2] shodnou geometrickou kon-
strukei.

v

+x

Obr. 3
Z prvnich rovnic plyne
TT1 = YY1,
neboli
n_z
T Yy

a z pritazeni My — M5 stejnym zptisobem

¥ _m
—
€2 Y1
tudiz
T2 x
Y2 Y
Dalsim pokracovanim se zjisti, ze
X Ton
-= =, n=12,...;
Yy Yon

T1 Ton+1
— = n=12....

b
1 Y2an+1

Je-lip = AB ap; =<+ A;B; amaji-li piimky pfimkové soufadnice plu, v],
p1lu1, v1], plati pro jejich vzajemné vyjadieni indukované piirazenim M +— M,
vztahy

u? + v? u? + v?
uy = ) v = )
U v
ulv% u%vl

—_ V= s
2 29 2 2
uj +v1 uj +vg
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Jak je vidét, ptitazeni M — M; indukuje zobrazeni p; + p, které je formalné
shodné s predeslym zobrazenim pro bodové soutadnice.

Posloupnost zobrazeni M|x,y] — Mi[x1,y1] = Ma[xa,y2] — ... ma analy-
tické vyjadreni

ry’ z?y
xr1 = 5 = 5
1= 222 LA
1y} %y ziy z?y?

To = = _{57 = = 5
Tl T @A P Tl @

Tpto = ATp,  Ynt2 = \Yp, kde A = n=20,1,2,...

V dalsim jsou vysSetfovany vlastnosti téchto transformaci a obrazy alge-
braickych krivek ziskané témito transformacemi. Nejprve vSak jsou vysSetfeny
mnoziny bodu urcitych vlastnosti.

a) Mnozina vech bodi M, jez maji od svych obrazi My konstantni vzdd-
lenost c.

Kratkym vypoctem je zjiSténo, ze touto mnozinou je algebraicka
kiivka ¢tvrtého stupné dana rovnici

ot — 2%y 4yt — A + ) =0.

Lehce se nahlédne, ze tato kiivka je soumérnd podle souradnicovych
os i podle os uhla soufadnicovych os. Je to ctyflistek bez pocatku
soustavy soufadnic, jenz je na uplné krivce dvojnasobnym bodem.

b) Mnozina viech bodi M, jez maji konstantni vzddlenost a od primek p
k nim pritazenych.
Piimka p pfifazena zobrazenim M [z, y| — M; prochazi body Az, 0],
B0, y] a vzdalenost bodu M od piimky p je rovna

|zy|

——=a
/.'1,'2 + y2
Mnozina bodi M dané vlastnosti je tedy algebraicka k¥ivka ¢tvrtého
stupné definovana rovnici
x2y2 _ a2(x2 + yQ) =0

bez pocatku soustavy soufadnic; na uplné kiivce je tento bod izolo-
vanym dvojnasobnym bodem. Tato kfivka je obrazem c¢tytlisté rodoney
v kruznicové inverzi. Némecky nazev Kreuzkurve nebyl prekladan.
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Necht OM, resp. OM; je pruvodi¢ bodu M, resp. bodu M, jenz je
obrazem bodu M v zobrazeni M — M;. Najit mnozinu vsech bodi M,
pro néz

|OM| - |OM;| =a® a#0, a - konstanta.
Kratky vypocet pro véechny hledané body [z, y] ddva vysledek
xy —a® =0,

coz je rovnice rovnoosé hyperboly, jejimiz asymptotami jsou osy sou-
stavy souradnic.

Mnozina obrazti M; vSech bodi M této hyperboly v ptifazeni M —»
M je obraz hyperboly v kruznicové inverzi, coz je lemniskata.

Slozenim zobrazeni M + M; a M; — My vznikne zobrazeni M +—
Ms. Kdy je mnoZina vsech bodi {Ms} obrazem mnoZiny bodd {M}
v kruznicové inverzi?

Je-li @ polomér zakladni kruznice kruznicové inverze, plati pro privo-
di¢e OM, resp. OMs bodu M, resp. My

|OM]| - |OMs,| = a2,

coz po pouziti soufadnic x, y a soufadnic z2, Yo vyjadfenych pomoci x,
y dava
2,2 2.2 2
z?y® —a®(z® +y°) = 0.

Tato kiivka se uz objevila v piipadé b) pod nazvem ,Kreuzkurve®.
(Ovsem pocatek O soustavy soufadnic, ackoliv jeho soutadnice vyhovuji
rovnici kfivky, nepatii do mnoziny { M} hledanych bodt M.) Mnozina
vSech hledanych bodd M, je ¢tyflistd rodonea (s vyjimkou pocatku
soustavy soufadnic). Je tpatnici asteroidy pro pdl ve stfedu asteroidy.

Uvazujme mnozinu trojuhelniki M M;0, kde bod O je pocatek sou-
stavy soufadnic a M; je obraz bodu M v zobrazeni M — M;. Co je
mmnozinou vsech bodi M, pro néz trojihelniky M MO maji konstantni
obsah?

Uloha mé smysl pro nenulovy obsah. Je-li tedy a? (a # 0) dvojna-
sobek obsahu trojuhelnika M M; O, plati, ze mnozinou vSech hledanych
bodt Mz, y] je algebraicks kiivka ¢tvrtého stupné (s vyjimkou pocatku
soustavy souradnic) uréend rovnici

ry(2? —y?) — a*(2® +y*) = 0.
Mnozina vSech pfidruzenych bodt M [z1,y;] vyhovuje rovnici

4 4 2
Yy — ] —a’xy =0,
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coz opét vyjadiuje kiivku ¢tvrtého stupné s uzlovym bodem O. (Tento
bod, ovSem, nepatii do mnoziny {M;}.)

f) Mnozina vSech bodi M, pro néz spojnice M My inciduji s pevnym bo-
dem P. (M; je obraz bodu M v piitazeni M +— M.)

Je-li Plxo,yo] pevny bod a M|[z,y] proménny bod hledané mnoziny,
mnozina vSech bodi M je kfivka ¢tvrtého stupné o rovnici

zy(y® — 2°) + yor® + zoy® =0

s vyjimkou pocatku O soustavy soufadnic. MnoZina obrazt M [y, y1]
je kfivka ¢tvrtého stupné o rovnici

4 4 3 3
T — Y — (or] — Yoyy) =0

s vyjimkou bodu O. Neni nutno pfipominat, ze v Zahradnikové podani

o vyjimecnosti bodu O v zddném piipadé neni zminka.

Nejprve je transformace M — M; aplikovana na pfimku jakozto
mnozinu bodt {M} uréenou rovnici

ax +by+c=0.
Obrazem piimky je mnozina bodi {Mj[x1,31]} vyhovujicich rovnici
(23 + y3)(ay1 + bx1) + cz1ys = 0.

To je rovnice cirkularni racionalni kubiky s dvojnasobnym bodem
v poc¢atku O soustavy souradnic, v némz jsou te¢nami krivky soutadni-
cové osy. Tato kiivka se nazyva zobecnénd strofoida neboli strofoiddla.

Déle nasleduje popis tii konstrukei strofoidaly:

1. Konstrukce strofoidaly jako obrazu pfimky v biracionalni kubické trans-
formaci urcené prirazenim M +— M;.

2. Konstrukce strofoidély jako obrazu hyperboly v jisté kruznicové inverzi.

3. Konstrukce strofoidaly jako upatnice paraboly, jez je obalkou pfimek p
prifazenych ke vsem bodum M piimky m zobrazenim M — M;.

Zajimava je konstrukce strofoidaly jako kisoidalni kiivky. K urcujicim prv-
ktim strofoidaly jako obrazu pfimky v raciondalni kubické transformaci se odvo-
zené vyhledaji fidici prvky kisoidaly — totiz kruznice, jeji bod a prtmeérova
primka — tak, aby kisoiddla pomoci nich sestrojena byla totozna se strofoidalou
urcenou svym zpusobem.

Konstrukci teény strofoidaly v daném bodé lze provést na zakladé kon-
strukce 3 strofoidaly jako upatnice paraboly. Pomoci vlastnosti te¢en paraboly
a Pascalovy véty pro kuzelosecky lze pro dany bod strofoiddly zkonstruovat
normalu strofoidaly v ném, a tudiz i tecnu strofoidaly v tomto bodé.
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Prvni ¢ast prace je uzaviena konstrukci redlné asymptoty strofoidaly na za-
kladé jejiho vztahu k pfimce m, ktera je vzorem strofoidaly v racionéalni kubické
transformaci. Mezi primkovymi souradnicemi primky m a realné asymptoty h
strofoidaly plati po jisté apravé obdobné analytické vztahy jako mezi bodovymi
soufadnicemi bodt M; a M. Posledni iivaha se tyka zmén strofoidaly induko-
vanych otacenim pfimky m kolem pevného bodu.

Druhé &ast prace, uverejnéna v Casopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky
v roce 1905, je ¢eskou verzi ¢lanku Beitrag zur Theorie der rationalen Kurven
dritter Ordnung [Z87]. Podrobna informace o této préci véetné zminky o recenzi
dr. A. Maynze se nachazi v druhém paragrafu této kapitoly.

Treti ¢ast této prace vysla jako druhé pokracovani (dokonceni) v Casopisu
pro péstovani mathematiky a fysiky v roce 1909. V pomérné dlouhé dobé mezi
uvefejnénim pokracovani (1905) a dokonceni (1909) prace v Casopisu pro pé-
stovani mathematiky o fysiky byl identicky némecky text této tieti ¢asti pub-
likovan pod nazvem Uber eine birationale kubische Verwandschaft und deren
Anwendung (O jisté biracionalni kubické pfibuznosti a jejim pouziti) [Z91] v ¢a-
sopisu Sitzungsberichte der mathematisch-naturwissenschaftlichen Klasse der
kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien. O obsahu bude podéana
informace s vyuzitim c¢eského textu. Recenze riuznych autori budou uvedeny
v zavéru hodnoceni.

Zakladnim tématem treti Casti prace je vysSetfovani krivek, které vznikaji
jako obrazy kiivek stupné n a specidlné kuzelosecek v biracionalni kubické
transformaci, jez je analytickym vyjadfenim geometrického prirazeni M — M;.
Pro vétsi prehlednost analytického vyjadifeni bodt M a jejich obrazt M; je
zavedena nasledujici uprava: Je-li up,(z,y) homogenni funkce stupné h promén-
nych z,y (tykajici se bodt M), bude vp(z1,y;) homogenni funkce stupné h
proménnych x1,y;, jez vznikne z up(z,y) zdménou x — y; a y — 7.

Kiivka stupné n, jejiz rovnice je zapsdna jako soucet homogennich casti
polynomické funkce proménnych z,y sestupné podle stupné homogennich ¢ésti
ve tvaru

(M) :up +tp—1+-+u =0; wu,#0, (1)

jakozto vyjadreni mnoziny bodi M kiivky, se racionalni kubickou transformaci
M — M, zobrazuje do kiivky stupné 3n, urcené rovnici

(My) = (2 +91) o + (@7 +41)" " 21yavn1 + o+

@t +yD)al Tyl e+ 2ty = 0 )

jakozto krivky obsahujici obrazy M; vsech bodi M dané kiivky n-tého stupné.
Rovnice (2) transformované kiivky nabyva tento tvar za pfedpokladu, Ze funda-
mentalni bod transformace (v origindlu nazyvan pdlem transformace) je zvolen
za pocatek O soustavy souradnic.

Z rovnice (2) je patrno, Ze

a) transformace kiivky n-tého stupné je kiivka stupné 3n;
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b) fundamentélni bod O je 2n-nasobnym bodem této kiivky;
¢) soutadnicové osy y1,x1 (rovnice 1 = 0, resp. y; = 0) jsou n-nésobnymi
tecnami této krivky.

Je-li fundamentédlni bod O k-nasobnym bodem kiivky (M), jsou v rovnici

(1)
up(z,y) =0; h=0,1,...,k—1, (3)

a Clen nejnizsiho stupné v rovnici (2) kiivky (M;) ma tvar

O ) R T U CONTIOE
tudiz ¢initel (22 4+ y?)* se vyskytuje ve vSech ¢lenech rovnice (2) po dosazeni
podminek (3). Po zkraceni rovnice (2) timto ¢initelem nabyva rovnice (2) tvar

(My) = (2F +yD)" Fon + (2 +91)" ey + o+

+ (@ oyt T g+ 2Ry R = 0. (27)

Z rovnice (2’) je zfejmé, ze
a) kiivka (M7)’ je stupné 3n — 2k;
b) bod O je (2n — k)-ndsobnym bodem kiivky (M7)’;

¢) soufadnicové osy yi1,21 jsou (n — k)-ndsobnymi teénami v bodé O;
dalgich k tefen v tomto bodé je uréenych rovnici vg(z1,y1) = 0.

Dalsi snizeni stupné kiivky (M7)" nastava v piipadech, kdyZ jsou nevlastni
body souradnicovych os x,y ndsobnymi body k¥ivky (M). Je-li nevlastni bod
osy x l-nadsobnym bodem a nevlastni bod osy y m-nasobnym bodem kiiv-
ky (M), vyskytuje se ¢initel z!y™ ve vSech ¢lenech rovnice (2) a lze jim rovnici
kratit.

Ma-li tudiz kiivka (M) stupné n fundamentalni bod O za k-nésobny a ne-
vlastni bod sourfadnicové osy x, resp. soufadnicové osy y za bod [-nasobny,
resp. m-nasobny, mé jeji racionalni obraz (M)’

a) stupen 3n — 2k — 1 —m;
b) bod O za bod (2n — k — [ — m)-nasobny.

Jsou-li kromé toho izotropické pfimky v bodé O te¢nami kiivky (M) v tomto
bodé, snizuje se stupen kiivky (M;)" o ¢islo 2.

Priklady

1. Pfimka v ,obecné®“ poloze se transformuje do cirkularni kubiky s dvoj-
nasobnym bodem v pélu transformace O; kiivka (M) je tudiz kisoida-
lou.

Je-li pfimka rovnobézna s osou soustavy soufadnic, je jejim obrazem
v transformaci kruznice.

Prochazi-li primka bodem O, je jejim obrazem v transformaci piimka
prochézejici bodem O.
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Longchampsova kubickd duplikatrix (viz [2]) o rovnici
a® = 2p(a® +y?)
se transformuje do kiivky druhého stupné, nebot je zde n = 3, k = 2,

m = 1 a izotropické primky v bodé O jsou te¢nami kiivky v tomto
bodé. Obraz kiivky méa rovnici

yi = 2pay,

coz je rovnice paraboly.
Obraz této paraboly transformaci méa rovnici

T2
Y2 = T2 y
2p — x9

coz je rovnice kisoidy. Obraz kisoidy v transformaci ma rovnici

neboli
(x2 +y2)2 — az®,

coz je rovnice k¥ivky nazyvané ,folium simple* (jednoduchy list) (viz
[2]).

Velmi podrobné jsou prozkoumény jednotlivé pfipady transformace
kuzelosecek.

Je-1i kuzelosecka dand rovnici
(M) :ug +ur +up = 0; u; = wi(z,y),

kde u; je homogenni funkce stupné ¢, ¢ = 0,1, 2, ma jeji obraz transfor-
maci rovnici

(My) : (2% +y*)?v2 + (27 +y*)zyvr + 2%y vo = 0,
v; = v;(z,y) je homogenni funkce stupné i, i = 0,1, 2.

Nelezi-li pdl transformace O na kuzelosecce, je ug # 0 i vg # 0 a obraz
(M;) kuzelosecky je bicirkuldrni racionalni kiivka Sestého stupné, jez
mé v bodé O ¢tyfnasobny bod a soufadnicové osy méa za dvojnasobné
tecny. Je-li kiivka (M) elipsa, kterd protind jednu osu nebo obé osy
soustavy soufadnic, ma kiivka (M)’ tvar étyflistku. Dotyka-li se kuze-
lose¢ka (M) jedné osy nebo obou os soustavy soufadnic, redukuji se
jeden list nebo dva listy na bod O.

Jsou-li priiseciky elipsy (M) s obéma osami soustavy soufadnic ima-
ginarni, je obrazem elipsy ovdl, jez ma v polu transformace O izolovany
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¢tyfnasobny bod a osy soustavy soufadnic jsou v ném dvojnasobné
tecny.

b) Je-li dand kuzelosecka kruzmici, jeji obraz je rodonea.

¢) Obsahuje-li kuzelosecka (M) pdl transformace, je ug = vo = 0 a obra-
zem (M) je trojlist, jez je racionalni cirkuldrni k¥ivkou ¢tvrtého stupné
s trojnasobnym bodem v pdlu transformace.

Je-li (M) kruznici, (M;) je bicirkularni.

d) Je-li (M) kruznice dotykajici se osy y v pélu transformace O, je kiivka
(My) kolmg (primy) dvojlist.

e) Je-li (M) hyperbola a jedna jeji asymptota je rovnobézné s osou sou-
stavy soufadnic, je (M;) raciondlni bicirkuldrni kfivka patého stupné
s trojnasobnym bodem v pdlu transformace. Jedna souradnicova osa je
dvojnasobna tecna, druhé souradnicova osa je jednoduché tecna v troj-
nasobném bodé.

f) Jsou-li obé asymptoty hyperboly (M) rovnobézné s osami soustavy
soutadnic, je (M) bicirkuldrni racionalni kvartika s dvojnasobnym bo-
dem v pdlu transformace, v némz tecnami jsou osy soustavy soufadnic.

g) Jsou-li asymptotami hyperboly (M) osy soustavy soufadnic, kiivkou
(M) je lemniskadta.

h) Obsahuje-li hyperbola (M) pdl transformace O, je kiivkou (M) cirku-
larni racionélni kvartika s trojnasobnym bodem v pdlu transformace.

i) Obsahuje-li hyperbola (M) pdl transformace O a jedna jeji asymptota
je rovnobéznd s osou soustavy soufadnic, kiivka (M) je kisoiddlou.

j) Obsahuje-li hyperbola (M) pdl transformace O a obé jeji asymptoty
jsou rovnobézné s osami soustavy soufadnic, kiivka (M) je kruznice.

k) Je-li kiivka (M) parabolou a jeji osa je rovnobéna s osou soustavy
soutadnic, je kiivka (M;) bicirkuldrni raciondlni kiivka patého stupné
s trojnasobnym bodem v pdlu transformace. Dvojnasobnou tec¢nou
v ném je soufadnicové osa rovnobézné s osou paraboly (M) a jednodu-
chou tecnou druhé souradnicova osa.

1) Prochézi-li mimo to parabola (M) pdlem transformace O, je k¥ivkou
(M) cirkuldrni racionélni kubika, tudiz kisoiddla.

m) Je-li osou paraboly (M) osa soustavy souradnic a vrcholem paraboly je
bod O, je kiivkou (My) kisoida.

Na obrazcich 4 az 14 jsou znazornény obrazy kuzelosecek v dané transformaci
s respektovanim typu kuzelosecky a jeji polohy vzhledem k pocatku a osam
soustavy soutadnic.
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M,

Jako aplikaci vztahtt mezi kiivkou (M) a jejim obrazem (M) v racionalni ku-
bické transformaci uvadi K. Zahradnik zjednodusené konstrukce tecen v bodech
nékterych zndmych kiivek, obdrzenych jako obrazy (M) jinych zndmych kiivek
(M) v uvedené transformaci. Konstrukci lze provést i zcela obecné pro libovol-
nou kiivku (M).

Jelikoz inverzni“ transformace k racionalni kubické transformaci urcené
prirazenim M — M; je rovnéz racionalni kubicka transformace, plati o obra-
zu (M) kiivky (Mi) v této ,inverzni“ transformaci totéz, co bylo zjisténo
o obrazu (M) kiivky (M) v piimé transformaci. Stupeinn obrazové kiivky (M)
se snizuje a jeji vlastnosti se specializuji v zavislosti na incidenci a dotyku
kiivky (M7) s vyznaénymi body a pfimkami transformace (p6l transformace O,
nevlastni body soutadnicovych os, kruznicové body, soufadnicové osy). Rovnéz
se uvadéji nékteré konstrukee tecen v bodech kiivky (M) na zakladé jejich vlast-
nosti jako obrazu kiivky (M7) v ,inverzni“ racionalni kubické transformaci.

V zéavéru prace jsou jesté pouzity primky p = <> AB, vystupujici v odvozeni
biracionéalni kubické transformace M +— M;, na vyjadreni kiivek jako obéalek
soustav pfimek. Toto vyjadfeni je provedeno v polarnich soufadnicich a jsou jim
zachyceny ruzné vztahy a souvislosti mezi znamymi i méné znamymi kiivkami.
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Konkrétné jsou uvedeny asteroida, ¢tyrlista rodonea, t¥ilista rodonea, kruznice,
kisoida, kisoidéla, folium simple, pfimy dvojlist a Steinerova hypocykloida.

Text neprinasi nové podstatné informace o kiivkach, zajimavé jsou nové
pohledy na neobvyklé souvislosti mezi nimi. Prvni dvé ¢asti prace recen-
zoval profesor K. Petr z Prahy.?® Z prvni &asti uvadi rovnice biracionalni
transformace a poznamenava, ze transformace je aplikovana na vytvor riznych
racionélnich kiivek. O druhém oddilu se zminuje poznamkou, Ze se jedna o re-
produkci pojednani Beitrag zur Theorie der rationalen Kurven dritter Ordnung
[Z87] (uvedeno v paragrafu 2 této kapitoly).

Jako recenzent tfeti Casti prace v casopisu Jahrbuch uber die Fortschritte
der Mathematik je opét uveden profesor K. Petr.2’ Zadny text recenze kromé
klicovych slov neni uveden, prace je pouze ,evidovana‘“.

K dispozici je vSak obsahld recenze némecké verze této casti uverejnéné
pod nézvem Uber eine birationale kubische Verwandschaft und deren Anwen-
dung [Z91] od dr. E. Meyera ze Charlottenburgu.’® Uvadi souvislosti se Za-
hradnikovou praci [Z87], popisuje syntetickou konstrukei ptitazeni M +— M;
a zabyva se pomérné podrobné vlastnostmi krivky, jez je obrazem dané kiivky
v uvazované transformaci. Referuje pak detailné o obrazech kuzelosecek v zavis-
losti na jejich poloze k urcujicim prvkiéim souradnicové soustavy, o konstrukci
tecen kiivek pomoci piimé i inverzni transformace a o souvislosti kiivek (M)
a (M) v zéavislosti na proménné piimce p a na jeji poloze vzhledem k pdlu
transformace O. Recenze je prosta jakychkoliv hodnoticich postojii.

Kratsi prace s ruznou tematikou

V této skupiné se nachéazeji ¢tyri kratsi prace a jedna prace stfedniho rozsahu
s tematikou povétsiné elementarné-geometrickou, nicméné v nékterych ohledech
obtiznosti presahujici vysokoskolsky standard a vyzadujici zna¢nou zrucnost
v ovladani technickych prostiedkti analytické metody. Ruiznorodost témat
¢lankt neumoznuje néjaké jejich tematické seskupeni, proto budou uvedeny
v chronologickém poradi.

Prvni sledovanou praci je Fin geometrischer Lehrsatz (O jisté geometrické
vété) [Z11]. Zamérem prace je jednoduchy dikaz tvrzeni: Pohybuji-li se dva
vrcholy trojuhelniku po dvou pevnych primkach, pficemz se strany tohoto troj-
thelniku otaceji kolem t¥i pevnych bodu lezicich na jedné pfimce, popisuji
i tfeti vrcholy tohoto trojithelniku pfimku prochazejici prisecikem prvnich dvou
pevnych piimek. Pfi tomto pohybu popisuje tézisté proménného trojihelniku
racionalni kiivku tfetitho stupné se tfemi readlnymi asymptotami.

Prvni ¢ast véty uvedl jiz Pappos (3. az 4. stoleti) ve své Matematické sbirce.
Je jistou obménou Desarguesova vyroku, jenz patfil k zdkladnim tvrzenim pro-
jektivni geometrie 19. stoleti.3!

28 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 36(1905), str. 649.
29 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 40(1909), str. 730.
30 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 36(1905), str. 731.
31 Jeho povaha v axiomatice projektivni geometrie se vyjasnila az ve 20. stoleti.
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Karel Zahradnik dokazal Pappovo tvrzeni analytickou metodou pfi vhodné
volbé soustavy soufadnic v rozsitené euklidovské roviné. Vazany pohyb tfetiho
vrcholu trojihelniku po jedné pfimce 1ze zachytit vyjadfenim pomoci jednoho
parametru. Souradnice téziSté jsou vyjadfeny jako racionalni funkce tfetiho
stupné tohoto parametru. To znamend, Ze mnozina t&7it vSech poloh toho
proménného trojuhelniku je racionalni kiivka tfetiho stupné, tj. kubika s dvoj-
nasobnym bodem. T¥i nevlastni body této kubiky (tj. jeji priseciky s nevlastni
piimkou rozsifené euklidovské roviny) jsou urceny redlnymi parametry, jsou

tudiz redlné a realné jsou i tec¢ny v téchto bodech, tj. asymptoty.

Oznac¢ime-li vrcholy trojuhelniku, o nichz mluvi véta, A;, As, Az, a body
primky, v nichz protinaji strany trojihelniku pevnou primku, By, By, Bs, lze
tvrzeni vyjadiit slovy: Bod Az probiha pfimku incidujici s pruseéikem piimek
obsahujicich body Ay, resp. As.

Zobecnéni vyroku zni: Vypusti-li se v pfedpokladech véty podminka ko-
linearnosti bodiu B, Bs, Bs, probihd bod Ajs reguldrni kuzelosecku a tézisté
vsech proménnych trojuhelniki A;As Az probiha racionalni kiivku ¢tvrtého
stupné. — Tvrzeni je opét dokazano analyticky pomoci vhodné volby urcujicich
prvki soustavy soutadnic.

Préci recenzoval dr. H. Schubert z Hamburgu.?? Vystizné shrnuje obsah
préace slovy: Autor dokazuje jesté jednou analyticky vétu uvedenou uz Pappem:
,Kdyz se v trojihelniku pohybuji dva vrcholy po dvou pevnych pfimkach,
zatim co strany prochézeji po fadé tfemi body nachézejicimi se na piimce,
popisuje tfeti vrchol pfimku prochézejici priusecikem obou pevnych primek*
a rovnéz znamou Maclaurinovu vétu: ,,Mnozina tietich vrchold je kuzelosecka,
thelniku popisuje v prvnim pripadé racionalni kiivku tretiho fadu, v druhém
pripadé racionalni k¥ivku ¢tvrtého radu.«

Druhd prace Welches ist die Bedingungsgleichung, unter welcher vier Punkte
in einem Kreise liegen? (Jakd je rovnice podminky, za které ¢tyfi body lezi
na jedné kruznici?) [Z12] hleda analytické vyjadreni pro soufadnice ¢tyf bodu
lezicich na jedné kruznici. Vhodnou volbou urcujicich prvki soustavy souradnic
a pouzitim Ptolemaiovy véty pro ¢tyfthelnik vepsany kruznici (tj. tétivovy
Ctyttahelnik) autor dospiva k vysledku: Pro tétivovy ctyfahelnik A; Ay AsAy
plati:

|A1A2| . |Sin ‘4A3A1A4|| + |A1A4| . |Si]f1 |ZA3A1A2|| =

= ‘AlAg‘ . |sin|ZA2A1A4||.

Dalsi vazby mezi délkami stran, délkami thlopric¢ek a absolutnimi hodnotami
funkce sinus, pro velikosti thld stran a thla stran s thlopfickami vzniknou
cyklickymi zdménami A; — Ay — A3 — Ay — A;.

Naézev prace byl uveden v referativni ¢asopisu Jahrbuch tiber die Fortschritte
der Mathematik; zadny text recenze viak nebyl otistén.33

32 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 6(1874), str. 438.
33 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 6(1874), str. 427.
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Kraticka prace Aufgabe iiber beriihrende Kreise (Uloha o dotykajicich se
kruznicich) [Z17] se zabyva uréenim poloméra tfi kruznic opsanych z vrcholt
daného trojuhelniku a vzajemné se po dvou dotykajicich. Ma-li dany trojuhel-
nik A;AsAs délky stran |AyAs| = as, |A2As| = a1, |A3A1| = as a polomér
kruZnice opsané z bodu Ay, resp. As, resp. Az ma délku rq, resp. 7o, resp. rs,
plati

r1 + core = ag,

ro +C373 = ag,
r3 + c1r1 = ag,

kde ¢; = +1, i = 1,2, 3, podle toho, dotykaji-li se prislusné kruznice zevné nebo
zevnitt. Napftiklad pfi vnéjsim dotyku vSech dvojic kruznic je

asz + a2 — ay

r = B

a 19, r3 se dostanou cyklickou zdménou indextt 1 — 2 —+ 3 — 1 u vSech stran
i poloméru. Korektnost vysledkt pak plyne z trojihelnikovych nerovnosti.

Prace nebyla recenzovana v zadném ze znamych referativnich casopisti; jeji
nazev byl pouze zminén v ¢asopisu Bulletin des sciences mathématiques (et
astronomiques).>*

Dalsi prace Ort der Punkte constanter Bertihrungssehnen in Bezug auf einen
Kegelschnitt (Misto bodl s konstantni tétivou dotyku vzhledem ke kuzelosedce)
[Z34] je némeckou verzi ¢lanku O misté bodu, jehoZ tétiva styku md pro danou
kuZelosecku stdlou délku [Z25] uvetejnéného v Casopisu pro péstovdni mathe-
matiky a fysiky.®

Ani ¢eskéd ani némecka verze nejsou recenzovany ve znamych referativnich
Casopisech. Néazvy obou jsou uvedeny v referativnim casopisu Bulletin des
science mathématiques (et astronomiques).>

Posledni praci této skupiny, jakoz i celého hodnoceného védecko-odborného
dila Karla Zahradnika v oblasti geometrie je spis Ueber einige Winkel- und
Lingenrelationen am Dreiecke (O nékterych vztazich thla a délek v trojuhel-
niku)) [Z61]. Clanek je némeckou verzi prace v chorvatském jazyku Geometrij-
ske opazke (Geometrické poznamky) [Z57].37 Texty obou praci se ligi na néko-
lika malo mistech nepatrnymi stylistickymi odchylkami.

Zatim co o praci [Z57] neni v referativnich ¢asopisech nejmensi zminky, préaci
[Z61] je vénovana v Casopisu Jahrbuch dber die Fortschritte der Mathematik
vzhledem k rozsahu ¢lanku pomeérné obsahla a vystizna recenze dr. A. Maynze

34 Viz Bulletin des sciences mathématiques (et astronomiques) I-11 (1876), str. 216.

35 Viz predchozi kapitola této monografie nazvana Geometrické price Karla Zahradnika I.

36 Ceska prace v ¢asti I11-2 (1878), 2. ¢ast, str. 70, némecka tamtéz, str. 7.

3T Viz &ast Specidini kiivky v predchozi kapitole této monografie nazvané Geometrické
prdace Karla Zahradnika I.
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z Ludwigslustu.?® Pro ilustraci je zde uvedena (v prekladu) v plném znéni:
,Pan autor uvazuje kruznici a v ni tétivu A;As. Jsou dany dvé kruznice,
z nichz kazda se dotyka dané kruznice a tétivy Ay As v jejim stfedu. Po sta-
noveni nékterych stavajicich vztahi se zavadi predpoklad, ze tétiva A;As je
funkci svého sméru; jsou pak vysSetfovany kiivky, jez za této podminky popisuji
stfedy obou vysSe zminénych kruznic. Nato je kruznici na pocatku zminéné ve-
psén trojuhelnik A; As Asz; vzniknou t¥i tétivy A; As, A Az, As A3 a tii dvojice
dotykovych kruznic, jak bylo uvedeno vyse. Vznika tak ponékud komplikovany
obrazec, jenz je podrobnéji vySetfovan. Jsou pfitom uvedeny i nékteré jiz diive
znamé véty o trojihelniku.“

Zavér

Geometrické prace tvori podstatnou cast vysledki védecko-odborné pub-
lika¢ni ¢innosti Karla Zahradnika. Ve vy¢tu uvedeném v téchto dvou kapitolach
o védeckém dile K. Zahradnika je zachycenych 47 publikaci vesmés geometrické
povahy, z nichz zejména prace o racionalnich ktivkach tfetiho stupné reprezen-
tuji Zahradnikovy vrcholné védecké vysledky. Nejsou to, zajisté, védecké vy-
dobytky, jez by se stavaly soucasti bazové teorie prislusné discipliny na dlouha
desetileti nebo stoleti. Nicméné ve své dobé byly slozkou silného proudu
evropské a zejména stiedoevropské geometrie, ktera vychazela z pomérné nové
tradice spojeni syntetické a analytické metody v projektivni geometrii. Ak-
tualni tematikou bylo ¢asto zkoumani objekti a jejich vlastnosti, jez v rychlém
vyvoji discipliny unikaly pozornosti hlavnich tviirct teorie a ziistavaly ponékud
opomijeny v bo¢nich liniich vyvoje. Reseni problému z téchto oblasti obohaco-
valo sumu poznatk a neziidka prertstalo i v samostatnou ¢ast zakladni teorie.
Racionalni kivky tfetiho a ¢tvrtého stupné v projektivni roviné reprezentované
rozsifenou euklidovskou rovinou — tedy oblast, v niz je Zahradnikiv pfinos
nepfehlédnutelny — jsou prikladem procesu, jak se ze separovanych piikladi
zajimavych objektt rodi ucelend teorie.

Pres absolutni dominanci analytické metody v Zahradnikové védeckém dile
nemuze byt pochyb o jeho dukladném ovlddani syntetické metody. Tento fakt je
zjevny zejména z jeho konstrukéniho pfistupu pii generovani fady konkrétnich
racionalnich kubik a pii jejich klasifikaci v zobecnéné teorii.

Hodnotu Zahradnikovych praci v evropském, obzvlasté v stfedoevropském
kontextu vyrazné potvrzuje registrace i recenzovani jeho publikaci v znamych
referativnich ¢asopisech, kde zejména jeho teoreticky nejvyznamnéj$im c¢lan-
kium byla vénovana nalezitd pozornost. Sam Karel Zahradnik pro to jisté
udélal hodné, nebot vétsinu svych praci publikoval v némeckém jazyku, coz byl
jeden z nejzavaznéjsich faktori jejich dostupnosti §irsimu (nejen) evropskému
publiku. Vymluvnym potvrzenim hodnoty Zahradnikova geometrického dila
v evropskych relacich jsou relativné pocetné citace jeho praci v nejuplnéjsim
dobovém kompendiu rovinnych algebraickych i transcendentnich k¥ivek [2], jez

38 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 20(1888), str. 556.
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na prelomu 19. a 20. stoleti sestavil a vydal Gino Loria a jez bylo evropské vefej-
nosti $ife zpfistupnéno v némeckém jazyku Fritzem Schiittem. Zahradnikovy
prace jsou v ném citovany celkem osmkrat. Na porovnani — prace Emila Weyra
jsou v ném citovany Sestkrat, a to jesté dvé citace se tykaji geometricko-fyzikalni
tematiky.

V Loriové knize [2] je na strané 28 citovdna Zahradnikova prace [Z84],
na strané 40 préce [Z5]. V obou piipadech je K. Zahradnikovi pfipsano au-
torstvi parametrickych rovnic uvazovanych kiivek. Na strané 41 je z prace
[Z22] citovana véta: Obdlka tétiv, jez ma kisoida spolecné se svymi kruinicemi
krivosti, je kFivka afinni s danou kisoidou. Na strané 46 je z préce [Z10]
citovan synteticky vytvor kisoidalni kfivky. Na strané 142 jsou citovany prace
[223], [Z15] a [Z46], vesmés v souvislosti s parametrickym vyjéddfenim kar-
dioidy. Posledni citace préce [Z79] na strané 204 se tykéa vyjadieni lemniskaty.
Souhrnné Ize vSechny citace hodnotit jako uzndni Zahradnikova pfinosu ze-
jména v analytickém vyjadfovani vyznamnych rovinnych kiivek a jejich zobec-
néni.

Zahradnikovo geometrické dilo ve své dobé nepochybné pattilo svymi vrchol-
nymi prispévky k nadprimérnému standardu ceské geometrické skoly. Zrucnost
a obratnost v ovladani analytické metody mozno, ba nutno u Karla Zahradnika
obdivovat i dnes. Aktudlnost tematiky, jiz se zabyval, zdkonité pirekonal ¢as
a teorie oblasti, jez stoji v centru pozornosti v jeho dile, se dnes pohybuje na
jinych trovnich. V dobovych relacich vsak jeho dilo mélo svoje ¢estné misto
a to by mu méla prisoudit i historie.
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