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OSTATNI PRACE KARLA ZAHRADNIKA

V této kapitole stru¢né popiseme tematiku, obsah, metody zpracovani a pre-
zentovani vysledkt a naznac¢ime vyznam Zahradnikovych metodickych, didak-
tickych a popularizacnich praci vénovanych elementarni, analytické a synte-
tické geometrii, trigonometrii a zakladtim matematické analyzy, jez napsal od
pocatku sedmdesatych let 19. stoleti do prvniho dvacetileti 20. stoleti. Jedné
se 0 29 prispévkiu.

Clanky obvykle obsahovaly riizné zajimavé pohledy na elementdrni mate-
matické poznatky, drobné vylepseni a zjednoduseni dtkazi, netradi¢ni moti-
vacni priklady, rizné aplikace determinantt a diferencialniho poctu v analytic-
ké geometrii.! Karel Zahradnik je sepisoval pro talentované studenty a ucitele,
aby je motivoval k dalsimu studiu a predevsim aby poukéazal na neobvyklé sou-
vislosti. Clanky mnohdy mély dvé i t¥i jazykové verze (¢eskou a chorvatskou,
Ceskou a némeckou, resp. Ceskou, némeckou a chorvatskou), které se od sebe
vétsinou témeér nelisily. Je zajimavé, ze ¢lanky psané pro studenty neobsaho-
valy tplna, detailni odvozeni ¢i diikazy, ale jen predpoklady, nadznaky postupu
a vysledky. Odvozeni, dikazy, vypocty, konstrukce ¢i nacrtky ponechaval Karel
Zahradnik ¢tenaitm. Jeho ¢lanky byly proto narocnéjsi nez ¢lanky jeho kolegt,
nebot vyzadovaly nemalou samostatnou praci ¢tenare.

Analyticka geometrie

Analytickou geometrii se Karel Zahradnik na rtznych trovnich zabyval cely
svtj aktivni zivot.?

Klasicky priklad z geometrie kuzelosecek fesil jiz ve své prvotiné nazvané
Jaké jest geometricke misto pruseki tecen jedné kiuZelosecky s polarami bodi
dotycénych vzhledem ke kiZelosedce druhé? [Z1], ktera byla roku 1872 otiSténa
v prvnim roéniku Casopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky, a jejiz nazev
plné charakterizuje jeji obsah.

Uloha je vlastné velmi jednoduché a lze ji zodpovédét témét zpaméti. Oznad-
me dané kuzelosecky K a L, bod na kuzelosecce K pismenem B. Potom rovnice
tecny ke kuzeloseéce K v bodé B a polary bodu B vici kuzelosecce L jsou
linedrni a homogenni (v homogennich soufadnicich). Elementarnim vypoétem
z rovnice tecny a polary dostaneme pomeér soutradnic £ a dosadime jej do rovnice
kuzelosecky K. Ziskany vysledek je odpovédi na Zahradnikovu otazku.

Predlozeny problém resitelny na zakladé elementarnich geometrickych zna-
losti mohl byt podnétny pro stfedoskolské studenty i tim, zZe neuvadél vsechny

vz

kroky fesSeni, ale pouze nejdilezitéjsi mezivysledky a zavérecny vysledek.

1 Struéné hodnoceni nékterych Zahradnikovych praci je obsazeno v [Bel], [Be3], [Be4],
[Be5], [Le], [Ma], [Sj] a [Vol].

2 Kratka zamysleni nad Zahradnikovymi vysledky v analytické geometrie lze najit v [Bel],
[Be3], [Beb] a [Vol].
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V letech 1873 a 1874 vychéazela na pokracovani v Casopisu pro péstovdni
mathematiky o fysiky Zahradnikova témér padesatistrankova studie nazvana
O symbolech analytické geometrie a jich upotiebeni [Z3], kterou sepsal jako
materidl rozsifujici zakladni kurz analytické geometrie. Vénoval se piredevsim
peclivému vykladu geometrie bodu, primky, svazku pfimek a fady bodu. Prace
se skladala ze Ctyt Casti, které se dale délily na paragrafy.

V prvni ¢éasti (11 paragrafi) Karel Zahradnik podrobné vylozil zéklady ana-
lytické geometrie piimky v roviné. Nejprve uvedl tzv. obecnou rovnici piimky
(az+by+ ¢ = 0), normalni rovnici (x cos a+ysina —p = 0) a usekovou rovnici
(ux + vy + 1 = 0) a vylozil vyznam koeficientd v jednotlivych analytickych
predpisech.

Co se tkne vyznamu koefficientd v rovnici druhé a treti, jest p délka kolmice
spusténé s pocdtku na primku, o znaci whel, jejz uzavird primka s osou usecek,
u, v jsou prevratné negativni hodnoty useki na ose x a y.>

Pak ukazal vzajemny vztah vyse uvedenych rovnic a odvozeni jedné rovnice
ze druhé. Na zavér prvniho paragrafu zavedl jednoduché symbolické znaceni:
A = 0 (obecnd rovnice pfimky), P = 0 (normdlni rovnice piimky), U = 0
(tsekova rovnice ptimky), P, = 0 = x cos ax +y sin g = py (systém k piimek),
coz mu umoznilo zna¢né zkraceni dalsich zapist.

V druhém paragrafu definoval vzdédlenost bodu od primky v roviné. V tre-
tim zavedl bod jako prusecik dvojice primek P, = 0 a P, = 0, dale definoval
svazek paprski, ktery prochazi priise¢ikem vyse uvedenych piimek.*

... Souradnice bodu prisecného, nevyhovuji pouze rovnicim

P=0, P,=0,
nybrz kaZdé ze primek, vyjdadrenych rovnici
P — AP, =0,

kde znaci A libovolny koefficient. Znaci nam tedy rovnice posledni soujem
primek prochdzejicich prisecikem primek P, = 0 a P, = 0, tedy svazek pa-
prskovy, jehoZ vrchol jest prusecik

(PLPy) =t.

Ve ¢tvrtém paragrafu z analytického vyjadfeni svazku paprskid P — AP, =0
definovaného ptimkami P; = 0 a P, = 0 a tfetiho paprsku @, ktery prislusi
dané hodnoté \; = A, tj. P — A1 P> = 0 = (1, objasnil geometricky vyznam
koeficientu Aq:

Za tou pricinou volme na primce Q1 bod libovolny m. Vzddlenost jeho od
primky Py budiz K1, od primky Py pak Ks, takZe podle véty ve c¢lanku 2.

K; =P =&cosag +nsinag — py,

3 [Z3], str. 172.
4123], str. 174.
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Ky = Py = £cosag + nsinag — pa,

jest tedy
Ky P §cosay+mnsinag —py

Ky P Ecosag+nsinag —py

vedle toho rovnd se pak téz
K1 :tM'SiD(PlQl), K2 :tm~sin(P2Q1)

proceZ
Kl - Pl/ o sin(PlQl)
K2 B PQ/ N sin(Png)’
neb )
, sin(P1Qq)
sin(P2Q1)
aneb prejdeme-li k oznaceni souradnic bodu proménného na primce Q1 = 0
kladouce x, y misto &, n obdrzime:

B sin(P1 Q1)
' sin(PQy)

Py =0,

P, =0.

Jest tedy
sin(P1Q1) K

o sin(Png) K2

¢imz geometricky vyznam patrny.

I nazgvame Ay pomérem paprski Q1 k paprskim Py a Py. Pro A = 0 prejde
Q1 v paprsek Py, pro A = 0o sjednoti se opét paprsek Q1 s paprskem Py.”

V patém paragrafu definoval dvojpomér dvou paprski ke dvéma zakladnim
paprskiim Py a Py:6

Jsou-li zdkladni paprsky Pi, P, Q1 pak sdruZenym pomérem A1, Q2

pomeérem s, tu oznacuje pomer pomery i—; ¢t dvogpomer

ﬁ —g= sin(PlQl) . SiIl(Png) .
A2 sin(PeQ1)  sin(PQ2)’
symboly onéch ctyr paprski davaji se do zdvorky, i jest tudiz

_sin(P1@1) | sin(P1Q2)
(PLPQ1Q2) = (B0 Sn(Py0y) q

Déle zavedl tzv. harmonicky svazek,” tj. svazek ¢tyf paprskil, pro néz
je dvojpomér roven minus jedné a predlozil piiklad takovéhoto svazku. Pak

5 [Z3], str. 175-176.

6 23], str. 176.

7 Termin svazek neni adekvatni; spravné by se mélo mluvit o harmonické &tvefici, nebot
svazek je oznaceni mnoziny vsech primek incidujicich s jednim bodem.
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dokazal, ze dvojpomér Ctyf pfimek svazku nezavisi ani na poloze zakladnich
paprski, ani na pouzitém tvaru analytického vyjadfeni paprski, neboli

M—As M-
VS VAL VS Wl

Zavér paragrafu zakondil nasledujicim piehlednym shrnutim:

Dané-li dva svazky primek
Ry — ARy =0, S1—ASy =0,

bude vZdy dvojpomeér ctyr paprsku jednoho svazku roven dvojpomeéru ctyr pri-
slusnych paprski svazku druhého. Dva svazky v také poloze nazgyvdme promi-
tavymi. I vysvitd z uwvedeného, Ze ddn-li dvojpomeér a tri paprsky, Ze cturty pa-
prsek jednoznacné urciti muzeme a Ze tri pdry prislusnych paprski dva promi-
vaté svazky uplné urcuji.’

Poznamenejme, ze v Zahradnikové popisu chybi prifazeni:
Ry — Sl, Ry — SQ,

(R1 — )\Rg) — (Sl — )\Sg)

Pak dvojpomeér ¢tyt pfimek prvniho svazku urcenych po fadé parametry s, u,
v, 0 a dvojpomér ¢tyr primek druhého svazku urcenych po radé tymiz parame-
try jsou vzajemné rovny. Nedostatek Zahradnikova zadani svazku je v neho-
mogenité koeficientid. Pfimku Ry = 0 nelze dostat zddnou volbou koeficientu A.
Korektni projektivni zadani je pomoci dvou homogennich koeficientti A1 a Ao:

MRy + ARy =0, ()\1, /\2) # (0,0), (/\17 )\2) ~ (t)\l, 15/\2)7 t 7& 0.

Pak
(1,0) = Ry =0, (0,1) - Ry = 0.

Zahradnikova definice projetivnosti dvou svazkt pfimek je z pohledu dnesnich
narokt na exaktnost formulace nepostacujici, nebyla vSak postacujici ani na
tehdejsi Grovni.
V Sestém paragrafu tesil otazku, jak vypada par primek, ktery harmonicky

déli dva jiné pary piimek téhoz svazku. Dva pary piimek oznacil

P — P, =0, P — P, =0,

P —X\3P, =0, Py — M\ Py =0,
a tudiz rovnici hledaného paru mohl zapsat ve tvaru

Pi—14P,=0, P —I3P=0.

8 [Z3], str. 178.
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S vyuzitim definice harmonického svazku dospél k soustavé rovnic

1
l1ly — 5(11 + l2)()\1 + )\2) + Ay =0,

1
l1ls — §(l1 + lg)()\g, + /\4) + A3A4 = 0.

Ukazal, ze povazujeme-li 115 a l; + I za nové neznamé, dostaneme po neprilis
slozitych upravach kvadratickou rovnici, jejimz fesenim po jednoduchych vy-
poctech obdrzime hledané hodnoty [1 a l5. Analytické FeSeni zakoncil nasledu-
jici pozndmkou:

Stavd tedy jednoho a to jediného pdru primek, ktery dva pdry primek prochd-
zejicich bodem jedinym harmonicky dels.

Par tento jest realnym neb imagindrnym dle, toho, jsou-li koreny rovnice
quadratické redlné neb laterdlné.’

V sedmém paragrafu odpovidal na otazku, zda existuje par primek, ktery
by soucasné harmonicky oddéloval t¥i pary pfimek téhoz svazku. Podobnou
metodou jako v predchozim paragrafu jesté s vyuzitim determinantd dospél
k zavéru, ze

... pét paprski libovolne voliti miuzZeme, Sesty pak Ze jiZ polohou jich jest
urcen. I volme tedy tu zvldstni polohu paprski, by druhy pdr ve primku jedinou
a rovnéz treti par se sjednotil v primku jedinou, coZ analyticky vyjadrime

A3=XM =11, As=Xg=lo,

nacez rovnice prejde v rovnici
1
l1ly — 5([1 + lg)()\l + )\2) + A1 g,

z ¢ehoZ jde, porovndame-li s rovnici (6), poucka tato: Sjednoti-li se ze ti pdri
primek, tvoricich involuci, dva pdry primek, kazdy v primku jednu, déli treti
pdr tyto dvé primky harmonicky.'°

V dnesni terminologii 1ze Zahradnikovu vétu vyslovit takto: Samodruzné
primky involuce ve svazku p¥imek oddéluji kazdou dvojici involutornich primek
harmonicky.

V osmém, devatém a desatém paragrafu odvodil dalsi prakticka vyjadieni
podminky involuce Sesti paprski. V jedendctém paragrafu ukazal, jak vyjadrit
par piimek pomoci jediné rovnice. Napsal:

Jsou-li Py =0, Po = 0 rovnice dvou primek, nutno jejich soucin
P1P2 = 0

povaZovati za rovnici pdru primek; neb soutadnice kaZdého bodu, jenz na jedné
neb na druhé primce lezi, vyhovuji této rovnici a naopak, musi vsechny body,

9 [Z3], str. 179.
10 1Z3], str. 179-180.
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jejichz soufadnice rovnici vyhovuji, bud na primce Py = 0 neb Py = 0 leZeti.
Rowvnici pdru primek tedy obdrime co soucin rovnic primek tohoto pdru.**

vztahy pomoci nové, jednoduché symboliky.

Druha c¢ast studie se sklada ze Sesti dil¢ich paragrafi, v nichz jsou nastinény
aplikace poznatku ziskanych v predchozich jedenacti paragrafech.

V dvanactém paragrafu Karel Zahradnik stanovil podminku, kdy se tfi
primky vedené vrcholy trojthelnika protinaji v jednom bodé. Elementarnimi
upravami zakladnich rovnosti dospél ke znamé Cevové vété a nasledné z po-
psanych vztaht vyvodil ¢tyfi znamé poznatky: osy vnitinich thli trojuhelniku
se protinaji v jednom bodé, osy dvou vnéjSich thlt a osa jednoho vnitfniho
thlu se protinaji v jednom bodé, vysky se protinaji v jednom bodé, téznice
se protinaji v jednom bodé. Podrobnéjsim rozborem predlozenych vysledki
dospél k vété, ktera umoznuje sestrojit Sestou primku prislusnou ke tfem partum
primek tvoficich involuci, je-li ddno pét z nich:

Vedeme-li z daného bodu rovnobézky ku strandm a prickam protinajicim se
v bod¢ jediném, obdrZime involuci Sesti primek.'?

Ve tfinactém, ¢trnactém a patnactém paragrafu dokazal dalsi tii zajimavé
véty popisujici involutorni vztahy v trojuhelniku, resp. trojthelnicich:

Jsou-li dva trojuhelniky v také poloze, Ze kolmice z vrcholu jednoho trojuhel-
nika na strany druhého spusténé, jedingm bodem probihaji, tu probihaji téz
kolmice z vrcholi druhého trojuhelnika na strany prvého trojuhelnika spusténe
bodem jedingm.

Zname-li tri primky Py, P, Ps, kteréZ se neprotinaji v bodeé jediném, mai-
zeme vZdy rovnici jin€ primky P vyjddriti pomoct symboli danych tii primek
a to tvarem:

MNP+ X P+ A3P3 = 0.

Maygi-li dva trojuhelniky takovou polohu, Ze priseciky prislusnych stran lezi
na primce, tu prochdzi primky, jez spojuji prislusnée vrchole téchto trojuhelniki
bodem jedinym.'>

Poznamenejme, ze treti véta je vétou obracenou k Desarguesové véte.

V Sestnactém paragrafu vysel ze zakladniho trojihelniku, jehoz vrcholy pro-
lozil pfimky, které se protinaji v jediném bodé. Pak vysSetfoval jejich vlastnosti.
V souladu se zavedenou symbolikou vsechny pfimky vyjadfil pomoci piimek
zékladniho trojuhelnika a dokazal nasledujici véty:

Vedeme-li v rovin€é trojuhelnika ayasas libovolnou pricku S, kterdz sece stra-
ny trojuhelniku v bodech cicacs a stanovime-li si na kazdé bod harmonicky sdru-
zeny k bodu prusecnému pricky se stranou vzhledem k vrcholum trojuhelniku,
tu prochdzeji primky spojujici tyto harmonicky sdruZené body s protilehlym
vrcholem tymz bodem O.

11 (Z3], str. 266.
12 73], str. 269-270.
13 73], str. 270, 271, 273.



269

Vedeme-li v roviné trojuhelniku libovolnou pricku a volime-li na strandch
trojuhelniku dva body, které tyto strany s prickou harmonicky déli, pak lezi tyto
dva body s prisecikem strany teti s prickou na téZe primce.'*

V poslednim, sedmnactém paragrafu druhé ¢asti aplikoval ziskané vysledky
na Ctyfuhelnik. Dokazal, ze

... prihlizime-li misto k trojuhelniku aiasas, ku ctyrihelniku aiascica, bu-
dou body asz a c3 priseky diagonal, tedy body diagondlnymi. Tu ihned dokdzati
muzeme, Ze paprsky diagonalnymi body prochdzejici jsou harmonické. ... Této
vlastnosti uplného ctyriuhelniku upotrebuje se ku sestrojent ctvrtého harmonic-
kého paprsku, dané-li jsou t¥i paprsky.t®

Tteti ¢ast studie (15 paragrafl) uvedl Karel Zahradnik nasledujici ivahou
o zakladnich elementech roviny:

Primka a bod jsou nejjednodussi dtvary geometrické v roviné; pojimdme-li
tedy jednou bod, jindy primku za prvek krivky, jevi se ndm byti v pripadé prvnim
mistem bodu, v druhém pak obdlkou primek. Dvé veliciny, urcugici jednoznacné
polohu takovéeho tutvaru jednoduchého, nazyvame jeho souradnicemi. Rouvnice
libovolné primky U jest

uxr +vy +1=0; (1)

neb kazdda rovnice primky, jok jsem jiz drive ukdzali, miuiZe na tento tvar se
prevésti. 1o

Pak se zamyslel nad vztahem primkovych a bodovych soufadnic, popisem
bodu, resp. pfimky v roviné. Uvedme pro zajimavost jeho komplexni pohled:

Mayji-li u, v uréité hodnoty, predstavuje nam rovnice (1) urcitou primku, geo-
metrické to misto vSech (xy), jichZ soutadnice rovnici (1) vyhovuji. V piipadé
tomto muzZeme si tedy primku U predstaviti, jako by vytvorena byla pohybem
proménného bodu m(x,y). Jsou-li naopak x, y stalé souradnice pevného bo-
dum au, v proménné, tu znaci nam (1) rovnici viech pFimek, jejichZ soufad-
nice (u,v) on€ rovnici vyhovuji. Viechny tyto piimky prochdzeji pevngm bo-
dem (x,y), a za tou pFicinou pravime, Ze v tomto piipadé (1) jest rovnici bodu
m(x,y). 17

V druhém paragrafu analyzoval obecnou rovnici 1. stupné au + bv +c =10
definujici pfimku v tzv. pfimkovych soufadnicich a ukézal, jak 1ze najit rovnici
bodu, zndme-li jeho soutadnice:

Pozndmka tato davd mam na ruku, kterak bychom wutvorili rovnici bodu,
zndme-li soutadnice tohoto bodu: neb délime-li rovnici (2) stalym élenem v ni
obsazenym, budou koefficienty v rovnici pri u a v stojici souradnicemi bodu
a naopak, jsou-li diny souradnice bodu, ndsobme usecku velicinou u, poradnu
velidinou v a poloZme soucet téchto soucint zvétseny o jednicku rovna nulle.'®

14 (73], str. 275.
15 (73], str. 276.
16 (73], str. 91.
17 (23], str. 92.
18 (73], str. 93.
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Po vyse popsaném ,navodu® uvedl tii zakladni tvary zapisu rovnice bodu
U=zu+yv+1=0,

A=au+bv+c=0,
P =usin(f — o) +vsina—p=0.

Nasledné pak poznamenal:'* Rowvnice tyto plati vieobecné pro koso-uhlou
soustavu soutadnic; je-li vSak soustava pravoihelnd, tedy 0 = 90°, neméni se
sice prvé dva tvary rovnice, treti vsak prejde v jednodu$si rovnici

ucosa+vsina —p = 0.

V tretim paragrafu s vyuzitim pfimkovych i bodovych soufadnic odvodil
zékladni vzorec pro vypocet vzdalenosti bodu od pfimky v roviné. Ve ¢tvrtém
paragrafu ze znalosti rovnic dvou bodu Uy = 0 a Uy = 0 definoval 7adu bodovou,
kterd je jednoznac¢né urcena piimkou U;Us, a nésledné ji popsal jednoduchou
rovnici Uy — AU = 0. Veli¢inu \ nabyvajici vSech redlnych hodnot nazyval
parametrem, resp. pomérem bodu. Jeho vyznam se pokusil objasnit, znacné
inspirovan Hesseovymi Vorlesugen aus der analytischen Geometrie der geraden
Linie, des Punktes und Kreises (Leipzig, 1865), v patém paragrafu. V jeho
zavéru napsal:

Znaci nam tedy Uy — AUy = 0 rovnici bodu, jimz vSechny primky probihajt,
jejichz pomer vzddalenosti od obou danych bodi rovnd se A; bod tento lezi na
primce U1Us a pomér vzddlenosti jeho od obou pevnych bodi rovnd se poméru
vzddlenosti téchto bodi od libovolné primky bodem tim probihajici se rovnd X.2°

V Sestém paragrafu definoval dvojpomér dvou boda vzhledem ke dvéma
zékladnim bod@m takto:2!

... Jsou-li tedy ddny zdkladni a1, as, ddle pak body by, by prislusné pomérim
A1, Ao, tu znaci dvojpomer

ﬁ - o albl . albg
A 1= azby  azby

= (a1a2b1b2).

Pak popsal harmonické body (tj. ¢tvefice kolinedrnich bodt, jejichz dvoj-
pomér je roven minus jedné). Postupoval podobné jako v prvni ¢asti studie,
kdyz zavedl harmonické pfimky. V sedmém paragrafu nejprve definoval involuci
tii part bodi.

Tri pary bodu téze rady bodové tvort involuci Sesti bodu, existuje-li par bodii,

jenZ by soucasné viechny tii pdry bodi harmonicky delil.??
19 173], str. 93.
20 (73], str. 96.
21 (73], str. 153.
22 73], str. 154.



271

Pak jednoduse ukazal, ze pét bodl na pfimce lze zvolit zcela libovolné,
ale Sesty je jiz jejich polohou urcen jednoznacné. Vylozil také rtizné pristupy
a vySetfovani involuce Sesti bodu tak, jak je uzivali ve svych dilech M. Chasles,
Em. Weyr a Ed. Weyr.

V osmém a devatém paragrafu objasnil zdkladni vlastnosti a vztahy involuce
bodt. Mimo jiné dokazal dvé nasledujici véty:23

Mame-li tri body Uy = 0, Uy = 0, Uz = 0, leZict na téZe primce, tu vidy
muzeme tri cinitele A1, Ao, A3 urciti tak, Ze identicky jest

>\1U1 + /\QUQ + >\3U3 =0.

. Zndme-li ¢tyri body U = 0, (k = 0,2,3,4) nelezici na téze primce, tu
vZdy muzZeme nalezti ctyri cinitele \, Ze bude identicky

> XUk = NU + MUL + XoUs + AsUs = 0.

Velmi zajimavy byl kratky, desaty paragraf, ktery naznacil dualitu bodu
a primky, resp. reciprocitu diive dokézanych tvrzeni.

Porovname-li toto vyvinovdni s onym, jeZ jsme provedli pri soutadnicich
bodovych, tu shledavame, Ze kazZdy vzorec uvedeny dvojndsob cisti miZeme dle
toho pojimdme-li proménné co souradnice bodové neb primkovée. Tato pozndm-
ka mohla nahraditi cel€ toto vysetrovani, jevi nam takto uplné zdkon reciprocity
bodu a primky v roving, jejZ v plné jeho vieobecnosti dokdzeme pozdéji.>*

Pripomenme, Ze se jedna o klasicky princip duality.

V jedenactém paragrafu ukazal Desarguestiv, Chaslestiv a Weyriv pristup
k involuci a uvedl nékolik historickych poznamek.

Dvanécty paragraf vénoval popisu paru bodu, ve tfindctém odvodil vzorec
pro vypocet vzdalenosti dvou bodi, které jsou zadany symbolickymi rovnicemi
Uy =0,U;=0,tj. Up-Us =0, tj. rovnici a11u? + 2a12uv + ag9v? + 2a13u +
2a23v + az3 = 0, a vztah pro vypocet thlu paru primek.

Ve ¢trnactém paragrafu ukazal transformaci pfimkovych soufadnic pro pfe-
chod od jedné kosouhlé soustavy souradnic k jiné kosothlé soustavé souradnic.
Vysel ze zndmych transformacnich vztahi uzivanych pro bodové (tj. rovnobéz-
né) souradnice. Vyvrcholenim popisu vlastnosti involuce bodu byl patnacty
paragraf obsahujici netradi¢né formulovanou Pappovu vétu:

Budiz bod v vrchol svazku paprskového Py — APy, = 0; a mimo néj primka
A = 0. Svazek tento zkrdtka znakem (v) oznacime, paprsek prislusng hodnoté
A = A\, pismenem By, a rovnici jeho B, = 0. Kazdy paprsek svazku (v) protind
primku A a naopak kaZdym bodem primky A, pojimame-li ji za Tadu bodovou,
probihd jediny jen paprsek daného svazku. Svazek (v) a fada bodovd A jsou

23 (73], str. 156, 157.
24 (73], str. 157.
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tudiz ve vztahu jednoznacném a ihned dokdZeme, Ze dvojpomer libovolnych cétyr
paprski svazku (v) Tovnd se dvojpoméru prislusnych ctyr boddi primky A.2°

Nazorny dikaz doplnil rozsahlejsi historickou poznamkou a zakladni lite-
raturou (Pappiv spis a Chaslesova préce), jejiz prostudovani doporucoval pro
lepsi pochopeni Pappovy véty a predevsim pro hlubsi poznani jejich aplikaci
v teorii kiivek. V zavéru patnactého paragrafu uvedl vysledky bezprostiedné
plynouci z Pappovy véty, které opét zduraznovaly reciprocitu bodové rady
a svazku pfimek. Karel Zahradnik formuloval nésledujici véty:

Libovolnd primka protind svazek harmonicky ctyr primek v bodech harmo-
nickych.

Libovolnd primka protind involuci paprskovou v involuci bodové.?S

Je zfejmé, ze uvedené véty neplati pro primky incidujici se stfedem svazku
primek.

Pripojil také jejich reciproké varianty:

Spojime-li s libovolnym bodem ctyri harmonické body, obdrzime svazek har-
monicky ctyr primek.

Involuce bodovd promitd se z libovolného bodu v involuci paprskové.?”

Posledni, ¢tvrta ¢ast (paragrafy 16 az 23) obsahovala zakladni klasické apli-
kace primkovych soufadnic a bodovych fad. V Sestnactém paragrafu Karel Za-
hradnik stanovil podminku, kdy jsou tii body lezici na stranich trojuhelnika
kolinearni. Elementarni aplikaci diive dokazanych vlastnosti bodovych fad
dospél k Menelaové vété, kterou zapsal nasledovné:

... Rozdéluji-li tri body by, ba, bs strany asas, asay, ajas daného trojihel-
niku ajasas, tak Ze souciny useku nesbihajicich se rovnaji, lezi také body na
primce.?®

V sedmnactém paragrafu dokazal dvé véty, které doplnily jeho dfivéjsi popis
harmonicky sdruzenych bodt trojthelniku vzhledem k jeho vrcholim. For-
muloval je takto:

Protneme-li strany daného trojuhelniku ajasas primkou P v bodech by, ba,
b3 a sestrojime-li ku dvema bodum prisecnym na pr. bs, bs jejich harmonicky
sdruzen€ body b, by vzhledem k vrcholim trojuhelniku, lezi tyto body s tretim
prusecikem by na primce.

... Protneme-li prickou strany trojuhelniku ajasas v bodech bs, by, bs a se-
strojime-li k bodum témto vzhledem k vrcholum trojuhelniku body harmonicky
sdruzené by, by, by, tu prochdazi primky spojujict body tyto s protilehlymi vrcholy
trojuhelnika, bodem jedingm.2°

25 [Z3], str. 162-163. Poznamenejme, ze Karel Zahradnik v poznamce pod éarou uvedl
i klasické znéni Pappovy véty: Prochdzi-li bodem ctyri primky, tvori tyto na pricce v roviné
onéch primek vedené étyri useky, jez jsou v uréitém stdlém poméru, at jiZ je vedena pricka
jakkoliv.

26 (73], str. 164.

27 73], str. 164.

28 (73], str. 199-200.

29 73], str. 200, 201.
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V osmnactém paragrafu rozsifil popis harmonickych vlastnosti bodi na
vyskach a jejich priseciku, stfedu kruznice trojihelniku vepsané. Uvedme pro
zajimavost Zahradnikovo chapani kruznice trojuhelniku vepsané:

Kruhii v trojuhelnik vepsanych (totiz takych kruhd, jez by se dotgkaly
stran daného trojihelniku) mdme ctvero. Zminény bod 1 jest stied kruhu troj-
thelniku uvnitr vepsaného, ostatni tri jsou opsany zevné. Rozpolovaci primky
vidy dva zevnéjsi ihly a jeden tdhel vnitind prochdzi stredem takého kruhu.3°

V dvacatém druhém paragrafu dokazal elementarni vétu, totiz, ze pfimky
spojujici stfedy protilehlych stran daného ¢tytthelniku se protinaji v bodé, je-
hoZ souradnice jsou [m1+m21x3+x4 , yﬁyliyﬁy“]. V poslednim, dvacdtém tfetim
paragrafu objasnil, ze jsou-li dany ¢tyfi primky, z nichz kazdé t¥i tvori trojuhel-
nik, pruseciky vysek téchto Ctyr trojihelnikt jsou kolinearni.

Vystizné hodnoceni vyse popsané Zahradnikovy prace O symbolech analy-
tické geometrie a jich upotiebeni [Z3] podal Emil Weyr v referativnim ¢asopisu
Jahrbuch tuber die Fortschritte der Mathematik:

Des Verfassers Absicht ist, die Hauptsitze der neueren Geometrie nach der
Pliicker’schen Symbolik mdéglichst kurz und deutlich zu entwickeln. Der vor-
liegende erste Abschnitt der Abhandlung zerfallt in zwei Theile, von denen der
erste Theil tiiber harmonische und involutorische Strahlenbiischel handelt, und
der zweite Theil die Anwendung des ersten auf verschiedene zwar bekannte Auf-
gaben vorfihrt, doch bietet Art der Beweisfihrung einzelner Aufgaben manches
Neue.?!

Es werden die bekannten Formeln der analytischen Geometrie in Linienco-
ordinaten entwickelt, in denen die abgekiirzte (symbolische) Bezeichnungsweise
2ur Anwendung gelangt.?

Poznamenejme na zavér, ze Karel Zahradnik byl pfi sepisovani této studie
inspirovan ucebnici Ceskych geometri Em. a Ed. Weyra Zdkladove vyssi geo-
metrie (1. dil, 1871), déle cizojazyénymi monografiemi, studiemi a odborny-
mi ¢lanky, které sepsali G. Desargues, W. Fiedler, O. L. Hesse, M. Chasles,
A. F. Mobius, L. Painvin, J. Pliicker, J. V. Poncelet, G. Salmon, J. Steiner aj.

Roku 1876 vysla na pokracovani v Casopisu pro péstovdni mathematiky
a fysiky Zahradnikova pétactyficetistrankova studie nazvana Geometrie kruhu
s podtitulem Pro Zdky strednich $kol sestavil ... [Z18], ktera ve ¢tyfiadvaceti
paragrafech velmi dukladné vylozila zakladni i rozsifujici partie z analytické

geometrie kruznice.33

V prvnim paragrafu Karel Zahradnik uvedl zédkladni definici kruznice (geo-
metrické misto bodi s danou vlastnosti), zavedl normalni, stfedovou a obec-
nou rovnici kruznice v kartézské soustavé souradnic, rovnici kruznice v polarni

30 73], str. 204.

31 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 5(1873), str. 414.

32 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 6(1874), str. 406.

33 Karel Zahradnik dtsledné uzival termin kruh misto dnesniho terminu kruznice.
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soustavé soufadnic a pripojil i vrcholovou rovnici (ale jen pro specidlni polohu
kruznice vzhledem k soufadnicovym osadm). V druhém paragrafu provedl roz-
bor obecné rovnice druhého stupné Ax? + 2Bzy + Cy? + 2Dz + 2By + F =0
a uvedl podminky, kdy reprezentuje rovnici kruznice. Ve tretim paragrafu
popsal vzajemnou polohu pfimky a kruznice. Podrobny rozbor provedl jen pro
nejjednodussi pifpad 22 + y? = r2, xcosa + ysina = p. Objasnil také pojmy
tétiva a délka tétivy; jeho vyklad je vSak z dnesniho hlediska trochu kuriézni:

AB = 2+/r2 — p?

K znaménku odmocniny zde prihliZeti nemusime, neb se ndm jednd o abso-
lutni délku tétivy (znaménku — odpovidala by totiZ tétiva BA t. j. tatdZ tétiva
v opacném smyslu vzata).>*

Ve ctvrtém paragrafu se vénoval netradiéni latce, kterd se obvykle stie-
doskolaktm nevykladala, totiz bodum kruhovym v nekonecnu, jez zavedl takto:

Rovnict kruhu
2?2+ y* —2ax — 2y + 2 =0

miZeme uciniti stejnomeérnou (homogen.), poloZime-li £, £ za x, y. Bude tu
4 z

22 +y? — 2axz — 2byz + 222 = 0.
Rovnice primky ubéiné (nekonecné vzddlené) jest
z =0,

tudiz jsou body kruhové, které leZi na primce ubézné, dané rovnicemi

z=0. (1)

Prva z téchto rovnic znaci nam kruh o nekonecné malém poloméru, aneb dvé
primky imagindrné, jejichZ rovnice obdrzime, rozloZime-li rovnici toho kruhu na

dva cinitele, sice
(y —2v=1)(y + 2v-1) =0. (2)

I shledavame, Ze rovnice, které ndm wurcuji body kruhu leZici na primce
ubéiné, nezdvislé jsou na velicindch a, b, ¢2, z éehoZ plyne:

»Vsechny kruhy v jedné rovine prochdzeji dvema pevnymi imagindrnimi body
v nekonecnu. Body tyto vsem kruhum spolecné nazyvaji se body kruhové v ne-
konecnu. “3°

V patém, Sestém a sedmém paragrafu odvodil pro kruznici popsanou rovnici
2% + y? = r? rovnici teény a normaly z bodu kruznice, resp. vnéjsiho, resp.

34 (718], str. 15.
35 [718], str. 15-16.
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vnitiniho bodu. V osmém paragrafu ukazal také nalezeni rovnice tecény pro
kruznici zadanou rovnici 22 + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0. Poznamenejme, Ze
v piipadé vnitiniho bodu hovofil o tzv. pomysingch (imaginérnich) tecndch.
V desatém paragrafu vylozil mocnost bodu ke kruznici a v jedenactém pojed-
nal o pdlu a polare. Nejprve polaru zavedl standardni cestou, tj. jako spojnici
bodu dotyku tecen vedenych z bodu A lezicitho vné kruznice. Pak uvedl druhy,
méné obvykly pristup, a to Zze polaru bodu A lze chépat jako mnoZinu bodu
harmonicky sdruzenych s bodem A vzhledem k dané kruznici. V dalsich para-
grafech se zabyval zdkladnimi vlastnostmi polar. Nejprve popsal dvé elemen-
tarni geometrické konstrukce odpovidajici vySe zminénym piistuptim k polare,
pak dokéazal tii véty:

Prochazi-li polara bodu A bodem B, prochadzi polara bodu B bodem A. Body
A, B takové vlastnosti nazyvame harmonickymi poly.

Kazdému bodu M na piimce AB odpovidd urcitd poldra prochdzejici prise-
kem poldr P,, P, a pohybuje-li se bod M na primce AB, otdci se poldra jeho
kolem bodu (P,P,), priseku to poldr P,, Py, jenZ jest plem piimky AB.

Pomér vzdalenosti dvou bodi od stredu kruhu rovnd se poméru vzdalenosti
téchto bodii od jich nestejnojmenngjch poldr.3°

Ttinacty, ¢trnacty a patnacty paragraf vénoval tzv. sdruZenému trojuhelniku
a objasnéni jeho zakladnich vlastnosti. SdruZeny trojuhelnik definoval takto:

Dan-li trojuhelnik ABC', odpovidd jemu vzhledem ke kruhu novy trojuhelnik
A'B'C’, jenz md tu vlastnost, Ze vrchol A’ polem jest strany BC atd. Trojihel-
nik A’B'C" jmenujeme sdruZenym trojihelniku ABC. Takové dva trojuhelniky
magi tu vlastnost, Ze spojive primky AA’, BB', CC' probihaji tymz bodem.3”

S vyuzitim determinant pak odvodil vztah mezi obsahy dvou sdruzenych
trojuhelnik®; nejprve pro obecny trojuhelnik, potom pro trojuhelnik vepsany
do kruznice a na zavér pro rovnostranny trojthelnik vepsany do kruznice.

V patnéactém paragrafu ze znalosti soutradnic tii nekolinearnich bodi a s vy-
uzitim determinantii naSel analytické vyjadreni kruznice prochézejici témito
body. V dalsich dvou paragrafech odvodil podminku, kterou musi splilovat ¢tyfi
body, aby lezely na jedné kruznici. Vlastné tak analyticky, resp. s vyuzitim
determinant dokézal znamou Ptolemaiovu vétu.

Dalsi ¢tyfi pomeérné rozsahlé paragrafy vénoval popisu svazku kruznic, tj. 1at-
ce, kterd se na soucasnych stfednich skolach obvykle nevyucuje. Svazek kruznic
definoval takto:

Shledali jsme, Ze kruh tremi body uplné jest urcen a Ze cturty bod jiZ urcité
podmince vyhoveti must, md-li leZeti na kruhu, tedy Ze ctyrmi body kruh obecné
neprochdzi. Dany-li jsou pouze dva body, opét kruh uplné urcen neni, neb
dvéma body prochdzi kruhi celd tada a souhrn vsech kruhu, jez dvéma body
prochdzeji, nazyvdme svazek kruhi.

36 [Z18], str. 73, 74, 75.
37 [218], str. 75.
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Rownice takového svazku najdeme takto:
Budiz K1 = 0 zkrdtka psand rovnice kruhu

22 +y? =202 — 21y + 2 =0 (1)
a podobné Ko = 0 rovnice druhého kruhu
22 4 9% — 2a01 — 2byy + 3 = 0. (2)

Tu znact
Ki —AK>;=0

opét rovnici kruhu, ktery prochdzi obéma pruseky M, N kruhiu K1 a Ko, neb
body prisecné lezi i na jednom kruhu i na druhém kruhu ...38

Daéle podal zakladni charakteristiku svazku kruznic, tj. uvedl analytické
vyjadieni soufadnic stfed a délky poloméri. Pak dokéazal, Ze geometrickym
mistem vsech stfedt kruznic prochézejicich dvéma body je pfimka neboli cen-
trala, kterd prochazi stiedy kruznic K; a Ks.

V dalsim paragrafu vySetfoval tfi specialni pfipady, kdy A = 0, A = oo
a A = 1. V prvnich dvou pripadech dostal pivodni kruznice K; a K, ve
tfetim pripadu dospél prirozenou cestou k chordale:

. misto vSech bodu, jejichZ tecny vzhledem ke dvéma pevnym kruhidm se
rovnaji, jest primka, jiz nazjvdme chorddlou.>®
V zavéru tohoto paragrafu analyzoval dva specidlni pfipady — kruznice K3
a K5 prochézeji dvéma imagindrnimi body v nekonecnu, resp. kruznice K; a Ko
jsou soustredné. V dalsim paragrafu hledal bod polarné sdruzeny k danému
bodu vzhledem ke svazku kruznic. Svazek kruznic oznacil K1 — AKs = 0, bod
B, stanovil polaru P; bodu B vzhledem ke kruznici K;, polaru P, bodu B
vzhledem ke kruznici K5 a polaru P; — AP, = 0 bodu B vzhledem k libovolné
kruznici svazku K1 — AK5 = 0. Pak dokazal tvrzeni:

Poldry daného bodu vzhledem ke vsech kruhim svazku potinaji se v jednom
bodé. 0

Ctenaii doporuéil, aby sam vysetfil piipad pro teény svazku kruznic.

V poslednim paragrafu vénovaném svazku kruznic ukézal jeho dalsi vlast-
nosti a poodhalil hlubsi souvislosti diive odvozenych vztahi. Pro zjednoduseni
a vetsi nazornost volil specidlni soustavu soutadnic; chordalu zvolil za osu y
a centralu (tj. spojnici stiedt dvou kruznic ur¢ujicich dany svazek) za osu x, tak
ziskal jednoduché analytické vyjadieni svazku kruznic 2 + y? — 2\z + k = 0,
kde k je pro dany svazek pevné ¢islo a A je proménné ¢islo (urcuje libovol-
nou kruznici svazku). Pak hledal tzv. zdkladni body svazku, tj. body, v nichz
chordala protina svazek kruznic (neboli [0,vk] a [0,—Vk]), a mezné body

38 [718], str. 215-216.
39 [Z18], str. 218.
40 [718], str. 220.
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svazku, tj. kruznice svazku, pro néz plati A = £k, neboli kruznice s nulovym
polomérem. Ukézal, kdy jsou zakladni, resp. mezné body redlné a kdy imagi-
narni. Dospél k zavéru:

... jsou-li zdkladni body svazku kruhi redlné, jsou mezné body imagindrné
a naopak.*!

Dale vysetfoval mocnost pocatku soustavy souradnic, resp. libovolného
bodu chordaly vzhledem ke svazku kruznic a dokazal nasledujici vétu:

Vedeme-li z libovolného bodu na chorddle tecny ku vsem kruhum svazku, lezi
vsechny body styku na kruhu, magicim za stred zminény bod; kruh tento probihd
meznygmi body L a L', a protind kolmo vsechny kruhy svazku.*?

Pak presel k popisu vlastnosti polar svazku kruznic. Nejprve si vsimal polar
meznych bodt svazku kruznice; nasledné formuloval a dokazal vétu:

Poldra jednoho mezného bodu jest vzhledem ke vsem kruhim svazku rovno-
béind k chorddle svazku a prochdzi druhgm meznym svazkem.*3

Studoval také vlastnosti obecnych polar svazku a ziskal vysledek:

Dan budiZ pevny bod By v roviné kruhu, poldry jeho wvzhledem k témto
kruhiim prochdzeji pevngm bodem B’ a maopak, poldry bodu B’ prochdzeji bo-
dem B;.**

Vyvrcholenim popisu vlastnosti polar svazku kruznic byl dikaz véty:

Spojivd primka dvou bodi By a B’ majicich vlastnost reciprokou (poldry
jednoho vzhledem ku kruhim svazku prochdzejici bodem druhgm a naopak) je
tecnou spolecnou k dvéma kruhim svazku.*®

Dvacaty druhy paragraf nazval Stanoveni uhlu dvou primek nezdvislé na
jakosti soutadnic a pokusil se v ném najit jednoduché analytické vyjadieni
tg e (kde ¢ je velikost Ghlu dvou piimek) nezavislé na volbé soustavy soutfad-
nic. Poznamenejme, Ze to byl a je zcela netradiéni pfistup k dané problema-
tice z hlediska vyuky stfedoskolské analytické geometrie. Nazna¢me strucné
Zahradniktv postup, ktery mohl byt pro ¢tenare motivaci k dalsimu studiu
analytické a syntetické geometrie. Nejprve uvedl analytické vyjadieni dvou
pfimek v homogennich soufadnicich

P:=ax+by+cz=0, P:=ax+by+cz=0.

Pak oznacil priseciky primek P a P; s ubéznou primkou z = 0, tj. bod p, pro
ktery plati ax + by = 0 a z = 0, resp. bod p1, pro ktery plati a1z + byy = 0
a z = 0. Popsal imaginarni body kruhové v nekonecnu, tj. body k a ki, pro néz
plati 22 +3?> =0a z =0 (neboli k :=x+iy=0az =0, resp. ky ;=2 —iy =0
a z = 0), a dvojpomér této ¢tvefice bodl lezicich na tbézné piimce oznadil q.
Pak ukazal, ze ctvefice bodu k, k1, p a p1, jsou pruseciky primek

r+iy =0,

41 [718], str. 253.
42 [Z18], str. 254.
43 [718], str. 254.
44 [Z18], str. 255.
45 [Z18], str. 256.
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r+1iy =0,
ax + by =0,
arr + b1y =0,

s tbéznou pfimkou z = 0, a tudiz i dvojpomeér téchto pfimek se musi rovnat q.
Po jednoduchych algebraickych tpravach dospél k vyjadreni

- aa1 + bb1 — (ab1 — alb)i
~aay +bby + (aby — ab)i’

A jelikoz vime, ze aby — a1b = (aa; + bby) tg @, je

_ 1 _ltgw _ 6—2in

q_l—i—itggo ’
a tedy
¢ g—1 .
=1 .
A
neboli )
—
P D) q.

Poznamenejme, Ze se jednd o pokus o tzv. Laguerrovu projektivni definici (ve-
likosti) tthlu dvou pifmek.® V Zahradnikové vykladu to oviem piesna projek-
tivni definice neni.

Také dvacaty tieti paragraf nazvany Rovnice kruhu v soutadnicich primko-
vych ¢ili tangentidini rovnice kruhu byl vyraznou nadstavbou vyuky analytické
geometrie, a to i na nasich stfednich skolach v 19. stoleti. StFedoskolskému
studentu tangentidalni rovnici kruznice objasnoval takto:

Pri bodové rovnici kruhu brali jsme bod za prvek kruhu, jejz jsme jeho
souradnicemi urcili. Podobné miuzZeme tecnu kruhu za prvek pojimati a urciti
ji jejimi soutadnicemsi, totiZ useky jejimi na osdch. Tu obdobné ku clanku 1.
obdrzime ndsledujici vymér kruhu:

» Primky dané roviny, které od pevného bodu tézZe roviny stejné vzdalené jsou,
tvori kruh, an jest jejich obdlkou.

Znaci-li u, v souradnice libovolné primky, kterd jak patrno bude tecnou
kruhu, a, b souradnice bodové stredu jeho C, r jeho polomer, a predpokladame-li
pravouhlé souradnice, coZ na véci nic neméni, bude

ur +ovy+1=0
rovnice také tecny a vzddlenost jeji od stredu C' bude

ua +vb+1 B

VaZror @)

46 Viz J. Cizmar: Grupy geometrickych transformaci, Bratislava, 1984.
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Rownice tato vyjadiuje, Ze teéna (u,v) od bodu pevného (ab) stiedu to kruhu
danou vzddalenost md. Jsou-li u, v promeénné, vyjadiuje rovnice (1) relaci mezi
souradnicemi libovolné tecny kruhu a stalymi a, b, r, t. j. rovnici kruhu, jiz t€z
psdti miuZeme

(ua +vb+ 1) = 72 (u? + v?).

Rownice tato poddvd nam normdlny tvar rovnice kruhu v souradnicich prim-
kovych ...A7

Posledni paragraf rozsahlé Zahradnikovy studie o geometrii kruznice analy-
zoval obecnou rovnici druhého stupné v primkovych souradnicich, tj. rovnici

Au? 4+ 2Buv + Cv?> +2Du+2Ev+ F =0

a uvedl podminky, kdy reprezentuje kruznici.

Na zavér Karel Zahradnik napsal, jak chce ve studii pokracovat. Ocitujme
zévereCny odstavec z jeho prace [Z18]:

Podobné jako v souradnicich bodovych mohli bychom v soutadnicich tecno-
vych (primkoviyjch) geometrii kruhu odvoditi; misto bodu nastoupila by tecna
kruhu co prvek jeho, a tak bychom obdobné ku predchdzejicimu celou Tadu vét
odvoditi mohli pomoci souradnic primkovych, jak jsme to jiz o primce a bodu
zevrubné byli provedli, procez zde prestdavame na dvou cldncich 42. a 43. a odvo-
zeni samo zustavuje se co cviceni. Znéni jejich poddvd zdkon duality, o némz
kruhiim, mimo jiné zvldst o stfedech a osdch podobnosti, o problému Apollonia,
o kruhu deviti bodd pro pristi roénik si ponechdvdme.*

Vzhledem k naroc¢né praci, kterd pred nim vyvstala po prichodu na univer-
zitu v chorvatském Zahtebu, se jiz k uvedené tematice nevratil. Podrobné ji
znovu rozpracoval ve vysokoskolské ucebnici Analytickd geometrie. Svazek I.
Geometrie bodu, primky a kuZelosecek [Z96] z roku 1907.

Poznamenejme, ze Karel Zahradnik tuto rozsahlou studii povazoval za do-
plnkovou pomtcku pro talentované stiedoskolské studenty, ktera meéla rozsirit
a posilit jejich znalosti analytické geometrie, ukazat souvislosti mezi analytic-
kou a syntetickou geometrii a motivovat je k dalsimu studiu odborné litera-
tury. Zakladni text doplnil peclivé provedenymi nazornymi obrazky a ukoly,
v nichz mél ¢tenar dokazat jednoducha tvrzeni, nakreslit doprovodné obrazky,
v doporucené rozsirujici literatufe. Proto uvadél odkazy na dostupnou, nej-
castéji cesky psanou literaturu. Doporucoval naptiklad odborné geometrické
prace Emila Weyra uvefejnéné v Casopisu pro péstovdini mathematiky a fysiky
a ve Zpravdch Jednoty ceskijch mathematiki, studie o determinantech Frantiska
Josefa Studnicky uvetejnéné v Casopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky,
prvni dil tfidilné, dosti narocné monografie Zdakladové vyssi geometrie bratii

47 [Z18], str. 258-259.
48 [718], str. 260.
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Emila a Eduarda Weyra, ucebnici Richarda Balzera Theorie und Anwendung
der Determinanten a zejména pak svoji rozsdhlou studii O symbolech analytic-
ké geometrie a jich upotiebeni [Z3], kterd méla obdobny charakter a zaméreni
jako studie Geometrie kruhu [Z18].

Roku 1877 publikoval v Casopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky Sesti-
strankovy ¢lanek nazvany Transformace soufadnic pravothelnych [Z26], ktery
sepsal pro stfedoskolské studenty a kandidaty ucitelstvi. Pro pfipad roviny
objasnil pojem linedrni transformace, popsal jeji vyznam pro analytickou geo-
metrii a uvedl jeji zédkladni geometrické vlastnosti. Nejprve zavedl obecnou
linearni transformaci, pak presel k transformaci pravouhlé soustavy soutradnic,
nésledné detailngji vylozil dva speciélni pfipady — posunuti (posinuti) a otoceni
(pootocent). Vyklad doplnil fadou ndzornych obrazkt a zdkladni literaturou,
kterou &tenafr mohl pouzit k rozsifeni a doplnéni znalosti.**

F. J. Studnicka v recenzi uverejnéné v referativnim c¢asopisu Jahrbuch tiber
die Fortschritte der Mathematik o Zahradnikové praci [Z26] vystizné napsal:

Das Problem der Coordinatentransformation wird auf eine formell neue
Weise durchgefiihrt, und namentlich auf das Wesen desselben, sowie dessen
Verhdltniss in Betreff der Ebene und des Raumes hingewiesen.®®

Roku 1878 otiskl Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky Zahradniktiv
metodicky vyklad feseni dvou stfedoskolskych prikladd nazvany Z analytické
geometrie roviny [Z38], ktery byl uveden timto odstavcem:

V ndsledujicich tadkdch wvadime teseni dvou zndmych tuloh geometrie pro-
storné s nékolika pozndmkami, jez snad pocdtecnikovi budou vhodngm cuvice-
.51
nim.

S vyuzitim determinant, propojenim souvislosti analytické a syntetické geo-
metrie ziskal jednoduché a nazorné feseni nasledujicich tuloh:

Dané jsou dvé mimobézky P, Py; mdme urciti rovinu, kterdaz jdouc primkou
jednou, je rovnobéind s primkou druhou.’?

Roviny, jeZ pili vnitini uhly étyrsténu, protinaji se v bodé jediném.>>

Zajemcum o hlubsi porozuméni problémtm doporuéil studovat Studnicko-

~ 7y 7

vy oblibené a rozsitené vysokoskolské ucebnice zakladid analytické geometrie
a sférické trigonometrie.’* Zahradnikovou snahou nebylo pouze piedlozit na-
zorné, jednoduché a bohaté komentované feSeni, ale poukazat predevsim na

49 Karel Zahradnik doporucoval dvé zékladni uéebnice — F. J. Studni¢ka: Uvod do ana-
lytické geometrie v prostoru, Nakladatel Fr. A. Urbanek, Tisk Dr. Ed. Grégr, Praha, 1874,
116 stran, F. J. Studnicka: O determinatech, Tiskem Ed. Grégra, Praha, 1870, 64 stran.

50 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 9(1877), str. 467.

51 [Z38], str. 248.

52 [738], str. 248.

53 [Z38], str. 250.

54 F. J. Studnicka: Uvod do analytické geometrie v prostoru, Nakladatel Fr. A. Urbanek,
Tisk Dr. Ed. Grégr, Praha, 1874, 116 stran, F. J. Studnicka: Zdkladové sférické trigonome-
trie, Tiskem Ed. Grégra, Praha, 1865, 68 stran.
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souvislosti, vyhody a nevyhody ¢isté analytického a ¢isté syntetického ptistupu
k teseni vyse uvedenych tloh.

Jak jsme ukézali v rozboru ptredchozich ¢lanki i v kapitole analyzujici uceb-
nice, mél Karel Zahradnik i jako univerzitni profesor v Zahiebu zdjem o kvalitni
vyuku analytické geometrie na stfednich skolach. Roku 1879 publikoval v Ca-
sopisu pro péstovani mathematiky a fysiky kratky clanek nazvany Prispéevek
k upotrebeni determinantdi [Z43], v némz s vyuzitim determinanti ukdzal na-
padité odvozeni dvou znamych planimetrickych vztahti. Nejprve pomoci de-
terminantu zapsal podminku, aby t¥i body Ag[zk, yx] pro k = 1,2, 3 lezely na
téze primce, tj.

1 y1 1
T2 Y2 1|1=0.
z3 y3 1

Jednoduchou tpravou obdrzel vztah

T1 Y1 1
ro—w1 Yo—wy1 0=
T3—T2 Ys—y2 O

T2 —T1 Y2 — Y1
T3 — T2 Y3z — Y2

Pak oznacil symbolem P;(an,a,) projekci délky a,,a, na osu ¢, a to mu
umoznilo pfevést predchozi determinant na tvar

Py(aiaz) Py(aiaz)
PJC(CLQCLP,) Py(agag)

coz je elegantni zapis znamé planimetrické véty, kterou Karel Zahradnik for-
muloval takto:

Vedeme-li bodem uhlopticky daného obdélniku rovnobézky se stranami, ob-
drzime dva obdélniky, jimiz ona uhlopFicka neprochdzi, a jez se plochou sobé
rovnagji.>®

Umocnénim rovnice
T2 —T1 Y2 —Y1| _ 0
T3 — T2 Y3 — Y2

a jejl naslednou upravou odvodil rovnost
arag - azaz = Py(ara2)Py(azas) + Py(araz)Py(azas), (4)

kterou komentoval slovy:

JelikoZ muzeme Py(aman), Py(aman,) povaZovati co slozky délky apa,, mi-
Zeme i rovnici (4) vyjadriti ndsledovné:

Soucin dvou délek téhoz sméru se spolecnym bodem rovnd se souctu soucini
jejich slozek pravouhlyjch.

55 [Z43], str. 33.
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Je-li

a1az = G203

plyne ze vzorce (4)

a105? = [Py(a102)]” + [P, (aras)]’, (5)

coZ ndm poddvd zndmou vétu Pythagorovu.®®

Na z&vér ¢lanku zadal Gtenari tkol, aby ukdzal, jak souvisi rovnice (4)
s Ptolemaiovou vétou.®”

V roce 1893 zacal vychéazet novy chorvatsky ¢asopis nazvany Nastavni vjest-
nik (Gasopis za srednje Skole), ktery byl primarné uréen pro stfedoskolské
ucitele, stredoskolské a vysokoskolské studenty, zajemce o matematiku, vyuco-
vani a vieobecné problémy vzdélavani.®® V jeho druhém ¢isle Karel Zahradnik
uverejnil ¢tyfstrankovy piispévek nazvany O hiperbolickoj transformaciji [Z66],
v némz podrobnéji objasnil zajimavé vlastnosti asymptot a polar hyperboly.

Hyperbolu popsal rovnici b%2z2 — a?y? = a?b?, jeji asymptoty rovnicemi
ap = br—ay =0 aay = bx + ay = 0, zvolil bod P[¢,n], ktery nelezel na
hyperbole. Asymptoty ai, as a poldra p bodu P[{,n] vytvorily trojihelnik
A1 AP s tézistém T (viz obrazek 1).

V prvni ¢asti clanku s vyuzitim analytické geometrie a trigonometrie vy-
pocital obsah trojuhelniku A; As P, a to pro dva pripady, kdy bod P nelezi na
hyperbole, resp. lezi na hyperbole. Pak hledal geometrické misto bodt P, pro
néz je obsah trojuhelniku A; Ao P konstantni, a ukazal, Ze se jednéd o hyperbolu

s poloosami o' = aq/%b alb = bq/%b, kde S je obsah trojuhelniku A; A5 P,
ktera je koncentrickd s ptvodni hyperbolou. Pak naznacil, ze kazdému bodu

P[¢,n] odpovidé préavé jediny bod T a ze tyto body jsou v tzv. racionalnim
kvadratickém vztahu, neboli soufadnice bodu T jsou

1./_2 a2b2£
- 3 b2§2 _ a2n2’

56 [743], str. 33.

57 Souvislost rovnice s Ptolemaiovou vétou a jeji ndzorny elementarni dikaz uvedl jiz roku
1874 v némecky psaném dvoustrankovém prispévku Welches ist die Bedingungsgleichung,
unter welcher vier Punkte in einem Kreise liegen? [Z12], ktery uverejnil v ¢asopisu Archiv
der Mathematik und Physik v rubrice Miscellen. Poznamenejme, ze Karel Zahradnik v ¢lanku
[Z12] neuvedl odkaz na zidnou literaturu, ackoliv otazku, zda lze obratit Ptolemaiovu vétu,
vyslovil jiz W. A. Férstemann v casopisu Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik (viz jeho problémova uloha uverejnéna ve vyse uvedeném casopise 8(1832), str. 320).
Do té doby se obracend Ptolemaiova véta uzivala jako samoziejmost. Nepfipojil ani in-
formaci o prvnich jejich péknych a elementarnich dtkazech (viz napf. W. A. Forstemann:
Umkehrung des Ptolomdischen Satzes, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
13(1835), str. 233-236; A. Mdbius: Die Theorie der Kreisverwandtschaft ..., Abhandlungen
der math.-phys. Classe der Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften 2(1885), str. 529-
595 (o obracené Ptolemaiové vété je na strané )). Ze Zahradnikovych praci neni zfejmé, zda
vyse uvedené prace znal, ale necitoval, nebo zda o jejich existenci nevédél.

58Viz [Ma] a [Sj].
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;o z a*b*n
T3 b2£2 _ aznz’
kde P[¢,n]. A obricené soufadnice bodu PI[¢, 7] jsou

Y

2 d
&= 302272 — a2y’
, 2 a2b2y/

Y = 3202 _ a2y’

kde T[z',y']. Tedy vztah mezi souradnicemi bodt P a T lze zapsat rovnici

/

n_y

£

Obrézek 1. Nécrtek Zahradnikovy konstrukce v [Z66]

Zajemcim o hlubsi porozuméni problematice racionalniho kvadratického
vztahu doporudil prostudovat svoji vice nez tricetistrankovou praci Viastitosti
nekih trojina tocaka na cisoidi [Z51] uvetejnénou v ¢asopisu Rad Jugoslavenske
akademije znanosti i umjetnosti u Zagrebu.®®

V dalsich ¢tyfech ¢astech ¢lanku vysetfoval geometrickd mista bodd T' pro
specidlni pfipady spliiujici pfedem zadané podminky (konstantni obsah troj-
uhelniku A; As P, pohyb bodu P po piimce neprochazejici, resp. prochézejici
stfedem hyperboly, konstantni vzdalenost bodid P a T apod.) a naznacil pod-
statu hyperbolické a eliptické transformace a kruhové inverze.

59 Viz Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti u Zagrebu 61(1882), str. 69—
102. O tomto casopisu viz [Ma] a [Sj].
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Zahradnikiv ¢lanek byl pro ¢tenafe dosti naroény, nebot neobsahoval zadny
ilustracni obrazek a navic jednotliva odvozeni nebyla detailné provedena. Byly
pouze uvedeny zakladni vychozi vztahy, nejdulezitéjsi mezivysledky a vysledky.
Pecliva odvozeni, provedeni vypocti a promysleni uvadénych vztahti a sou-
vislosti ponechal ¢tendfi. Pro pokrocilejsi nebo talentované studenty byl jisté
tento pristup inspirativni a prinosny, ale pro zacatec¢niky, a takovych byla
vétSina ¢tenaid, se vSak prilis nehodil.

Obrézek 2. Nacrtek Zahradnikovy konstrukee v [Z67]

Roku 1893 se Karel Zahradnik inspirovan ¢lankem Husquina de Rhévillea®?
v kratké pozndmce nazvané Geometrijski znacaj izraza d*r/dp?, d*¢/dr? [Z67]
uvetejnéné v Casopisu Nastavni vjestnik (¢asopis za srednje Skole) pokusil vy-
lozit geometricky vyznam 3272, resp. ‘(i;Tf, kde r = f(¢) je rovinnd kiivka
zadana v polarnich soufadnicich. Vysel ze zajimavé konstrukce! a pomoci
podobnosti trojuhelniki dokazal, ze

d?r
-

OG:_dcp

60 Husquin de Rhéville: Construction géométrique du centre de courbure en un point
d’une courbe rapportée d des coordonnées polaires, Nouvelles annales de mathématiques,
3. série, 10(1891), str. 411-416.

61 Neka je C srediste krivosti krivulje u tocki A, AN polarna normala; u N konstruirajmo
okomicu na AN do presjecista F s provodnicom. Nacrtajmo tocku N’ simetricku s N
s obzirom na C, istosmjernica N'G s CF neka presijeca provodnicu OA wu tocki G tako,

da je OG = 735)’2“, ([Z267], str. 364) Volny preklad popisu konstrukce zni: Necht C' je
stied kiivosti kiivky v bodé A, AN je polarni normala; sestrojme v bodé N kolmici na
AN a naleznéme jeji priisecik s privodi¢em bodu A. Sestrojme bod N’ symetricky k bodu

N podle stfedu C, rovnobézka N'G s FC protina priivodi¢ OA v bodé G, pro néjz plati

0G = — 1. Vig obrézek 2.
©
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V prvni ¢asti poznamky uvedl jednoduchou konstrukei umoznujici nalezeni
stfedu kiivosti kiivky = f(¢) v bodé A s vyuzitim znalosti délky OG. V druhé
¢asti podobnym zptisobem vylozil geometricky vyznam d?¢/dr?.

Poznamenejme, ze svij prispévek [Z67] bezesporu napsal pro ¢tenafe jiz
pokro¢ilejsiho v matematice, nebot zamérné neuvedl obrazek,%? nepiipojil zda-
vodnéni zédkladnich uzivanych vztaht a ani nenaznacil odvozeni vysledki. Jeho
vyklad byl pro stredoskolské i vysokoskolské studenty, resp. jejich ucitele a dalsi
zajemce o matematiku hife srozumitelny.

Roku 1895 Karel Zahradnik uverejnil v chorvatském c¢asopisu Nastavni vjes-
nik v rubrice Razlicne biljeske tiistrankovy c¢lanek Izvodi iz Pitagorina poucka
[268], ktery v nasledujicim roce vySel v némecké verzi v ¢asopisu Archiv der
Mathematik und Physik v rubrice Miscellen pod nazvem Zum Pythagordischen
Lehrsatze [Z72] a v ¢eské verzi v Casopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky
pod nazvem K wvété Pythagorové [Z73]. Jak je z oznaceni rubrik patrné, jednalo
se o inspirativni drobnost predkladajici zajimava, ale nepfili§ obtiznd mate-
matickd tvrzeni, kterda mohla zaujmout ucitele matematiky nebo talentovanéjsi
stfedoskolské studenty. Karel Zahradnik vysel z pravothlého trojihelniku OAB
s odvésnami OA = a, OB = b a preponou AB, kde O byl pocatek kartézské
soustavy soutadnic. Sestrojil ¢tverce nad pfeponou AB a obéma odvésnami OB
a OA, stanovil jejich stiedy, tj. body M, N, P, jejichz soutadnice vzhledem
k volbé soustavy soufadnic jsou M = [#F2 ¢tb] N = [-L L] a P = [2 —2]
Obdrzel novy trojuhelnik M N P a vySettoval jeho vztah k ptivodnimu trojuhel-
niku OAB (viz obréazek 3).

Obrazek 3. Zahradnikiv doprovodny naért — Pythagorova vétab3

62 V poznamce pod ¢arou K. Zahradnik napsal: Doticéni lik lasnoce Gitatelj sam naciniti.
([Z67], str. 364)
63 Obrazek je prevzat ze Zahradnikovy préace [Z73].
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S vyuzitim Pythagorovy véty, zaklada analytické a projektivni geometrie
v prvni poloviné ¢lanku dokéazal a v jeho zavéru prehledné formuloval ¢tyri
zakladni vysledky:

1. Trojuhelniky MNP a OAB maji spolecné tézisté.

2. Spojnice OM, AN, BP protinaji se v jednom bodé ...

3. Trojuhelniky OAB, MNP jsou perspektivické, homologické strany proti-
naji se v bodech téze primky I1.

4. Kuzelosecka jdouct body RLOKS dotyka se primky NP v bodé O; tim je
RLOOKS Pascaliv $estitihelnik o I primka jeho Pascalova primka.5*

V druhé ¢asti ¢lanku predlozil naroc¢néjsi uvahy. Nejprve fesil pripad, kdy se
prepona pravoiihlého trojihelniku pohybuje tak, ze spliiuje predem stanovenou
podminku ¢(a,b) = 0, a uvedl, jak vypada obalka pfimky II. Daéle popsal
specidlni pfipad, kdy se pfepona AB ot4él okolo bodu A (tj. a je konstantni
a b proménné). Poznamenal, Ze pfi tomto pohybu dostaneme fadu pravothlych
trojuhelnikt O AB, ke kazdému z nich piislusi kuzelosecka, stfedy vsech takto
ziskanych kuzelosecek tvori opét kuzelosecku a radé téchto trojiuhelnikt prislusi
fada ptimek II, které obaluji hyperbolu z(y — a) = (%)2 Z4adny dikaz svého
tvrzeni, ani podrobnéjsi popis situace neuvedl.

Analyzoval také ptipad, kdy a je konstantni a bod (£, ) je libovolnym bodem
roviny. Naznacil, ze pii této volbé bodem (&,7n) prochézeji dvé rizné nebo
splyvajici kuzelosecky a ze prislusné hodnoty b lze stanovit z rovnice

B2 (€2 + al¢ +m)] + a[2€% — &0+ 260% + al¢ + )b+ o = 0.

Uvedl, ze pokud bod (£,1) vyhovuje podmince 262 — &n+ 2n? +a(é+1n) =0
(tj. lezi na elipse), obdrzime dva pravouhlé trojuhelniky, které jsou soumérné
sdruzené podle osy = a jsou redlné v pifpads, ze £2 + a(€ +n) < 0, tedy lezi-li
bod (&,7) jesté uvnitt paraboly &2 + a(€ 4+ n) = 0. Nakonec stanovil podminku
pro polohu bodu (&, 7) tak, aby obé kuzelosecky splynuly, tj. aby existovalo
jen jediné b.%°

Na zavér poznamenal, ze popsané vysledky by bylo mozno zobecnit na pfi-
pad, kdy nad pfeponou a odvésnami pravoihlého trojiuhelniku O AB sestrojime
pravidelné n-thelniky a budeme podobné pracovat s jejich stfedy.

Roku 1896 byl v chorvatském casopisu Nastavni vjestnik otistén Zahrad-
niktv ¢lanek nazvany Izvodi iz Pappusova poucka [Z74], ktery vySel o tii roky
pozdéji také cesky v Casopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky pod nazvem
O vété Pappusové [Z81] a némecky v casopisu Archiv der Mathematik und

64 [773], str. 264-265. Poznamenejme, ze Karel Zahradnik odvodil rovnici kuzelosecky
ve tvaru (2a + b)bx? — abzy + (a + 2b)ay? + ab(a + b)(x +y) = 0.

65 V tomto ptipadé bod (&,7n) lezi na kiivce popsané rovnici [262 — &n+2n% +a(€+n)]? —
7% + a(€ +n)] = 0.
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Physik pod nézvem Zum Pappus’schen Lehrsatz [Z82].°® Dvanéctistrankovy
prispévek se vénoval Pappové vété, Pappovu trojihelniku a jeho vlastnostem
a zakladim racionalnich kvadratickych reciprokych pribuznosti a bikvadratic-
kych reciprokych pfibuznosti (tj. v dnesni terminologii biracionéalni kvadratické
(bikvadratické) koresponcenci).

V prvni, kratké ¢asti ¢lanku uvedl nestandardni tvar Pappovy véty,5” doka-
zal ji planimetricky i trigonometricky a poukazal na jeji souvislost s Pythago-
rovou vétou. V tivodu napsal:

Pogineme-li trojuhelnik ABC do polohy A’B'C’" (obr. 1.), opiSou strany
trojuhelnika rovnobézniky; soucet ploch jejich rovnd se nulle. Zndsobime-li
totiz

AB+BC+CA=0

relact
AA' =~ BB,

obdrzime
AB-AA'+ BC-BB +CA-AA = 0. (1)

Dle Grassmanna jest
AB-AA" = AB - AA’sin BAA

vnéjsi soucin primek AB 1 AA’ a jest roven plose rovnobézinika ABB'A’; miizZe-
me nyni vztah (1) psdti:

ABB'A' + BCC'B' + CAA'C' =0

aneb
ABB'A' = ACC'A’ + CBB'C’.

Vztah (1) vyjadiuje Pappusovu vétu obecné.5®

66 Karel Zahradnik poprvé Pappovu vétu s vyuzitim analytické a projektivni geometrie
dokazoval roku 1874 v prvni ¢asti ¢lanku Ein geometrischer Lehrsatz [Z11], v jehoz tvodu
napsal: Wenn sich zwei Ecken eines Dreieckes auf zwei festen Geraden bewegen, und dessen
Seiten sich um dret feste in einer Geraden liegende Punkte drehen, so beschreibt auch die
dritte Ecke eine Gerade, welche durch den Schnittpunkt der zwei festen Geraden hindurch-
geht. Bei dieser Bewegung beschreibt der Schwerpunkt des verdnderlichen Dreieckes eine
rationale Curve dritter Ordnung mit drei reellen Asymptoten. ([Z11], str. 11)

67 Od Pappa pochazi nékolik vét. Jeho nejvyznamnéjsi vysledek, uvadény jako Papptv
axiom, charakterizuje pappovskou projektivni rovinu; zni: Jsou-li A, B, C po dvojicich ruzné
body pfimky p, A’, B’, C' po dvojicich rizné body piimky p’ rizné od pfimky p a zadny
z bodi A, B, C, A’, B’, C' neni spoleénym bodem p¥imek p a p’, potom jsou priiseciky
< AB'N« A'B, ++ AC'N + A'C a +» BC'N < B’C kolinearni.

68 [Z81], str. 111-112.



288

A e

Obréazek 4. Zahradnikiiv doprovodny nacért — Pappova véta%?

Poznamenejme, ze zdjemctim o hlubsi porozuméni souvislosti doporucil k sa-
mostatnému studiu ndroénou Grassmannovu monografii,”® Bellavitisovu mono-
grafii,”? Libického studii’® a oblibenou némeckou ucebnici zakladii geometrie
autorti J. Henriciho a P. Treutleina.”™

Ve druhé casti ¢lanku definoval tzv. Pappuv trojuhelnik, kterym rozumél
trojihelnik A” B”C", kde bod A” je tézistém rovnobézniku BCC'B’, bod B”,
resp. C” rovnobézniku ACC’A’, resp. ABB’A’. Ve tieti ¢asti uvedl bez ditkazu
jeho zakladni vlastnosti:

a) Strany jeho nejsou zdvisly ani na velikosti posinuti d, ani na sméru posi-
nuti ©. Plati totiz

A'B" = Aj B'C" = 370 o' A" — %

’ 2’ 2

B) Strany daného trojihelnika jsou rovnobéziné se stranami trojihelnika Pap-
pusova.

~v) Nasledkem ) jest AA" B"C" ~ AABC'; pomér podobnosti jest %

d) Trojihelnik Pappusiv md ctyindsobnou plochu daného trojihelnika.

) Trojuhelniky ABC, A”B"C" jsou v poloze perspektivné.

¢) Je-li d konstantou, jest geom. misto (T") téZist Pappusovych trojihelniki
kruh, jehoZ polomér je % a jehoZ stred lezi v tézisti T trojuhelnika ABC.

69 Obrazek je prevzat ze Zahradnikovy prace [Z81].

70 H. Grassmann: Die lineale Ausdehnungslehre ..., 2. vydani, Wigand, Leipzig, 1878.

71 Q. Bellavitis: Methoda equipollenci ¢ili rovnic geometrickych, ¢esky pieklad K. Zahrad-
nika, Jednota Ceskych mathematikd, Praha, 1874. Viz [Z110].

72 A. Libicky: Zdkladové geometrického poctu Grassmannova, Casopis pro péstovani
mathematiky a fysiky 25(1896), str. 187198, 265-284, 321-341.

73 J. Henrici, P. Treutlein: Lehrbuch der Elementar-Geometrie I., Teubner, Leipzig, 1881.
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n) Je-li © konstantou, jest geom. misto (T") tézist Pappusovijch trojihelniki

c+ 5)
T )

¥) Opisuji-li A’, B', C' kruhy, magici polomér d a stiedy postupné A, B, C,
opisuji A", B"”, C" kruhy o poloméru g a o stredech &T", g), (%, g), (%,0),

y—g:tan@(x—

a teziste T" opisuje kruh o poloméru g a stiedu gg-c’g , t. j. kruh majict

) Je-li T' tézisté trojuhelnika A’B'C’, bude
TT// — T//T/
t.j. T" stred delky TT'.™
Ve ctvrté ¢asti vylozil princip involutorni biracionalni kvadratické pribuznos-
ti. VySel z trojuhelniku ABC (o stranach a, b a ¢), ktery posunul o délku
d = AA" = ¢ ve sméru © = BAA’. Pak sestrojil pfimku BA; kolmou na
AC' a primku AB; kolmou na BC' a jejich spole¢ny prisecik (tj. prusecik dvou

vysek trojihelniku ABC) oznacil D a naznadil, Ze danému bodu C' odpovida
pravé jeden bod D a obracené. (Viz obrazek 5.)

Y
4 vy
d=¢ D
B A,
X
4 Ry B

Obréazek 5. Involutorni biracionalni kvadraticka piibuznost™
Za ptredpokladu, ze A je pocatek kartézské soustavy soutadnic, AB lezi na
ose z, A =1[0,0], B=[c,0] a C = [£,n] as vyuzitim zdklad analytické geomet-
rie nalezl soufadnice bodu D (D = [z,y] = [€, 5(°777_5)]), z nichz jednoduchou

74 (Z81], str. 115-116.
75 Obrézek je pievzat ze Zahradnikovy prace [Z81].
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upravou ziskal, zZe pro soufadnice bodu C plati: £ =z, n = @ Neboli, jak
napsal:

... Body C i D nalézaji se tudiz v pribuznosti involutorni, biraciondlni
i ... kvadratické. ... Hlavni body obou soustav bodi (C) i (D) jsou bod A,

bod B a ubéing bod osy Y.™0

Zahradnikova terminologie nesouhlasi s pozdéjsi terminologii. Pfipomenme,
7e bod se nazyvéa fundamentdlnim v biraciondlni korespondenci, nema-li (jed-
noznaé¢né) definovany obraz. Bod se nazyvéa hlavnim v biracionalni korespon-
denci, je-li jeho obrazem fundamentélni bod. Podle toho body A, B, Y, jsou
fundamentalni.

Dale naznacil, ze pokud se bod C' pohybuje po pfimce II, kterd neprochéazi
hlavnim bodem, je sdruZenou kiivkou hyperbola prochézejici body A a B, ktera
mé jednu asymptotu kolmou na pfimku AB a druhou na pfimku II. Kfivka
sdruzend s primkou, ktera prochazi bodem A, se rozpada na osu y a primku
prochéazejici bodem B, kterd je kolma na ptvodni pfimku. Jednotlivd tvrzeni
opét nedokazal, zajemce odkdzal na prace T. A. Hirsta™ a A. Strnada.”®
V zéavéru této casti popsal nékteré zajimavé vlastnosti kvadratické transfor-
mace.

V paté ¢asti nazvané O racionalné pribuznosti kvadratické reciproké vysel
z popsané biraciondlni kvadratické reciproké piibuznosti bodu D = [x,y] (pri-
secik vysek trojuhelniku ABC) a vrcholu C' = [¢, n] a pfipomnél, Ze pohybuje-li
se bod C po pfimce II(u, v), pak sdruzeny bod D opise hyperbolu

H = z(uy —vx) + cvr +y =0,

kterd prochézi hlavnimi body soustav (C) a (D), jedna jeji asymptota je
rovnobézna s osou y a druha je kolma na pifimku II. Pak vypocital souradnice
stfedu hyperboly, tj. S’ = [—71’ W], odtud plyne, ze bod S’ lez{ na primce
kolmé k ose x v jejim prusecika s pfimkou II. A obrécené, zvolime-li libovolny
bod S’ jako stfed hyperboly H, je jim hyperbola uréena (nebot zname tii jeji
body a jeji stied) a plati

/

_ [;1 ]
“= (22" — )’V

neboli: Piimka II(u,v) a bod S'(2',y") jsou dle toho v pFibuznosti kvadratické
reciproké.™

76 [Z81], str. 116-117.

77T T. A. Hirst: On the quadric inversion of plane curves, London, 1865, a Sull’ inversione
quadratica delle curve piane, Annali di matematica pura ed applicata 7(1865), str. 49-65 (do
italstiny pfelozil L. Cremona).

78 A. Strnad: Uvod do theorie kvadratickych transformaci rovinnych, Program vyssi
realky v Kréalové Hradci, 1886,/1887.

79 (z81], str. 119.
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V dalsi ¢asti ¢lanku nejprve dokézal vétu: Krivka n-ho stupne, kterd nejde
hlavnimi body, transformuje se na kiiwvku 2n-té tridy a naopak: Krivka n-té
tridy, ktera se medotykd hlavnich primek, transformuje se na krivku 2n-tého
stupné.8® Pak vysettil piipad, kdy se piimka IT ot4¢i kolem svého libovolného
bodu [zg, yo], a pritom plati zou + yov + 1 = 0. Naznadil, ze stied S’(z',y’)
sdruzené hyperboly se pohybuje po parabole 22/% — (2z0+ )z’ —yoy' +cxo = 0,
neboli: Otdci-li se primka I1 kolem svého bodu (xg,yo), ménd sdruZeny stied S’
své€ misto na parabole P dané rovnict ..., t. j. svazku paprski (xo,yo) sdruZena
je parabola P, kterd probihd hlavnimi body transformace.8!

Pak hledal jesté souradnice vrcholu paraboly odpovidajici danému svazku
piimek (zg,0) a ukéazal, ze vrcholu T svazku paprski odpovida vrchol jedné
paraboly V' a obracené, a ze jsou tyto body v piibuznosti biraciondlni a kva-
dratické (tj. Cremonové).

Na zavér popsal geometrické misto bodt S’, které maji od sdruzené primky
konstantni vzdalenost d, tj. uvedl kiivku ¢tvrtého stupné

Cl=yt —d?| (22 — ) + y’ﬂ =0,

a obalku primek II, které maji od sdruzeného bodu stalou vzdalenost d, tj. uvedl
krivku Sesté tridy

Ce = ut(u? + v?)d? — (24 cu)?v? = 0.

Poznamenejme, ze chorvatsky ¢asopis, v némz se tento Zahradniktuv ¢lanek
poprvé roku 1896 objevil, byl uréen zejména pro stiedoskolské studenty. Svoji
narocnosti i tematikou vsak zaméreni asopisu prili§ nevyhovoval, nebot vyraz-
né presahoval troven znalosti i tehdejsich nejlepsich studenti. Daleko 1épe se
hodil do némeckého ¢asopisu Archiv der Mathematik und Physik, kde zaujal
profesora matematiky H. C. H. Schuberta (1848-1911) z Hamburgu, ktery ve
své recenzi napsal:

Verschiebt man ein Dreieck ABC' in eine neue Lage A’B’'C’, so dass die
Lage jeder Seite ihrer Anfangslage parallel bleibt, so nennt Verf. Pappus’sches
Dreieck von ABC das Dreieck A”B"C", wo der Schwerpunkt des Parallelo-
gramms BCB'C’ u. s. w. ist. Nach Besprechung der Figenschaften der Pap-
pus’schen Dreiecke bringt Verf. seine Betrachtungen mit der involutorisch-
quadratischen und der rationalen quadratisch-reciproken Verwandtschaft in Zu-
sammenhang.®?

Roku 1910 uveiejnil Karel Zahradnik v Casopisu pro péstovdni mathematiky
a fysiky zajimavy a podnétny, ale nezvykle kratky prispévek nazvany Véta
o trojihelniku [Z98], ktery obsahoval hezkou tlohu doplnénou jasnym a struc-
nym fesenim. Jak bylo jeho zvykem, nepfipojil k vykladu zadny obrazek.
Ocitujme znéni celého ,,prispévku” — tlohy:

80 [781], str. 119.

81 [Z81], str. 120.
82 Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 30(1899), str. 516.
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Dan budiZ trojuhelnik, jehoZ strany jsou a, b, c¢. Pruseky primky p se
stranami budtezp |a=A,p|b=B,p|lc=C.

Uvazme vidy dva priseky na pr. A, B. Vedme rovnobézku ap, bodem A ku
strané b trojuhelniku a podobné rovnobézku b, bodem B ku strané a. Prusek
téch rovnobézek budiz C'. Podobné obdrZime b. | ¢, = A, ¢4 | a. = B’. Body
A, B, C'" leZi na jedné primce p'.

Diikaz: Rovnobézky body A, B, C ke strandm trojuhelnika tvori dvé krivky
tretiho stupné Cs = apbecq, C4 = acbacy. Z deviti priseki krivek Cs a CY
lezi sest na kuzelosecce rozpadagici se ve primku p a primku ubéznou, tudiz lezi
ostatni tri priseky A’, B', C' téZ na primce.8

Popsanou situaci prehledné zachycuje nasledujici obrazek.

Obrazek 6. Véta o trojuhelniku

Pro dnesni studenty, témér nepoznamenané syntetickou a analytickou geo-
metrii, je dikaz spravnosti feSeni takika nad jejich mozZnosti. Soucasné je
ukézkou mistrného zvladnuti syntetické geometrie.

Trigonometrie

Roku 1873 vysla v Casopisu pro péstovini mathematiky a fysiky Zahrad-
nikova jednoduchéd mnemotechnickd pomtcka nazvana O wzorcich goniomet-
rickych [Z2] ilustrujici elementdrni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi.

83 [Z98], str. 35-36.
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Karel Zahradnik uvedl néasledujici obrazek
cos & sin o
cot av tg «

cosec « sec «

a komentoval jej slovy:

1. Soucin funkci protilehlyjch rovnd se 1.

2. Soucin funkce pruni a treti rovnd se druhé neb prostredni.

3. Soucin funkce proni, treti a pdté rovnd se téZ soucinu druhé, cturté a Sesté.

4. Podil dvou sousednich funkci rovnd se funkci vedlé délence polozené.3*
Vyse uvedené vztahy nedokazoval, jednoduchd provéreni jejich platnosti

ponechal ¢tenari. Poznamenejme, Ze inspiraci Cerpal z casopisu Archiv der

Mathematik und Physik, v némz byla roku 1844 uverejnéna prvni dvé ,pravid-

la“ v élanku Dr. Brehmera nazvaném Goniometrischer Zirkel.®°

Roku 1878 Karel Zahradnik uveiejnil v Casopisu pro péstovdni mathematiky
a fysiky kratky ¢lanek nazvany Prispévek k trigonometrii [Z37], ktery v témze
roce vysel v némecké verzi v ¢asopisu Archiv der Mathematik und Physik v od-
dilu Miscellen pod nazvem Beitrag zur Trigonometrie [Z41]. Elementarnim
zpusobem dokdzal tii zékladni véty rovinné trigonometrie (soucet vnitinich
Ghld v trojahelniku, sinové véta a kosinova véta). Vysel ze soustavy

bcosy + ccos B = a,

ccosa+acosy =b,
acosf+ bcosa = c,
84 [Z2], str. 146.

85 Viz Archiv der Mathematik und Physik 4(1844), str. 236-237. Zde byl otistén jedno-
duchy obrazek podobny Zahradnikovu a t¥i pravidla:

1) Das Product zweier in Scheitelwinkeln stehender Functionen ist gleich 1.
sinz-cosecr =1, u.s. w.

2) Das Product zweier tuber oder unter derselben Linie stehender Functionen ist gleich
der eingeschlossenen Function.

sinx -secx = tanz, u.s. w.

3) Der Quotient zweier anliegender Functionen ist gleich der dem Dividendas auf der
anderen Seite anliegenden Function,

sin

=tanxz, u.s. w.
cos T
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kterou ziskal tak, ze vyjadiil soucet primétu dvou stran trojuhelniku ABC do
strany tfeti. Nejprve ji chapal jako homogenni soustavu t¥i linearnich rovnic pro
tTi nezndmé a, b, ¢, tj. za neznamé povazoval délky stran. Podminku existen-
ce netrivialniho feseni vyjadril pomoci determinantu matice soustavy a uzitim
elementarnich goniometrickych tprav dokazal, ze soucet velikosti vnitinich thla
v trojthelniku je roven 180°. Pak eliminoval jednu stranu a ji protilehly thel,
eliminacni podminku napsal opét pomoci determinantu a jeho jednoduchou
Gpravou odvodil sinovou vétu. V posledni c¢asti ¢lanku eliminaci dvou uhla
obdrzel vztah mezi zbyvajicim thlem a stranami, které jej sviraji, tj. dokazal
kosinovou vétu.

Tento struény ¢lanek sepsal pravdépodobné pro talentované studenty a za-
¢inajici stfedoskolské ucitele, aby ukazal jednoduché aplikace oblibenych de-
terminanti v trigonometrii a motivoval ¢tenare k dalsimu studiu a hlubsimu
porozuméni elementarnim poznatkiim a odhalovani jejich souvislosti.

Matematicka analyza

Problémtim z matematické analyzy vénoval Karel Zahradnik pouze okra-
jovou pozornost, nebot jeho zdjem se koncentroval spiSe na syntetickou a alge-
braickou geometrii, zejména na geometrii kiivek a ploch.

Roku 1876 uverejnil v ¢asopisu Archiv fiir Mathematik und Physik v oddilu
Miscellen zajimavou a inspirativni tlohu nazvanou Eine Quadratur [Z24], ktera
meéla toto znéni:

In den Hippokrateschen Halbmond soll der grésste Kreis eingeschrieben wer-
den. Welches ist der Ort seines Mittelpunktes, wenn sich der Scheitel des
gegebenen rechtwinkligen Dreiecks auf der Peripherie des ihm umgeschriebenen
Kreises bewegt.30

|

Obrazek 7. Pruvodi¢ stfedu kruznice vepsané do Hippokratova mésicku

[
O

—
w

V poléarnich souradnicich uvedl rovnici pravodice kfivky, ktery popisoval
polohu vyse zminéného stiedu:

r= g(cos<p+sin<p+1),

86 [Z24], str. 448. Zadani tlohy lze prelozit takto: Do Hippokratova mésicku mé byt
vepsana nejvétsi kruznice. Jaké je geometrické misto jejich stfedi, kdyz se vrchol daného
pravouhlého trojuhelniku pohybuje po opsané kruznici.
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kde a je polomér kruznice k opsané danému pravothlému trojihelniku ABC.
Odvozeni uvedené rovnice neni naro¢né. Z vyse uvedeného obrazku vyplyva, ze
prumér F'E hledané kruznice m vepsané do Hippokratova mésicku vypocteme
takto:

SD+ DE — SF = acosp+ asinp — a.

Polomér kruznice m vepsané do Hippokratova mésicku je

acosy+asing —a
2 )

RF =
a tudiz pruvodi¢ bodu R je

r=SF+FR= %(cosap—i—singo—i—l).

Ctvrtina hledané kiivky je znazornéna na nasledujicim obrazku.

Obrazek 8. Cést kiivky vykreslena stfedem pohybujici se kruznice
Poznamenejme, ze odvozeni rovnice privodice je hezké a podnétné cviceni
ze stfedoskolské matematiky a je dobre srozumitelné i pro studenty.

V druhé c¢asti ¢lanku Karel Zahradnik podle znamého Leibnizova vzorce

S 1 /802 2d
= — T SQ
2 ®

1
podital obsah rovinné plochy ohranicené kiivkou r = f(¢) a privodi¢i r =
fle1) ary = f(p2). Aniz by uvedl jednotlivé kroky vypoctu, zapsal vysledek
integrace S = % (m+5).
V zapisu horni meze integralu se objevila tiskova chyba — misto 2 fog r2dyp je
uvedeno 2 fog r2dyp. Chybu opsal i recenzent ¢lanku prof. F. Miiller z Berlina.?”
Ve treti ¢asti ¢lanku Karel Zahradnik napsal:

Die Fldche der Curve zerfallt in zwei Teile, in einen rationalen und einen
irrationalen Teil. Schreiben wir in den festen Kreis ein Quadrat ein und
dem Quadrat wieder ein Quadrat ein, dessen Seiten die Diagonalenhdlften des

87 Viz Jahrbuch iber die Fortschritte der Mathematik 8(1876), str. 172.
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grosseren halbiren werden, und beschreiben aus dem gemeinschaftlichen Mit-
telpunkte einen Kreis, dessen Radius gleich ist der Seite des kleineren Quadrats,
s0 ist die Summe dieser drei Flichen gleich der Fliche der Curve.®®

B

D

Obréazek 9. Nacrt situace

Ze Zahradnikova popisu vyplyva, ze mél na mysli situaci znazornénou na
obrazku 9, tj.

a? 4a?  a®  wa?

S:?(W+5)=7+?+77

neboli obsah utvaru omezeného vyse popsanou kfivkou je roven souctu obsahu
¢tverce ABCD o strané \/ia, obsahu ¢étverce EFGH o strané “T\/i a obsahu
kruhu k2 o poloméru #

Dne 10. ledna 1877 Karel Zahradnik proslovil na zasedani matematicko-
prirodovédné t¥idy Jihoslovanské akademie véd prednasku, kterd vysla ve stej-
ném roce tiskem v cCasopisu Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjet-
nosti u Zagrebu pod nazvem O skladu kriterija konvergentnosti i divergentnosti
bezkonacnih redova [Z31]. V nasledujicim roce byl v Casopisu pro péstovdni
mathematiky a fysiky otistén jeji Cesky preklad nazvany O souvislosti kriterii
konvergence nekonecéngch tad [Z35].

Prehledny, neptilis rozsahly ¢lanek zacal definici konvergentni a divergentni
fady a pripomenutim zékladniho podilového kritéria,?® pomoci néhoz vsak ne-
umime vzdy jednoznac¢né rozhodnout o konvergenci, resp. divergenci studované

fady. Karel Zahradnik se rozhodl, ze pro chorvatského, resp. ¢eského ¢tenare
88 [724], str. 448. Volny pieklad zni: Obsah plochy ohrani¢ené kiivkou se rozpadne na dvé
¢asti, na racionalni ¢ast a iracionalni ¢ast. VepiSeme-li do pevné kruznice ¢tverec a ctverci
opét Ctverec, jehoz strany puli diagonaly vétsiho ctverce, opiseme-li ze stfedu ¢tverce kruznici,
jejiz polomér je roven strané mensiho ¢tverce, je soucet obsahii téchto tii ploch roven obsahu
plochy ohranicené krivkou.
89 Je-li limp, o0 —2F
tato fada divergentni. "

u

ntl > 1, je

< 1, je fada >.07 | un konvergentni, je-li limy oo -
n
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napise prehled zakladnich, jednoduchych a bézné uzivanych kritérii konvergence
pro fady s nezadpornymi c¢leny.

Z Cauchyova srovnavaciho kritéria®® postupné odvodil Raabeovo,”! Gausso-
vo,%2 Schlémilchovo,”® Sternovo® a specidlni ,,podilové® kritérium,”® jejichz
znalost povazoval za stézejni.

Na zavér ¢lanku uvedl Olivierovo kritérium divergence fad?® a p¥ipojil jedno
komplikovangjsi kritérium (je-li lim,eo[nlnn — 22 (n + 1)In(n + 1)] > 0,
potom fada konverguje, je-li lim,,[nInn — <25 (n +1) In(n +1)] < 0, potom
fada diverguje), pfi jehoz odvozeni se opiral o konvergenci fady >
pro r > 1.

© 1
n=2 n(lnn)™’

Clanek zakongéil slovy:

... Vyhleddvani dalsich kriterii v nerozhodnutych pripadech je tim patrno.
Tim je souvislost jednoduchgych kriterii dovozend, a co se tkne sloZitych kri-
terii, z nichZ jedno zde uvedeno, o tom pojedndme budoucné.®”

Poznamenejme, ze Karel Zahradnik za stézejni kritérium povazoval Raa-
beovo kritérium, z néhoz kazdé vyse uvedené odvodil a jeho pouziti pak ilus-
troval na jednom ptikladu. Vyklad doplnil ¢etnymi historickymi pozndmkami
a komentari, v nichz uvedl kdo, kdy a v jakém dile ptislusné kritérium poprvé
vyslovil, resp. dokazal. Peclivé uvadél odkazy na pouzitou literaturu a citoval
stézejni a dobfe dostupné préace sepsané od pocatku 19. stoleti az do sedm-
desatych let 19. stoleti. Ocitujme zajimavou poznamku, kterou pfipojil k vy-
kladu Olivierova kritéria:

L. Olivier uvedl v Crelle ,Journal f. d. r. uw. angw. Math.“ II. dil pag. 31,
lim nu, = 0 za obecné kriterium konvergence. Ze neni obecné platno, dokdzal

Abel v témz casopisu II1. dil pag. 79, poukdzav na fadu y ., ﬁ, u niz je

limnu, = 0, ana predce diverguje. Jest sice pravda, Ze Tada diverguje, je-li

90 Poznamenejme, #e dnes obvykle neuzivame oznaceni Cauchyovo srovnavaci kritérium.
Pod Cauchyovym kritériem chapeme kritérium odmocninové, které vyslovujeme takto: Necht
>0 L un je fada a g € RT, g < 1. Jestlize 3k € N, Vn € N, n > k {/un < g, potom fada
konverguje.

9 Je-li limp—s oo n(l — %) > r > 1, potom fada Zzozl uy konverguje.
n

92 Vyjdeme-li z Raabeova kritéria a podil dvou po sobé jdoucich ¢lenti fady zapiseme jako
: 217 sogr Und41l ns+A1n571+A2n372+4..
racionalni lomenou funkci, tj. wn T mitarnsTrasns=Ti.
nS+A1n571+A2n5’2+.“
ns+ains—litagns—24...

, po jednoduchych upravach

dospéjeme ke kritériu: Je-li limy,— o0 = limp— 00 =a; — A1 >

Unt1
Un
r > 1, potom fada konverguje.
s
93 Vyjdeme-li z nerovnosti uq’:¢ < (HLH) , kde » > 1, obdrzime jejim umocnénim

Un,
Un+41

n
na n-tou a logaritmovanim nerovnost n In > riln (1 + %) . Jejl jednoduchou tpravou

) > r > 1, potom fada konverguje.
Un+1
Un
po neptilis slozitych tpravach Raabeova kritéria ziskame kritérium: Je-1i lim,— oo (nar) > r >

1, potom rada konverguje.
95 Je-li limy—s 0o 2% > 7 > 1, potom Fada konverguje.

dostaneme nasledujici kritérium: Je-1i limy,— oo (n In %
n

94 Oznacime-li podil dvou po sobé jdoucich élenii fady

= 14=, kde a je kladné éslo,

Inl
96 Je-li limy,—yo0 1 - Un > 0, potom rada diverguje.
97 [Z35], str. 102. Pokracovani ¢lanku jiz nevyslo.
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limnu, > 0, avsak neplati obricené to povidy. Co se tkne upotrebeni tohoto
kriteria viz pojedndni Kummera v Crelle’s Jour. svaz. XIIL.%®

Zahradnikav ¢lanek byl bezesporu velkou inspiraci pro univerzitniho profe-
sora Frantiska Josefa Studnicku, kdyZ sepisoval ucebnici Vseobecné tvaroslovi
algebraicke cili nauka o konecnych i nekonecnych souctech cili faddch, souci-
nech a podilech ¢ili Tetézcich [St2]. V druhé ¢asti prvniho oddéleni druhé knihy
F. J. Studnicka uvedl rozsadhlou, dosti popisnou a ptiklady prosycenou kapitolu
O znacich sbihavosti zvldst (str. 107-126), kterd méla velmi podobnou struk-
turu jako Zahradnikiv ¢lanek. O své inspiraci napsal:

Pravidlo toto® jest vysledkem spojeni pravidla ctvrtého s podminkou zvldst-
nt, pomoci znaku Cauchy-ho z prikladu 1. odvozenou, a jest zdkladem jingch
pravidel, jeZ moznd z ného vyvinouti, coZ Zahradnik v uvedeném pojedndni
velmi pékné provedl.*°°

Roku 1879 publikoval Karel Zahradnik v Casopisu pro péstovdni mathe-
matiky a fysiky dvoustrankovy piispévek O hmoté trojosého ellipsoidu. (Priklad
na integraci trojndsobnou) [Z44] obsahujici feseni nésledujiciho ptikladu:

Dan budiz ellipsoid a kuZel rotacni s vrcholem ve stredu ellipsoidu poloZengm,
jehoZ osa splyvd s jednou osou ellipsoidu. Predpoklddejme, Ze je hmota v rovno-
beznych vrstvach kolmo na osu kuZele vedenych stejnd, avsak Ze hutnosti pribyvd
v poméru vzdalenosti od vrchole. Jakd jest hmota kuZele omezeného ellipsoi-
dem 2101

Jedna se vlastné o klasicky priklad ze zakladniho kurzu matematické analyzy
funkci vice proménnych, ktery se stale bézné objevuje i na nasich soucasnych
vysokych skolach. Ackoliv Karel Zahradnik pojal ¢lanek jako rozsifujici ucivo
zejména pro stredoskolské studenty, jednotlivé kroky vypoctu detailné nevy-
lozil. Pouze naznacil postup, uvedl mezivysledky a vysledek. Ptipojil vsak in-
formaci o zakladni pomocné literatute, v niz se zajemce mohl hloubéji seznamit
s vySe uvedenou problematikou.!0?

98 [Z35], str. 100.

99 Viz Zahradnik ,,0 souvislosti kriterit.“ Casop. pro péstov. math. a fys. Roc¢. VII.
pag. 94, kde jest vychodiskem pro odvozeni ndsledugicich pravidel.

100 [St2], str. 117. Poznamenejme pro Uplnost, ze F. J. Studnicka mél ve svém citatu
na mysli nasledujici kritéria: Pravidlo 4. Rada jest konvergentni, jest-li pomér sousednich
dvou clentd, od n-tého pocinajic, vesmés menst nezli obdobny pomér znamé rady sbihavé.
(str. 114), Pravidio 5. Rada sestupnd S = u1 +us +us + -+ +un + ... jest fadou sbihavou
neb rozbthavou zdrover s odvozenou fadou S1 = ui + 2us + 4ug + 8ug + - - = Z?:o 2ku2k.
(str. 115). Obé pravidla jsou specidlni formou srovnavaciho kritéria. Pravidlo ¢tvrté bézné
uzivame i dnes, paté pravidlo se jiz téméf neuziva. Sesté pravidlo, Studnickou nazgvané
Cauchyovo, vznika spojenim podilového a srovnavaciho kritéria a odpovida prvnimu Zahrad-
nikovu pravidlu. Ve Studni¢kové podani zni: Pravidlo 6. Rada jest konvergentni, vyhovuje-
li vseobecny clen podmince uZ—:l < (#)T, r > 1. (str. 117). Podrobny rozbor
Studnickovy ucebnice lze nalézt v [BeT].

101 [Z44), str. 188.

102 K. Zahradnik zajemctim doporucoval vysokoskolskou éesky psanou uéebnici F. J. Stud-
nicky nazvanou Uvod do analytické geometrie v prostoru (Nakladatel Fr. A. Urbanek, Tisk
Dr. Ed. Grégr, Praha, 1874, 116 stran).
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Dne 22. listopadu 1887 mél Karel Zahradnik na zasedani matematicko-pfiro-
dovédné tiidy Jihoslovanské akademie véd prednasku, kterd vysla ve stejném
roce tiskem v ¢asopisu Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umgetnosti u Za-
grebu pod nazvem Prilog za riesitbu kvadratickih jednacaba pomocéu Gauss-ievih
logaritama [Z58]. O dva roky pozdé&ji byl v Casopisu pro péstovdni mathematiky
a fysiky otistén jeji Cesky preklad nazvany O tesent kvadratickijch rovnic loga-
rithmy Gaussovgmi [Z62]. V krétkém, ale podnétném ¢lanku ukézal, jak lze
pii znalosti Vietovych vzorci a vlastnosti kofent kvadratické rovnice pouzit
Gaussovy (tj. dekadické) logaritmy, resp. logaritmické a trigonometrické ta-
bulky pfi hledani feSeni kvadratické rovnice v pripadé, ze jsou zadany loga-
ritmy jednotlivych koeficienti rovnice nebo logaritmy jednoho ¢i obou kofent.
Vyklad doplnil ndzornym fesenim piikladu pz? + gz +r = 0, kde logp = 0,
log(—q) = 0,90309 a logr = 1,13640.103

Dne 6. kvétna 1905 piednesl na zaseddni matematicko-piirodovédecké tiidy
Kralovské ceské spolecnosti nauk kratky prispévek nazvany Zur Theorie der
linearen Differenzialgleichungen [Z90], ktery byl v témze roce otistén pod stej-
nym nazvem ve spolkovém Véstniku. Jeho ¢esky preklad byl publikovan o dva
roky pozdéji v Casopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky pod nazvem Pii-
spévek k theorii differencidlnich rovnic linedrnich [Z94]. Karel Zahradnik vysel
z Uplné obycejné linearni diferencidlni rovnice druhého fadu

Y +o@)y + vy = f(x), (1)

dvé linedrné nezévisld feSeni (integraly) pfislusné homogenni rovnice oznadil
w a v a pismeno w uzil k oznacdeni partikuldrniho feSeni (integralu) dané rovnice
nehomogenni. Pripomnél, ze
. obecny integrdl rovnice (1) ... predstavuje sit kiivek. Kazdd kiivka té
Y v . v v . . 1 y . oy
site urcena je dvéma body. KaZdym bodem roviny probihd oo kfivek site,
tvoricich svazek krivek a jednotlivd krivka svazku uréena jest primkou tim bodem
probihagici, jako tecnou v tom bodé.*0%

Po tomto struéném tvodu vySetfoval geometrické misto sttedt kiivosti S[¢, 7]
integralni kiivky prochézejici bodem M [xg, yo]. Elementarnimi prostfedky ana-
lytické geometrie a diferencialniho poctu dokézal, Ze mnozinou stfedu kiivosti
téchto ktivek je raciondlni kiivka tfetiho stupné a ¢tvrté tridy, kterd je popsana
parametrickymi rovnicemi

(1+1¢%)t
o) — ¥(20)yo — (o)t

§=r0 g

1+t
xo) — (wo)yo — p(z0)t’

U:yo+f(

103§ vyuzitim Kéhlerovych logaritmickych tabulek (1860) nalezl logaritmy kofent vyse
uvedené rovnice, tj. logz1 = 0,74194 a log z2 = 0,39446.
104 [794], str. 9.
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kde y, = t. Eliminaci ¢ a posunutim poc¢atku soustavy soufadnic do bodu
Mz, yo] ziskal rovnici vyjadiujici geometrické misto stfedu kiivosti integral-
nich krivek prochézejicich timto bodem ve tvaru

y?(ax + by) — (2° +y°) =0,

kde a = ¢(xg) a b= f(xo) — ¥(x0)yo. Pak ukdzal, ze vyse uvedend raciondlni
kiivka se dotyka asymptoty ptivodni integralni kiivky.
V druhé ¢asti ¢lanku vysetioval te¢ny v inflexnich bodech krivek sité lezicich

na pifmce = xo. Rovnici tzv. inflexni teény zapsal nasledovné!®®

e(z0)(y — yo) — [?JOW%) - f(l“o)} (x —x0) =0,
aneb
2f(20) = y(w0) = 70 (20)] = o[ (w0) = (o) — w0 (0)] =0

a dokazal, ze

. at je jiZ poloha bodu My na primce v = =z jakdkoliv, tecna obratu
prislusné krivky svazku krivek tim bodem My urceného vidy pevnym bodem
N probihd, jenZ je prusekem primek

zf(xo) — yp(xo) — 20 f(20) =0

zf(z0) — p(20) — 0 f(20) = 0. 9)

Souradnice tohoto bodu jsou:

¢(z0)
Y(zo)

P(xo)
Vsechny tecny inflexni v bodech primky v = x¢ vedené ku riznym krivkam sité
integrdlnich krivek tvori tudizZ svazek paprskovy. Pohybuje-li se primka x = xg,
meénic svuj smer, opisuje stred N prislusného svazku paprskového krivku, jiZ
parametricky vyjadiuje rovnici (10). Tuto kitwku (N) miZeme pojmenovati
mistem inflexnich stiedi integrdlni sité.'06

xr = X9+

V zavérecné ¢asti ¢lanku studoval problém, kdy prusecik tzv. inflexni tecny
kiivky svazku ktivek prislusného bodu My s osou x, tj. kdy

oF = e _ ©0S@0) [#(w0) + m0v(0) o
b fxo) — ¥(wo)yo

105 [794], str. 11.
106 [794], str. 11.
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kde O je pocatek soustavy souradnic a T' je prusecik inflexni teény kiivky svazku
kiivek bodu M s osou zx, nezavisi na yg-ové souradnici bodu My. Rozborem
vSech podminek plynoucich z vyse uvedeného vyrazu dospél k zavéru, ze

Vsechny tecny inflexni v bodech primky x = xo vedené€ ke krivkdm sité sply-
vaji s tou primkou. 7

Historie matematiky

Karel Zahradnik se historii matematiky systematicky nezabyval, nenapsal
o ni ani knizku, ani rozsahlejsi studii. V radé svych odbornych praci, ucebnic,
metodickych a popularizac¢nich pfispévkii vsak uvedl ¢etné historické poznamky
a zasvécené komentare, z nichz je patrné, ze mél dobré znalosti o vyvoji mate-
matiky, zejména geometrie, a slusny prehled o klasické i moderni matematické
literatufe.

Dne 22. tinora 1877 Karel Zahradnik proslovil na zaseddni matematicko-
ptirodovédné tiidy Jihoslovanské akademie véd historicko-popularizacné-ma-
tematickou prednasku, ktera vysla ve stejném roce tiskem v ¢asopisu Rad Ju-
goslavenske akademije znanosti i umjetnosti u Zagrebu pod nazvem O suvislosti
Neperovih logarithama s naravskimi [Z32]. Podal v ni krétkou, ale vystiznou
charakteristiku dvou slavnych dél Johna Napiera (1550-1617), a to Mirifici
Logarithmorum Canonis descriptio ... (Edinburgh, 1614) a Mirifici Logarith-
morum Canonis constructio ... (Edinburgh, 1619). Nejprve struéné objasnil
zavedeni a podstatu tzv. Napierovych logaritmi, které byly odvozeny ze special-
niho pohybu dvou bodii po pifmce,!”® pak objasnil konstrukci a pouziti jeho
slavnych tabulek pii slozitych trigonometrickych vypoctech. Ukézal také sou-
vislost Napierovych logaritmt s pfirozenymi logaritmy a Briggsovymi, tj. deka-
dickymi logaritmy. V zavéru pfednéasky se zminil o Napierovych nasledovnicich
(napt. Henry Brigss, Edmund Gunter, Benjamin Ursinus, Jost Biirgi a Jo-
hann Kepler), ktefi vydali rizné rozsdhlé logaritmické tabulky a p¥ispéli tak
k rozsiteni uzivani logaritmi pfi komplikovanych astronomickych a geodetic-
kych vypoctech.

Zavérecné zamysleni

Ve vsech predchozich kapitolach jsme se pokusili ukédzat a dolozit, ze Karel
Zahradnik sice nebyl geometrem prvni hvézdné evropské velikosti, nebyl vSak
rozhodné zadnym ,podradnym“ matematikem. Diky svym nékolika dodnes
citovanym vysledkiim v teorii rovinnych algebraickych kiivek (viz napi. [BL],
[Lo] a [SS]) ma plné pravo na ¢estné misto v déjinach ¢eské a zejména chorvatské
matematiky, které mu — bohuzel — ¢eskou matematickou historiografii nebylo
dosud pfiznano.

107 [Z94], str. 13.

108 Logarithmus ergo cujusque sinus est numerus quam proxime definiens lineam, quae
aequaliter crevit, interea dum sinus totius linea proportionaliter in sinum illum decrevit,
existente motu synchrono atque initio aequiveloce.“ ... , Linea proportionaliter in breviorem
decrescere dicitur, quum punctus eam transcurrens, aequalibus momentis segmenta abscindit
ejusdem continuo rationis ad lineas a quibus abscinduntur.“ Viz [Z32], str. 160. Preklad
a podrobngjsi vyklad viz [He] a [Ul].
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