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6. Abelova cena v roce 2008
udélena za objevy v teorii
neabelovskych grup

Michal K¥iZek, Lawrence Somer

6.1. Uvod

Abelovu cenu za matematiku ziskali v roce 2008 John Griggs Thompson z USA
a Jacques Tits z Francie. Cenu jim udélila Norska akademie véd a predal ji osobné
norsky kral Harald V. dne 30. kvétna 2008 v hlavni aule univerzity v Oslo. Abelova
cena byla tentokrat spojena s ¢astkou 1200000 USD. Podle vyjadieni prof. Kristia-
na Seipa, pfedsedy vybérové komise, cenu dostali za své hluboké visledky v algebie
a hlavné za zformovdani moderni teorie grup.

J. G. Thompson ptsobi od r. 1993 jako Graduate Research Professor na University
of Florida a je emeritnim profesorem na Univerzity of Cambridge v Anglii. Narodil se
13. fijna 1932 v Kansasu. Na slavné Yale University zacal studovat teologii. Po roce
vSak preSel na matematiku a udélal dobfe. Saunders Mac Lane jej totiz pozval, aby

JOHN GRIGGS THOMPSON JACQUES TiITS
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si udélal doktorat na University of Chicago. Zde se zacal intenzivné vénovat konec-
nym grupam symetrii a ziskal v roce 1959 titul Ph.D. Poté rok ptisobil na Institute
for Defense Analysis a dva roky na Harvardové univerzité. Pak se vratil do Chicaga
a v obdobi 1962-1968 zde byl jiz profesorem. V roce 1970, kdy je$té nedosahl ani
40 let, byla Thompsonova prace ocenéna Fieldsovou medaili. V letech 1970-1993 pak
pusobil na univerzité v Cambridge. Ziskal 4 ¢estné doktoraty, Wolfovu cenu, Coleovu
cenu, Sylvesterovu medaili, Poincarého medaili aj.

J. Tits je emeritnim profesorem na Collége de France, ale je pivodem z Belgie.
Narodil se 12. srpna 1930 v Uccle na predmésti Bruselu. Povazovali jej za zazracné
dité. Uz jako tfilety umél pocitat a pozdéji mu bylo umoznéno, ze preskocil nékolik
tfid skolni dochazky. Ve svych ¢trnacti letech tak tispésné vykonal pfijimaci zkousky
na Free University of Brussels. V roce 1950, kdyz mu bylo pouhych 19 let, ziskal ti-
tul Ph.D. Ptsobil na Fadé univerzit, napt. v Bruselu, Bonnu a Pafizi. Ziskal 4 ¢estné
doktoraty a celou fadu dalsich ocenéni (napf. Wolfovu cenu). Je ¢lenem mnoha aka-
demii a ¢estnym ¢lenem Londynské matematické spole¢nosti.

V tomto ¢lanku bychom chtéli sezndmit ¢tenare se zdklady moderni teorie konec-
nych grup. V zavérecné kapitole se pak stru¢né zminime o hlavnich vysledcich obou
laureatii v této oblasti a jejich pfinosu ke sporadickym grupam (viz téz [15]).

6.2. Strucné o teorii grup

Pripomenme si nejprve nékteré zakladni pojmy. Grupa G je mnoZina, na které je
definovana asociativni bindrni operace o : G X G — G s neutralnim prvkem e a v niz
ke kazdému prvku g € G existuje pravé jeden prvek inverzni g~ € G tak, e gog~! =
g log =e. Prvkim G se nékdy iika symetrie, pokud jsou to zobrazeni geometrickych
objekti na sebe.

Studium symetrii mé dlouhou historii. Jeho kofeny sahaji az do antiky. Napfi-
klad staré egyptské a maurské ornamenty vykazuji symetrie vSech 17 tapetovych grup
(tj. dvojrozmérnych krystalografickych grup, jejichz existenci udava Fjodoroviv teo-
rém). Lidé totiz odjakziva obdivuji a davaji pfednost objekttim, které vykazuji néjaky
druh symetrie. Napi. staii Rekové se zabyvali platonskymi a archimédovskymi télesy,
jejichz symetrie také tvoifi grupy, jak se pozdéji zjistilo.

Grupu v8ech permutaci prvka 1,2,. .., n (s operaci skladani) nazveme symetrickou
a oznadime ji S,,. Grupu vSech sudych permutaci prvki 1,2, ..., n nazveme alternugjici’
a oznacime ji A,.

Pojem grupa pochézi az od Evarista Galoise, ktery je vSeobecné povazovan za za-
kladatele teorie grup. Kolem roku 1830 odvodil z vlastnosti symetrickych grup S, zZe
algebraické rovnice stupné vyssiho nez 4 nejsou obecné fesitelné pomoci odmocnin. Pii-
tom pro feSeni tohoto obtizného problému podstatné vyuzil vlastnosti symetrie mezi
jednotlivymi koteny. Niels Henrik Abel dokézal jiz diive podobny vysledek pro alge-
braické rovnice patého stupné na pouhych Sesti strankach (viz [1], [24]). Prvni knihu
o teorii grup publikoval v roce 1870 Camille Jordan. Nazval ji Traité des substitutions
(viz [12]).

IN&kdy se ji téz Fika alternativni grupa. Kazdou permutaci lze sloZit z transpozic, které prohazuji
pravé 2 prvky a ostatni prvky ponechavaji na misté. Permutace se nazyva sudd, resp. lichd, je-1i pocet
transpozic sudy, resp. lichy [27, s. 85].
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Obr. 6.1. Symetrie molekuly metanu CHy tvoii grupu o 4! = 24 prvcich, ktera je izomorfni?
symetrické grupé Si. Grupa tzv. pfimych symetrii, kdy neuvazujeme zrcadlové obrazy mole-
kuly, ma jen 12 prvki a je izomorfni s alternujici grupou A4. Symetrie prostfedni molekuly
trichloretanu HsC—CCl tvofi cyklickou grupu C5 o t¥ech prvcich. Dihedralni grupa Ds se
skladé ze Sesti pfimych symetrii molekuly etanu C2Hsg.

Teorie grup ma obrovské mnozstvi nejriznéjsich praktickych aplikaci, napt. pti kla-
sifikaci krystald, uzld, symetrii molekul (viz obr. 6.1), popisu silnych, slabych a elek-
tromagnetickych interakci, skladani Lorentzovych transformaci, v teorii koédovani®
(viz [17], [20], [21], [27]). Diky symetriim se znaéné zjednodusuji nékteré vypocty.
S grupami se setkdvame i pfi feSenf riiznych hlavolamu (viz napf. obr. 6.2).

112]3]4 R|A|T|E
516 7/|8 Y|O|U
9 | 10 | 11 | 12 m|i|n|d
13|15 | 14 pll]|a

Obr. 6.2. Znamé hra patndctka (vlevo) neumoziuje prohodit 15 a 14 v poslednim Fadku tak,
aby poloha ostatnich &isel ztistala zachovana. Plyne to z vlastnosti alternujicich grup (viz [27,
s.39 a 97]). Na druhé strané [ a a v poslednim fadku (vpravo) prohodit lze. Vite pro¢?

6.3. Konecéné grupy

Dale se budeme zabyvat jen konetnymi grupami (slovo koneény budeme proto vét-
Sinou vynechévat). Pocet prvkit G' ozna¢ime |G| a nazveme Fddem grupy*. Podgrupa
H C G je podmnozina G se stejnou operaci o ale zizenou na H x H, s tymz neut-
ralnim prvkem e jako ma G a spliujici axiomy grupy. Nazyva se vlastni, je-li H # G,
a trividing, je-li H = {e}.

2Izomorfismus je vzajemné jednoznadné zobrazeni, které zachovava binarni grupovou operaci.

3Napiiklad n&meckd arméada pouzivala elektromechanicky gifrovaci stroj Enigma. Jeho kéd
v roce 1932 rozsifrovali pomoci teorie grup M. Rejewski, J. Rozycki a H. Zygalski pracujici pro
polskou tajnou sluzbu. Koncem 2. svétové valky pak zdokonaleny koéd rozsifroval Alan Turing, coz
pomohlo zkratit valku a uSetfit tak mnoho lidskych zivoti.

4Pocet vzajemné neizomorfnich grup fadu n se uvadi ve Sloanové On-line encyclopedia of integer
sequences v polozce A000001, napf. existuje 267 grup rfadu 64, ale jen jedna grupa fadu 65, viz
http://www.research.att.com/"njas/sequences/
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Véta (Cayleyova). Kazda grupa radu n je izomorfni néjaké podgrupé symetrické
grupy Sp.

Poznamenejme, Ze pro n > 3 neni grupa S, komutativni (tj. je neabelovska).

Vé&ta (Lagrangeova). Je-li H podgrupa G, pak |H| déli |G|.

Jako diisledek dostavame, ze g/ = e pro kazdé g € G (viz [18, 5. 131]).

Francouzsky matematik Augustin-Louis Cauchy dokézal, Ze pro kazdé prvocislo p,
které déli |G|, existuje podgrupa H C G takova, ze |H| = p. Toto tvrzeni bylo kolem
roku 1872 rozsifeno norskym matematikem Ludwigem Sylowem:

Véta (Sylowova). Je-li p prvocislo a p* déli |G| pro néjaké k > 0 celé, pak existuje
podgrupa H C G adu p*.

Alternujici grupa As je neabelovskd grupa vSech sudych permutaci z péti prvku.
Podle Sylowovy véty ma podgrupy fadu 2, 3, 4 a 5, protoze |As| = 5!/2 = 60 = 22.3.5.
Nema ale podgrupy fadu 15 ani 30 (tj. Lagrangeovu vétu nelze obratit). Poznamenejme
jests, Zze As je izomorfni s grupou viech p¥imych symetrif pravidelného dvanéctisténu,?
pravidelného dvacetisténu, téz molekuly fullerenu Cgq ¢ klasického fotbalového mice.

6.4. Klasifikace jednoduchych grup

Pro jednoduchost budeme symbol binarni operace o nadale vynechavat. Podgrupa
H C G se nazyva normdlni, jestlize g~'hg € H pro viechna h € H a g € G. V tomto
pripadé budeme psat H < G, pokud H # G.

Napftiklad {e} < A3 < S3, protoze alternujici grupa A,, je normalni podgrupou sy-
metrické grupy S, pro kazdé n =1,2,... Také grupa taha Rubikovy kostky 3 x 3 x 3
obsahuje normélni podgrupu, ktera se skladé z operaci pouze na 8 vrcholovych kosti¢-
kach (viz [22, s.49, 135], [27]). Na druhé strané podgrupa As grupy Ag neni normalni
(jak bude patrno z Galoisovy véty).

Definice. Grupa G se nazyva jednoduchd, jestlize {e} a G jsou jeji jediné normalni
podgrupy.

Protoze viechny cyklické grupy® C,, jsou abelovské a viechny podgrupy abelovské
grupy jsou normalni, jednoduché cyklické grupy maji prvociselny fad nebo Tad 1.
Cyklické grupy s neprvociselnym fadem nejsou jednoduché, kromé piipadu C;. Rovnéz
dihedralni grupa D,, pfimych symetrii pravidelného n-bokého hranolu neni jednoduché
pron > 2.

Pojem jednoducha grupa také pochézi od Galoise, ktery takto nazval grupy sudych
permutaci A, pron > 5.

Vé&ta (Galoisova). Alternujici grupa A,, je jednoducha pron > 5.

Dtikaz je uveden napi. v [13, s. 98], [18, s. 542]. Jak jiz bylo fefeno v kapitole 6.3,
grupa As mé nékolik vlastnich netrivialnich podgrup. Zadn4 z nich ale nenf normalni.
Jednoduché grupy tvori jakési stavebni kameny vSech grup podobné jako chemické
prvky, resp. prvocisla jsou stavebnimi kameny molekul, resp. pfirozenych ¢isel vétsich
nez jedna. Jestlize G5 je maximalni vlastni normalni podgrupa grupy G1, pak podi-
lova grupa G1/G2 = {gG2 : g € G1} je jednoducha. Je-li podobné G3 maximalni

5Grupa viech pfimych symetrii krychle je Sy.
6 Cyklickd grupa je grupa generované jedinym prvkem.
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vlastni normélni podgrupa Ga, pak G2/Gj3 je také jednoducha. Timto zpisobem mi-
7eme pokracovat, az dojdeme k G,y1 = {e}. Grupu G lze takto vyjad¥it pomoci n
jednoduchych grup G1/Gs,G2/Gs,...,G,/Gryi1 a podle Jordanovy-Hoélderovy véty
z roku 1889 tyto grupy nezavisi na vySe uvedené volbé pofadi normalnich podgrup
(viz [11, s.249], [13], [16, s. 112]):

Véta (Jordanova-Holderova). Necht grupu G Ize rozloZit dvéma zpisoby ve
tvaru {e} = Gp41<4---<G2<4 Gy =G a{e} = Hypq1 <4+ -<Hy<Hy = G tak, Ze kazda
grupa v obou retézcich je maximalni vlastni norméalni podgrupou grupy nasledujici.
Pak n = m a existuje permutace’ w prvkii 1,...,n+1 takova, Ze G;/Giy1 je izomorfni
Hﬂ—(i)/Hﬂ—(iJrl) pro 1= 1, ceey N

Mnoho problémii z teorie grup tak lze pomoci indukce pfevést na tulohy zahrnu-
jici jednoduché grupy. Nejmensi jednoducha nekomutativni grupa je As. Jeji fad je
|As| = 60. Grupy A; a A jsou trivialni, grupa As je komutativni a izomorfni cyklické
grupé Cs a grupa Ay je sice nekomutativni, ale miZe byt rozlozena na dvé abelovské
podilové grupy (viz [11, s. 244]). Galois pracoval s grupou S5 permutaci kofeni rov-
nice patého stupné, ktera obsahuje jednoduchou podgrupu As a nemiiZe byt tedy dale
rozloZzena na cyklické grupy prvodiselnych radu.

V roce 1892 si Otto Holder polozil otédzku, zda je mozno vytvorit prehledny se-
znam viech kone¢nych jednoduchych grup (viz [23]). V soucasnosti jiz vime, Zze kazda
jednoduché grupa patii do jedné z 18 nekone¢nych (ale spocetnych) t¥id kone¢nych
grup nebo do zvlastni kone¢né t¥idy tzv. sporadickijch grup, které nepatii do zadné
z téchto 18 nekoneénych t¥id a kterych je pravé 26 (viz tab. 6.1). Budeme se jim
vénovat v kapitole 6.5.

Klasifikaéni véta. Je-li G jednoduché grupa, pak patii do pravé jedné z nasledu-
jicich skupin:

1) tfidy cyklickych grup C, prvociselného réadu p a fadu 1,

2) tridy alternujicich grup A, pron >5,

3) 16 nekonec¢nych tiid Lieova typu® nad koneénymi télesy,’

4) tridy 26 sporadickych grup.

Celkova délka dikazu této véty se odhaduje na 15000 stranek. Klasifika¢ni véta
je totiz zalozena na péti stech ¢lancich od pfiblizné 100 autori, v nichz se podrobné
vySetiuji jednotlivé t¥idy a jejich specialni pripady. Samoziejmé vznika otézka, zda
je takto dlouhy dikaz bezchybny. O jedné mezefe v diukazu, kterou se jiz podafilo
zaplnit, pojednava ¢lanek [2].

Daniel Gorenstein (zemfel v r. 1992) inicioval projekt, ktery by dikaz Klasifika¢ni
véty zkratil a dal jej do jednotného stylu. Projektu se ujali Richard Lyons a Ronald
Solomon, ktefi postupné jednotlivé ¢asti dukazu Klasifika¢ni véty zasilaji k publikaci

"Ziejmé (1) =lan(n+1)=n+ 1.

8Lieovy grupy popisuji rizné typy geometrii, viz napt. [14], [17], [21]. Jako konkrétni piiklad
uved'me grupy symetrii vicerozmérnych krychli [10]. Sestnact t¥id grup Lieova typu lze rozdélit takto:
4 z nich jsou klasické maticové grupy nad konecnymi télesy, tj. linearni, unitarni, symplektické a orto-
gonalni grupy. Dale existuje 5 nekone¢nych t¥id Chevalleyovych grup, 4 tfidy Steinbergovych grup,
1 t¥ida Suzukiho grup a 2 t¥idy Reeovych grup.

9Poznamenejme, Ze jedna grupa z t¥idy Reeovych grup typu Fy nad dvouprvkovym télesem se
nazyva Titsova grupa.

M. Krizek a kol.: Prunich deset Abelovijch cen za matematiku, JCMF7 Praha, 2013 41



Angl. jméno oznaleni | fad
Mathieu M, 7920 =2%.3%.5-11

Mo 95040 = 26 .3%.5-11

Moo 443520 =27-3%.5.7-11

Mos 10200960 =27 -3%2-5-7-11-23

Moy 244823040 = 210.33.5.7.11-23
Janko J1 175560 =23.3-5-7-11-19

Jo 604800 = 27 - 33 - 52.7

J3 50232960 =27 -35-5-17-19

Jy 221.33.5.7.113-.23.29-31-37-43
Higman-Sims HS 44352000 = 22 -32.5%.7-11
McLaughlin Mc 898128000 = 27 -36.5%.7.11
Held He 4030387200 = 210 .33 . 52. 73 .17
Suzuki Sz 448345497600 = 2'3 .37 .52.7.11-13
Rudvalis Ru 145926144000 = 214 .33 .5%.7.13-29
O’Nan ON 460815505920 = 29 - 34.5-73.11-19- 31
Lyons Ly 28.37.56.7.11-31-37-67
Conway Co; 221.39.54.72.11.13.23

Cos 218.36.53.7.11-23

Cos 495766656000 = 210 .37 .53.7.11-23
Fischer Figo 217.39.52.7.11-13

Figs 218.313.52.7.11-13-17-23

Figy 221.316.52.73.11.13-17-23-29
Harada-Norton | HN 214.36.56.7.11.19
Thompson Th 215.310.53.72.13.19-31
Baby Monster | B |B| =~ 4 - 103, viz (6.3)
Monster M |M| ~ 8105, viz (6.1)

Tab. 6.1 Sporadické grupy

do Amer. Math. Soc. Cely dikaz bude systematicky podan v mnoha dilech, z nichz
6 jiz bylo vydano. Odhaduje se, Ze pocet stranek tentokrat nepiesahne 4000.

Diky Jordanové-Holderové vété a dalsim hlubokym vysledkim se podafilo ukondit
klasifikaci jednoduchych grup kolem roku 1982. John H. Conway'? inicioval projekt
»Atlas“ popisujici v8echny koneéné grupy, ktery je zvefejnén v [6]. Obsahly historicky
piehled o tomto vysoce netrivialnim vysledku je podéan napf. v [9] a [22].

Georg Frobenius v roce 1893 ukazal, ze kazda jednoducha grupa, jejiz fad neobsa-
huje ¢tverec prvocisla, musi byt cyklickd a prvoéiselného ¥adu nebo fadu 1 (viz [23]).
V roce 1904 William Burnside dokéazal velmi p¥ekvapivou vétu (viz [3], [9], [22, s. 85]):

10Conway je také autorem znamého algoritmu Life, ktery simuluje evoluci baktérii ve ctvercové siti.
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Vé&ta (Burnsidova). Zadna jednoducha grupa nema fad pFq™, kde p a q jsou
rtiznd prvocisla a k,m > 1 cela.

Pokud tedy jednoducha grupa neni cyklickd, musi byt jeji fad délitelny alespon
tfemi prvocisly. Napf. fad grup As, Ag a nékterych jednoduchych grup Lieova typu
je délitelny pravé t¥emi riznymi prvocisly (druha nejmensi jednoducha neabelovska
grupa mé fad 168 = 23.3.7). Burnside té7 dokazal, 7e kazda grupa fadu p? je abelovska,
je-li p prvoéislo (viz [18, s.531]). Grupa Fadu p* ale muze byt neabelovska, je-li p liché
prvoéislo. Napf. existuji dvé neabelovské grupy fadu 3% = 27.

6.5. Sporadické grupy

Nejvétsi sporadicka grupa se nazyva Monstrum a oznacuje se M. Jde o zcela vyjimeény
matematicky objekt. Jeho existenci predpovédéli v roce 1973 na sobé& nezavisle Bernd
Fischer a Robert L. Griess. Proto se M nékdy také nazyva Fischerovo-Griessovo mon-
strum. Griess z univerzity v Michiganu jej pak v roce 1983 zkonstruoval jako kone¢nou
grupu rotaci v eukleidovském prostoru R196883, Rad M je vskutku tctyhodny,

| M| = 808017424794512875886459904961710757005754368000000000 (6.1)
=216.320.59.76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59 - 71.

Cesta ke konstrukci Monstra vSak byla zna¢né dlouha a klikata. Prvni sporadické
grupy M, pron = 11, 12, 22, 23, 24 objevil francouzsky matematik Emile L. Mathieu
v obdobi 1861-1873. Jsou to zvlastni podgrupy grupy vSech permutaci S,,, které ne-
patii do zadné z 18 nekonecnych t¥id jednoduchych grup. Grupa Ms4 byla objevena
jako prvni v roce 1861.

Nejsnaze zkonstruovatelna sporadicka grupa je vSak Mis. Jeji fad

|Myy| =12-11-10-9 - 8 = 95040 (6.2)

je sice v&tsit! nez |[Myi| = 11-10-9 -8 = 7920, ale lze ji definovat pomoci pouhych
t¥i generatora g1, g2, g3. Do M7, patii vS8echny permutace, které lze dostat slozenim
kone¢n& mnoha nasledujicich permutaci (viz [27, s. 166]):

12345678 9 1011 12
702 3456789 10 11 1 12|
112 2 1364859 7 10
7012 1 11 2 638495 10 7|
123 7 11 89 1056 4 12
Bl 271108 39 5 6410 12

Lze dokazat, ze M72 neobsahuje zadnou transpozici ani trojcyklus. Tato grupa je ale
5-tranzitivni,'? tj. pro libovolnych pét riznych prvki 41,42,43,44, 45 a daldich pét li-
bovolnych raznych prvka ji, jo, js, ja, js z mnoziny {1,2,...,12} existuje permutace

M Grupa Mi; je stabilizdtorem grupy Mjz, podrobnosti viz [27, s. 168-170].
12Kazda 6-tranzitivni grupa je uz bud symetricka, nebo alternujici (viz [27]).
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s € Mjs takova, ze s(ix) = ji pro k = 1,2,3,4,5. Vsimnéte si také, ze fad Mya ve
vztahu (6.2) je roven pravé po¢tu moznosti, jak vybrat 5 prvkia z dvanacti, pokud
zélezi na pofadi.

Termin sporadickd grupa se poprvé objevil v praci [4, s.504] z roku 1911, kde se
o Mathieuovych grupéch piSe: These apparently sporadic simple groups would probably
repay a closer examinantion than they have yet received. Podle Burnsidovy véty musi
byt Fad kazdé sporadické grupy ¢islo slozené z vicera prvociniteli (srov. tab. 6.1).

V roce 1965, tj. priblizné sto let po objevu prvnich péti sporadickych grup M;,
objevil chorvatsky matematik Zvonimir Janko Sestou sporadickou grupu ozna¢ovanou
jako Jy. Existence dalsich sporadickych grup byla ¢asto predpovézena diive, nez byla
prislusné grupa zkonstruovana. Vétsina sporadickych grup se tak nazyva po autorech,
ktefi jejich existenci pouze predpovédéli. Jde pfiblizné o obdobi 1965-1975.

Nékolik sporadickych grup bylo zkonstruovano pomoci tzv. Leechovy miizky
(viz [25]). Pfi nejhustsim usporadéani stejné velkych kruht v roviné se kazdy kruh
dotyka svych Sesti sousedt. Pro pravidelné periodicka usporadéani stejné velkych kouli
v d-rozmérném prostoru ozna¢me maximalni pocet dotyki vybrané centralni koule se
sousednimi koulemi symbolem K (d) (angl. kissing number). Pak K(1) =2, K(2) =6,
K (3) =12 (viz obr. 6.3), K (4) = 24 a K(8) = 240. Pro ostatni d jsou znamy jen hrubé
dolni a horni odhady K(d), kromé pfipadu d = 24, kdy je horni odhad roven dolnimu,
tj. K(24) = 196560 (viz [19], [22, s. 242]).

Obr. 6.3. Dvanéact kouli obklopujicich centralni kouli v t¥irozmérném prostoru.

V 60. letech minulého stoleti se John Leech inspiroval 5-tranzitivni Mathieuovou
grupou Moy, v niz se permutuje 24 prvka tak, Ze libovolnych pét rtznych z nich
se soucasné zameéni za obecné jinych pét riznych prvka predem danych. V eukleidov-
ském prostoru R?* zkonstruoval specialni pravidelnou miizku st¥edt kouli, které davaji
nejhustsi usporadani, kdy je centralni koule obklopena pravé 196560 dotykajicimi se
koulemi. Symetrie Leechovy miizky v R?* umoziiuji zkonstruovat celkem 12 sporadic-
kych grup.'® Nékteré z nich nasly uplatnéni v teorii samoopravnych kodu (viz [25]),
v teorii strun a supergravitace (viz [10]).

BJsou to J2, HS, Mc, Sz a dale viechny Mathieuovy a Conwayovy grupy (viz [7], [22, s. 155]).
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Obr. 6.4. Orientovany graf ukazuje vztahy mezi vSemi 26 sporadickymi grupami (Sipka H — G
oznac¢uje, ze H je vlastni podgrupa G). Lyonsova grupa Ly a Jankova grupa Js nejsou podle
Lagrangeovy véty podgrupy Monstra, protoze jejich fad je délitelny 37 (viz tab. 6.1) a (6.1).

Piipomeiime jesté jednu zajimavou vlastnost ¢isla 24:
12422 432 ... 4+ 222 4237 + 242 = 707,

tj. soucet ¢tverct po sobé jdoucich ¢isel od 1 do 24 je roven ¢tverci. Cislo 24 je jediné
pfirozené ¢&islo vétsi nez 1, které ma takovou vlastnost.'4

Druha nejvétsi sporadické grupa B se anglicky nazyva Baby Monster. Ma rovnéz
dctyhodny fad:

|B| =2%.3%.50.72.11-13-17-19-23 - 31 - 47. (6.3)

Objevil ji B. Fischer v roce 1974.
Z 26 sporadickych grup lze vy¢€lenit 20 grup, z nichz kazd4 je bud vlastni podgrupou
Monstra M, nebo podilovou grupou jeho podgrup. K této skupiné se navic pfirazuji

140dtud mj. plyne, Ze bod o soufadnicich (0,1,2,...,23,24,70) ma v 26-rozmérném Lorentzové
prostoru (pouzivaném v teorii strun) vzdalenost od pocatku v zobecnéné Minkowského metrice rovnou
nule.
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jesté dvé grupy Ly a Jy, které obsahuji nékteré netrivialni podgrupy Monstra (viz
obr. 6.4). Témto 22 sporadickym grupam se ¥ika Stastnd rodinka (angl. Happy Family).
Skupina zbyvajicich ¢éty¥ sporadickych grup nese pfiléhavy nazev Vyvrhelové (angl.
Pariahs).

6.6. Thompsoniv a Titsiv pfinos k teorii neabelovskych grup

Oba novi laureati Abelovy ceny se podstatné zaslouzili o nékteré ¢asti dukazu Kla-
sifika¢ni véty jednoduchych grup. Jiz v roce 1963 Walter Feit a John G. Thompson
publikovali ¢lanek [8], ktery na 255 strankéch p¥inasi dikaz tehdy 60 let staré Burnsi-
dovy domnénky pro jednoduché neabelovské grupy:

Véta (Feitova-Thompsonova). Kazd4 jednoduché neabelovskd grupa mé sudy
rad.

Na druhé strané jediné jednoduché abelovské grupy jsou Cj,, kde p je prvoéislo nebo
p = 1, tj. fad jednoduché grupy C), je lichy, kdyZ p # 2. Kazda grupa G s lichym neprvo-
¢iselnym rfadem mé netrividlni normalni podgrupu a podle Jordanovy-Holderovy véty
miZe byt rozloZena pouze na cyklické podilové (a tedy abelovské) grupy [22, s. 114].
Jako netrivialni dusledek Feitovy-Thompsonovy véty tak dostavame (viz [8]):

Véta. Kazdou grupu lichého radu alespon 3 Ize rozlozit na jednoduché abelovské
grupy prvociselného radu.

Thompson déle zkonstruoval sporadickou grupu oznac¢ovanou Th, jejiz fad ¢ini
|Th| =~ 9-10' (viz tab. 6.1 a obr. 6.4). Pomohl také svému mladsimu kolegovi
J. H. Conwayovi p#i konstrukci sporadické grupy Co; a vypoéital fad nékterych dalsich
grup (viz napf. [22, s. 153, 184]). Thompson objevil i dvé nové nekone¢né grupy oznaco-
vané T a V. Databaze MathSciNet eviduje pies 250 Thompsonovych praci predevsim
z teorie grup.

Jacques Tits se jiz od mladi zajimal o Lieovy grupy s koneénym tadem. Objevil
nové nekonecéné t¥idy takovych grup soucasné (ale nezavisle) s Robertem Steinbergem
z Kalifornie. Studoval také grupy symetrii krystalt a pravidelnych téles ve vicerozmér-
nych prostorech.'® Tzv. Titsova grupa, kterou objevil, ma fad 17971200 = 2'1.33.52.13
a patii ke grupam Lieova typu.

Jacques Tits (a nezavisle téz Marshall Hall) explicitné zkonstruoval Jankovu gru-
pu Ja, coZ je specidlni sporadicka grupa permutaci 100 symbola (viz tab. 6.1). Pfitom
pouzil Cisté geometrické uvahy. Tits je autorem znadmé monografie [26]. Také poné-
kud zjednodusil Griessovu konstrukci Monstra (viz [22, s. 209]). Dalsi zjednoduseni se
popisuje v ¢lanku [5].

Podle prohlaseni vybérové komise Thompson zpisobil prevrat v teorii koneénijch
grup tim, Ze dokdzal nesmirné obtizné véty, které vedly k poloZeni zdkladi pro tplnou
klasifikaci konecénijch grup, jednoho z nejvétsich vysledki matematiky 20. stoleti.

Tits vytvoril novy a velmi ucelny pohled na grupy jako geometrické objekty. Zavedl
matematicky objekt, ktery je zndm jako Titsova konstrukce (angl. Tits building), jeZ
vyjadiuje algebraickou strukturu linedrnich grup v geometrickiyjch terminech.

15Poznamenejme, #e novy Vitézny oblouk v La Défense v Paiizi je ,projekci“ &tyfrozmérné krychle
do trojrozmérného prostoru.
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Poznamka. Pokud vam v hlavé stale vrta paradox z obr. 6.2 vpravo, pak vam
napovime, Ze je tfeba zaménit dvé nerozliSitelnd R v prvnim a druhém fadku, coz
vyzaduje sudy pocet taht. Lze to dokazat takto: Nejprve odbarvime vSech 16 ¢tve-
recki ¢erné a bile jako policka na Sachovnici. Tento podklad se nebude b&hem FeSeni
meénit. P kazdém tahu tedy prazdné policko vzdy zméni barvu. Protoze préazdné po-
licko zustane ve stejné poloze, kdyZ je problém vyfeSen, bude mit stejnou barvu jako
na zacatku. Proto je potieba sudy pocet taht. Pfi kazdém tahu se zaméni pismeno
s prazdnym polickem a zméni se parita permutace. K tomu abychom prohodili dva
pary pismen a zbytek zistal zachovan, potfebujeme sudy pocet tahii. Pokud tedy pro-
hodime R z prvniho a druhého fadku a zaroven [ a a z posledniho fadku, vykoname
sudy pocet tahi a problém je tedy potenciilné feSitelny. Nyni si muzete prakticky
vyzkouSet, Ze problém lze skute¢né vyftesit.
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