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6 TEORIE GEOMETRICKE

PRAVDEPODOBNOSTI
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OBR. 6.1 BODOVA MRIZKA (ZEME FRANZE JOSEFA — VYREZ)
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6.1 UVOD

4%;

Geometrickd pravdépodobnost hrala dulezitou roli pfi zkouméni a hledani
vhodné definice pojmu pravdépodobnosti, stejné jako pfi zavedeni teorie mno-
Zin a miry do teorie pravdépodobnosti. A protoze geometricka pravdépodobnost
musi byt vzdy vhodnym zptisobem podminéni, predstavuje dalsi motivaci ivah
o axiomatizaci zaloZzené na pojmu podminéné pravdépodobnosti. Samostatnou
kapitolu v této publikaci si pak zaslouzi i z toho divodu, ze ma mimoradny
vyznam pro objevovani a chipani svéta kolem nés, a tim i pro didaktiku a po-
pularizaci teorie pravdépodobnosti.

Pocatecéni rozvoj teorie geometrické pravdépodobnosti byl — podobné jako
tomu bylo u pravdépodobnosti ,klasické“ — motivovan snahami o pochopeni
nahodnych her a nalezeni pravidel, ktera by zarucovala jejich spravedlnost. Poz-
déji se vSak ukazalo, zZe se jednd o neo-
bycejné dilezity nastroj umoznujici vel-
mi efektivné a snadno odhadnout napii-
klad objem, plo$ny obsah ¢ délku slo-
zitych dtvard v roviné nebo prostoru,
at uz se jednd o minerdly v horning,
bunky v tkanich, lidské nebo Zivocisné
organy a jejich patologické zmény, cévni
systémy nebo naptiklad feky ¢i rizné
oblasti na mapach. Odhad je pfitom za-
loZzen na sondéch niz$i dimenze (rovina
OBR. 6.2 ,SONDA NIZ§f DIMENZE“ Tezu, linearni ¢i bodova Sonda).

Pripomenme, Ze pfejdeme-li od zkoumani vlastnosti koneénych populaci ke
geometrickym charakteristikdm (nap¥. objem, plosny obsah, délka, tvar) troj-
rozmérnych struktur, ndhodny vybér z populace nahradime sondou nizsi di-
menze a jako nastroj budeme misto teorie pravdépodobnosti vyuzivat pravde-
podobnost geometrickou, u¢inime ptrechod od statistiky ke stereologii. A protoze
zminénymi strukturami jsme nejen obklopeni, ale jsme jimi dokonce i tvofeni,
ma stereologie, a tedy i geometrickd pravdépodobnost, pro nas zivot zcela za-
sadni vyznam. Postupné se stala neoddélitelnou soucasti geologie, metalografie,
biologie, mediciny, kartografie a fady dalsSich obori.

Reseni tiloh tykajicich se geometrické pravdépodobnosti byva pomérné slo-
Zité, zalozené na vypoctu vicenasobnych integralti. Zakladni myslenky se vSak
daji ve zjednodusené podobé zprostiedkovat i stfedoskolskym studenttim — ale-
spon do té miry, aby si uvédomili, k ¢emu je tato teorie dobra.
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Zavedeni geometrické pravdépodobnosti

Geometricka pravdépodobnost byla zavedena jako rozsifeni klasické definice
pravdépodobnosti na situace, kdy mnoziny elementarnich jevi jsou nespocetné
a pocCty priznivych a vSech moznych ,pfipadi“ je tfeba nahradit vhodnjymi
mirami — podle situace délkami, obsahy ¢i objemy, obecnéji Lebesqueovou,
popt. Hausdorffovou mirou.!

Intuitivné je napfiklad snadno pochopitelné, ze pravdépodobnost, ze na-
hodné zvoleny bod X lezici v rovinné oblasti B o obsahu S(B) (viz obr. 6.3)
lezi i v oblasti A C B o obsahu S(A), je rovna podilu obsahti uvedenych oblasti:

5 P(XTAXTB)—g((g). (6.1)

~—

OBR. 6.3 ILUSTRACE KE VZTAHU (6.1)

Na tomto jednoduchém prikladu si mzeme uvédomit, ze geometrickou
pravdépodobnost je vzdy tfeba vhodné podminit. V prvni fadé€ je nutné, aby
mira vSech uvazovanych situaci byla kone¢na, protoze naptiklad pravdépodob-
nost, ze ndhodné zvoleny bod v roviné zasdhne urcitou oblast A libovolného
kone¢ného obsahu S(A), lezici v této roving, by byla rovna nule, a to bez
ohledu na hodnotu S(A). Déle je tfeba porovndvat miry mnozin stejné di-
menze; v opacném piipadé by byla pravdépodobnost opét nulova bez ohledu
na konkrétni volbu A, protoZze obecné Lesbegueova mira v R™ je pro vSechny
mnoziny dimenze mensi nez n rovna nule. Naptiklad pravdépodobnost, Ze na-
hodné zvoleny bod lezici v daném kruhu lezi i na dané tétivé, by byla pro
kazdou tétivu nulova.

Odhad obsahu rovinné oblasti

Zaroven si miizeme uvédomit, ze ze vztahu (6.1) ihned plyne jednoduch4,
ale velmi uzitec¢na aplikace geometrické pravdépodobnosti, tzv. bodovd metoda:
jako oblast B uvazujme napiiklad rovinny fez tkani a jako oblast A poSkoze-
nou ¢ast komplikovaného tvaru. Odhadneme-li pravdépodobnost (6.1) tim, Ze
na Tez ¢i jeho obraz budeme nahodné ,vrhat“ body o celkovém poctu N e
a spocitame, kolik jich zasdhne oblast A (tento pocet oznac¢me N,4), ziskdme
odhad obsahu poskozené ¢asti:

[S(A)] = e

Ncelk
Jednoduseji muzeme na fez ndhodné klast bodovou testovaci mfizku znazorné-
nou na obr. 6.4. Budeme-li jako B uvaZovat obdélnik o obsahu S(B) = rs-Nee,
ziskame odhad

-S(B). (6.2)

[S(A)] =Trs- Nzas . (63)

1Z4kladni ptehled teorie geometrické pravdépodobnosti v ¢eském jazyce poskytuje ¢lanek
[321] I. Saxla. Z literatury v anglickém jazyce zde uvedme knihy [190], [194], [316] a [318].
Historii teorie geometrické pravdépodobnosti do 1. poloviny 20. stoleti je vénovan ¢lanek [166].
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OBR. 6.4 BODOVA TESTOVACI MRIZKA V ROVINE

Podobnym zptisobem mutzeme odhadnout naptiklad obsah urcité oblasti
na mapé (vodni plocha, souostrovi, zalesnénd plocha apod.) ¢i obsah uréitého
mineralu v horniné.? Na za¢atku éasti 6.2 uvidime, ze podobné tvahy lze nalézt
jiz v rukopise Isaaca Newtona ze 17. stoleti.

Odhad objemu

Podobné lze postupovat i v prostoru. Pravdépodobnost, Ze bod X, ktery
leZi v mnoziné B, lezi také v podmnoziné A C B, je nyni rovna podilu objemi
V(A)

P(X1TAX1tB)=—=. 6.4

Znéme-li objem V(B), miizeme vzorec (6.4) vyuzit k odhadu objemu V(A).

K tomu stadi jako oblast B uvazovat hranol o objemu V(B) = rst - Nee,

tvofeny prostorovou bodovou miizkou znazornénou na obr. 6.5 vlevo. Objem
V(A) pak muze byt odhadnut p¥imo jako

NZ(ZS
[V(A)] = == -V(B) =rst- Ns. (6.5)
Ncelk
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OBR. 6.5 BODOVA TESTOVACI MRIZKA V PROSTORU A V ROVINNEM REZU

2Na adrese http://euler.fd.cout.cz/~hyksova/pravdepodobnost lze mj. nalézt pracovni
listy pouzitelné ve vyjuce, pomoci nichz mohou studenti vyzkousSet aplikaci bodové metody
v ruznych situacich.
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Tuto metodu lze jednoduse demonstrovat na pfikladu odhadu objemu va-
jicka na zakladé zkoumani jeho fezli vytvorenych krajecem: roviny fezu tvoii
tzv. systematicky ndhodny soubor rovin; rovinné bodové miizky v jednotlivych
rovinach tvoii dohromady prostorovou bodovou mfizku. Objem vajicka pak
mize byt odhadnut pomoci rovnice (6.5), kde hodnota N, je souc¢tem poctu
zasahujicich bodti v jednotlivych rovinach. Vysledek mutize byt porovnan s hod-
notou ziskanou jinym zptsobem, naptiklad ponofenim nerozkrajeného vajicka
do vody v odmérném valci. Podobné Ize také odhadnout, jakou objemovou ¢ast
vajicka tvori zloutek.

V geologii, metalografii ¢i biomediciné je ¢asto tfeba odhadnout objemovy
podil Vi, né&jaké faze ve vzorku (napiiklad podil uréitého mineralu v horning).
Je-li rozloZeni sledované faze homogenni, pak by se stfedni hodnota podilu
N,us/Nee, neméla zménit pii omezeni boda jen na nékterou z rovnobéznych
rovin (napf. na rovinu a na obr. 6.5 vlevo). Podil A4 obsahti v fezu je tedy
(v priméru) roven objemovému podilu Vi, vySetfované faze ve vzorku, a za-
roven byl uréen jako podil po¢tu bodid zasahujicich danou fazi a vSech bodu
miizky v dané roviné, coz vyjadfuje jedna ze zdkladnich stereologickych for-
muli:

Pp=Vy=Ay4. (6.6)

V pfipadé homogenniho rozlozeni tedy k odhadu staci jen jeden nebo né-
kolik maélo Ffezii. Bodova metoda je obzvlast efektivni pii zkouméni materiala
s jemnou strukturou, jako napfiklad hornin ¢i kovi tvofenych malymi ¢asti-
cemi, nebo organickych tkani. Dfive byla miizka superponovana p¥imo se vzor-
kem studovanym pod mikroskopem, popf. s jeho zvétsenou fotografii, v dobé
pocitacl stejnou praci zastane software pro zpracovani obrazu.

Geometricka pravdépodobnost v geologii

Dodejme, 7Ze geologové geometrickou pravdépodobnost ,,objevili“ a zacali
vyuzivat az téméf pil stoleti po vydani Czuberovy knihy [C23], kterd byla
prvni monografii vénovanou tomuto oboru, a jesté déle trvalo, nez zacala byt
vyuzivana v biologii a biomediciné. Vyznam geometrické pravdépodobnosti pro
praktické aplikace vynikne pfi srovnani bodové metody se zptsoby, které byly
v geologii pouzivany diive.

Ke zjisténi slozeni hornin se velmi dlouho vyuzivalo rtiznych pracnych a ne
zcela idealnich metod. Je-1i hornina tvorena jen dvéma mineraly znamych hus-
tot, 1ze pomér téchto minerald urcit z hustoty horniny; je vSak zfejmé, ze tato
metoda je omezend jen na malo typt hornin. Jiny zpiisob spocival naptiklad
v rozttidéni jednotlivych mineralt ve zvazeném mnozstvi rozrcené horniny po-
moci kapalin o riznych hustotach; tato metoda neni piilis pfesna a také narazi
na problém s mineraly blizkych hustot. Presnéjsi vysledky davala chemicka
analyza, kterd je ovSem velmi naro¢na na cas.

Francouzsky geolog a mineralog Achille Delesse (1817—1881) predstavil ve
dvojici ¢lanki [72] a [73] z roku 1847 nésledujici mechanickou metodu od-
hadu objemového podilu jednotlivych mineralt v horniné, zaloZzenou na tvaze,
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Ze v rovinném fezu horninou rovnomérného slozeni jsou plosné obsahy mine-
ralnich komponent ve stejném pomeéru jako jejich objemy v horniné. Jinymi
slovy, Delesse ukézal, ze pro odhad objemt neni nutna kompletni trojrozmérné
rekonstrukce objektf.? K uréeni plos$nych obsaht pfitom pouzival jednoduse
vypadajici, ale pomérné pracnou metodu: papir se promasti olejem, aby byl co
nejprithlednéjsi, polozi se na rovinny fez horninou, obkresli se hranice jednot-
livych mineralt a oblasti se vybarvi réiznymi barvami pro rtizné mineraly. Pak
se papir nalepi na cinovou félii, mozaika se rozieze a roztfidi podle barev. Po
odlepeni papiru se jednotlivé skupiny zvazi; plosné obsahy minerala v fezu jsou
pak ve stejném pomeéru jako hmotnosti odpovidajicich skupin. Jak bylo zmi-
néno vyse, ve stejném pomeéru jsou i objemové podily jednotlivych minerali.
P1i zndmych hustotach komponent pak 1ze snadno piejit i k hmotnostem.

Je-li hornina jemnozrnné, musi se fezy sledovat pod mikroskopem. Pak sa-
mozrejmé neni mozné pouzit pfimo popsanou metodu, ale je tfeba nejprve
ziskat zvétSeny obraz daného fezu. K tomu pivodné slouzila tzv. camera lu-
cida, kterd spojuje obraz z mikroskopu a vedle polozeného papiru a umoziuje
tak zakreslit pfesny obraz pozorovaného vzorku. Obraz se pak opét vybarvi
riznymi barvami pro rtizné mineraly, rozieze a zvazi; tuto modifikaci Delesse-
ovy metody popsal jako prvni Henri Clifton Sorby v ¢lanku [349]. John Joly
misto fezani a vazeni urcoval obsahy graficky (viz [179]), Albert Johannsen
navrhl mé¥it plochy pomoci planimetru (viz [176]). VSechny zminéné modifi-
kace jsou vSak podobné jako ptivodni Delesseova metoda velmi naro¢né na cas
i trpélivost.*

O vyraznéjsi zjednoduSeni se zaslouzil rakousky geolog August Rosiwal
(1860—1923), ktery v ¢lanku [309] z roku 1898 ukazal, Ze obsahy oblasti v rovin-
ném fezu jsou ve stejném poméru jako soucty délek pruniki systému piimek,
superponovanych s fezem, a pfislusného mineralu. Urceni objemu v trojdimen-
zionalnim prostoru se tak redukuje na métreni délek, tedy na jedinou dimenzi.
Rosiwal pfitom uvazoval nejen systém ekvidistantnich rovnobézek ve dvou na-
vzadjem kolmych smérech, ale také systém pifimek umisténych zcela libovolné,
a dokonce i systém libovolnych kiivek.

V roce 1933 pak rusky geolog, mineralog a petrolog Andrej Aleksandrovié
Glagolev (1894-1969) publikoval ¢ldnek [121], v némz popsal bodovou metodu
(viz obr. 6.5 vpravo), kterd se tak stala jednim z dilezitych nastrojt geologie.®

3Delesseovo ptivodni zdiivodnéni je nasledujici: predstavme si, ze vzorek horniny umistime
do soufadnicového systému. Objem daného minerdlu v horniné lze spocitat pomoci integralu
f ., fidz, kde f; znadi plosny obsah tohoto minerdlu v fezu rovinou rovnobéznou s rovinou xy. Je-
li sloZeni horniny rovnomérné, vyjadiuje uvedeny integral objem valce s podstavou o obsahu f;
a vyskou rovnou vysce zkoumaného vzorku. Objemy riznych mineralt jsou proto ve stejném
poméru jako velikosti zédkladen f;. Dnes bychom dodali, Ze Delesseovo tvrzeni ihned plyne
z Fubiniovy véty. Pfipomenme, ze metoda odhadu objemu, vychazejici z obsahii v rovno-
bé&znych rovinnych fezech, byva spojovana se jménem Bonaventury Cavalieriho (1598 -1647),
jehoz znadmy princip popsany v praci [54] pfedstavoval dilezity krok na cesté k obecné defi-
nici objemu télesa libovolného tvaru, zalozené na srovnavani jeho fezt nizsi dimenze s fezy
urcitého referenc¢niho télesa.

4Podle A. A. Glagoleva bylo pii poétu zrn vétsim nez 1000 k dosazeni dostateéné piesnosti
(s chybou mensi nez 1 %) potfeba minimalné 6 az 8 hodin (viz [121], str. 8).

5Podrobngjsi informace lze nalézt napiiklad v ¢lancich [165] a [166].
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